Théorie des groupes,
Licence LM325
controle du 13/12/2004

Les exercices suivants sont indépendants
I Soit & la permutation de &; définie par :
J_(1234567)_
12765 341)"
décomposer ¢ en produit de cycles de support disjoints et donner son ordre.

Combien y-a-til d’élements de &y conJugues a g7 Quel est le ppem des ordres
des éléments de ;7

II Soit & un groupe de cardinal 168. Combien v a-t-il d’éléments de & d’ordre
exactement 77

III Soit G un groupe de cardinal n = p®m, avec p premier et {(p,m) = 1. Solent
P, ) deux p-sous-groupes de Sylow distincts de &; montrer que PNQ = QNNg{ P},
olt Ng(P) est le normalisateur de P dans G.

On suppose maintenant que l'ensemble X des p-sous-groupes de Sylow de
GG est de cardinal exactement p + 1. Montrer que P agit sur X par conjugaison.
Déterminer Porbite de P {(vu comme élément de X), son stabilisateur. Déterminer
de méme l'orbite de @ et son stabilisateur.

Montrer que [P N Q| = p*!

IV Soit GG un groupe fini dont tous les éléments sont d’ordre au plus 2.

a) Montrer que G est, commutatif.

b) On suppose que G n'est pas réduit & {e}; montrer que le cardinal de G est
pair.

d) Soit ¢ #* e un élément de G, et H =< a >. Montrer que H est distingué dans
G et que tout élément de G/H est d’ordre au plus deux.

e} Montrer que |G| est une puissance de 2.




Théorie des groupes,
Licence LM325
examen du 25/01/2005

Les exercices suivants sont indépendants

I. On rappelle que 401 est un nombre premier. Soit (¢ un groupe de cardinal
20085,

a) Combien peut-il y avoir de 5-Sylow de G?

b) Méme question pour les 401-Sylow de G.

On suppose maintenant qu’il existe un unique 5-Sylow dans G, noté Hy et un
unique 401-Sylow noté Hygy.
c) Montrer que ces deux sous-groupes sont cycliques. On notera x un générateur
de H; et y un générateur de Hyp:.
d) Montrer que yxy~! = x¢, avec i € Z. Montrer que z — yxry ' permet de
définir un automorphisme ¢ de Hs. En déduire en particulier que 51 4. ‘
e) Montrer que ¢**! = Id. Montrer que i*° = 1 mod (5) puis que i*"' = ¢ mod (5),
puis que ¢ = Id.
e’} Alternativement, on pourra montrer y(zy~lz~1) = (yry 1)z ! puis que G est
abélien [choisir 'une des méthodes e) ou €’)}.
f) En déduire que G ~ Z/20057Z.

On suppose maintenant qu'il existe 401 5-Sylow dans G, et un unique 401-
Sylow noté Hyg;.
g) Montrer que (G n’est pas abélien.
h) Montrer que Aut(Hyp1) = (Z/401Z)*. En déduire que Aut(Hyy) est cyclique.
i) Montrer que Aut(Hyp ) posséde un unique sous-groupe N d’ordre 5.
j) Soit H =< z > un 5-Sylow de G et soit ¢ application de H —— Aut(Hyg )
induite par 'application z — 4, ol ¥, (u) = zuz~! pour u € Hyg;,. Montrer que
@ est un morphisme de groupe d'image N.
k) On pose G' = H x Gy (en tant qu’ensemble) que 'on munit de la loi *

(h, k) % (W, K'Y = (hR', kap(k')) .

Montrer que ¢ muni de la loi * est un groupe isomorphe & G.

1) Montrer également que tout homomorphisme de Z/5Z dans Aut(Hyy,) d’'image
N permet de définir de la méme maniére un groupe G’ non abélien de cardinal
2005. En déduire qu’il existe au moins un groupe non abélien de cardinal 2005.
m) Montrer que tous les groupes construits par le procédé déerit en 1) sont
isomorphes. En déduire qu’il existe un unique groupe non abélien (4 isomorphisme
pres) de cardinal 2005.




I1. Soit G un groupe, et G’ le sous-groupe des commutateurs. Montrer que le
nombre de représentations (irréductibles) de degré 1 de G est le méme que le
nombre de représentations (irréductibles) de G/G.

ITI. Soit H le groupe des quaternions, H = {1, +x, +y + 2}, avec 2 = 3® =
22 =1, et gy = —yz, T2 = —21, yz = —2Y.

a) Montrer que I a 5 classes de conjugaisons. Soit A = {£1}. Montrer que A est
un sous-groupe distingué de H.

b) Montrer que B = H/A est un groupe de type (2,2). Combien y-a-til de
représentations irréductibles de B? Quel est leur degré?

¢} Montrer que H admet 4 représentations irréductibles de degré 1 et une
représentation irréductible de degré 2.

d) Soit p une application de H dans Gl3(C) telle que

p(m):(é Bi),p(y)=(f1 é)’P(Z):(g 8)

Montrer que si p est une représentation linéaire de M, elle est définie de maniere
unique. Montrer que cette représentation est irréductible.
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EXERCICE 1-
1) Soit ¢ un homomorphisme de Z/AZ — Z/9Z. Montrer que ¢ = 0. Est-ce encore le cas si
w: L/AZ — T[277

EXERCICE 2— Soit G un groupe fini d’ordre 21 opérant sur un ensemble fini E ayant n
éléments.
a) On suppose n = 19. On suppose aussi qu’il n’existe pas de point fixe dans F sous Paction
de G. Combien y a-t-il d’orbites dans E7 Quel est le nombre d'éléments dans chacune de ces
orbites? _
b) On suppose n = 11. Montrer qu’il existe au moins un point fixe dans E sous l'action de G.
¢) Soit » un entier > 11. Montrer qu’il existe un ensemble ayant n éléments sur lequel G opére
sans point fixe.

EXERCICE 3~ Soit p > 5 un nombre premier, et H ¢ &, un sous-groupe tel que [G,, : H] < p.
a) Montrer que tout cycle d’ordre p est contenu dans H.
b) Montrer que tout cycle d’ordre 3 est produit de deux cycles d’ordre p. -
c) Montrer que H = 2,,.
d) Montrer que &5 ne contient aucun sous-groupe de cardinal 30, 40.

|

EXERCICE 4— Soit (¢ un groupe fini et p une représentation complexe de degré n. On note
0 'application de G vers Gl;(C) définie par 8(g) = det(p(g))-
a) Montrer que d est une représentation de G.
b) Montrer que G/ ker(4) est cyclique (on montrera que tout sous-groupe fini de C* est cyclique).
c) On suppose qu'il existe une élément g € G pour lequel §(g) est la multiplication par —1.
Montrer que G contient un sous-groupe d’indice 2.
d) Si G est simple, monirer qu'une représentation non triviale est fidéle.
e) On admet que le degré d’une représentation irréductible divise |G|, et 'on suppose que G
est simple, non abélien, de cardinal pair. On suppose enfin que p est irréductible de degré 2.
Montrer que pour tout g € G, §(g) = 1.
f) Montrer que G posstde un élément vy d’ordre 2 et en déduire que p(vy) = £Id (on vérifiera
préalablement que p(vy) est diagonalisable}.
g) Montrer que p(v) # Id (montrer que sinon G posséde un sous-groupe distingué non trivial).
h) Calculer p{y.g.y71.g7!) pour un élément g quelconque de G et en déduire que ~ est dans le
centre de . En conclure que toute représentation irréductible non triviale est de degré > 3.




- Théorie des groupes,

Licence LM325
controle du 21/11/2005

Durée, 1h80-Les exercices suivants sont indépendants

I On note Gly(¥a) ensemble des matrices 2 x 2 inversibles, & coefficients dans
Fy = Z/27 rauni du produit usuel de matrices..

a) Calculer le cardinal de G1(Fs),

b} Déterminer l'ordre de chacun des éléments de Gla(F2).

¢) Montrer que Gly(F3) n’est pas abélien.

IT Soit G un groupe fini de cardinal n, non commutatif. Soit Z(G) le centre de G
et k Pordre de Z(G) (on rappelle que Z(G) est 'ensmble des z € G commutant
avec tout y € G et que Z((G) est distingué dans G). Le groupe G opere sur lui
méme par conjugaison. On note r le nombre d’orbites.

a) Montrer que k < n/4.

b) Montrer que r < 2. _

IIT Soit G un groupe fini et H un sous-groupe distingué de G tel que

pged(|H|, |G : H|) = 1.

Montrer que H est le seul sous-groupe de G de cardinal |H]|.

IV Soit P un p-sous groupe de Sylow de (¢ et M un sous-groupe de G tel que M
contienne le normalisateur de P dans & :

{z € G,zPz' =P} C M.

Montrer que |G : M| = 1 mod (p).




Théorie des groupes,

Licence LM325
examen du 16/01/2006

Durée, 2h—Les exercices suivants sont indépendants

1) Combien d'éléments d’ordre 20 y-a-t-il dans &;,? Combien parmi ces
derniers sont dans 257

11} a) Calculer a = 2006 mod (30). En déduire I'image de a par I'isomorphisme
canonique Z/30Z ~ Z/27 x Z/3Z x Z/5Z.
12345678 9 10
76 49381210 5

2006

b) soit y = € 1. Décomposer v en produit

de cycles de support disjoints et calculer

IIT) a) Combien y-a-t-il d’élements dans &,7 Combien parmi ces derniers sont
des éléments de %47 .
b) En déduire que 21, posséde un unique sous-groupe distingué H d’ordre 4.
¢) Montrer que le quotient 2%,/ H est cyclique et donner son cardinal. Montrer que
2%, posséde au moins trois représentations irréductibles de degré 1. :
d) Soit p la représentation de 2, dans GI{(C4 muni de sa base canonique {ey, ..., eq}
définie par p{o)(e;) = eo(;). Montrer que C* posséde une droite D stable par
Paction de p et exhiber un supplémentaire V' de D stable par p.
e) Montrer que les restrictions de p a D et V sont irréductibles.
f) En déduire le nombre de représentations irréductibles de 24 ainsi que leur degré.

IV} Soit G un groupe d’ordre n ayant exactement 3 classes de conjugaison.
b) Trouver toutes les solutions de 'équation (E) : 1 =1+ 14 % olin,a,bsont |
des entiers tels que n > a 2 b > 0 et a | n, b | n. On commencera par montrer
que b < 3. On cherchera ensuite les solutions avec b = 3, puis b = 2.
¢) Déterminer le nombre de classes de conjugaisons de Z/3Z, Z/AZ, Z/2Z x Z./ 27,
Z/ 67Z et S3.
d) En faisont opérer G sur lui méme par conjugaison, montrer qu’il existe des
entiers a, b tels que (n, a, b) soit une solution de (F).
e) En déduire la liste des groupes & ismorphisme prés ayant exactement 3 classes
de conjugaison. '
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examen du 6/09/2006

Duree 2h~Les ezercices suivants sont indépendants

I On pose Gy = Z/547 x ZJ12Z x Z[T27 et Gy = LJ487 x /277 x Z./36Z.
Ces groupes sont-ils isomorphes (si oui, on en donnera une preuve, dans le cas
contraire, on montrera pourquoi)?

IT Soit G un groupe de cardinal 143 opérant sur un ensemble X de cardinal 108.
Montrer que l'opération admet au moins un point fixe z € X.

IH Soient Gy, G5 deux groupes finis.
a} On suppose que pged(]G1|, |Ga|) = 1. Montrer que tout morphisme de groupe
de Gy vers (G5 est trivial (c’est-d-dire d'image réduite au neutre).
b) Combien y-a-t'il de sous-groupes d’ordre 2 dans &5 7 Ces sous-groupes sont—ﬂs
distingués?

¢) Calculer pged(&3, |Z/3Z|).
d) montrer que tout morphisme de &3 vers Z/37Z est trivial.

1V Soit G fini possédant un automorphisme ¢ d’ordre 2 tel que o(g) # g pour
tout g # e.

a) Montrer que tout élément z € G peut s’écrire sous la forme go{g) ™.

b) Montrer que G est abélien.

V Soit G un groupe opérant sur un ensemble B = {e;,...,e,}. On décompose B
en une union disjointe B, ..., B; d’orbites pour Paction de G. On considére enfin
le C-espace vectoriel V' de base B et la représentation linéaire p de G dans GI{V)
délinie par permutation des éléments de la base (par I'action donnée).

a) Montrer que V' est somme directe de Vi, ..., V; (en tant que G-module) ol les
V; sont les espaces vectoriels de base B;).
b) pour ¢ = 1,...,%, on pose v; = De;en; €. Montrer que C.v; est un sous-module

de V; (et méme de V). Quelle est I'action de G sur C. v 7

¢) Montrer que tout vecteur de V; laissé invariant par I’action de G est un multiple
de v;.

d) Soit W = {v € V,Vg € G, p(g)(v) = v}; montrer que W est une sous—G—moduIe
de V de dlmensmn t.




