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Intégration - Interrogation 1.

Il est indispensable d’énoncer les résultat de cours utilisés.
Exercice 1 :

On note λn la mesure de lebesgue sur Rn. Soit r > 0 et hr : Rn → Rn l’homothétie de centre 0
et de rapport r. Si A ∈ BRn , on note rA = hr(A).

a) Montrer que si A est un produit d’intervalle alors λn(rA) = rnλn(A).

b) En déduire que la mesure de Lebesgues sur Rn est homogène de degré n i.e. ∀r > 0, ∀A ∈ BRn ,
λn(rA) = rnλn(A).

Solution de l’exercice 1.

a) Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn et A = Π1≤k≤nIk un produit d’intervalle. Alors x ∈ A ⇔ ∀k, xk ∈ Ik.
Donc rA = ΠkrIk et λn(rA) := Π1≤k≤nλ1(rIk) = Π1≤k≤nrλ1(Ik) = rnλn(A).

b) Notons µ la fonction définie sur les boréliens par µ(A) = r−nλn(rnA) = r−nλ ◦hr(A). On vérifie
que c’est une mesure σ−finie car hr est un isomorphisme linéaire (donc continue) (r > 0). Les
mesures µ et λn coincident sur les unions disjointes d’intervalles et sont σ−finies, donc elles
coincident sur la classe monotone engendrée qui est la tribu borélienne (on peut aussi dire que
la mesure µ vérifie les propriétés caractéristiques de la mesure produit λn).

Exercice 2 :

On note (Rn, ||.||), l’espace euclidien usuel de dimension n et B(0, r) = {x ∈ Rn, ||x|| < r} la
boule euclidienne de rayon r ≥ 0. Le but de l’exercice est de calculer le volume V1 de la boule
unité B(0, 1)

On rappelle que pour s > 0, Γ(s) =
∫ +∞
0 ts−1e−tdt, et que

∫
R e−t2dt = π

1
2 = Γ(12).

a) Montrer que
∫
Rn e−||x||2dλn(x) = π

n
2 .

b) Montrer que ∫

Rn
e−||x||2dλn(x) =

∫ +∞

0
λn({x ∈ Rn, e−||x||2 > t > 0})dt .

c) En utilisant le resultat de l’exercice 1, déduire de la formule ci dessus que

∫

Rn
e−||x||2dλn(x) = V1

∫ 1

0
(−lnt)

n
2 dt .

d) En déduire que V1 =
π

n
2

Γ(n2+1)

Solution de l’exercice 2.

a) la fonction étant positive, on a
∫

Rn
e−||x||2dλn(x) =

∫

Rn−1
(

∫

x1∈R
e−x2

1e−(x2
2+...+x2

n)dx1)dλ(x2) . . . dλ(xn)

= (

∫

Rn−1
e−(x2

2+...+x2
n)dλ(x2) . . . dλ(xn))(

∫

x1∈R
e−x2

1dλ(x1)) .

On voit en itérant que
∫

Rn
e−||x||2dλn(x) = (

∫

R
e−x2

1dx1) . . . (

∫

R
e−x2

ndxn) = π
n
2

1



b) Notons f(x) = e−||x||2 . Le théorème de Fubini donne

∫ +∞

0
λn({x ∈ Rn, f(x) > t > 0})dt =

∫

Rt×Rn
x

1{f(x)>t>0} =

∫

Rn
(

∫ f(x)

0
dt)dλn(x) =

∫

Rn
f(x)dλn(x) .

c) Si 0 < t < 1, (sinon les ensembles envisagés sont vides),

λn({x ∈ Rn, e−||x||2 > t > 0}) = λn({x ∈ Rn, ||x|| < (−lnt)
1
2 }) = λn(B(0, (−lnt)

1
2 ) = (−lnt)

n
2 V1

car λn(B(0, r)) = λn(rB(0, 1)) = rnV1. Ce qui donne le résultat.

d) Posant −lnt = r, on a
∫ 1
0 (−lnt)

n
2 dt =

∫ +∞
0 r

n
2 e−rdr = Γ(n2 + 1). Donc

π
n
2 =

∫

Rn
e−||x||2dλn(x) = V1Γ(

n

2
+ 1) .
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