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Intégration - Interrogation 1.

Il est indispensable d’énoncer les résultat de cours utilisés.
Exercice 1 :

On note \,, la mesure de lebesgue sur R™. Soit » > 0 et A, : R* — R" 'homothétie de centre 0
et de rapport 7. Si A € Brn, on note rA = h,(A).

a) Montrer que si A est un produit d’intervalle alors A\, (rA) = r"\,(A).

b) En déduire que la mesure de Lebesgues sur R" est homogene de degré n i.e. Vrr > 0, VA € Bgn,
An(rA) = 1"\, (A4).

Solution de ’exercice 1.

a) Soit x = (z1,...,2y) € R" et A =IIj<j<, 1) un produit d’intervalle. Alors € A < Vk, xj, € Ij.
Donc rA = Iyl et Ay (rA) := Ii<p<n i (11) = hi<gp<nr A (L) = 7" An(A).

b) Notons p la fonction définie sur les boréliens par p(A) = r=" A\, (r"A) = r~"Aoh,(A). On vérifie
que c’est une mesure o—finie car h, est un isomorphisme linéaire (donc continue) (r > 0). Les
mesures p et A\, coincident sur les unions disjointes d’intervalles et sont o—finies, donc elles
coincident sur la classe monotone engendrée qui est la tribu borélienne (on peut aussi dire que
la mesure p vérifie les propriétés caractéristiques de la mesure produit Ay).

Exercice 2 :
On note (R™,||.]|), 'espace euclidien usuel de dimension n et B(0,7) = {z € R", ||z|| < r} la
boule euclidienne de rayon r» > 0. Le but de I'exercice est de calculer le volume V; de la boule
unité B(0,1)
On rappelle que pour s > 0, I'(s) = f0+°° t5le~tdt, et que [ e Pdt =3 = r'(3).
a) Montrer que [, e 1P gn, (z) = 7% .
b) Montrer que
2 +00 2
/ e =P N, (2) :/ An({z e R, e IF > ¢ > 0})dt .
n 0

c) En utilisant le resultat de 1’exercice 1, déduire de la formule ci dessus que

1
/ e_||z2d)\n(m):V1/ (—nt)3dt.
n 0

n

d) En déduire que V; = 1“(2731)
2

Solution de l’exercice 2.

a) la fonction étant positive, on a

/6_”I|2d>\n(:€): / </ e~ e @t dgy ) dA (22) . . dA(z)
n R7=1 Jzi€eR

= e~ @ HFT) dN (29) . . . dA(z e d\(z1)).
= ([ i) ax@) (e

z1€ER

On voit en itérant que

/ e_HxHQd)\n(x) = (/ e_m%d:cl) e (/ e_w%dxn) =72
n R R



Notons f(z) = e~1#lI*. Le théoreme de Fubini donne

f(x)
Ugwprn = [ ([ aan@ = [ r@ane.

R

+o00
/ M({z € R, f(z) >t > 0})dt = /
0 R

¢ XR2
Si 0 <t <1, (sinon les ensembles envisagés sont vides),

An({z e R, e lol” > ¢ 5 0)) = \,({x € R”, [|z]| < (—=int)2}) = Au(B(0, (=Int)2) = (—Int) 2V}
car A\, (B(0,7)) = A\ (rB(0,1)) = r"V;. Ce qui donne le résultat.

Posant —Int =r, on a fol(—lnt)%dt = [ rie"dr = (2 + 1). Donc

. / eI ax, (z) = T3 +1).



