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Interrogation 2.

Exercice 1 :

a) Soient k fonctions fi, ..., fx telles que f; € LPI(X,du) avec p; > 1 et ZZ 1 pl =
Montrer que f = f1..... fr est dans LP(X,du) et que

Al < fillpy - 11 Fellpy -

b) Soit f € LP(X,du) N LI(X,du) avec 1 < p < g < 4o00. Montrer que Vr € [p,q], f € L"(X,du) et

1« (1—a)
que si ;= 5+ == alors

1Al < 1A 1Al

Solution de l’exercice 1.

a) Sil = {i, pi < +oo}, il est clair que

fr - fullp < IMier fillp-Migr]| il |

et ]lo = ZZE[ o . On suppose donc que p; < 400 pour tout .

Py
Sik=2,onal= p% + p%, donc I'inégalité de Holder appliquée aux fonctions f € L'» donne

/\flfz|p§(/|f1|p1 )i ( /|f2p2

ce qui donne la formule dans ce cas. Puis on procede par reccurence : si % = p% +...+ Pik' Alors

1_ 1,1
p_p1+wet

fifz o frllp < A fillpd 1 f2 - Frllo < il f2llps - V-

b) On suppose r # p et r # g (donca #0oul). Onal = 4+ @ et fr = frofri—a) gyec

frve Lia et frid—e) ¢ L, L’inégalité de Holder permet de conclure :

Jiar<cfums(f1m™
Exercice 2 :

a) Soit 1" intérieur du tétraede défini par z > 0,y >0, z > 0 et x +y + 2z < 1. Calculer I'intégrale

I= / xyz(l —x —y — 2)dzdydz
T
en effectuant le changement de variable x + y + 2z = u, y + z = wv, z = wvw.

Solution de l’exvercice 2. On a x = u(l —v), y = wv(l —w) et z = vow et ¢ :J0,13> (u,v,w) —
(z,y,2) € T est un bijection. Le déterminant jacobien est u?v et le théoréme de changement de
variable donne

1
I= u® (1 — u)v*(1 —v)w(l — w)dudvdw = —
]0 1[3 7‘
en utilisant le théoréme de Fubini.

Exercice 3 : )
On rappelle que si A > 0, [, e M dy = (3)2.



a) Soit ¢ : R" 3 x — ¢(x) =< Az, >€ RT une forme quadratique définie positive (A > 0). On
rappelle qu’il existe un changement orthogonal de coordonnées qui diagonalise q. Montrer que

7r§1 :/ e~ d;
detAz n

b) En déduire que si A, B sont des matrices definies positives alors YA € [0, 1], det(AA+(1—\)B) >
(det A)(detB)'=* (On pourra appliquer Iinégalité de Holder & des fonctions bien choisies).

Solution de l'exercice 3.

a) Soit U une matrice orthogonale telle que X = UY et U' AU est diagonale. On a |detU| = 1 et
< Az,x >=< U'AUy,y >= 3", Niy? = G(y). Le changement de variable y — x donne donc

/ e~ 1@ dy = / e~ 1Wdy =117, / e NV dy; = H?Zl()\l)% .

b) On note que e—<(aA+(l-a)B)zx> _ ,—a<Azz>,—(l-a)<Bzz>
L ’inégalité de Holder avec p = a~ ' et ¢ = (1 — a)~! donne

/ €_<(aA+(1—a)B)z,:c>dx < (/ e_<A$’$>d$)a(/ €—<Bat,x>dx)1—a

n

D’aprés 1), si a # 0 ou 1, on obtient le résultat.



