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Interrogation 2.

Exercice 1 :

a) Soient k fonctions f1, . . . , fk telles que fi ∈ Lpi(X, dµ) avec pi ≥ 1 et
∑k

i=1
1
pi

:= 1
p ≤ 1.

Montrer que f = f1. . . . .fk est dans Lp(X, dµ) et que

||f ||p ≤ ||f1||p1 . . . ||fk||pk .

b) Soit f ∈ Lp(X, dµ)∩Lq(X, dµ) avec 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞. Montrer que ∀r ∈ [p, q], f ∈ Lr(X, dµ) et

que si 1
r = α

p + (1−α)
q alors

||f ||r ≤ ||f ||αp ||f ||1−αq .

Exercice 2 :

a) Soit T l’intérieur du tétraède défini par x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 et x+ y+ z ≤ 1. Calculer l’intégrale

I =

∫
T
xyz(1− x− y − z)dxdydz

en effectuant le changement de variable x+ y + z = u, y + z = uv, z = uvw.

Exercice 3 :
On rappelle que si λ > 0,

∫
R e

−λx2dx = (πλ )
1
2 .

a) Soit q : Rn 3 x → q(x) =< Ax, x >∈ R+ une forme quadratique définie positive (A > 0). On
rappelle qu’il existe un changement orthogonal de coordonnées qui diagonalise q. Montrer que

π
n
2

detA
1
2

=

∫
Rn

e−q(x)dx

b) En déduire que si A,B sont des matrices definies positives alors ∀λ ∈ [0, 1],

det(λA+ (1− λ)B) ≥ (detA)λ(detB)1−λ

(On pourra appliquer l’inégalité de Holder à des fonctions bien choisies).
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