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Devoir 1.

Exercice 1 : On note X = [0, 1], B la tribu borélienne, A la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. On note
sign(y) = +1siy > 0et sign(y) = —1siy < 0. Si k € N*, on pose ri(z) = sign(sin(2¥nz)). De sorte
que 7y : [0,1] = {+1,—1} est constante sur chaque intervalle i27%, (i + 1)27%[ (Le lecteur aura un
grand bénéfice a tracer le graphe de 71, o9, r3).

1) Montrer qu’étant donné deux fonctions ry,r; avec k < I, on a A({z; r(z) = €1, ri(z) = €2} = 1
quelques soient (€1, €2) avec €; € {+1,—1}. En déduire que le systéme (rj)gen+ est un systéme
orthonormé de L2([0,1], B, \).

2) Montrer que pour toute suite (7k,,...,7%,) (telle que 0 < k1 < ... < ky) et pour toute suite
(€1,...,€n) € {+1,—1}", on a

(s 1 (8) = €1, -, 7, () = €0}) = Iy A({as 1, (2) = €1}).

C’est a dire que les variables aléatoires (7 )ren+ sont indépendantes.
En déduire que pour tout suite de fonctions fi,..., fn : {+1,—1} - R, on a

/ I, fi(ri(x))dA(z) = ?:1/ fi(ri(z))dA(z) .
b's X
3) Soit (¢;)ien une suite de nombre réels. Montrer que Vo > 0,

/ (S @) g (z) < % Simr e}
X

2
On pourra utiliser que ch(t) < eT.

4) En déduire que
n 2
MDY i > t) <2e 2
i=1
«

(Posant F' = Y "¢, on pourra utiliser que elFl < o 4 o=l hyig utiliser I'inégalité de

Tchebichev pour majorer A({e®Fl > eto}).

5) En déduire que pour tout p > 0, il existe une constante B, telle que pour tout n € N*,

n n L n
1Y cirille < By )2 = Byl Y earillre-
=1 =1 =1

On pourra d’abord supposer > 1" | cg =1.

6) Soit 1 <p<2,p+#2, et@e]O,l[teHeque%:g—i—%e.
Montrer que ||Fl|]2 < ||F| |11)_6| |F']]9. En déduire qu'il existe une constante A, telle que pour tout
n € N*,

n n

1
Ap(D )z <11 erillie
] 1

=1 i=

7) En déduire les inégalités de Khintchine : Pour chaque p > 1, il existe des constantes A, et B,
strictement positives telles que pour toute suite finies c1, ..., ¢, de nombres réels, on a

n n n
Al emillzz <D eirille < Byl erillze -
i=1 =1 i=1



8)

On se donne une suite infinie (¢;);en de réels. Montrer que la série ), ¢;r; converge dans LP
(p > 1) ssi elle converge dans LZ.

Solution de l'exercice 1.

)

hi(z) = 1 ssi @ € Ug; o[ 2, ZeFL]. Cet ensemble est de mesure 1. Si k < [,

2k 9ok
i i1 2=k 4 p 2k p 41
[277 27] = Up<p<at—k_1] ST o ]

. .. . . , . . . . I—=k; I—=k;
et la fonction 7; est positive si p est paire et négative si p est impaire. Sur |2 2}“’ .2 ;”,Lp a=
2k

ry = (=1)" et ry = (—1)P. I y a donc % x # de tels intervalles de longueur % qui répondent
a la question. Ce qui donne une mesure totale de %
Jx reridA(x) = D (eren)ef—1132 Cr€2A({@; mi(@) = €1, mi(x) = €2}. On trouve 0 si k <1 et 1 sinon.

On montre la propriété par recurrence : on a vu que A({z; ry(z) = €1, r(z) = e2} = 1 = 3. S

k1 < ... <k, < kpt1, les fonctions r, sont constantes sur chacun des intervalles ]2k - 2,1;% - [

L’ensemble {z; ri, () = €1, ..., 7, (x) = €,} est union disjointe d’intervalles du type I;

(2,%, ;—3) Comme pour la question 1), I; N {ry ,, = €n11} est de mesure la moitié de celle de

I;. Donc

n+1

)\({.’L‘, Tkq (x) = €1y -y Tkn+1(x) = en-l-l}) = é/\({a}, Tk (1') = €1y --ny 'r'kn(x) = Gn}) = 127

et
/ I, fi(ri(z))dA(z) = Z fler) - flen)A({re, = €1, -, Tk, = €n})
X (€1ye-€n)E{—1,1}"
= > fler) ... fle)M{re, = €e1}) ... {7, = €n}) = (Y fe)A{re, =)
(€15ee€n)€{-1,1}" ezE{ 1,1}

Remarque : En général, si deux variables aléatoires X,Y : (€2, du) — R sont indépendantes alors
pour toutes fonctions mesurables positives f, g, [o f(X)g(Y)dp = ([o f(X)dp)( [ 9(Y)dp).

Les propriétés de I’exponentielle et I'indépendance entrainent

/ e e gy = ( / emdN) L ( / e d)\) = Iy ch(ac;) .
X X X

La derniere égalité étant un calcul simple. En examinant les développements en série entiere, on
2

voit que ch(t) < eT. Ce qui donne le résultat demandé.
On a

Ck2 n 2
/ eFlgx < / e 4 e F N < 2eF Lima i
X X

Donc 'inégalité de Tchebicheff entraine que Vt € R,
2 n
/\({ea|F| > eta}) < eftaQe% S c2 )

Ce qui s’écrit Vt € R,

2

AIF| = 1)) < e t2es St

Le réel ¢ > 0 étant fixé, on minimise le membre de droite suivant o > 0 : le minimum de
2 2
a — —ta + 5B sur [0, +oof est —5—5.

Donc )

t
n 2

o2 P
A{IF]>1}) < mi{)l(e*tO‘ZeT Tim ) = 2TiaeD
a>



5)

Par homogénéité des normes, il suffit d’établir ’estimation pour (> 02)% = 1. Le théoréme

=11
de Fubini entraine que pour tout p > 0, on a
+oo o0 42 1
/ |E|PdA :/ A{|F| > t})ptpfldt g/ e~ 2P dt = BY
X 0 0

4
On a |F|? = |F|?|F|20-9). La premitre fonction est dans L7, la seconde dans L21-9 . Donc
I'inégalité de Holder entraine que ||F||3 < ||F||2||F||3" 7.
Mais || F||4 < Byl|F||2, donc

__ 0
11128, " < [|Flp.

Les inégalités sont démontrer si 1 < p < 2. Si 2 < p, Comme on est dans un espace de probabilisé,
on a ||F||2 < ||F||, par Jensen ou Holder. Ce qui montre I'inégalité de gauche dans ce dernier
cas.

Les espaces LP sont des espaces de Banach, donc une série converge ssi elle vérifie le critére de
Cauchy. Les inégalité de Khintchine montrent quer les critere de Cauchy est satisfait dans LP
ssi il lest dans L2.



