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Exercice 1. Cf cours.
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Exercice 2. Notons g;(z) = <2 + 2+ > et go(2) = (2 s ) M
z z z

ces deux fonctions méromorphes admet éventuellement un poéle en 0, uniquement. Ecrivons
f(2) = ag + a1z + 2%h(z), ot h est holomorphe au voisinage de 0. Alors g;(z) = a—g + 8y
z z
2
h(z) + 2oy 2a1 + 22h(z) + f(z), donc Rés(g1,0) = 2ag + a1 = 2f(0) + f/(0) ; de méme on
z

a Rés(g2,0) = 2f(0) — f'(0). ,

De plus, 'application H: [0,1]x [0, 1] — Q définie par H(s,t) = (1—s5)e*™ est une homotopie
entre le chemin 0D(0,1) et un chemin constant (on pouvait aussi signaler que {2 contient un
ouvert convexe D(0,1 + €) avec € assez petit). La formule des résidus donne donc :

/¢9D(O,1) (2 e i) @dz = 2mi(2£(0) + f'(0)),

z

ot /{w(m) (2 - 1) @dz — 27i(2£(0) — £/(0)).

2) On paramétrise le chemin dD(0, 1) par [0,27] — C, t — €. Alors :

I ; o flel?) .
/ _ i0 —i6 1
2f(0)+f(0)_2m i (2+€”+e") e’ df
27
= %/0 cos? gf(ew)dﬁ,
1 2m . . f(6i9>, )
_ - 0 10 10
et 2f(0) — f/(0) 5 J, (2—e e ") e dé
2 2 0 .
= —/ sin® — f(e'?)dh.
™ Jo 2

Exercice 3.
1. Soit HR = HOD(O,R) et mpr — Hf”oo,HﬂDi(O,R) = ma$z€m|f(2)| (HOD(O,R) est

compact).
Montrons que f est bornée: Soit m = sup |f(z)|. Comme lim f(z) =0, il existe R > 0
2€H |z|—>ioc
z€H

tel que z € H et |z] > R entraine |f(z)| < 1. Donc m < max(mg,1) < +o0
Montrons que m est atteint sur le bord de H: Si m = 0, la propriété est triviale.

_ m
Supposons m > 0. Il existe R > 0 tel que z € H et |z] > R entraine |f(z)| < 5 Donc
m=||f|| T L’ouvert Hp/ est borné et f est holomorphe sur cet ouvert, continue jusqu’au

bord. Le maximum du module est donc atteint sur le bord de ce domaine.
Mais comme |f(z)] < 5 sur |z| = R, ce maximum est atteint sur le segment [iR, —iR)].



2. On a

—27 —Re(|z|TetrAr8(2)) — e—|z|”cos('yArg(z)) < e—|z|'Y cos L& .

e [ =e

™
On remarque que cos % > 0.

3. La fonction définie par F,(z) = f(z)e™“*" est holomorphe sur H, continue sur son adhérence
et vérifie
L (2)] < Qb= —econ F 1T

Elle tend donc vers 0 lorsque z tend vers I'infini. La question précédente entraine que Vz € H,
|F.(2)| < |f(2)|. En particulier, sur la droite iR, F. est bornée par M = sup |f(t)]-
teiR

La question (1) de I'exercice entraine que si z € H, alors |F.(z)| < max |Fe(t)] < M. Faisant
tet
tendre € vers 0, on obtient |f(2)| = |Fy(z)) < M.

Exercice 4.
1) Les poles de f sont ai, —ai et 1, donc les conditions 7 < a < R et 7 < 1 < R impliquent
que les trois poles de f sont d’indice 1 par rapport au chemin v, g 6.

Chacun de ces poles est un pole simple. On calcule les résidus de f :

1 1 1
Hz) = z+ai z—ai Logz’
1 1 1 1 -1 1
d R, ,‘:foi_:fi"tR, ,—.:7..7‘:
one Rés(f, ai) 2ai  Log(ai) 2ailna+i% et Rés(f, —ai) 2at  Log(—at)
-1 1 1
———— : enfinn la dérivée de la fonction z — Logz est z — —, donc on trouve
2ailna — zg z
, 1
Res(f7 1) = m

La formule des résidus, appliquée & f, méromorphe sur ’ouvert simplement connexe C~ (R_),
donne finalement :

1 1 1 1
/ f(z)dz = 2mi <2+<( — - ,r))
Yr,R,0 1+a 2a¢i \Ina+15 Ina—1ij

. 1 1 —im
1+a 2at (Ina)? + T

2) L’intégrale de Cauchy / f(2)dz est la somme des quatre intégrales :

Yr,R,0

o /R ei(Tr—Q)dt _ 6—1‘9 /R dt
T ) (12e729 4 a?)Log(tei(m=0)) , (t2e=29 + a?)(Int + i(m — 6))’

I B /R ei(7”+9)dt B _eie /R dt
-7 ). @0 ¥ @ Loglte ) @ )t +i(—7 +0)

I /”—9 iRetdt
A rro (R%2e2?i 4 a?)Log(Reit)




I /”_9 irettdt
et I, = — : —
10 (P4 ) Log(re)

1 . , 1
Lorsque 6 tend vers 0, e 2 @) (It 1 i(x —0)) tend uniformément vers @+ )t —in)’
R dx ~ R dx
donc I tend vers / 5 — ; de méme I_ tend vers — / 5 —.
r (22 + a?)(In” z + im) r (22 4+ a?)(In* x — in?)
dx x (—2im)
22 +a2?)(In’z + 72)
2R ¢ L] < 27r
2Pt et | el
(R?—a?)InR " (@2 = r?)(=Inr)
et 7 < 1 < R, permettent de trouver, a la limite lorsque r tend vers 0 et R vers 400 :

R
Donc la somme tend vers / (
-

Les inégalités |Ir| < , valables lorsque r < a < R

/+°° dx B T 1
o (2+a)(In’z+72)  2a((lna)?+ %) 14+a?



