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Exercice 1.

Par hypothese, il existe un compact K contenu dans U tel que z ¢ K entraine |f(z)| < 1.
Donc P(f) € K. Or l'ensemble des poles d'une fonction méromorphe est un ensemble
discret et fermé dans U. Donc P(f) = P(f) N K est fini.

Supposons f non nulle. Notons P(f) = {p1,..., pn} U'ensemble des poles de f. Soit n;

i(z
lordre du péle p; dans f de sorte que f(z) = (gl())n au voisinage de p; avec g; holo-
Z—=pi)™
morphe sur ce voisinage. Notant P(z) = IT}*; (z — p;)™*, la fonction

P.f:U>zw I (2 — pi)™ f(z) holomorphe sur U \ P(f) se prolonge comme fonction
holomorphe, notée A, sur U: elle est égale & z +— g;(2)I;j2;(z — p;)™ au voisinage de p;.
Montrons que lim A(z) = 0:
z—0U
U étant borné, || P||,, g = sup{|P(2)|} est fini. Soit € > 0, il existe un compact contenu
2eU
dans U telle que z ¢ K entraine |f(z)

[(P.f)(2)] < e

Ceci entraine que A est identiquement nul: Prolongeons la fonction A par continuité
sur U en posant Ajpr = 0. Le principe du maximum pour I'ouvert borné U et la fonction
holomorphe sur U continue jusqu’au bord s’applique:

€

| < —————. Donc z ¢ K entraine |A(z)| =
L+ |[Pl|oo, o

max |A| = max|A| =0.
U ou

A
Donc f = I est identiquement nulle. Contradiction.

1
La fonction z — = est un contre-exemple lorsque U = C est non borné.

z
. log = _ . zP log z
Exercice 2. Posons 2P = ¢P'°¢% pour z € C\ R™. La fonction f : 2z — P est
z
R . im | 2ikw
méromorphe sur C \ R~ avec des poles simples en e ™ » . Donc
i ZPlogz,, ix % im
) imy imy 41)im
Rés(f, %) = (B2 (o) = ~ T otene

Le théoreme des résidus appliqué a f sur C\ R™ simplement connexe entraine que

/ f(z)dz = 2imRés(f, e%)

r

car l'indice de I par rapport aux autres poles est nul.
Mais si z est dans le support de T,

1 27
I (el + %)

1=z

If(z)] <

Les hypotheses —1 < p < n — 1 entrainent donc

2 2
lim |/ f(2)dz] < lim |—7rrrp(|lnr\ + i) =0
F4 r—0 n n

70
et

o7 RP(nR+ 2%)

lim \/ f(z)dz| < lim |—R =0.
T

R—+o0 R—+oc0 N R —1
1



De plus, l'intégrale
R %pm 2im

e n tP(Int 4+ £25) i

s = Unf+ 57 s gy

I's - 41

2i(p+1)m 2T
converge lorsque 7 — 0 et R — +oo vers e~ = [Fp, , + —Gp ).
n

Donc
2irRés(f, e%) = lim / f()dz+ | f(z)dz— | f(z)dz— | f(2)dz
R—+o00,r—0 Jp, Iy I's T4
2 (p+1)ix 2i(p+ D) 2im
2@6 = anp — € n [Fn)p + TGn’p]
2 1 i(p+ )7
%i = Fy psin 77T(p 1) +e e n,p
s 2 cog ZetD)
Gy = —Fmiy ot Fup = — 5 — s
sin TP n® sin® BEL
Remarque: la dérivée en p de G, égale I, .
Exercice 3.
G- 3
(1) Rappelons que si j > 2, m = nz:%(n +j—1)...(n+1)z". Donc
b . dit+da(n+1)+ds(n+2)(n+1)...+dpg(n+k—-1)...(n+1)

lim " = lim =1.
n—stoo by notoo  dy+da(n+2)+ds(n+3)(n+2)...+di(n+k)...(n+2)

(2) La fonction h admet en 1 une singularité éliminable. Son prolongement holomorphe h est
holomorphe sur D(0, 1+ ¢€). Le développement en série entiere de h en 0 converge donc sur
ce disque. C’est aussi le développement en série entiere de h. Le rayon de convergence est
supérieur a 1+ e.

. 1 . . . 1
Donc limsup |¢,|* <1 or lim =1 entraine lim |b,|» = 1.
n—-+oo

n—-+oo n—+00 Op41
. Cp 1 . C . .
Donc limsup | |7 < 1 et limsup || = 0. Ce qui entraine
n—+oco Yn n—+00 bn
: an . bn +cn
lim = lim

n—=+00 Ap41 n—+oo by + Cpy1 -
(3) En général, on considere la fonction z — f'(z) = f(20z) dont le développement en série
+oo
entiere en 0 est Z(anzo")z”.
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