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Exercice 1. Ce sont des questions de cours.

Exercice 2.

Ecrivons f(z) = + h(z) avec h holomorphe sur D(0,b), (partie principale plus partie

b2z
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réguliere). Donc h est bornée par une constante M sur D(0, 5) et
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La premiere intégrale vaut 2—2 et hm|/ (2)dz| < hm Longueure(C.)M = 0. Donc
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qui est de limite nulle quand R tend vers +o0.

Les pdles de f sont 0 et +ib. Ind(0,I") = Ind(—ib,T') = 0 et Ind(ib,T') = 1. C étant
convexe, le théoreme des résidus appliqué a f méromorphe sur C donne
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/ f(2)dz = 2imRes(f,ib) = 2im———
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car ib est un pole Simple

La fonction ¢t — _cost est impaire sur R \ {0}, son intégrale sur [—R, —¢] U [¢, R] est
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nulle. Donc VO < e < b < R,
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Passant a la limite quand e tend vers 0 puis R vers 400, on obtient
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On note que la fonction R 5 ¢t —+—

= 2w

sint 1 tinuité en 0 (tandi
————— se prolonge par continuité en andis que
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0 est pole simple de f) et qu’elle est intégrable sur R.

Exercice 3. La fonction f est le quotient de deux fonctions holomorphes sur C, de
dénominateur non identiquement nulle, elle est donc méromorphe sur C. Ses singularités

T .
sont contenus dans {= + km, k € Z}. De plus comme cos’ = —sin est non nulle en ces

points, ce sont des poles simples ou des singularités éliminables.
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On a donc Res(f, g +km) = (()l)k Lorsque k est impair, le résidus est nul donc la

™
singularité est éliminable. Cela se voit aussi via le changement de variable z = u + 5 + km

0+ 0. O(u?
car (k impair) f(u+ g +km) = W — 0 lorsque u — 0.
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La fonction est holomorphe sur D(0, 5), sa série de taylor en 'origine Z a, 2" converge
n=0
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sur ce disque. Le point 5 étant un pole, le rayon de convergence est précisement 3
La fonction H est méromorphe sur C, avec des singularités éliminables ou polaires d’ordres

™

1 en les points 5 + km, k € 2Z (car on a vu que pour k impair, les poles de f sont
T

éliminables). Le résidu en 5 de H est la somme des résidus des deux fonctions (unicité

du développement de Laurent). Donc res(H, %) = —2 + 2 = 0. La singularité est donc
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éliminable et H holomorphe sur D(0, 7) \ {:l:g} admet un prolongement holomorphe H

a ce disque. }
Le développement en série de taylor de H au voisinage de zéro est aussi celui de H. Il
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converge donc sur D(0, ?) Ce développement est g [an —2(=)" 12", Le terme général
T
n=0
de cette série évalué en g converge vers zéro:
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