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Exercice 1. (5 points).
Enoncer le principe du maximum.

Soit P un polynéme de degré n € N et soit M = max |P(2)].
z€D(0,1)

Montrer que si |z| > 1 alors |P(2)| < M|z|".

Indication: On pourra considérer la fonction z — 2" P(—).
z

Exercice 2. (5 points).
eiz

Mont la foncti — =
ontrer que la fonction z — f(z) PR —

est méromorphe sur C. Calculer ses poles

et ses résidus .
Pour R > /2, on considére le chemin ~r Obtenu comme juxtaposition du segment [—R, R],
et du demi cercle C(R, —R) = {Re', 0 <t < 7}. Que vaut / f(z)dz ?

YR

En déduire la valeur de / f(x)dx.

]—OO,-‘,-OO[

Exercice 3. (10 points).

Le but de I'exercice est de trouver le développement en série entiere de la variable w de
la solution w — z(w) de 'équation z = 1 + wz® qui est située au voisinage de 1 lorsque w
tend vers 0.

Ici a est un nombre réel fixé, z — 2% = e est la détermination de la puissance
a—ieme d’un nombre complexe z qui prolonge la fonction usuelle z — z* au disque D(1, 1).

Soit r €]0, 1[. Calculer a(r) = %?X : |z|*. En utilisant par exemple le théoréme de Rouché,
zeC(1,r

montrer que si |w|a(r) < r alors 'équation z = 1+wz® admet exactement une racine z(w)
dans D(1,r).
On fixe un tel w (i.e. Jw|a(r) < r). On considere la fonction holomorphe

aLog(z)

-1
h:D(1,1) 3z h(z) = ——.
Za
Calculer l'intégrale
1 I
2im Jo,m h(z) —w
+oo n
Montrer que la série de fonctions z — nz::o(z - 1)h’(z)hn+71(2) converge normalement sur
c(1,r).
+oo
—1)... — 1
En déduire que z(w) =1+ Z cpw™ avec ¢, = anfan — 1) '(an n+l) sin>1.
n!

n=1
Remarque: pour faciliter le calcul, on pourra faire une intégration par partie, c’est a dire

on pourra utiliser le fait que (f1f2)'(2)dz = 0 lorsque fi et fo sont des fonctions

C(1,r
holomorphes au voisinages de C(1,r) .



Bonus:
Plus généralement, si g est une fonction holomorphe sur D(1,1) telle que g(1) = 0, calculer

1 W(2)
2im /C(u) 9(z) h(z) — w’

1 9'(2)
2im Jeq ) nh(z)”

+oo
En déduire que g(z(w)) = Z d,w™ avec d,, = dz. On fera une intégration par
n=1

partie pour trouver I’expression de d,,.
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La fonction z — 2" P(—) définie sur C* se prolonge en une fonction f holomorphe sur C
1 n
-)= Z a;z""". Le principe du maximum appliquée a f
z

i=0
sur D(0, 1) entraine que pour z € D(0,1), |f(2)| < |[f]|oo,c(0,1) = M. Donc pour tout z de

1
module plus grand que 1, |f(;)| < M ie. [z7"P(2)| < M.

z
car si P(z) = Zaizi alors 2" P(
i=0

Exercice 2.
La fonction est le quotient de fonctions entieres dont le dénominateur est non identiquement
nul. Elle définit donc une fonction méromorphe sur C. On a x? — 2iz —2 = (z —i)? — 1 =
(x—i—1(z—i+1).

La fonctions z — e%* étant non nul, les racines ¢ 1—5: 1 et ¢ —1 du polynome sont des poles

) ) . ezz +e~ )

simples de f et Rés(f,i+1) = % T 2
Comme C est simplement connexe, le théoréme des résidus entraine

(2)dz = 2im(Rés(f,i+ 1) + Rés(f,i — 1)) = —2me 'sinl.

/ f(z)dz
C(R,~R)

—2me~tsinl = lim / f(z)dz:/ f(z)dx+0.
TR ]—00,400]

R—+oc0o

TR

< lim 7"R————F——=0,0na

Comme , I Rotoo RZ—2R -2

R—4o0

Exercice 3.
Onaa(r)=(1—-r)*sia<0et (14+7r)*sia>0.On applique le lemme de Rouché avec
les fonctions z — z — 1 —wz% et z — z —1: Si z € C(1,r) alors

(2 = 1= wz?) = (z = D] = [w]|2] < Jwla(r) <r =]z -1].

Donc ’équation z — 1 — wz® = 0 admet autant de racine dans D(1,7) que ’équation

z—1=0.
h'(z)

La fonction f : z +— (z — I)W est méromorphe sur le disque D(1,1). L’unique pole
z)—w
W (z) . o . . .
de z — W dans D(1,r) est une singularité logarithmique au point z(w):
Z) —w

h(z) —w = (z — z(w))H(z) sur D(1,1) avec H non nul au voisinage de z(w). Donc
B -1
o D) W
h(z) —w  z—z(w)
En fait dans notre cas, on peut aussi calculer directement le résidu car z(w) est une racine
— 1)K
(z = 1Dh'(z) = 2(w) — 1.
(h(Z) - w)/ |z=z(w)
Le théoreme des résidus appliqué a l'ouvert convexe D(1,1) (ou D(1,7+€), € > 0 assez
petit) entraine

+ G(z) avec G une fonction holomorphe au voisinage de z(w).

simple. Donc Rés(f, z(w)) =

Ry

dz = 2(w) — 1
2im Cc(1,r) h(Z) —w i z(w)



car 'indice du cercle par rapport & z(w) vaut 1 et 'indice par rapport & d’autres poles
extérieurs a D(1,r) est nul.

La fonction z — W est continue sur le cercle C(1,7), elle est donc majorée par
une constante M sur C(1,r). Par hypothese |%\ < |w|M < 1sur C(1,r). Donc

+00

s DV i | = Sl < 1o

On peut donc permuter série et intégrale:

1 W (z = W (2)
z(w) = 3im (z — 1)}1(7 Z/ mdz.

c@,r) c(, r)
— 1)K
Lorsque n = 0, l'intégrale est nulle car z +— (zh(l)(z) = h'(2)z® est holomorphe sur
D(1,1).Sin>0,o0na
1 - 1 h—" 1 h™™
2im Jo(1,m hntl(z) 2im Je1,m —-n 2im Joa,y
1 h="
— -1 'dz =0 .
ar gz [ e D
Donc
1 h—n 1 an
Cpn = —— dz = — Zidz
2im Jo@,y 2im Jo,my n(z —1)"
B 1 dr="1 (2o _an(an—1)...(an —n+1)
~ n(n—1)dz(n=1) =1 = n!
(n>1).
En utilisant le théoreme des résidus comme précédemment, on a

1 ZM > — a(2(w
. C(Lr)g( h(z)_wd 9(z(w)).

On développe alors

’I’L

9(2) Zg W& )

avec convergence normale sur C' (1, r) car

" W(z), . alr)
W | < A7) yn
JJnax l9(2) (z)hn“(z)'*ze%?fﬁ) l9(2) h(z)l(lwl )
est sommable.

Commutant série et intégrale, on a

— - 1 9'(2)
YA ( d
9(z = 2ir Z/ 1r)g ?) h”“( Zw 2ir /(1(1 ) nh(z) “
car comme précédement 'intégrale est nulle lorsque n = 0.

. 1 g'(2) 1 (n—1)
Donc si n > 1, dy = —— = —(¢/(z)2") "D,
oncsin>1, 2ir Jou k(=) o (g'(2)z )\z=1




