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CHAPITRE 1

LES NOMBRES COMPLEXES, ALGEBRE, ANALYSE,
GEOMETRIE

D’apreés un cours de Mr Trépreau. V)

1.1. Une construction de C

Imaginons un corps commutatif F tel que le corps R des nombres réels soit contenu dans F
et soit un sous-corps de F. Imaginons encore qu’il existe un élément i € F tel que > = —1.
L’ensemble des combinaisons linéaires

z=x+ yt, z,y € R

est un sous-espace vectoriel € du R-espace vectoriel F. Comme —1 n’est pas un carré dans R,
i ¢ R, donc C est un espace vectoriel de dimension 2 sur R.

En particulier, € est un sous-groupe du groupe additif F. D’autre part, les régles de calcul
dans un anneau commutatif donnent, pour tout z,y,z’,y' € R :

(1) (z +yi)(a' +y'i) = 22’ + (zy +2'y)i + yy'i® = (v2’ — yy') + (2 +2'y)i,
un élément de € : € est un sous-anneau de F. On a en particulier :
(z +yi)(r —yi) =2 +y* € RT.
Siz+yi#0, 22 +y* #0 et linverse de x + yi vaut :
1 o
x4y (r—vyi)(z+yi) 22+y®> 2?4 y?

un élément de € : € est un sous-corps de F.

Donc, il existe un corps commutatif F qui a les propriétés requises, il en existe un, €, qui
est de dimension 2 sur R. Mieux, si un tel corps existe, la loi produit sur € est donnée par (1)
et I'inverse d’un élément non nul de € par (2). L’existence d'un corps tel que € est maintenant
une question de vérifications.

On laisse au lecteur le soin de construire un espace vectoriel de dimension 2 sur R, qui
contienne R comme sous-espace.

1. http ://www.licence.math.upme.fr/UE/LM366/
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Définition 1.1.1. — C est un espace vectoriel de dimension 2 sur R, qui contient R comme
sous-espace, et est muni d'un élément distingué ¢ ¢ R et de la loi de composition interne
(produit, ou multiplication) définie par :

(z +yi)(a' +y'i) = (22" — yy) + (29 + 2'y)s,
pour tout z, y, ', v € R.

Théoréme 1.1.2. — (C,+,.) est un corps commutatif; R est un sous-corps de C ; —1 a
exactement deux racines carrées dans C, i et —i. On note C* = C ~ {0}.

Démonstration. — Le lecteur vérifiera que la loi produit est commutative, associative, distri-
butive par rapport a ’addition, que 1 est élément neutre et que
x y o
22 + 2 o x2—|—y22
est (un, donc) 'inverse de = + yi, si z,y € R ne sont pas tous les deux nuls. ]

L’existence d’un corps tel que € n’a rien de banal. On peut montrer (noter que si K est un
sous-corps commutatif d’un corps L, L est naturellement un espace vectoriel sur K) le résultat
suivant :

Théoréme 1.1.3. — Soit K un corps commutatif. On suppose que R est un sous-corps de K
et que K est de dimension finie n sur R. Alors, ou bienn =1 et K =R, ou bienn =2 et K
est isomorphe a C.

Si ’on supprime la condition que le corps K soit commutatif, il existe un dernier exemple :
le corps des quaternions, qui est de dimension 4 sur son sous-corps R.

1.2. Vocabulaire et notations

Un élément z € € s’appelle un nombre complexe. Sa décomposition
z2=x+yi ou z =T+ 1y, z,y € R,

dans la base canonique {1,i} est 'écriture de z sous forme canonique; x est la partie réelle, y
la partie imaginaire de z. On note :

r = Rez, y=Imz.
Le conjugué de z est défini par :
zZ=x—1y.
On a donc les formules :
Z+z zZ—Z
z=Rez+ilmz, Z=Rez—1lmz; Rez = i , Imz = 57
i

On dit que z est imaginaire pur si Re z = 0. Quand on écrira x + 1y, il sera sous-entendu que
x ety sont réels.

Théoréme 1.2.1. — La conjugaison complexe z — Z est un automorphisme du corps C . C’est
une involution. Elle induit ["identité sur R.

Démonstration. — Simples vérifications. O
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Réciproquement, si un automorphisme u du corps € induit 'identité sur R :
u(z +1y) = u(@) +u(uly) = = +u(@)y,
avec u(i)* = u(i*) = —1 et donc :
u(i)? + 1 = u(i)? — % = (u(i) — i) (u(i) +i) = 0.
Ceci montre que u(i) € {—i,+i}, donc que u est I'identité ou la conjugaison.

Le produit 2z = (Re 2)* 4+ (Im 2)? est un réel positif. Le module de z € € est le nombre réel
positif défini par :

2| = V/(Re2)2 4 (Im 2)2 = V/2Z.
On se souviendra que si z # 0, la formule
1 zZ

z 2P
donne Iécriture de 1/z sous forme canonique. On vérifie qu’on a :

Théoréme 1.2.2. — L’application module € — R™ est une norme sur le R-espace vectoriel
C, qui induit la valeur absolue sur R. Elle est multiplicative : |z 2'| = |z| || pour tout z,2" € €.
Soit x + ¢y un nombre complexe de module 1. On a :
(3) 2’ 4y = 1.
La trigonométrie nous apprend que, si x,y € R vérifient I’équation (3), il existe t € R tel que
(4) x = cost, y = sint,
et que si t € R est une solution de (4), la solution générale est t + k27, o k € Z. On note :
(5) t € R, e = cost +isint.
La notation est justifiée par la formule de Moivre :
Vit € R, ot it — gilt+t)
qui est une conséquence des formules de trigonométrie tres classiques :
cos(t +t') = costcost’ —sintsint’, sin(t 4+ t') = sint cost’ + costsint'.

Plus généralement, si z est un nombre complexe non nul, z/|z| est un nombre complexe de
module 1, donc il existe t € R tel que :

z = |z|= = |z|(cost + isint) = |z|e".

z
||
Le nombre t est appelé un argument de z et I’écriture ci-dessus une écriture de z sous forme
trigonométrique; 0 n’a pas d’argument. Par exemple,

i - am/2
—1=eT, i = e/

sont des écritures de —1 et de 7 sous forme trigonométrique.

Un nombre complexe non nul a une infinité d’arguments, qui différent d’un multiple de 2. 11
est d’usage de noter arg z I'un quelconque des arguments de z € C*, mais il est trés important
de se souvenir que arg n’est pas une fonction! On écrira sans danger, pour 2,2’ € C* :

arg zz' = arg z + arg 2’ modulo 27, argz/z' = argz — argz’ modulo 2.



6 CHAPITRE 1. ALGEBRE, ANALYSE, GEOMETRIE

Ce sont deux formules fondamentales pour I’application des nombres complexes a la géométrie.

1.3. Le Théoréme de d’Alembert-Gauss

Le théoréme suivant est 'un des théorémes les plus importants de toutes les mathématiques
classiques (dans les manuels de langue anglaise, on I'appelle le théoréme fondamental de l'al-
gebre).

Théoréme 1.3.1 (d’Alembert-Gauss). — Le corps C est algébriquement clos.

Cela signifie que tout polynéome P € € [z] de degré > 1 posséde une racine.
Ce théoréme a les conséquences suivantes, qu'il faut connaitre et savoir démontrer ? :

1. Un polynome P € C|z] de degré n > 0 a exactement n racines, compte tenu de leurs
multiplicités. Il s’écrit P(z) = a,(z — 21) ... (2 — z,) et I'écriture est unique a 'ordre prés
des facteurs.

2. Une fraction rationnelle R € € (z) est combinaison linéaire de monoémes z” et d’éléments
simples de premiére espéce 1/(z —a)? (a € C, p € N¥).

3. Un polynéme P € R[z]| de degré n > 1 est irréductible dans R]z] si et seulement si n = 1,
ou que n = 2 et que P n’a pas de zéro réel.

Le dernier énoncé est « purement réel » . Il en existe des démonstrations (je ne les connais pas)
qui n’utilisent pas les nombres complexes, mais elles sont trés complexes! C’est un exemple d’une
application de « I’algébre complexe » a « ’algébre réelle ». On verra que « I'analyse complexe »
a des applications a « ’analyse réelle ».

Le Théoréme 1.3.1 va étre une conséquence du lemme suivant :

Lemme 1.3.2. — Soit P € C[z] et a € C. Si z — |P(2)| a un minimum local en z = a, ou
bien P est constant, ou bien P(a) = 0.

Cet énoncé n’a pas d’analogue sur R : le polynome R 3 x — z? 4+ 1 a un minimum non nul
en z = 0. Comme laffirme le lemme, la fonction € > z + f(2) = |2* + 1| n’en a pas : on a

fly) =1 =yl < f(0)si -1 <y<L

Démonstration. — On suppose P(a) # 0 et que P n’est pas constant. On considére le com-
portement de P(a + rele) quand r — 07, pour 6 bien choisi. Par hypothése, il existe un entier
p>1etu0tel quon ait® :

P(a+ h)
— =1 h? + |h|Pe(h).
P(a) + uh? + |h|Pe(h)
Soit u = |ule™ (forme trigonométrique). On a, pour tout § € R fixé :
P 0 ,
—(ap—l(-age ) =1+ |u|7‘pe’(”0+9°) + rPe(r).

2. C’est le moment de réviser vos connaissances sur les polynomes et les fractions rationnelles & coefficient
dans un corps commutatif, en particulier R ou C.

3. On note €(+) toute fonction définie au voisinage épointé de 0 (dans R ou dans € selon le contexte) et qui
tend vers 0 avec son argument i.e. pour tout e > 0, il existe p > 0 tel que 0 < |h| < p = |e(h)| < e.
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On choisit § = 7/p — 6y /p, pour obtenir :

P 0
et donc
P 60
% <1 —Julr? +rPe(r) < 1
si 7 > 0 est assez petit. D’ou le lemme. O
Démonstration du Théoréeme de d’Alembert-Gauss. — Soit

P(z) = Z ar 2"
k=0

un polynome de degré n > 1. Posons :

m = inf |P(z)| € [0, +o0].
zeC
Lorsque |z| est suffisamment grand, on a :

n—1
1= 3 law/anllzP ).

=0

k
Il existe R > 0 tel que le deuxiéme facteur soit > 1/2 si |z| > R; alors |P(2)| > |a,|R"/2. En
choisissant R encore plus grand, on obtient :

[P(2)] = |an]|2["

|2l = R = |P(2)] > m,

donc

— inf |P(2)|.
m |,i|r§R| (2)]

La fonction z — |P(z)]| est continue sur le disque {|z| < R} fermé et borné dans € = R?, donc
compact. Par théoréme, la fonction z — |P(z)| atteint son infimum m en un point a € D(0, R).
D’aprés le lemme précédent, m = 0, donc a est une racine de P.

1.4. Nombres complexes et géométrie
En tant qu’espace vectoriel sur R, € est canoniquement isomorphe a R? via :
(6) (x,y) — x +1iy.

Dans cet isomorphisme, |z + iy| = (2° + y*)!/? correspond a la norme euclidienne usuelle de
R2. L’écriture z = re® correspond a l'écriture d’un vecteur en coordonnées polaires :

(z,y) = (rcost,rsint).

Comme les éléments de R?, les nombres complexes ont une double interprétation géométrique,
comme vecteurs ou comme points.
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1.4.1. Le R-plan vectoriel euclidien €. — Dans ce paragraphe, on voit € comme un es-
pace vectoriel euclidien de dimension 2 sur R. La base canonique {1, ¢} définit un isomorphisme

1\ . : .
entre € et R? : 1 — (0), i <$>, z=x+iy — (SZ/C) La base duale de {1,i} est donnée
z+z Z—Z
par les formes R—linéaires z — Re z = ;— , 22— Imz= 57
0
Théoréme 1.4.1. — Soitu : C — C une application R-linéaire. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :
1. u est ©C -linéaire,

2. u(i) = iu(l),

3. La matrice de v dans la base canonique est de la forme (Z _ab)

4. ou bien u = 0, ou bien u est une similitude vectorielle directe.

Démonstration. — Une application C-linéaire u: € — C est de la forme :
u(z) = Az,

ou A = u(l) € €. Cette application € —linéaire est a fortiori R—linéaire. Si A = a + ib, avec
a, b € R, alors la matrice dans la base {1,i} de z = x + yi — A\.z = (ax — by) + (bz + ay)i est

a —b
b «a
Si u(l) # 0, on écrit u(l) = re't (forme trigonométrique) et la matrice de u dans la base
canonique {1,i} est :
rcost —rsint
rsint rcost

C’est la matrice d’une similitude vectorielle directe, le produit commutatif de 'homothétie
vectorielle de rapport 7 et de la rotation d’angle £. Le déterminant de la matrice est strictement
positif : on dit que u conserve I'orientation. Une telle transformation ne conserve pas la norme
(mais elle conserve les proportions) ; elle conserve les angles orientés de vecteurs.

Réciproquement, soit v : € — € une application R-linéaire de matrice dans la base cano-

nique Z 2) avec a,b,c,d € R. On a :

u(z + 1y) = zu(l) 4+ yu(i) pour tout z,y € R.

Cette application est C-linéaire si et seulement si elle est de la forme multiplication par le
nombre complexe u(1) :

u(z + 1y) = (x +iy)u(l) = zu(l) + yiu(1l) pour tout z,y € R,

donc si et seulement si u(i) = iu(1), si et seulement si a = d et b = —c. O
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1.4.2. C et la géométrie plane. — Enfin, on voit € comme plan de la géométrie plane
élémentaire, ou géométrie affine euclidienne plane. La distance entre deux points z, 2" € € est
donnée par :

d(z,2") = |z =7
Soit a € €*,b € € et considérons 'application de € dans C définie par :
(7) T(z) =az +b.

On vérifie que 'ensemble des transformations de la forme (7) est un sous-groupe du groupe des
bijections de C.
Sia =1, T est la translation de vecteur b. Si b = 0, on obtient l'interprétation géométrique
de T en écrivant a = ke'®, z = re’ (forme trigonométrique). On a :
T(z) = kre't+9)
T est la similitude (directe) de centre 0, de rapport k = |a| et d’angle ¢, un argument de a.
Dans le cas général on résout I’équation aux points fixes :

T(z) =z

Si a # 1, elle a une seule solution zy = b/(1 — a), qui est donc le seul point fixe de T'; on
obtient :

T(z) — 2z =alz — 2);
T est la similitude de centre zy, de rapport |a| et d’angle un argument de a.

Rappelons qu’en géométrie on appelle similitude directe toute bijection du plan qui est soit
une translation, soit une similitude directe a centre. On a donc :

Théoréeme 1.4.2. — Le groupe des transformations € — C de la forme z — T(z) = az + b,
a € C*, b e C, s’identifie au groupe des similitudes directes du plan. Si a # 1, T est une
similitude a centre, sinon T est une translation.

1.5. L’analyse complexe

L’analyse complexe commence avec la définition suivante :

Définition 1.5.1. — Soit () un voisinage de a € €. Une fonction f : 2 — C est C -dérivable
en a € {2 si le quotient :
fla+h)—f(a)

h
a une limite € € quand h € C* tend vers 0. Dans ce cas, on dit que cette limite est la C-dérivée

de f en a et on la note f'(a).

Autrement dit, f est €C-dérivable en a de C-dérivée f'(a) si, pour tout € > 0, il existe p > 0,

tel que
f(a+h})l_f(a)_f/(a) < e

Si h = re” la condition porte sur |k| = 7. De facon analogue au cas des fonctions d'une variable
réelle, il revient au méme de dire que f a un développement limité de la forme :

0<|hl<p =
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fla+h) = f(a) + f'(a)h +[h]e(h)

ou €(.) est une fonction définie au voisinage de 0 dans C et }llin% e(h) =0.
ﬁ

Ezxemple 1.5.2. —

(20 +h) — 2o

1) f: 2z zest C—dérivable en 2y € € car = 1. De plus f'(z0) = 1.

(20 + h)? — 22

2) f:z+ 2% est € —dérivable en 25 € C car .

= 229 + h. De plus f'(z0) = 22.

2w+h—%2 h
3) f: 2z Zn'est pas € —dérivable en 2y € C car Bathzn _n n’a pas de limite quand

h
h tend vers 0. En effet si une fonction g définie sur un voisinage épointé D(0,r) \ {0} admet

une limite @ en 0, on doit avoir  lim g(h) = lim_ g(te”) pour tout # € R. C'est & dire
h—0,heC* t—0,teR*

que si une limite pour h complexe tendant vers 0 existe, alors la limite suivant une droite affine
passant par 0 doit existée et étre égale a a. Dans notre cas g(te”) = e=*% dépend de la direction
d’approche.

1.5.1. Rappels. — Une fonction f : Q — € est dérivable (ou différentiable) en a au sens de
I’analyse réelle s’il existe une application R-linéaire

T.f:C = C
(on réserve la notation usuelle f'(a) a la €-dérivée, si elle existe) telle qu’on ait :
fla+h) = f(a) +Tof(h) + |hle(h) ,
ot €(.) est une fonction dEfinie au voisinage de 0 et lllirr(l) e(h) = 0. L’application linEaire T, f
_>

s’appelle la dérivée, ou la différentielle, ou encore 'application linéaire tangente de f au point
a.
Théoréme 1.5.3. — Soit f une fonction définie au voisinage de a € C. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1. f est C-dérivable en a,

2. f est dérivable en a et sa différentielle T, f est C -linéaire.

Dans ce cas, T,f est Uaplication h — f'(a)h.

Démonstration. — 1l est clair que si f est C-dérivable en a, elle est dérivable en a de dérivée :
h= Tof(h) = f'(a)h,

qui est une application C -linéaire de € dans C. Réciproquement, si T}, f est C-linéaire, il existe
¢ € € tel que T,f(h) = ch donc f est C-dérivable en a et f'(a) = c. O

L’isomorphisme entre € et R? définie par la base canonique permet, comme pour le cas des
applications linéaires, d’interpréter la C-dérivabilité de f en terme de ses dérivées partielles
et de la matrice jacobienne de f dans cette base. A une fonction f d’une partie  de € dans
C, on associe une fonction F' de deux variables réelles (x,y), et a valeurs dans C, définie
par F(z,y) = f(x + iy). On notera P sa partie réelle et () sa partie imaginaire. Les dérivées
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partielles, en a = x, + iy,, de la fonction f par rapport aux variables réelles = et y seront
définies, si elles existent, par :

of OF oP .0Q , fla+1t)— f(a)
ax< ) ax (xaa ya) - al’ (*Iaa ya) + 8.73 (xay ya) - " réléll,ntﬁ(] t 9
of oF _oP 0Q B _ fla+it) — f(a)
ay( ) ay (I'a, y(l) - ay (.I'a, ya) +1 ay (:Ea7 ya) - " r(’zélr,l}f—)(] t .
La matrice jacobienne de f au point a dans la base {1,i} est donc
oP 0P
a_x(xaa ya) a_(xaa ya)
Mat{l,i}Taf = aQ aé

%(wm Ya) 8_y (Ta)Ya)

Si f est dérivable en a, en notant h = k + il (forme canonique), on a :

L7k +il) = 2 (a >k+a—§< )

o 1(of, . Of of Of
1) = 3 (@ - 5@ )i 5 (Hw+ i) b,
car k = (h + E)/Q,_l = (h — h)/2i. Notons que I'application T, f est C-linéaire si et seulement

si le coeflicient de h est nul.

Définition 1.5.4. — Soit {2 un voisinage de a € C. Si la fonction f : Q — C est dérivable
(au sens réel) en a, on pose :

of of of of of f
®) Fo=3(Lw-iw). Lw-5(Fa+idlam).
Théoréme 1.5.5. — Soit f une fonction définie au voisinage de a € C. Les propriétés sui-

vantes sont équivalentes :
1. f est C-dérivable en a,
2. f est dérivable en a et sa différentielle T, f est C -linéaire.

3. f est dérivable en a et vérifie [’équation, dite de Cauchy-Riemann :

af af of
© L@ =0 < T =iF
4. f est dérivable en a et vérifie les équations, dites de Cauchy-Riemann

oP 0Q

%(xa:ya) - 6_y(xaaya)

O i) =22 w0

- TayYa) — 7 \Tas Ya)-

Jy Y ox Y

De plus, si f est € -dérivable en a, on a les relations :
of

£ =G0 = 5Ha) = =i5l @)
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Démonstration. — Supposons que f est dérivable en a. Alors T,f(1) = g(a) et Tof(i) =

of of of O

a—(a), de sorte que f est € —dérivable en a ssi a—(a) = ia—(a). Ceci équivaut encore au
) Y T

fait que la jacobienne de f dans la base canonique est du type multiplication par le nombre

complexe —=(a). On obtient ainsi les conditions (réelles) de Cauchy-Riemann, équivalentes,

lorsque f est dérivable, a ce qu’elle soit € -dérivable en a :

OP 00
%(xauya) = a—y(%,ya)

8_P(33 ) — _@(x )
ay aaya - ax aaya .

]

Définition 1.5.6. — Soit 2 un ouvert de €. Une fonction f : Q2 — © est holomorphe si elle
est C-dérivable en tout point de 2. On note O(2) 'ensemble des fonctions holomorphes sur €.

Les propriétés suivantes se démontrent comme leurs analogues en analyse réelle. On laisse au
lecteur le soin de les démontrer.

1. La restriction d'une fonction f € O(£2) & un ouvert w C 2 est holomorphe sur w.

2. Une fonction holomorphe est continue.

3.Sif,g€O(Q) et a,be €, alors (af +bg) et fg sont holomorphes et (af +bg) = af' +bg
1 " -¢

et (fg) = fg'+f'g. De plus, tant que g ne s’annule pas, — est holomorphe et (—) = g .

g g g

4. Un polynome P € C [z] (respectivement une fraction rationnelle R € € (z)) est holomorphe

sur C (respectivement sur le complémentaire de I’ensemble de ses poles) et sa dérivée est
donnée par la formule usuelle.

5. O() est une sous-algébre de l'algébre, qu’on notera C°(Q2), des fonctions continues a
valeurs complexes sur 2.

6. Si feO),sigeO()etsi f(Q) T, gofeOQ)et(gof)=(40of)f.

Lemme 1.5.7. — Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U de C . Soient a,b € U tels
que le segment [a,b] soit inclus dans U. On a alors U'inégalité des accroissements finis :

£ (b) = f(a)] < [b—al sup [f'(p)].

p€la,b|

Démonstration. — On se raméne a une fonction réelle de la variable réelle :
la fonction continue [0,1] 3 t — g(t) = Re[f(a + t(b — a)) — f(a)] est dérivable sur |0, 1]
comme composée de fonctions différentiables et
t) —g(t R t(b — —R to(b —
S0 — i 20 = 000) . Ref(at #(6— a) ~ Ref(a+ to(b— )
t—to ¢t —to t—to t—to

= Re ((b —a) tlgg flat b (_tci))to_)é(f:)to(b - a))> =Re((b—a)f'(a+to(b—a)))
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car z — Re(z) est une fonction continue de € dans R. Donc |¢'(to)] < |(b—a)f'(a+to(b—a))|.
L’inégalité des accroissements finis pour la fonction g entraine donc

Re(/(8) — F(@)] < b~ al sup |7/
p€la,b|
Cette inégalité est vraie pour toute fonction holomorphe définie au voisinage du segment [a, b].
Choisissons 6 € [0,27] telle que e (f(b) — f(a)) soit réel, et appliquons cette inégalité a la
fonction holomorphe e f. On obtient

[f(b) = fa)] = [e”(£(b) = f(a))] = [Re(e”f(b) — € f(a))| < [b—al sup | f'(p)].

p€la,b|
]
Remarque 1.5.8. — On montrera dans le cours qu'une fonction holomorphe est infiniment
dérivable de sorte que sup |f'(p)| = max |f'(p)| est fini.
p€la,b] pEla,b]

Proposition 1.5.9. — Si Q est connexe, toute fonction f € O(Q) telle que f' = 0 est
constante.

La notion d’ouvert connexe est rappelée dans le dernier paragraphe de ce chapitre.

Démonstration. — Fixons arbitrairement un point py € Q et montrons que f~'({f(po)}) = Q :
1) f({f(po)}) est non vide.
2) f étant continue sur Q, f~1({f(po)}) est fermé dans €.
3) Montrons que cet ensemble est ouvert dans Q : Sip € f~*({f(po)}), comme Q est ouvert,
il existe € > 0 tel que D(p,e) C Q. Vp' € D(p,¢), [p,p'] C 2, on peut appliquer 'inégalité
des accroissements finis : Vp' € D(p,¢€), |f(p') — f(p)| < [p' — p|.0 = 0 par hypothése. Donc
D(p,e) C £ ({f(po)}) et cet ensemble est voisinage de chacun de ces points.
L’ensemble f~'({f(po)}), non vide, ouvert et fermé dans 2 connexe, est donc égale & €. ]

L’étude des fonctions holomorphes est 'objet de ce cours.

1.6. Applications géométriques des conditions de Cauchy-Riemann

Soit 2 un ouvert de €, f € O(Q) et a € Q; supposons que f'(a) # 0. Considérons deux
courbes paramétrées 1, 7o : [0, 1] — €, différentiables, telles que v1(0) = 12(0) = a et v;(0) # 0,
75(0) # 0. Si vy est un argument de 7;(0) et ap est un argument de 45(0), alors o — oy est
I’angle orienté, défini & un multiple de 27 prés, des tangentes orientées de v, et v, en a; notons-
le ici angle(vy1, ¥2) (ceci n’étant défini qu’a un multiple de 27 prés, cette notation est a employer
avec la méme précaution que celle de 'argument). De méme, notons angle(f o7, f 0y,) 'angle
orienté des tangentes orientées de fo~y; et fo~y, en f(a). La formule de dérivation des fonctions
composées donne : (fov,)'(0) = f'(a)-71(0) et (fov)'(0) = f'(a)-~75(0). Si a est un argument
de f'(a), alors a; + « et ay + a sont des arguments respectifs de (f o v1)'(0) et (f o 72)'(0).
Donc angle(f o7y, f o y) vaut as + o — (a1 + ), c’est-a-dire :

angle(f oy, f ov2) = angle(v;,72) modulo 27.
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gi! f(a)
f o

V2

a fomn
Autrement dit, une application holomorphe préserve les angles, tant que sa dérivée est non
nulle.

1.7. La sphére de Riemann ; homographies

Soit co un élément qui n’appartient pas & €. On définit ’ensemble
¢ = C U{oo},

réunion disjointe de € et de co; € (muni de structures qui seront introduites peu a peu) est
appelé la sphére de Riemann. On appelle oo le point a l'infini de @, ou par abus de langage le
point o linfini de € : mais ce n’est pas un point de C !

On étend partiellement les opérations de € a € en posant a + 0o = 0o + a = 00 si a # 00,
axoo=o00oxa=00sia#0,a/co=0sia#o00eta/0=oc0sia0.

Sia,b,e,de C,ad—be+#0, on étend le domaine de définition de 'homographie

(10) T(g):az—i-b

cz+d
en posant :

On a le résultat suivant :

Théoréme 1.7.1. — Une homographie est une application bijective de C et l'application ré-
ciproque est une homographie. L’ensemble des homographies est un sous-groupe du groupe des
bijections de €, le groupe des homographies. On le note Aut (C).

Démonstration. — Les vérifications sont laissées au lecteur. O

Exemple 1.7.2. — Les similitudes z +— az + b, a # 0, sont les homographies qui conservent
le point & l'infini. On fera attention au fait qu'une similitude considérée comme transformation
de € a un point fixe si c¢’est une similitude & centre et n’en a pas si c¢’est une translation.
Considérée comme transformation de @, elle a toujours le point fixe oo.

Si, dans (10), on a ¢ # 0, T' n’est pas une similitude, mais on peut écrire :

a bc—ad 1
T(z) =2
() cT T - +d’
et donc T'=T; o Ty o Ty, out Ty est la similitude T5(z) = cz + d, Ty U'involution Ty(z) = 1/z et

Ty la similitude T1(z) = a/c + (be — ad)z/c.

Lemme 1.7.3. — Le groupe des homographies est engendré par les similitudes et [’involution
2z To(z) =1/z.
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Remarque 1.7.4. — L’homographie (10) est inchangée si I'on remplace le 4-uplet (a,b, ¢, d)
par un 4-uplet proportionnel (ka, kb, ke, kd), k € €*. On dit que la matrice :

= (23)

est une matrice de 7. On vérifie facilement que si M et N sont des matrices de S et T € Aut (C)
respectivement, M N est une matrice de S o T, et M~ une matrice de S™*.

Selon que ¢ = 0, ou a = 0, ou que a et ¢ sont tous les deux non nuls, en mettant a et/ou ¢
en facteur au numérateur et au dénominateur de (10), on obtient que toute homographie peut
s’écrire sous I'une des formes suivantes :

(a) T(z) = k(z — 22), (b) T'(2) =k 1 zZ— 2

(c) T(z) =k

z2—2 z2—2
ouk € C*et 21,29 € €. Dans le cas (a), T(c0) = 0o et T(z2) = 0; dans le cas (b), T'(z;) = 00
et T'(o0) = 0; dans le cas (¢), T'(z1) = 00, T'(22) =0 et T'(c0) = k.

Théoréme 1.7.5. — Soit z1, 29,23 € C trois points distincts. 1l existe une et une seule homo-
graphie T telle que T(z1) = 00, T'(22) =0 et T'(z3) = 1.

Démonstration. — On prouve d’abord 'unicité. Si deux homographies S et 1" envoient le 3-
uplet (21, 23, z3) sur (00,0,1), SoT ' = R conserve (c0,0,1). Comme R(cc0) = 0o, R est de la
forme (a); R(0) = 0 donne 2o =0 et R(1) = 1 donne k = 1. Donc R est 'identité et S =T.

Pour l'existence, on suppose d’abord z;, zo € €. On utilise la forme (c) ; la condition 7'(z3) = 1
donne la valeur de k. On obtient :

(11) T(z)= 2582

22—z 23— 21

Si z; = oo, on utilise (a), et si 2z = 00, on utilise (b). On obtient facilement la valeur de k. [

Définition 1.7.6. — Soit z1, 29, 23, 24 quatre points de @, tels que 21,29 et z3 sont distincts.
On appelle birapport de ces points pris dans cet ordre et on note

[217 22, %3, 24] S @
I'image de z; par 'unique homographie qui envoie (21, 23, 23) sur (00,0, 1).

Compte tenu des calculs précédents, on a donc :
24 — R9 23 — R9

[21722723724] =
24— 21 R3— X1

si 00 ¢ {z1,292,23}. Si 21 = 00, respectivement z; = 00, 23 = 00, on obtient respectivement
(on retrouve ces formules en faisant tendre la variable adéquate vers U'infini dans la formule
précédente) :

Z4 — 29 Z3 — 21 Z4 — 29

23— 29 24— 21 24— 21
Quand on écrira un birapport |z1, za, 23, z4] il sera sous-entendu que les trois premiers points
sont distincts. Par définition méme du birapport, on a :

[00,0,1, 2] = z pour tout z € C.
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Théoréme 1.7.7. — Soit (21, 23, 23, 24) et (2, 2}, 2, 24) deux 4-uplets de points de €, les trois
premiers éléments de chacun d’euz étant distincts. Il existe une homographie T telle que T'(zx) =
2, k=1,...,4, si et seulement si

(12) (21, 22, 23, 24] = |21, 25, 25, 24]-
Démonstration. — Soit S (respectivement S’) 'homographie qui envoie (21, 29, 23) (respecti-
vement (2], z5,25)) sur (00,0,1). L'égalité (12) signifie S(z4) = S'(2}). Si elle est vérifiée,
T =S50S envoie z, sur 2, k=1,...,4.

Réciproquement, si T existe comme dans ’énoncé, S’ oT o .S™* conserve (00,0, 1) ; c’est donc
identité et S'(z)) = S" o T'(z4) = S(24). O

En particulier :
Corollaire 1.7.8. — Les homographies conservent le birapport.

La propriété géométrique la plus intéressante des homographies est leur action sur les cercles
et les droites.

Définition 1.7.9. — Un cercle de €, ou la réunion d’une droite de € et du point a I'infini
est appelé un quasi-cercle ™.

Théoréme 1.7.10. — L image d’un quasi-cercle par une homographie est un quasi-cercle.

Démonstration. — Une similitude T'(2) = az+b transforme un cercle en un cercle et une droite
en une droite. C’est une propriété géométrique bien connue (donnez-en une démonstration ana-
lytique!). Compte tenu du Lemme 1.7.3, il suffit de montrer que I'image d’un quasi-cercle par
I'involution Ty(z) = 1/z est un quasi-cercle.
Une droite de € a une équation de la forme :
az+az+p =0, aeC* peR.
Un cercle de € a une équation de la forme :

O=lz—af*—r*=(z—a)zZ—a)—r*=|z> — (aZ +a@2) + |a|* — r*

avec a € C et r > 0. L’intersection d'un quasi-cercle C' avec € a donc une équation de la
forme :

(13) k|| +az+az+1=0,
avec a € C et k, [ € R. C est une droite si et seulement si a # 0 et k = 0; C est un cercle si
et seulement k # 0 et kl < |al>.
Hormis peut-étre pour les points 0 = Tj(00) et oo = Tp(0), on obtient I'équation de Ty (C)
en substituant 7, '(w) = 1/w & z dans Iéquation (13). On obtient
k/|wl]® + a/w +a/w+1 =0,

ou encore :
k + aw + aw + ljw|* = 0,

4. Cette terminologie n’est pas standard; « cercle de C » serait mieux; je veux seulement éviter toute
confusion. Dans ce cours, un cercle est un cercle.
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I’équation de 'intersection avec C' d'un quasi-cercle C’. En considérant a part les cas de 0 =
To(0) et oo = Ty(0), on vérifie que Tp(C) = C". O

On peut remarquer que si D est une droite, Tp(D U 00) est la réunion d’une droite et de oo
si 0 € D et un cercle sinon. Dans le dernier cas, I'un des points du cercle est I'image de co. Par
exemple, I'image de la droite D de € d’équation Rez = 1 par Tj est le cercle qui passe par 0
et est tangent en 1 & D, sauf le point 0.

1.8. Rappels et compléments sur la connexité

La notion de connexité est utile pour établir des résultats d’unicité ( e.g. une fonction diffé-
rentiable sur un ouvert connexe, de différentielle nulle, est constante), pour passer d’information
locale & une information globale (un ouvert connexe de R™ est localement connexe par arc donc
connexe par arc). Il est assez délicat d’établir la connexité d’'un espace topologique. C’est pour-
quoi la notion de composante connexe d'un point dans un espace topologique est importante.

Dans les rappels qui suivent, X (ou X'...) désigne un espace topologique ; on pourra supposer
sans inconvénient que X est un espace métrique, muni de la topologie associée. Si Y est une
partie de X, Y est muni de la topologie induite.

Définition 1.8.1. — X est conneze si les seules parties de X qui sont ouvertes dans X et
fermées dans X sont X et 0.

Lemme 1.8.2. — X est connexe si et seulement si, pour toute partition X = X' U X" par des
ouverts de X, X' ou X" est vide.

Démonstration. — Si X = X' U X" est une partition par des ouverts de X, X' = X\ X" et
X" = X\ X' sont aussi des fermés de X... O

Lemme 1.8.3. — Si Y} est une partie connexe de X pour tout i € I et si MicrY; # 0, UicrY;
est connexe.

Démonstration. — Soit a € NicrY; et Y = UierY;. SiY = Y UY” est une partition par des
ouverts de Y, par exemple a € Y'. Pour chaque i € I, Y; = (Y'NY;)U(Y"NY;) est une partition
par des ouverts de Y;; comme Y’ NY; 3 a est non vide et que Y; est connexe, Y NY; est vide.
Comme c’est vrai pour tout ¢ € I, Y” est vide. O

On en déduit la notion de composante connexe :

Définition 1.8.4. — Soit a € X. La réunion des connexes Y C X tels que a € Y est appelée
la composante connexe de a dans X. C’est «la plus grande partie connexe de X qui contienne
a».

Théoréeme 1.8.5. — Si f : X — Y est continue et si X est connexe, f(X) est conneze.

Démonstration. — On peut remplacer Y par f(X) dans I’énoncé, i.e. on peut supposer f
surjective. Si Y = Y’ UY” est une partition par des ouverts de Y, X = f 1Y) u f(Y")
est une partition par des ouverts de X car f est continue. Si X est connexe, par exemple
1Y) = 0 et comme f est surjective, Y’ = (. O
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Rappelons qu’un espace topologique Y est discret si toute partie de Y est ouverte. Donc Y
est discret si et seulement si les singletons sont a la fois ouverts et fermés. Les seules parties
connexes d'un espace discret sont donc les singletons.

Lemme 1.8.6. — Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) X est conneze.
(2) Toute application continue f : X — {0,1} est constante.
(3) Toute application continue f: X — Y a valeurs dans un espace discret Y est constante.

Démonstration. — (1)=-(2) découle du théoréme précédent, parce que {0, 1} n’est pas connexe.

Ensuite, si f: X — Y est non constante et si Y est discret, soient ¥, y» deux éléments
distincts dans f(X). On définit alors une application g: Y — {0,1} par g(y1) =0 et g(y) =1
pour tout y # y;. Alors g est continue, puisque Y est discret. Donc g o f est continue, non
constante, de X dans {0,1} : on vient de montrer que non(3) = non(2), donc (2)=-(3). Puis
(3)=(2) est immédiat.

Enfin, supposons (2) et prouvons (1). Soit X = U LUV une partition de X en deux ouverts.
On définit alors f: X — {0,1} par f|, constante égale a 0 et f|, constante égale a 1. Alors f
est continue, donc constante, donc U ou V est vide. O

Il n’y a pas grand chose a ajouter dans un cadre aussi général. On s’intéresse maintenant aux
sous-espaces (topologiques) de €, mais ce qu’on va dire est vrai dans le cadre, par exemple,
des R-espaces vectoriels normés. Les démonstrations sont identiques, aux notations prés. Le
théoréme suivant est aussi fondamental que bien connu :

Théoréme 1.8.7. — Les parties connexes de R sont les intervalles.

C’est une conséquence de la propriété (ou de ’axiome) de la borne supérieure. Cette propriété
intervient aussi dans la démonstration, laissée au lecteur, du lemme suivant :

Lemme 1.8.8. — Soit X une partie de R telle que si x,2' € X et x < ', le segment [z, 2/
soit contenu dans X . Alors X est un intervalle.

Démonstration. — Soit X une partie connexe de R et 2 < 2’ des points de X. S’il existe
c € [z, 2'\X, X = XN] — 00, c[UXN]c, +o0[; contradiction. Donc X est un intervalle d’apres
le lemme.

Réciproquement, soit I un intervalle et supposons qu’il existe une partition I = X' 11 X"
par des ouverts non vides de I. On peut supposer ' € X', 2" € X" et 2’ < 2”. Soit ¢ =
sup([2’, "]N X"). Notons que ¢ € [z/,2"] C I car I est un intervalle. Sic € X', ¢ < 2 et comme
X' est ouvert dans I, [¢,c+ €[C X' pour € > 0 assez petit; c’est impossible par définition de
c. Donc ¢ € X", ¢ > 2. Comme X" est ouvert dans I, Jc —¢,¢] C X” pour € > 0 assez petit;
c’est encore impossible par définition de c. O

On va donner une caractérisation des ouverts connexes de € avec, on l'espére, un parfum
plus géométrique que la simple définition de la connexité.

Définition 1.8.9. — Un arc dans X est une application continue c : [to, ;] — X, ou [to, 1]
est un segment non trivial (i.e. ty < ¢1) de R. On dit que a = c(ty) est l'origine et b = c(t)
I’ extrémité de 'arc ¢. On dit aussi que ¢ est un arc de a a b dans X. Si a = b, on dit que l'arc
c est fermé. On note (c) := ¢([to, t1]) 'image de c.
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Définition 1.8.10. — L’espace topologique X est connexe par arcs si, pour tout a, b € X, il
existe un arc de a a b dans X.

Proposition 1.8.11. — Si X est connexe par arcs, X est conneze.
Démonstration. — Si X # () et a € X, il existe, pour tout € X, un arc ¢, de a a x dans X.
Donc X est la réunion des connexes (c,), * € X, qui tous contiennent a. O

La réciproque est fausse en général, méme si X est un compact de R? :

Ezercice 1.8.12. — Soit K = {(t,sin(1/t)), 0 <t <1} U{(0,t), —1 <t < 1}. Montrer que
K est compact, connexe, et que K n’est pas connexe par arcs.
Définition 1.8.13. — Soient cq : [to, t1] — X et ¢; : [ty, ;] — X deux arcs, tels que ¢o(t;) =
c1(ty). On définit Iarc juztaposé de co et ¢q par covey : [to, t1 +1] — ty] — X tel que (covey)(t) =
C()(t) sit S tl et (covcl)(t) = Cl(t - tl + tg) si tl S t S tl -+ tll — tg

On peut maintenant énoncer le résultat principal de cette section :

Théoréme 1.8.14. — Soit  un ouvert de C. Alors
Q) est connexe <= (2 est connexe par arcs.

Démonstration. — Soit ) un ouvert connexe de C. Soit a € ). On introduit I’ensemble X des
points b € 2 tels qu’il existe un arc de a & b dans (2.

a € X. Prendre un arc constant !

X est un ouvert de Q. En effet, soit b € X et D(b,r) C Q. Si c € D(b,r), [b,c] : [0,1] 5t —
b+ t(c—b) vade b a cdans 2, donc si ¢y va de a & b dans €2, ¢yv[b, ] va de a & ¢ dans €.
X est fermé dans Q. Soit b ¢ X et D(b,r) C Q. En échangeant les roles de b et ¢ dans
I'argument précédent, on voit que X N D(b,r) = 0.

X est ouvert, fermé, non vide dans 2. Donc X = Q. O

Ezercice 1.8.15. — Montrer que si () est un ouvert connexe de C, on peut joindre deux
points a, b € () par un arc dont 'image est une union de segments horizontaux ou verticaux.






CHAPITRE 2

SERIES ENTIERES, EXPONENTIELLE,
ARGUMENTS, LOGARITHMES, PUISSANCES

2.1. Rappels sur les séries de fonctions et les familles sommables

Ce paragraphe commence par des rappels de sujets traités en cours de deuxiéme année ™.
on y renvoie le lecteur pour plus de détails.
Rappelons que factorielle zéro est 0! = 1 et que 2° = 1.

2.1.1. Séries de fonctions. — Supposons que (uy,),en S0it une suite de fonctions de Q@ C €

a valeurs dans €. Nous désignerons par E un(z), ou E u,(2), avec z € ), la série numérique
n>0

(complexe) de terme général u,(z), et nous désignerons par E Uy, OU encore E Uy, la série
n>0
de fonctions sur €2, de terme général u,,. Les sommes partielles seront généralement notées

N N
Sn(2) :Zun(z), et Sy :Zun.
n=0 n=0

Si, au point z € Q, la suite (Sn(z))n>o converge vers une limite (notons-la f(z)), on note
+oo

f(z)= Zun(z) la somme de cette série numérique, et
n=0

—+00

Ru(2) = f() = Sn(2) = 3 un(2)

n=N+1
est alors le reste de la série numérique. Si, pour tout z € €, la série Z u,(2) converge, on dit
que la série Z u, est simplement convergente.
On dit que Z un(z) est absolument convergente si la série Z |un(z)| converge ; cela implique

la convergence de la série g u,(2) et on a alors

1. Voir cours de LM250 ou LM260
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On dit que la série de fonctions Z u, converge absolument sur € si la série Z |u,| est sim-
plement convergente sur §2.

On dit que la série Z u, converge uniformément sur 2 si elle converge simplement sur € et
si, pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que pour tout N > N, et pour tout z € , |Ry(z)| < e.

On dit que Z u,, converge normalement sur € si la série de terme général ||u, || = sup |u,(2)|
z€Q)

est convergente.

Proposition 2.1.1. — (a) Toute série normalement convergente sur €0 y est absolument
convergente et uniformément convergente. (b) La réciproque est fausse.

Démonstration. — (a) Supposons que Zun converge normalement sur 2. Pour tout z €
lun(z)] < sup|u,(2)|, donc le premier membre est le terme général d'une série convergente,
2€Q

autrement dit la série Z u, converge absolument. En particulier elle converge simplement. Et

+oo
pour tout € > 0, il existe N. > 0 tel que pour tout N > N, on ait Z llun(2)|| < e. Alors
n=N+1
pour tout z € Q et N > N_, on a:
+oo +oo
B < Y ()] < ) lunl < e
n=N+1 n=N+1

autrement dit la série g u, converge uniformément.

(b) Prenons Q = €, uy = 0, et pour tout n > 1 prenons la fonction u,, égale & 1/nen z =n
et nulle partout ailleurs. La convergence absolue est évidente parce que pour tout z € C, la

1
série Z un(z) a au plus un terme non nul. Si e > 0 et N(g) > —, alors pour tout N > N(e) et
€

Lo 1 1 .
tout z € C, |Ry(z)| est au plus égal a < < ¢, donc la convergence est uniforme
N+1 ~N(e)
sur C. Mais cette convergence n’est pas normale puisque ||u,|| = — (dés que n > 1) est le
n

terme général d'une série divergente. O]
Théoréme 2.1.2. — La somme d’une série uniformément convergente de fonctions continues
sur ) est encore continue sur ).

Démonstration. — Notons u,, le terme général d’une série de fonctions convergeant uniformé-

ment vers f sur €. Soit zg € 2 et € > 0. Vu que Z u, converge uniformément, il existe N, > 0
tel que pour tout N > N, et tout z € €2, on ait

1Sn(2) = f(2)] <e.
Ne

La fonction Sy, définie par Sy_(z) = Z un(z), est continue en zy, donc il existe 6 > 0 tel que
n=0

pour tout z € €,
|Z — Z()l <d= |SNE(Z) — SN5(20)| < E.
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Ainsi, pour tout z tel que |z — zp| < 0, on a :

|f(2) = f(20)| < 1f(2) = Sn.(2)] + [Sn.(2) = Sn.(20)] + [Sn.(20) — f(20)] < 3,

ce qui signifie que f est continue. n
Enfin, rappelons le théoréme de dérivation terme a terme des séries de fonctions réelles.
Théoreme 2.1.3. — Soit Zun une série de fonctions de classe C' sur un intervalle I C R.

On suppose qu’il existe xo € I tel que Zun(azo) converge, et que la série Zu; converge

uniformément sur I. Alors la série E u, converge simplement sur I vers une fonction f de

—+oo
classe C, qui vérifie, sur I : f' = E u,.
n=0
2.1.2. Familles sommables. — Tous les ensembles d’indices considérés dans cette section

sont finis ou dénombrables. On notera F'(I) I'ensemble des parties finies d’un ensemble 1.

2.1.2.1. Familles sommables de nombres positifs. — On considére d’abord des sommes d’élé-
ments de [0, +00]. Comme en intégration, on pose 0.(+o0) = 0.

Définition 2.1.4. — Soit (a;);e; une famille d’éléments de [0, +00]. On définit sa somme dans
[0, +00] par :

Z a; = sup Z a; .

iel JEFU) ey

+oo
Exemple 2.1.5. — On a Zai = Zai.

1=0 1€EN

On vérifie qu’on a pour a,b, a;, b; € [0, +oc], 1 € I :

Zaai+bbi :aZal+beZ

el i€l i€l
et que :
ieJ i€l el i€l

Lemme 2.1.6. — Soit (a;);cr une famille d’éléments de [0, +oc]. Soit I = HI; une partition
leL

de I. Alors

Z a; = Z Z a; (Associativité) .

el leL iel;

Démonstration. — Si I' € F(I) alors 'ensemble L’ des [ tels que I' N I; # () est fini. Donc

doaw=), ) w<) D <) ) o

iel’ lel’ iel'nl; lel! i€l lel i€l
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Réciproquement soit L' € F(L). Pour tout [ € L', soit I] € F(I;). Alors HI{ € F(I) donc
L/

ZZai < Zai. L' étant fixé, on passe au sup par rapport a I'; € F(I;). On obtient par
leLl’! iel] I
linéarité

S Y e

el i€l iel
O
2.1.2.2. Familles sommables de nombres complexes.—
Définition 2.1.7. — Une famille (a;);c; de nombres complexes est dite sommable si
> ail < +o0.
iel
On note ['(I, C) 'ensemble des familles sommables de nombres complexes.
Rappelons quelques notations : si a € R, on note at = max(0,a) et a~ = —min(0,a). On a
a=a"—a et Jaj=a"+a .
Siae C,ona %(|Rea| + |Ima|) < |a] < |Real + [Ima|. On en déduit :
Lemme 2.1.8. — Une famille (a;);c; de nombres complexes est sommable ssi (Rea;)ier et

(Im a;)ier le sont. Si les a; sont réels, la famille est sommable ssi (a] )ier et (a; )ier sont som-
mables.

Définition 2.1.9. — Soit (a;);c; une famille sommable de nombres complexes. Si les a; sont
réels, on pose

Yo=Y - Y

iel iel iel

Si les a; sont complexes, on pose

Zai :ZReai—HZImai.

iel iel iel
Lemme 2.1.10. — Si a; € R s’écrit a; = b; — ¢; avec (b;)ier et (¢;)ier des familles sommables
de réels positifs alors
Sa=3n- Yo
iel iel iel
Démonstration. — L’hypothése aj —a; = b; — ¢; entraine a; +¢; = a; +b;. Donc Z af +¢ =

iel
Z a; + b;. On applique la linéarité de la somme pour les familles de nombres positifs pour
i€l
conclure. O
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Théoréeme 2.1.11. — Soit (a;);cr une famille sommable de nombres complezes.
i) La somme m = Zai de cette famille est caractérisée par
iel
Ve >0, dJy € F(I) tel queVJ € F(I), Jo C J = |Zaj—m| < €.
jeJ

i) Soit I = HI; une partition de I. Pour tout | € L, la famille (a;);es, est sommable, la famille
leL
(Z a;)ier, est sommable et

S

Z a; = Z Z a; (Associativité) .

icl leL el
iii) I*(1, Q) est un C —espace vectoriel, l'application

l1<], @) = (ai)iel — Z |CL1|
el
est une norme, l’application

INI,€) 3 (a;)ier — Zai el

i€l
est linéaire et continue.

Démonstration. —
i) La preuve de I'unicité est laissée en exercice.

i.1) La propriété est vraie pour une famille de nombres positifs car alors m = sup Z a; : Soit
JeF(I) 57

Jo € F(I) telquem—e<2aj. Si Jy C J alors ZajSZajgm.

J€Jo j€Jo jeJ
€
i.2) Si a; € R, soient my = Z%’i' 3Jy € F(I) tels que J C J = my — 3 < Za}t < my4.
iel JjeJ

Alors

JpuJ_cCcJ= |m—Zaj| < |m+—Za;“|—|—|m_—Zaj_| <e.
jeJ jeJ jet

i.3) Sia; € €, on écrit a; = Rea; + ilm a;.

iil) La propriété est vraie pour les familles de nombres positifs.

ii2) Sia; € R, on a Z a; = Za;’ — Z a; . Le lemme 2.1.10 implique

i€l; S i€l;
+ -\ —
§(§ ai)_§(§ ai)_§:§:ai
leL i€l leL i€l leL €l

donc

Zai :=Za;’“—2ai— :ZZCLT—ZZ@;:ZZ@Z_

el i€l i€l lel i€l leL i€l; lel iel;
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ii3) On a Re Zai = ZReai = ZZReai = ZRe(Zai) = ReZZai. La méme

iel iel leLl i€l lel iel) leL i€l
relation est vraie pour la partie imaginaire, ce qui prouve l'identité.

iii) Le fait que I'(I, C) soit un espace vectoriel et que Z |a;| est une norme résulte de I'inégalité
icl
triangulaire, et des propriétés de croissance et de linéareité de la somme d’une famille de nombres
positifs. Comme a; + b; = a + b} —a; —b; , le lemme 2.1.10 entraine 'additivité de la somme
pour des familles de nombres réels. Que Z aa; = a Z est clair si a, a; € R. On déduit comme
el el
en 7i3) la linéarité complexe. O

Corollaire 2.1.12. — Soient Zai et ij deux séries absolument convergentes. Alors la
i>0 7>0
famille (a;b;); jen> est sommable et

+o0 +o00 +00
> an (Sa)- (X0) -3 3
(i.j)EN? i=0 3=0 n=0 i+j=n

la derniére série étant de plus absolument convergente.

Démonstration. — On a
Sdaillyl = D0 > allbl
(4,§)EN? 1€N (i,5)€{i} xN
=S il Y b = D @l b = O 1) > Jail < o0
ieN (i,j)€{i} xN ieN jEN jEN icN

La famille est donc sommable et on peut écrire les formules ci-dessus sans modules.
Pour la derniére égalité, on note que N x N = L, en{(4,5) € N? tel que i+ 5 = n} = UpenTh

alors Z aibjzz Z a;b;.

(i.5)EN? neN (i,j) €T

2.2. Séries entiéres de la variable complexe z

On rappelle qu'une série entiére (complexe) est une série de fonctions du type : Zanz”,

avec a, € U, c’est-a-dire que le terme général est un monome de degré n.
L’étude de la convergence des séries entiéres repose sur la comparaison avec une série géo-
métrique. La démonstration du lemme suivant est plus importante encore que son énoncé :

Lemme 2.2.1 (Abel). — Soit r > 0. Si la suite a,r™ est bornée, la série Zanz” converge
absolument pour tout z € D(0,7). Pour tout s €0, r[, la convergence est normale sur le disque

fermé D(0, s).
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M
Démonstration. — Il existe M € Ry tel que |a,|r™ < M, ou encore |a,| < — pour tout n € N.
r

Soit s €]0,7[. Pour tout z € D(0,s) et tout n € N, on a :

S n
la,2"| < an|s" < M (—)
,

: . o . o . S

Le membre de droite est le terme général d’une série géométrique de raison — < 1 donc conver-
r

gente. D’oul le lemme. O

La conséquence suivante est immédiate.

Théoréme 2.2.2. — Etant donnée la série entiére Zanzn, on définit :
r =sup{s > 0, la suite a,s" est bornée} € [0, +00].

La série converge si |z| <1 et diverge si |z| > r.

Le r € [0,400[ dont cet énoncé assure I'existence est appelé le rayon de convergence de la
série entiére. Si r > 0, le disque D(0,7) est appelé le disque ouvert de convergence de la série
entiére.

Le domaine de convergence de la série entiére, i.e. 'ensemble des z € C pour lesquels elle
converge, vérifie donc :

D(0,7) € D C D(0,7).

Le cercle C'(0,r) est souvent appelé cercle d’incertitude de la série entiére : en chaque point de
ce cercle, la série E a,z" peut a priori avoir n’importe quel comportement, convergente ou

divergente.

Ezxzemple 2.2.3. — Soit a € R fixé et considérons la série E n®z". Comme |z|"n® converge
n>1

vers 0 si |z] < 1 et vers +oo si |z > 1, le rayon de convergence est 1. On a max |2"|n® = n®.

|z|<1
Si a < —1, la série converge normalement sur le disque unité fermé D(0, 1) vers une fonction
continue sur ce disque. Si @ > 0 et z € C(0,1), le terme général ( n®z") de cette série ne
converge pas vers zéro et la série diverge sur le cercle unité. Si —1 < a < 0, on montre, par
exemple a 'aide d’une transformation d’Abel, qu’il y a convergence uniforme de la série de
fonctions sur tout ensemble de la forme D(0,1) \ D(1,¢) (0 < e < 1).

Si anz” est une série entiére, nous dirons que sa série entiére dérivée est la série entiére
;
n>0

E na,z""1.

Lemme 2.2.4. — Toute série entiere a le méme rayon de convergence que sa S€rie dérivée.
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Démonstration. — Notons r le rayon de convergence de la série entiére g a,z", et v’ celui de
n>0
la série entiére g na,z""' = g (n + 1)a,+12". Soit s €]0,7[. Si t €]s,r[, la suite a,t" est
n>1 n>0
bornée et

(n+ Dlansa]s" < (Janalt™) x (n+ 1)(s/t)" /1.

A droite, le premier facteur est borné et le second est décroissant en n pour n assez grand. La
suite (n + 1)]a,1|s" est donc bornée. Ceci montre que r' > r.
D’autre part, |a,|s" < n|a,|s""' x s pour n > 1, montre que 7’ < 7. ]

Cela entraine encore la formule suivante (dans la pratique, cette formule sert rarement a
déterminer un rayon de convergence) :

Lemme 2.2.5 (Formule d’Hadamard). — Le rayon de convergence de la série entiére
Z a,z" est donné par la formule :

1
— = limsup |a,|*/™.

r n—-+0oo
Démonstration. — Soit z € C. Si
1/n

|z| lim sup |a,|
n—-+00

> 1,

|2|]an|"™ > 1 donc |a,2"| > 1 pour une infinité de valeurs de n : la série diverge. Si
|z| lim sup | a, |*/"

n—-4o0o

<1,

il existe ¢ €]0,1[ tel que |z|an|"’™ < ¢ donc |an|[z|" < ¢, pour n assez grand : la série

converge. O

On s’intéresse maintenant aux propriétés de la somme d’une série entiére sur son disque
ouvert de convergence.

Théoréme 2.2.6. — Soit E apz" une série entiére de rayon de convergence r > 0; notons
+oo

f(z) = E a,z" la somme de la série entiére dans le domaine de convergence. Alors f est
n=0

holomorphe sur D(0,r) et, pour tout z € D(0,7),
+o0

f'(z) = Z na,z""".
n=1

Autrement dit, la dérivée de la somme d’une série entiére est la somme de sa série dérivée.
On peut obtenir ce résultat a ’aide du théoréeme 2.1.3. Mais nous allons en donner une
démonstration plus directe, et instructive, tirée d’'un cours de premier cycle donné a Lille.
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Démonstration. — Soit z € D(0, ). En appliquant deux fois le lemme 2.2.4, on a la convergence
+00

+o0o
des séries Znaw"’l =qi1(z) et Zn(n— 1)]a,|2"2 = go(z). Fixons s tel que |z| < s < r. Soit

n=1 n=2
h € C tel que |z| + |h| < s; notons ¢ = |z| + |h|. On a

—+00

flz+h) = f(z) = an((z+h)" = 2")

n=0

+o0 n
_ Z a, <_Zn + Z Cﬁz”_khk)
n=1 k=0
+o0 n
= Z y, (nhzn_1 + h? Z C’Tlfz”_khk_2> .
n=1

k=2
On a donc

fz+h) = f(2) — hgi (2 ZanhQ <Z Ckon=Fkpk= 2)

et il s’agit maintenant de majorer le deuxiéme terme :

n— 1) ek ke
ch kpk2| = Zkk 1>C 2|k
—2
<n(n-—1) Z Ck_y |27 2hk

k=0
< n(n—1)(|z[ +[A)"?,

autrement dit, |f(z + k) — f(2) — hgi(z)| < [h®ga(t)]. Notant M le maximum de la fonction
(continue) |g»| sur le disque fermé D(0, s), nous avons donc montré que

[f(z+h) = f(2) = hgi(2)] < |h[*M,

ou M ne dépend pas de h : le théoréme en découle. O

S

La définition de la C-dérivabilité a un ordre p € N et, quand elle a lieu, de la C-dérivée
d’ordre p est évidente, par récurrence. Par récurrence aussi, on en déduit le résultat suivant :

Théoréme 2.2.7. — Soit E an,z" une série entiére de rayon de convergence r > 0. Sa somme

f est € -dérivable a tous les ordres sur son disque ouvert de convergence D(0,1), et elle est la
somme de sa série de Taylor :

pour tout z € D(0,7), f(z) =

Démonstration. — Le théoréme précédent entraine que

B (2) = Z nin—1)...(n —k+1Da,z"" = Z WCLH;C,Z“ .

n>k u>0
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(k) k
Donc f*®(0) = klay, . On peut aussi écrire = (z) = Z (k+“) Ay k2" avec ( Zu) le coefficient

k! u>0 :
binomial. - O
Ezemple 2.2.8. — on a le développement en série suivant sur D(0,1) :
1 i+ 7))
(1— 2yt ; I
1 ; 4+ k—1)!
car ( )9 = U+ ) —.
(1 —2)k (k=11 — z)itk
Corollaire 2.2.9. — La somme d’une série entiére (de rayon de convergence non nul) est

nulle au voisinage de 0 si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

Théoréme 2.2.10. — Si deux séries entiéres Z a,z" et Z b,z" convergent sur D(0,7), et si

A i € €, alors les séries entiéres Z()\an—i-,ubn)z” et Z cn 2", avec ¢, = Zakbn,k, convergent

k=0

aussi sur D(0,7), et pour tout z € D(0,7) on a

+oo +00 +oo +oo +00 +oo

A Z anz" + 1 Z b, 2" = Z(Aan + pby,)z2" et Z a, 2" X Z b, 2" = Z cn .

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
Démonstration. — Nous ne démontrons que la propriété concernant le produit. Si |z| < 7, on
a

too > Y aillz Y il = Y faiby|l=
iEN jJjeEN (i,j)eN2

La famille (aibjzi+j)(i7j)€Nz est sommable donc
Z aibjz't = (Z aizi)(z biz') = Z 2 ( Z aib;) .
(i,j)EN? ieN i€N neN  itj=n;ij>0

]

2.2.1. Fonctions analytiques (complexes). — Soit a € € et f une fonction définie au
voisinage de a. On dit que f est développable en série entiére en a s’il existe r > 0 et une suite
a,, n € N, de nombres complexes tels que pour tout z € D(a,r),

f(2) =) an(z —a)".

Bien sir, la convergence du second membre fait partie de la condition. On dit aussi que f est
développable en série entiére de z — a sur D(a,r). En posant z = a + h, la condition s’écrit :

“+o0

heD(0,r), fla+h)=>) a,h"
n=0
On peut donc utiliser les propriétés des séries entiéres.
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Définition 2.2.11. — Soit 2 un ouvert de €. Une fonction f: 2 — C est analytique sur 2
si, pour tout a € Q, f est développable en série entiére en a. On note A(Q2) I'ensemble des
fonctions analytiques sur €2. Une fonction analytique sur € est appelée fonction entiére.

Les résultats du paragraphe précédent entrainent :

Théoreme 2.2.12. — Soit ) un ouvert de C.
1. A(Q) est une sous-algébre de C*(S2).
2. 9i f € A(Q) et si Uouwvert w est contenu dans 2, alors f, € A(w).
3. 8i f € AQ), f a des C-dérivées de tout ordre p € N et f®) € A(Q).
4. Pour tout a € Q, il existe un disque D(a,r) C Q sur lequel f est la somme de sa série de

Taylor en a :
+

z € D(a,r), f(z2)=

8
=

2
—
s

i
o

Les fractions rationnelles sont analytiques en dehors de leurs poles. Plus précisément, on a :

Lemme 2.2.13. — Soit R € C(z) et A={ay,...,aq} 'ensemble de ses poles. Sia € C \ A,
R est développable en série entiére de z — a sur le disque D(a,r), ot r = kfrllind la — ag| est la

ey

distance de a a A.

Démonstration. — On décompose R en éléments simples. On se raméne ainsi au cas ou R est

de la forme :
1

Si a # b, la formule de la série géométrique donne :

biz::@—afi@—a):bia(l_z:z)1

—+o00

R(z) =

=Y G
_ n+1
“—~ (b—a)
sur D(a, |b — al). Dérivant (p — 1)—fois, pour z € D(a, |b— a|), on a :
-1 S (z =y
- = o (n— 2)—F——
(b— 2)p D n(n=p+2) (b— a1
n>p—1
b—a\” =X s z—a\"
— utp—1
(b—z) B Z( p-l ) b—a
u>0
La fraction rationnelle R est donc développable en série entiére de z — a sur ce disque. ]
Théoréme 2.2.14. — La somme d’une série entiére (de rayon de convergence non nul) est

analytique sur son disque ouvert de convergence.
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+o0
Démonstration. — Il ne s’agit pas d’une lapalissade ! Il s’agit de montrer que si f(z) = Zanz”,
n=0
avec z € D(0,7),etsib € D(0,r), alors f est développable en série entiére en b. On va démontrer
un résultat un peu plus précis : pour tout h tel que |b| + |h| <, f(b+h) est somme d'une série
entiére de h. On a

+oo n
fo+h)= Zan b+h)"=>"Y a,Chrnk.
n=0 k=0
Mais |b| + || < r entraine
+oo n —+o0
SN lanlCEBFRF = Jan| (5] + [R)" < +oo.
n=0 k=0 n=0

La famille (anOSbn_khk)neN70§kSn est sommable et

+o0o n
> @ Chr T = TN Ca, Ol R = Y TRE(Y  a,Chbr )
neN, 0<k<n n=0 k=0 keN n>k
Vhe DO,r — b)), f(b+h)=> h (> a,Clom*).

keN n>k

]

De méme, on peut montrer que la composée de fonctions analytiques est encore analytique
(la ou elle est définie), et, aussi, la fonction réciproque d’une bijection analytique est analytique.
Nous reviendrons sur ces points a l’issue du chapitre 3.

Nous allons maintenant voir des propriétés trés importantes des fonctions analytiques.

Théoréeme 2.2.15 (Principe du prolongement analytique). — Soit f une fonction ana-
lytique sur un ouvert connexe non vide 2 C C. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. f est nulle sur €.

2. f est nulle sur un ouvert non vide w C 2.

3. Il existe un point a € Q tel que pour tout p > 0, fP(a) = 0.

Les implications (1) = (2) et (2) = (3) sont triviales et ne font pas intervenir la connexité.
L’analyticité de f est cruciale pour (3) = (2) et (2) = (1), et la connexité de Q2 est cruciale
pour (2) = (1).

Démonstration. — (3) = (2) parce que si f%(a) = 0 pour tout p € N, la fonction f, qui est
au voisinage de a la somme de sa série de Taylor au point a, est nulle sur ce voisinage.
Pour montrer (2) = (1), on introduit :

U ={a € Q,f est nulle au voisinage de a dans Q}.

Par définition, U est un voisinage (dans €2 ou dans €, c’est pareil) de chacun de ses points ; ¢’est
donc un ouvert de 2. Si la propriété (2) est vérifiée, 'ouvert U est non vide. Pour démontrer
que U = Q, il suffit de montrer que U est fermé dans €2 (pas dans €, ce n’est pas pareil!).
Soit a,, € U une suite qui converge vers a € €. Par définition de U, f est nulle au voisinage
de chacun des points a,, donc toutes ses dérivées, d’ordre > 0, sont nulles en a,. Comme f®
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est continue, f®(a) = lim f®(a,) = 0 pour tout p € N. Comme f est analytique en a, f est
+
n—-—+0oo

nulle au voisinage de a, donc a € U par définition de U. L’ensemble U est fermé dans 2. [
En appliquant le théoréme précédent a la différence f — g de deux fonctions, on obtient :

Corollaire 2.2.16. — Soit Q un ouvert conneze de C et f,g € A(Q2). Si les fonctions [ et g
sont égales sur un ouvert non vide de €0, elles sont égales.

Théoréme 2.2.17 (Principe des zéros isolés). — Soit 2 un ouvert connexe de C et f €
A(Q). Si f nest pas la fonction nulle, I’ensemble f~({0}) des zéros de f est discret : sia €
est un zéro de f, il existe D(a,e) C § tel que a soit le seul zéro de f contenu dans D(a,¢€).

L’ensemble des zéro Z étant fermé dans €2, Z discret entraine que Z est sans point d’accu-
mulation dans ). Mais Z vu comme sous ensemble de € n’est pas fermé en général et donc

peut admettre des points d’accumulations dans €. La fonction f : z — sin — est holomorphe
z
1
sur €, Z = {k_’ ke Z\ {0}} est discret, fermé dans €*, non fermé dans C.
71'

Démonstration. — Si f n’est pas la fonction nulle et si a € €2, f n’est pas identiquement

nulle au voisinage de a d’apreés le principe du prolongement analytique. Si f(a) =0 et f(z) =
+oo

Zan(z —a)" au voisinage de a, la série de droite n’est donc pas la série nulle : il existe p € N*

n=1
tel que ap = -+ = a,—1 =0 et a, # 0. On peut écrire :

f(z) = (2= a)’g(2)
ol g est analytique au voisinage de a et g(a) # 0. Par continuité, g ne s’annule pas sur un

disque D(a,¢) et f~1({0}) N D(a,e) = {a}. O

L’ensemble des zéros de f € A(2) est fermé dans (2, mais il n’est pas fermé dans € en
général! Un fermé de €2 peut ne pas avoir de point d’accumulation dans €2 et en avoir dans
C : ces derniers appartiennent alors a la frontiére de €2 dans €. On fera donc attention a bien
comprendre le sens de la phrase suivante du principe des zéros isolés :

Corollaire 2.2.18. — Soit Q0 un ouvert connexe de C et f,g € A(Q). Si l'ensemble {z €
Q, f(z) =9(2)} a un point d’accumulation dans 2, f=g.

De la démonstration du théoréme précédent, il découle :

Corollaire 2.2.19. — Soit f € A(QQ) une fonction analytique sur un ouvert ) non vide de C
et soit a € Q). Ou bien f est identiquement nulle au voisinage de a, ou bien il existe un entier
p € N, uniquement défini, qui vérifie les conditions équivalentes suivantes :

1 f9%)=0si0<qg<pet fPa)#0;

2. le développement de f au voisinage de a est de la forme f(z) = a,(z—a)P + Z an(z—a)"

n>p+1

avec a, # 0 ;

3. il existe une fonction h analytique au voisinage de a telle que f(z) = (z — a)’h(z) au
voisinage de a et h(a) # 0.

4. il eziste une fonction h analytique sur S telle que f(z2) = (z — a)Ph(z) sur Q et h(a) # 0.
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Si p > 1, on dit que a est un zéro de f, d’ordre ou de multiplicité p. Si p = 0, a n’est pas un
zéro de f mais, par abus de langage, on dit que a est un zéro d’ordre 0 de f.

Démonstration. — 1l reste & montrer le point 4) : on définit h € A(Q2) par

&) sizeQ\{a}
hz) = Lo
Zan(z —a)"  size D(aye)
n>p
avec € > ( assez petit. On vérifie que la définition est cohérente. On en déduit que h est
analytique sur €. O

2.3. Définition de I’exponentielle complexe par une série.

n

2.3.1. Définition. — La série entiére de terme général u, = —, pour n > 0, a pour rayon
n!
u
de convergence r = 400 puisque Vz € € ~\ {0}, lim "t~ i = 0. On appelle
n—+00 Uy, n—toomn 4+ 1

exponentielle complexe la somme de cette série :

+00 o

C 3z exp(z) :Zm
n=0

Elle est définie sur €, notée z — €* ou z — exp(z). La restriction de I'exponentielle complexe
a R coincide avec celle définie au premier cycle.

Lemme 2.3.1. —

(14) L’exponentielle est C -dérivable et (e*) = €.

(15) Va,be €, e =¢"- e

(16) €7 = ¢,

Démonstration. — Le rayon de convergence de la série entiére définissant 1’exponentielle est

infini donc on peut dériver sous le signe somme :

+ T+ _
z\/ OOZTI ~ an z
(e*) = E — :E n = €.
n! n!
n=0

n=0

D’aprés le théoréme 2.1.12, e - e est égale a la série de terme général

a bmoo1 kla"b™  (a+ b)*
DT X Tl H

m+n=~k m-+n=~k
m,n>0 m,n>0

Le dernier point résulte du fait que la conjugaison complexe est continue sur € (donc le conjugué
d’une série est la série des conjugués) et que exp est définie par une série entiére a coefficients
réels. O

b b

Remarque 2.3.2. — La formule e*™” = ¢%-¢
phisme de groupes exp : (C,+) — (C*, ).

montre que ’exponentielle induit un homomor-
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2.3.2. Restriction de exp aux valeurs imaginaires pures de z. —

Proposition 2.3.3. — On a |e"| = 1 pour t réel et Uapplication ¢ : R 3 t — ¢ € C* est
un homomorphisme du groupe additif R sur le cercle unité C de C*, muni de sa structure de
sous-groupe multiplicatif de C*.

Démonstration. — En eflet, ez = e, donc e'feit = " = ¢ = 1. Et d’apres le lemme
précédent, on a e1H2) = ¢ . ¢*2 donc ¢ est bien un homomorphisme. ]

Pour étudier I’exponentielle, nous allons utiliser les propriétés des fonctions trigonométriques
réelles cosinus et sinus. Cependant nous donnons au paragraphe suivant une autre méthode : on
étudie a priori les fonctions R 3 ¢ — Re(e"), R 3 t + Im(e), on construit le nombre 7, puis
on montre que la longueur de 'arc du cercle unité ¢! (t € [0,2x]) est t. Cette longueur est
aussi par définition la mesure de ’angle (Ox, Oz). On retrouve alors les propriétés des fonctions
trigonométriques réelles.

2.3.2.1. Propriétés de t — e connaissant celles de cos et sin. — On a
@) =3 ap @) =3P
Re(e") = -1 =cost et Im(e")= —1)P—— =sint.
= (2p)! i (2p +1)!

Donc si z = x + 1y, x,y € R, alors e* = e”(cosy + isiny).

Lemme 2.3.4. — '
1. L’application ¢ : R Dt e € C est 2n-périodique et surjective sur le cercle unité.
2. Pour tout ty € R, elle définit un homéomorphisme

90|]t0—7r,t0+7r[ :]tO -7, tO + 7T[—> C~ {_Sp(t())}

Démonstration. — Le premier point résulte des propriétés des fonctions trigonométriques
réelles.
2) L’application O|Jto—m to+x[ €St continue. Comme

et =1 < cos(t)=1let sin(t) =0 < t € 2r%,

cette application est bijective. Notons 6, I'application réciproque et montrons qu’elle est conti-
nue. Si tg = 0 alors 6 = 0y est continue car donnée explicitement par les fonctions trigonomé-
triques inverses
arcsin Im(z), pour =z = Re(z) >0
0(z) = arccos Re(z), pour y=Im(z) >0
—arccos Re(z), pour y=Im(z) <D0.

En général, 0;,(2) = 0(e "0 2) + to, donc 6;, est continue. O

2.3.2.2. Constructions des fonctions trigonométriques réelles a partir de [’exponentielle
complexe.— Définissons a priori les fonctions suivantes :

(17) a(t) = Re(e") et b(t) = Im(e").
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De sorte que e = a(t) + ib(t) et [e”|* = a(t)* + b(t)*. De (17), on déduit :

+0o ) 42p +00 ) £20+1
a(t)—pgo(—l) ) et b(t)_pzzo(—l)m.

Le rayon de convergence de ces séries entiéres est infini et on obtient par dérivation terme a
terme

a(t) = —b(t) et bt) = alt).

Les fonctions a, b étant des sommes de séries entiéres de rayon de convergence infini, elles
sont de classe C*. Comme a(0) = 1, il existe ¢; > 0 tel que a soit strictement positive sur [0,#,].
Comme b' = a, la fonction b est strictement croissante sur [0,¢;]. Fixons ¢y €]0, [, alors

—a(ty) + alty) = / ! b(t)dt > (t, — to)b(to) > 0.

to

t
Done t, — to < 200
b(to)
strictement positif.

. Donc a ne peut rester > 0 sur tout R;. Notons ¢y son plus petit zéro

Définition 2.3.5. — On note 7 le nombre 2c¢.

Théoréme 2.3.6. — L’application ¢ : R >t — e € C est 2n—périodique et surjective sur le
cercle unité. Elle est localement un homéomorphisme. Plus précisement, Yty € R,
Ollto—rtotn] Jlo — T to +7[—= C ~\ {—=p(to)} est un homéomorphisme.

Démonstration. = -
1) ¢ =a-+ib: [0, 5] — ([0, 5]) est un homéomorphisme sur le premier quart de cercle, lequel

est décrit dans le sens positif :

T
Par définition, a est strictement positive sur [0, —[. Comme b" = a, la fonction b est strictement

croissante sur [0, g] On a a(g) =0et b(g) > 0. Mais a* +b* = 1 donc b(g) = 1. On en déduit
que b: [0, g] — [0,1] est une bijection continue strictement croissante. Comme ¢’ = —b, on a

m
a: [0, 5] — [1,0] est une bijection continue strictement décroissante.

2) Comme ¢ est un homomorphisme, on déduit que ¢ : [to, ¢ + g] — ©([to, to + g]) est un
homéomorphisme sur un quart de cercle (¢y € R). En particulier :
Soit t € [g,ﬂ'] avec t = g—l-T. Alors ¢/GH7) = (&) ie. a(g—l—T) = —b(T) et b(g—l—T) =a(T).

) T .
Donc €' décrit le second quart de cercle quand ¢ décrit Pintervalle [~ 7] et €™ = —1.

Soit t € [, 2], avec t = 7 + 6§ avec 6 € [0, 7). Alors e = /™0 — e”.el:e = —ei?. Donc e’
décrit le demi-cercle inférieur dans le sens positif quand ¢ décrit [r, 27] et ™ = —'™ = 1.

3) Le nombre 27 est donc le plus petit réel strictement positif dont I’exponentielle vaut 1’élément
unité de C*, ce qui prouve que le noyau de ’homomorphisme ¢ est le sous-groupe additif 27Z
et que ¢(t +n2m) = ¢(t). Ce qui montre la périodicité de .
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4) On a de plus montré que @jo 2+ :]0, 2m[— C ~ {1} est une bijection continue. Montrons que
la bijection réciproque, notée r, est aussi continue :

Sinon, 3z € C'\{1}, Je > 0 et il existe une suite (2, )nen de points de C'\{1} qui converge vers

z tels que |r(z,) —7(2)] > €. [0, 27] étant compact, on peut extraire une sous-suite (2, )ren telle

que (7(zn, ) ken converge vers ty # r(z). Mais ¢(ty) = kginw o(r(zn,) = kl—l>r—‘?oo Zn, = 2 € ONA{1}.

Donc ty € [0,27]~{0, 27, r(2)} est tel que ¢(ty) = ¢(r(2)). Ceci contredit I'injectivité de @ ox]-
5) Soit ¢y € R. L’application @ t+x[ :Jto — ,to + 7[— @(Jto — 7, to + 7[) est un homéomor-
phisme car, sur cet intervalle, t s e’ = /(70 ¢ g pour réciproque C' \ {—(t)} > z
r(2e'") — ¢, qui est continue. O

2.3.2.3. Retour auz fonctions trigonométriques. — . On peut d’aprés le théoréme précédent
paramétrer le cercle unité par [0,27[> ¢ + €. Si on munit € de sa métrique euclidienne, la

t1 d t1 .
longueur de 'arc décrit par t € [tg,t;] est / ||£90(t)||dt = / le"|dt = t; — to. Donc t; — tg
to to
est la longueur de l'arc décrit sur C' (qui est aussi la mesure en radian de I’angle balayé).

En particulier si t; = tg + 27, on trouve que 27 est la longueur du cercle unité dans le plan
euclidien.

Prenons t, = 0, alors z = ¢ est le point du cercle unité tel que la longueur de I'arc (1, z)
est t. C’est aussi la mesure de 'angle (Oz, Oz). Ses coordonnées cost et sint sont bien les réels
a(t) et b(t).

Il est a noter que les formules classiques de trigonométrie s’obtiennent & partir des propriétés
de 'exponentielle complexe. Par exemple :

cos(a 4 b) = Re(el®*?)) = Re(ee™®) = cosacosb — sinasinb,
sin 3a = Im(e?) = Im(eia)3 = 3cos’asina — sin®a = sina(3 — 4sin” a).

2.3.3. Fonctions trigonométriques complexes. — On définit les fonctions circulaires
complexes par les formules d’Euler :

eiz + ef'iz ) 6iz . efiz
cosz = ———,  sin(z) = ———,
21
de sorte que
+o0 2p 400 2p+1
z z
CoS z = —1)P et sinz= 1)
2 g ]
p=0 p=0
Notons que cos(z) = ch(iz) et isin z = shiz, ou
e +e” eF—e’*
h(z) = ——— et h(z) = ———
ch(z) 5 et sh(z) 5

définissent le prolongement au plan complexe des fonctions ch et sh. En particulier, les fonc-

tions circulaires complexes sont non bornées, 2r-périodiques. Par exemple, |cos(x + iy)|?
cos?(x) + sh?(y).
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2.4. Arguments et Logarithmes d’un nombre complexe

Lemme 2.4.1. — exp: C — C" est surjective et 2im-périodique :
VzeC®, JweC tel quee” =z
Vw,w' e €, e =¢Y — w—u € AUrk.

z
Démonstration. — Si z # 0, alors ﬂ € C. D’aprés le théoréme 2.3.6, il existe ¢ € R, unique
z
, z
modulo 27, tel que e = ﬂ Pour montrer le deuxiéme point, on note que si w — w' = x + iy
z

est tel que e~ =1 alors x = 0 et y € 27Z. m

Définition 2.4.2. — On appelle logarithme d’un nombre complexe z € €* tout nombre w €
C tel que ¥ = z.
. z
On appelle argument d'un nombre complexe z € C* tout nombre ¢t € R tel que e = ﬂ
z
Donc w = x + iy est un logarithme de z € €C* ssi z = [n|z| et y est un argument de z.

Définition 2.4.3. — Soit X une partie de C*. Une fonction continue L : X — € est une
détermination continue du logarithme (en abrégé dcl ) si Vz € X, e#) = ~ Une fonction

continue 6 : X — R est une détermination continue de [’argument (en abrégé dca) si Vz € X,
i0(z) — 2

e .
E

Donc L est une dcl ssi Vz € X, L(z) = In|z| + i0(z) avec § une détermination continue de
I’argument.

Définition 2.4.4. — Soit z € C\] — 00,0]. On note Arg(z) l'unique argument de z qui
appartiennent a | — w,w[. Alors Arg : €\] — 00,0] =] — 7, w[ est une détermination continue
de 'argument appelé argument principal. On appelle logarithme principal la fonction

Log : C\] —00,0] 2 2+ Log(z) = In|z| + iArg(z) € C .

Démonstration. —

2
Soit z € € ~\] — 00,0]. De sorte que —

P € O~ {e""™}. D’aprés le théoréme 2.3.6, | — 7, 7[> t >
2

e € O'~{e "} est un homéomorphisme. Notons r son inverse. Alors € \] —00,0] > z — r(|—zl)
2

est continue et vérifie z = |z|e”(|z*\). O
Notons que si p €] — oo, 0] alors

lim Log(z) =In|p|+im et lim Log(z) = In|p| — in.
Z—p z—p

Im(z)>0 Im(z)<0

Proposition 2.4.5. — Soit X une partie de C* et L : X — C wune détermination continue
du logarithme. Alors

1. Si X est connexe, les dcl sur X sont de la forme L + 2ink avec k € .

2. e"?) = 2 pour tout z € X.

3. Si ) est connexe et exp : Q@ — X alors z — L(e*) — z est constante a valeurs dans 2imZ.
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Démonstration. —
1. En effet, si L est une autre del sur X, Vz € X, L(z) — L'(2) € 2inZ donc

Cette application étant continue, elle est constante.
3. De méme, Q2 5 z — L(e*) — z est une application continue a valeurs dans 2inZ. Elle est
constante si ) est connexe. m

/

X > Z.

(s

Remarque 2.4.6. —
La formule ¢* = e”¢” montre que l’exponentielle applique les droites horizontales {y = a} en
les demi-droites Dy =]0, +-00[-¢™ et les droites verticales {x = £} sur des cercles C/(0, e?).

Les propriétés de I'exponentielle entrainent que
exp: B={-7m+1t<Im(z) <tg+7} = C \Dyy_»

est une bijection continue. C’est méme un difféomorphisme car (e*)’ = €* ne s’annule jamais. La
fonction réciproque est une dcl sur € \ Dy, . Si on la note logy, ~, on vérifie que logy, (2) =
Log(e " 2) + ity.

Lemme 2.4.7. —

1. Soit Q un ouvert de C* et L : Q — € une dcl sur Q. Alors L est holomorphe sur ) et

L'(z) = é

1
2. Réciproquement, si () est conneze : Soit F' une primitive de z — —, alors il existe ¢ € C telle
z

que F' + ¢ est une dcl sur §2.

Démonstration. —
1) En effet si zy € €,
L(z)— L L(z)— L — L 1 1
lim —(Z) (20) = lim —]EZ) (20) = lim v (20) = = —
220 Z— 2 220 el(z) — eL(z0) w—L(z) €¥ — eL(z0) eL(z0) 20

car L est continue (deuxieme égalité).
2) Comme z — ze 7®) € ©* est de dérivée nulle sur  connexe, elle est égale & une constante

non nulle b = ¢°. Donc ze ) = ¢° et F + ¢ est bien une dcl sur €. O
. — n—1 z"
Corollaire 2.4.8. — Vz € D(0,1), Log(1+ z) = Z(—l) —.
n
n=1
Démonstration. — En effet la série entiére de droite est convergente sur D(0, 1) et définit une
fonction L : D(0,1) — € qui est dérivable telle que
+00 1
L/ — -1 n—1_n—-1 _ — I / 1 )
(6= 31 = g = T (142)

Le disque étant connexe, L — Log est constante. Or elle est nulle en 'origine car Log(1) = 0. [

Corollaire 2.4.9. — Soit L : Q — © wune dcl sur Q2. Alors L est analytique sur 2. De plus
Vzp € €, soit 0 < € < |z tel que D(zp,€) C §2. Alors

Vz € D(z0,€), L(2) = L(z9) + Log (1 + 2 ; ZO) :
0
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Z — Z

Démonstration. — On vérifie que D(zq, |20]) 2 2z — Li(2) = L(z) + Log(1 + %) est une

0
del. Or Ly(29) = L(20). Donc Lip(zy,e) = L1. Comme Ly est somme d’une série entiére de la
variable z — zg (corollaire précédent), L est analytique. ]

Pour chaque complexe non nul, on peut choisir un logarithme (ou un argument). En général,
on ne peut pas faire ce choix de maniére continue, par exemple sur C* ou sur le cercle unité

C:

Théoreme 2.4.10. — Il n’existe pas de détermination continue de l’argument définie sur C*.
Démonstration. — Sinon soit 6 : C' — R une telle détermination. Alors pour tout t € R,
t—0(e")

et = ¢ donc t — 0(e") € 27%. La fonction a : R > t 5 € 7 serait continue a
T

valeurs dans Z donc constante (a(R) étant une partie connexe de Z est un singleton). Mais

—0(1 2 — 0(1
% =a(0) =a(2r) = WT“ est faux. O
2.4.1. Déterminations continues des puissances. — Soient z € C* et € C. Si w

un logarithme de z, alors e est par définition une détermination de la puissance « de z.
L’ensemble des déterminations de la puissance o de z, noté {2}, est donc {e**T2* ™ k¢ 7},
Par exemple {2} = {e™e " Lk € Z}.

Si a € Z, cet ensemble est un singleton du fait de la périodicité de ’exponentielle. Dans ce
cas z” est égale a la puissance telle que définie par le calcul algébrique.

Définition 2.4.11. — Soient Q un ouvert de C* et € €. On appelle détermination continue
de la puissance o une fonction continue g : Q@ — € telle que Vz € Q, g(z) € {2“}.

S’il existe sur § une détermination continue du logarithme L : Q — € alors e®" est une
détermination continue de la puissance . Cette détermination est holomorphe et vérifie

(eaL(z)>/ _ laeaL(z) — Oée(afl)L(z).
z

Ezemple 2.4.12. — Sur €] — 00, 0], on définit la détermination principale de la puissance
o par z — elog(z) — DP(z%). Sia =a+1ib, a,b € R, alors DP(2%) = ealn|z|=b0(z) ,i(bin|z|+ab(2))
De sorte que pour a € R, Dp(z%) = |Z‘aei(a9(2))_



CHAPITRE 3

L INTEGRALE DE CAUCHY ET ANALYTICITE DES
FONCTIONS HOLOMORPHES

3.1. L’intégrale de Cauchy

«

3.1.1. Rappel : Intégration d’une fonction continue a valeurs complexes. — Soit
f i lto, t1] 2t — f(t) = Ref(t) + ilm f(t) une fonction continue & valeurs complexes. On pose

/ f(t)dt ::/ Ref(t)dt +i/ Im f(t)dt .
[tot1] [to,t1] [to,t1]

On vérifie que :

[ f(t)dt est € —linéaire,
[to,t1]

Re / f(t)dt = [ Ref(t)dt et Tm |  f(t)dt = / T £(t)dt
[to,t1] [to,t1]

[to,t1] [tot1]

|/ f(t)dt|g/ F(0)]dt

[tot1] [to,t1]

Montrons la derniére propriété. C’est vraie si 'intégrale est nulle, sinon écrivons / f()dt =
[to,t1]

pe. Alors

| ftydt] =e /[t R f(t)dt =Re / e f(t)dt

[to,t1] [to,t1]

= Re(e i%f dt < dt .
/H (&) (1)t _/ ()t

[tot1]

Définition 3.1.1. — Un chemin ¢ dans Q C € est un arc c : [tg, ;] — Q de classe C' par
morceaux (on note C;m).

On entend par 1a qu'il existe une subdivision ty = sp < 51 < ... < sy = t; de [to, t1] telle
que la restriction de ¢ & chacun des segments [sy, sp41], kK = 0,..., N — 1, soit de classe C". Si
f:{c) = € est continue, les intégrales

/ M e @) dr

Sk
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sont bien définies pour k = 0,..., N —1 ('(sx) et (sp11) sont les dérivées, respectivement a
droite et & gauche de ¢ en sy et s, 1). Par définition :
N-1

/ 1 fle(t)d(t)dt = Z /Sk+1 Fle(®) (1) dt,
fo k=0 v Sk

bien qu’en toute rigueur, ¢’ ne soit pas définie aux points de la subdivision.

Définition 3.1.2. — Soit ¢ : [tg,t1] — € un chemin et f : (¢) — € une fonction continue.
L’intégrale (de Cauchy) de f sur ¢ est notée et définie par :

t1
(18) / f(z)dz = / Fle(®)e' (1) dt.
c to
On a alors, comme en analyse réelle, la formule :

Lemme 3.1.3. — Soit Q un ouwvert de C et F' € O(Q). Notons f = F' sa C-dérivée. Alors,
pour tout chemin ¢ de a a b dans €2, on a :

F(b) — F(a) / F(2)d.

Démonstration. — Nous admettons pour le moment que F' € O({2) entraine que F est de classe
C'(€2), donc l'intégrale de Cauchy de F” est bien définie.
Soit ¢: [to,t1] — © un chemin. Si¢,¢+ h € [to, t1] et ¢ est dérivable en t,

(Foc)(t+h)=F(c(t) + (t)h+ |hle(h))
= F(c(t)) + F'(c(t))d (t)h + |hle(h).

Il en résulte que F o c est de classe C' par morceaux sur [tg, ], de dérivée :

(19) (Foc) = (F o).
Donc
/ F(2)dz = / " E () (8))dt = / " (Foe/(t)dt = Fle(ty) — Fle(t)) = F(b) — Fla).
’ ! ! 0
Définition 3.1.4. — Deux chemins ¢ : [fo, 1] — © et d : [s0,1] — © sont cquivalents il

existe une bijection strictement croissante

d) : [t(]?tl] — [807 81]7
telle que ¢ et ¢~ sont de classe C’;m et que ¢ = d o ¢.

Deux chemins équivalents ont en particulier la méme origine, la méme extrémité et la méme
image.

Lemme 3.1.5. — Soit ¢ et d deux chemins équivalents dans C . Pour toute fonction continue

fi{c)—=C,ona:
/Cf(z)dz:/df(z)dz.
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Démonstration. — Soit ¢ = d o ¢, comme dans la définition. Par subdivision, on se raméne au
cas ol toutes les données sont de classe C'. On a alors :

fe)de = / (f o d)(6(0)d ($(1)(2) dt
dog to
o(t1)

_ /¢ (f o d)(t)d'(¢) dt

(to)

- [enwan- [ e

Définition 3.1.6. — Le chemin opposé opp(c) d'un chemin ¢ : [ty,t;] — C est le chemin
[to, t1] — € défini par :

[]

opp(c)(t) = co é(t),

ou ¢ est 'unique isomorphisme affine décroissant de [to, t1] sur [to, t1].

« C’est le méme chemin parcouru dans 'autre sens ». La démonstration précédente, avec
cette fois ¢(tg) = t1 et ¢(t1) = tg, donne :

Lemme 3.1.7. — Pour tout chemin c¢ dans C et toute fonction continue f: (c) — C, on a :

/Opp(c) f(z)dz = —/Cf(z) dz.

La longueur L(c¢) d'un chemin ¢ : [ty,t;] — C est définie par

L(c) = / ()] dt Z/sk“ Dl dt .

Le théoréme de changement de variable montre que deux chemins équivalents ont méme lon-
gueurs. On obtient I'estimation suivante en revenant a la la paramétrisation du chemin c :

Lemme 3.1.8. — Pour tout chemin ¢ dans C et toute fonction continue f: (c) — C, on a :
[ 1| <10 swp 1)L
Démonstration. — En effet :
[ (e®)e )] < | (1)] sup £ (2)]
et on obtient le résultat en intégrant. O]

Ce lemme permet d’étudier la permutation d’une intégrale (de Cauchy) et d’un passage a la
limite sans revenir a la paramétrisation. On a par exemple :

Corollaire 3.1.9. — Soit ¢ : [to,t1] — € un chemin. Si f, € C°({c)) converge uniformément

vers f,
/fn dzm/cf(z)dz
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Démonstration. — En effet :

/Cfn(z)dz—/cf(z)dz

Si ¢p et ¢; sont deux chemins tels que l'extrémité de ¢y est égale a V'origine de ¢y, si f est

continue sur {covey) alors
/ F(2)dz = / (=) dz +/ f(2) dz
covel co C1
Définition 3.1.10. —

1) Soient a,b € €. Une paramétrisation du segment orienté [a,b] est un chemin équivalent a
c:10,1]>¢t—=a+tb—a).

< L(c) S<u>p | fo — fl.

]

2) Si aq,..., a, est une suite finie de points de €, une paramétrisation ¢ de I’arc polygonal
lai,...,a,] = [a1,a2] U ... U [a,_1,a,] est définie par la juxtaposition ¢ = ¢;v...ve, 1 des
paramétrisations ¢; des segments [a;, a; 1]

3) Si f est continue sur [ay,...,a,], U'intégrale de Cauchy de f le long de [ay,...,a,] est par
définition [ f(z)dz avec ¢ une paramétrisation de [aq, ..., a,]. Elle ne dépend pas de la para-

C
métrisation de cet arc et est notée / f(2)dz. On a
[alr"van}

/[] f(2)dz = /[] £(2) dz+...+/[%_wn] 1) de.

Le lemme suivant se démontre comme le théoréme 1.8.14

Lemme 3.1.11. — Un ouvert Q) de € est connexe si et seulement si ¥{a,b} C Q, il existe un
arc polygonal [a,ay, ..., a,,b] de a a b contenu dans €.

3.2. Conditions pour ’existence d’une primitive

Une fonction holomorphe est une fonction dérivable (au sens complexe). Il est naturel d’in-
troduire la notion de primitive :

Définition 3.2.1. — Soit 2 un ouvert de €. Si f : 2 — € est une fonction, une primitive de
[ est une fonction I' € O(2) de dérivée f.

Le probléeme se pose de savoir si une fonction donnée, par exemple continue, posséde une
primitive. On sait que ce probléme a une réponse positive dans le cadre des fonctions d’une
variable réelle. La situation dans le domaine complexe est complétement différente. Il y a d’abord
des « obstructions analytiques » :

Lemme 3.2.2. — Si une fonction f € C*(Q) posséde une primitive, f est holomorphe.



3.2. CONDITIONS POUR L’EXISTENCE D’UNE PRIMITIVE 45

Démonstration. — En effet, soit F' une fonction holomorphe, et supposons que f = F’ est de
classe C'. On a (équations de Cauchy-Riemann) :

1<8F+_8F> o 1(8_F_Z_6_F) :f.

2\ar Yoy 2\ 9z Oy
Donc : s oF
%:f; a—y:Zf-

La fonction F, qui a des dérivées partielles de classe C', est de classe C2. Compte tenu du
Théoréme de Schwarz,

O*F O*F

0xdy  Oydx’

1 g+3_f 1 _,82F+,82F _0
2 \ Ox Zay 2 Z@xf)y Z@y@x N

Le « bon cadre » pour résoudre le probléme des primitives est donc celui des fonctions
holomorphes.
Notons qu’une fonction analytique admet toujours localement une primitive : Si f € A(f)

On calcule alors :

]

est sur D(a,r) C Q somme de la série entiére 5 a,(z —a)" alors
n>0

Zn+1
D(a,r) BZ%F(z):Zan—,
= n+1

la somme de la primitive terme a terme de cette série entiére, définit une primitive holomorphe
de f sur D(a,r).
Il y a une autre obstruction, dont on verra qu’elle est de « nature topologique ».

Théoréme 3.2.3. — Soit Q un ouwvert de C et f € C°(Q). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1) f a une primitive sur (Q,

2) Uintégrale de Cauchy de f sur tout chemin fermé dans Q) est nulle,

3) lintégrale de Cauchy de f sur tout arc polygonal fermé dans Q) est nulle.

Démonstration. —
(1) = (2) découle du lemme 3.1.3. En effet, si F' est une primitive de f et c: [to,t1] est un

chemin fermé, d’aprés ce lemme on a /f(z)dz = F(c(t1)) — F(c(to)) = 0.
C
(2) = (3) est évident.
On suppose (3). Quitte & remplacer €2 par une de ses composantes connexes, on peut supposer

Q) connexe et non vide ; soit a € Q. A tout point z € €, on associe un arc polygonal ¢, de a &
z dans €). On définit la fonction F': 2 — € par :

F(z) = / F(C) dC.
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Le point crucial est que la valeur F'(z) ne dépend pas du choix de ¢, car, si [a,by,...,b,, 2] et
[a,c1,...,¢q 2] sont deux arcs polygonaux de a & z dans €2, [a,by,...,b,, 2,¢q, ..., C1,a] est un
arc polygonal fermé. Donc :

/ f(z)dz—/ f(z)dz:/ f(z)dz=0
[a,b1,...,bp,2] [a,c1,...,¢q,2] la,...,a]
par hypotheése.

Soit maintenant D(z,r) C Q et [a,...,z] un arc polygonal de a & z dans Q. Si |h| < r,
la,...,z,z+ h] est un arc polygonal de a & z + h dans Q. On a :

/ (O dC — f(2) / dc‘
[z,2+h] [2,2+h]
< |h| sup |f(¢)— f(2)|.

I¢—2|<|h|

[F(z+h) = F(2) = f(z)h] =

Comme f est continue en z, le dernier membre est de la forme |h|e(h) : F' est dérivable en z de
deérivée f(z). O

Appliquons ceci a une fraction rationnelle R. Pour chercher une primitive de R, on peut se
ramener, en la décomposant en éléments simples, au cas ot R est un polynéme (la solution est
alors évidente) ou un élément simple :

1

=y

, a€eC, pe N
Sip>2 Radmet (z—a)"?/(1—p) comme primitive sur C\{a}. Le cas d'un pole simple
n’est pas si simple :

Lemme 3.2.4. — Si a € © est un pole simple de la fraction rationnelle R, R n’admet de
primitive dans aucun voisinage ouvert épointé de a.

k ng

1
Démonstration. — Soit R(z) = + P(z) + ZZ

Z—a

Q5 , ..
— % la décomposition de R en
J
i=1 j=1 (2 — ai)

éléments simples, avec P un polynome et a # a;. Alors P admet une primitive sur C et
1
Z o) admet une primitive sur D(a, |a — a;|) car elle est somme d’une série entiére sur
Z — Q;
ce disque. Donc z — R(z) admet une primitive sur D(a,r) \ {a} (avec r < min{|a — a;|, i =

1,...,k}) si et seulement si z — admet une primitive sur cet ouvert.

Z—a

Supposons que F' € O(D(a,r)\{a}) soit une primitive de z — . Pour 0 < s < r, on

z2—a
applique la formule (3.1.3) a I'arc

0<t<2m, c(t) = a + se”.

On obtient : 4
iset

- dt = 127.
set

Fle(2m) - F(e(0) = / ’

Mais le premier membre est nul. O]
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3.3. La théorie de Cauchy sur un ouvert convexe

Définition 3.3.1. — Une partie X de € est convezxe si, pour tout a, b € X, le segment [a, b]
est contenu dans X.

On laisse la démonstration des propriétés suivantes (faciles mais importantes) au lecteur :
1. Un convexe est connexe.

Un disque (ouvert ou fermé) est convexe.

Un demi-plan (ouvert ou fermé) (définition 7) est convexe.

L’intersection d’une famille de convexes est convexe.

L’intérieur d’'un convexe est convexe.

S A

L’adhérence d’un convexe est convexe.

La propriété 4. permet la définition suivante :

Définition 3.3.2. — L’enveloppe convere de X C € est I'intersection de tous les convexes de
C qui contiennent X. C’est « le plus petit convexe de € qui contient X ».

Le lemme suivant est crucial. La premiére partie de I’énoncé résout le probléme des primitives
sur un ouvert convexe, mais la précision apportée par la deuxiéme partie est indispensable pour
démontrer la formule de Cauchy.

Lemme 3.3.3 (Goursat). — Soit Q un ouvert convexe de C et f € O(Q2). On a :

/ f(z2)dz=0
[a,b,c,a]

pour tout a, b, ¢ € Q. De plus, le résultat reste vrai si f est continue sur ) et dérivable en tout
point de €2, sauf peut-étre un.

Remarque 3.3.4. — 1l peut étre utile de remarquer, pour ceux qui connaissent la théorie de
I'intégration des formes différentielles dans le plan, que si la fonction [ est supposée de classe
C", le lemme précédent est une conséquence de la formule de Green-Riemann (V). Dans I'énoncé,
on suppose seulement que f est dérivable : on ne suppose pas que f’ soit continue.

Démonstration. — On démontre d’abord la premiére partie.

1. Voir Cartan, opus cité, pour la relation entre I'intégrale de Cauchy et 'intégrale des formes différentielles.
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Soit @', ', ¢’ les milieux respectifs des segments [b, ¢], [c, a] et [a, b]. Dans le calcul suivant, on
omet d’écrire 'intégrant f(z

/abca /[ab] /bc \/ca]
SRR
[a,¢] [¢/,0] [b,a’] [a’,c] [c,b] [b'.a]
L) L L)L L)
[a,¢'] [b',a] [¢,0] [b,a"] [a’,c] [c,b]
o L) U ) Ut 1)
[a,c’,b ,a] v, [¢/,b,a’ '] [¢/,a’] [a’,c,b ,a'] [a’,b/]
= RS Y Y
la,c’ b ,a] [¢/,b,a’ '] [a’,e,b ,a’] [a’,b ¢ a’]

C’est plus clair sur un dessin! Ce calcul est correcte car tout les arcs sur lesquels on intégre
sont contenus dans {2, puisque 2 est convexe.

On a décomposé l'intégrale initiale en la somme de quatre intégrales du méme type, dans
lesquelles le triangle initial est remplacé par des triangles semblables, dans des similitudes de

rapport 1/2. Posons :
= ‘ / f(z)dz
la,b,c,al

Parmi les quatre triangles qu’on a introduits. il en existe au moins un, dont on note les sommets
) )
M
>

ai, by, c1, tel qu’on ait :
[ e
[a1,b1,c1,a1] 4

On peut continuer indéfiniment cette construction. Si L désigne la longueur et D le diamétre du
triangle initial, on obtient ainsi une suite décroissante de « triangles pleins » T'(ay,, by, ¢,) (les
enveloppes convexes des sommets) de sommets a,, b,, ¢,, de longueurs L/2" et de diamétres

D/2" tels que :
/ f(z)dz
[anybnycnvan}

II est clair que les suites a,, b,, ¢, convergent vers le point d € Q tel que {d}

M
>
Z In

ﬂ T(ap, by, c,). Comme f est dérivable en d, on a le développement limité :
neN

f(z) = fd) + f1(d)(z = d) + |z — dle(z — d).

Le polynome holomorphe z +— f(d) + f'(d)(z — d) ayant une primitive, / fld) +

[an’bnycnyan}
f(d)(z — d)dz = 0. Donc l'intégrale de f sur [a,, by, ¢y, ay,] se réduit a l'intégrale du dernier
terme.

L
On majore la derniére intégrale via le lemme 3.1.8 : Soient D,, = on et L, = o le diameétre

et la longueur du triangle de sommets a,, b, ¢,. Notons que la fonction z +— €(z—d) est continue
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et nulle en d. Donc  max |z —d|e(z — d) < Dpe, ot €, — 0. On en déduit :

2€[an,bn,cn]
/ f(z)dz
[an ,bn ;Cn, 7an}

0< M <e, x (LD).

< DpLyey,

et

Donc M est nul.

S’il existe un point a € € tel que f soit continue mais ne soit pas dérivable en «, on distingue
plusieurs cas :
— Si a n’appartient pas a ’enveloppe convexe de a, b, ¢, la démonstration précédente s’ap-
plique.
— Sinon, on décompose / en une somme d’intégrales du méme type, appartenant soit

[a’7b7c7a]
au premier cas, soit au suivant.

— Si a = a, on décompose / en la somme d’intégrales qui rentrent dans le premier cas,
[a,b,c,a

donc nulles, et d’une intégrale , sur un arc de longueur aussi petite qu’on veut.
[a,b ! ]
Cette intégrale est aussi petite qu’on veut.
O]

On peut maintenant démontrer :

Théoréeme 3.3.5 (Théoréme de Cauchy, pour un convexe). — Soit Q un  ouvert
convexe de C. Toute fonction f € O(Q) a une primitive sur Q2. Le résultat reste vrai si
f € C%Q) est dérivable en tout point de 2, sauf peut-étre un.

Démonstration. — Compte tenu du Théoréme 3.2.3, il suffit de montrer que
/ f(z)dz=0
[a1,...,an,a1]
pour tout ay,...,ay € 2. Clest vrai si N = 2, et c’est vrai si N = 3 d’aprés le Lemme de

Goursat. Si N > 4 et compte tenu du fait que €2 est convexe,

-----

car les images des arcs sur lesquels on intégre sont contenues dans €2. On en déduit le résultat
par récurrence sur V. O

Définition 3.3.6. — Soit ¢ un chemin fermé dans C et z € €\ (c) ; on note et on définit :

2 I
(20) nd(c, 2) = 50 C

C’est l'indice de ¢ par rapport a z ¢ {(c), ou l'indice de z gé (c) par rapport a c.
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Théoréeme 3.3.7 (Formule de Cauchy, pour un convexe). — Soit Q0 un ouvert conveze
de € et f € O(Q). Pour tout chemin fermé ¢ dans Q et tout z ¢ (c), on a :
L[ f(Q)
21 — [ —=d( =1Ind .
(21) i [ £5L = mae. )12

Avant de prouver ce théoréme (qui est un des plus grands théorémes du XIXéme siécle!),
commencons par donner une interprétation géométrique de l'indice.

Proposition 3.3.8. — Soit c: [tg,t1] — € un chemin fermé. La fonction C \ (¢) > z
Ind(c, z) est continue, a valeurs dans Z. Elle est constante sur chaque composante connezxe de
C ~ {c), et nulle sur la composante non bornée de C \ (c).

¢ 0
Démonstration. — La continuité de la fonction z +— Ind(c, z) découle de la continuité de la fonc-
c(t
tion (¢, z) — (t)# et du théoreme de continuité d’une intégrale dépendant d’un parameétre
c(t) — z

(ou plus précisément, du corollaire 3.1.9).
Ensuite, prouver que le nombre Ind(c, z) est entier revient & montrer que

[ d / t
Notons donc ¢(t) = exp (/ M) En dérivant ¢, on obtient : ¢'(t) = L>g0(t), donc
t

0 C(S)—Z
on a

' (£)(c(t) — 2) — (D) (t)
(c(t) = 2)?
sur chaque segment [sg, sp41] de la subdivision de [to, ;] ot ¢ est de classe C'. Ainsi la fonction
p(t)
c(t) — =z
o(to)  p(t1)
clty) —z  c(t)) — 2
donc bien a valeurs entiéres.
La fonction continue z — Ind(c, z) est & valeurs entiéres donc d’aprés le lemme 1.8.6, elle
est constante sur les composantes connexes de © N\ {(c). Enfin, quitte a prendre |z| assez grand

(t)

=0,

t— est constante sur chaque segment de la subdivision, donc constante sur [¢y,t;]. On

a donc

, or ¢(ty) = c(t1), donc p(t1) = ¢(ty) = exp(0) = 1. L’indice est

on peut rendre

aussi petit que l'on veut, indépendemment de ¢t € [to, 1] ou ¢ est

c(t) — =z
dérivable. En particulier, pour |z| assez grand on a |Ind(c, z)| < 1, donc Ind(c,z) = 0 sur la
composante connexe non bornée de Q \ (c). O

Nous allons maintenant prouver le théoréme 3.3.7.
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Démonstration. — On écrit :

Par définition de l'indice :

L [f&)
E/CC_ZdC—Ind(c,z)f(z).

D’autre part, le point z ¢ (c) étant fixé, on définit la fonction g, : Q@ — €

_ Q= f()/(C=2) si(#z
gz(O_{f’(z) sizeQet (=2

51

La fonction g, est continue sur €2 et holomorphe sur Q\{z}. D’aprés la deuxiéme partie du

Théoréme de Cauchy, / 9-(¢)d¢ = 0. On en déduit la formule de Cauchy.

O

Le cas ot le chemin fermé ¢ est un cercle « orienté dans le sens trigonométrique » est le plus

important. C’est le seul qu’on utilisera dans le prochain chapitre :

Notation 3.3.9. — On note dD(a,r) le chemin fermé c(t) = a + re, 0 < t < 2, et si

f € C°(C(a,r)), on note
/ f(z)d=
dD(a,r)

Lemme 3.3.10. — Pour tout z ¢ C(a,r), on a :

I'intégrale de f sur c.

1 size€ D(a,r),

(22) Ind(z,0D(a,r)) = { 0 sizéDlar).

Démonstration. — Si z € D(a,r), on a :

I 1 _+°o (z—a)"
R e e )

n=0

avec convergence normale en ¢ € C(a,r). On peut intégrer terme a terme. Tous les termes ont

des primitives en ¢ sur C\{a} sauf le premier. On en déduit :

1 d¢ 1 d¢

— = =1

2um 0D(a,r) C -z B 2w 0D(a,r) g —a

Si z ¢ D(a,r), on a :

1 1 7_+°° (¢ —a)
(—z ((—a)—(z—a) Z(Z—OL)”“’

n=0

avec convergence normale en ¢ € C(a,r). On peut intégrer terme a terme. Tous les termes ont

des primitives en ¢ sur C. Les intégrales sont nulles.

]
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Théoréme 3.3.11. — Soit Q un ouvert de C et f € O(Q). Si D(a,r) C K, on a :

- L[ SO g [ £ size D)
2im Jop(an € — 2 0 st z ¢ D(a,r).

Démonstration. — Si D(a,r) C €, il existe s > r tel que D(a, s) C Q, et D(a, s) est un ouvert

convexe. La formule de Cauchy appliquée sur cet ouvert donne la formule pour z € D(a, s) car

on sait calculer I'indice par rapport a un cercle.

Si z € D(a,s), la fonction { — fO

est holomorphe sur l'ouvert convexe D(a,s) . Donc

sont intégrale de Cauchy est nulle sur le chemin 0D(a,r). O]

3.4. Les fonctions holomorphes sont analytiques

Répétons d’abord la formule de Cauchy, qui est la propriété fondamentale des fonctions
holomorphes. Les autres propriétés des fonctions holomorphes étudiées dans ce cours sont des
corollaires de cette formule et des propriétés élémentaires des séries entiéres.

Théoréme 3.4.1. — Soit Q un owvert de C et f € O(Q). Si D(a,r) CQ, on a :

RS f©) _ f(z) size€ D(a,r),
(24 2im /8D(a,r) C—=z d { 0 siz ¢ D(a,r).

On en déduit que les fonctions holomorphes sont analytiques :

Théoréme 3.4.2. — Soit Q) un ouvert de €. Une fonction f : Q — C est holomorphe si et
seulement si elle est analytique. De plus, si a € Q et r(a) = d(a,00), f est développable en
série entiere de z — a sur D(a,r(a)) et cette série entiére est sa série de Taylor en a.

Démonstration. — On sait déja qu'une fonction analytique est holomorphe. On suppose main-
tenant f € O(Q) et on se donne D(a,r) C €.

Soit z € D(a,r). Pour tout ¢ € C(a,r), on a |z —al/|( —a|] = |z —a|/r < 1 et 'on peut
écrire :

IR (SN (5

Si M = sup [f(Q)], le terme général de la série précédente est majoré en module par
(eC(ayr)

Mr~*(|z — a|/r)", le terme général d’une série convergente : la série converge normalement
sur C'(a,r). On peut donc substituer le développement précédent dans lintégrale de Cauchy
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(24) et intégrer terme a terme. On obtient :

—+00

(25) f(z) = Zan(z —a)" sizée D(a,r);

n=0

(26) an = 1 _SO d¢.

B 2w dD(a,r) (C - a)n+1
f est donc la somme d’une série entiére de z — a sur D(a,r) quel que soit 0 < r < r(a). Par
théoréme, ce développement est indépendant de r : c’est la série de Taylor de f en a. O

On a obtenu un résultat nouveau sur les fonctions analytiques : le rayon de convergence de la
série de Taylor d’une fonction f € A(Q2) en a € Q est égal a la distance de a au complémentaire
de Q2. En particulier :

Corollaire 3.4.3. — Si f est une fonction analytique sur D(a,r), f est la somme sur ce
disque de sa série de Taylor en a. St f est une fonction entiére et a € C, f est la somme sur
C de sa série de Taylor en a.

Il n’y a pas d’analogue a ce résultat dans le cadre réel :

Exzemple 3.4.4. — La fonction ¢t ~— (1 + t*)~! est analytique sur R, mais I'intervalle ouvert
de convergence de sa série de Taylor en 0 est 'intervalle | — 1, +1[. Le passage au plan complexe
explique pourquoi : la fonction z + (1 + 2%)' est holomorphe sur I'ouvert C\{—i, +i} et
D(0,1) est le disque maximal centré en 0 contenu dans cet ouvert.

On dira maintenant plutét fonction holomorphe que fonction analytique, ce qui évite la
confusion possible avec les fonctions analytiques au sens réel. Certaines propriétés élémentaires
des fonctions holomorphes (par exemple la stabilité par le produit) ont en fait été démontrées
deux fois, dans chacun des deux cadres, holomorphe et analytique.

Dans la démonstration ci-dessus, on peut choisir de développer suivant (z—b) pour b € D(a,r)
i.e. pas nécessairement suivant le centre du domaine d’intégration :

Corollaire 3.4.5. — Soit f une fonction holomorphe au voisinage de D(a,r) et b € D(a,r)
alors

) (p 1
men, L0 _ L[ O
n! 2im dD(a,r) (C - b>n+1
Démonstration. — si |z — b| < r — |b — al alors il y a convergence normal en ¢ € C(a,r) de
— )
Z & M Permutant série et intégrale, on obtient
2 s by

Wz D(b,r— |b—al), f@):i( ! /@ M) (== b)".

2im D(a,r) (< - b)n+1
Par unicité du développement en série entiére, on obtient la formule. O

Remarque 3.4.6. —
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Soit f € C°(C(a,r)) alors D(a,r) > z + L/ f(e)de est somme de la série entiére
2um 0D(a,r) g_ “
1 f(Q)d¢ ) n
— =2 ) (z —a)".
; (27’7{ /8D(a,7’) (C - a)n—i—l ( )

L’intégrale & paramétre holomorphe (z) définit donc une fonction holomorphe sur D(a,r).

On a vu que si f est la restriction d’'une fonction holomorphe sur un voisinage de D(a,r)
alors cette intégrale coincide avec f.



CHAPITRE 4

PROPRIETES FONDAMENTALES DES FONCTIONS
HOLOMORPHES

4.1. Les inégalités de Cauchy

Notation 4.1.1. — Si X est un espace topologique et u : X — € une fonction continue, on
note :

llul|x = sup |u(z)] € [0, +00].
reX

Si X est compact, la borne supérieure est atteinte et la norme ||u||x est finie.

Si feOf) et D(a,r) C €, on a obtenu la formule (25). Compte tenu de la relation entre
les coefficients d’une série entiére convergente et les dérivées de sa somme, on a donc :

f"Ma) 1 f(©)
(27) n! a % \/BD(a,r) W dc

On déduit les estimations de Cauchy :

Théoréeme 4.1.2 (Inégalités de Cauchy). — Soit Q un ouvert de € et f € O(S). Pour
tout D(a,r) C Q, et tout n € N, on a

[F™ (@) < b || fllean-
Voici une application :
Théoréme 4.1.3 (Liouville). — Toute fonction entiere bornée est constante.

Démonstration. — Soit M = sup|f(z)]. On écrit les inégalités de Cauchy en 0. Pour tout
zeC
n € Net tout r > 0:

|F™M0)] <n!Mr™,

En faisant tendre r vers 400, on obtient f (”)(O) =0, sauf pour n = 0. Comme f est la somme
de sa série de Taylor en 0, f = f(0). m

Une autre démonstration. — On écrit seulement les inégalités pour n = 1, mais en tout point
a € €. On obtient |f'(a)] < M/r puis f' =0...
On retrouve en particulier le Théoréme de d’Alembert-Gauss :

Corollaire 4.1.4. — Un polynéme non constant a une racine.
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Démonstration. — En effet, si P € C[z] ne s’annule pas sur €, la fonction z — 1/P(z) est
une fonction entiére qui tend vers 0 a l'infini, donc bornée. Elle est constante (Théoréme de
Liouville) donc aussi P. O

On a la généralisation suivante des inégalités de Cauchy :

Théoréme 4.1.5. — Soit 0 un ouvert de € et f € O(). Soit K un compact contenu dans
Qet0<r<dK,00). Notons K(r)={z€ C, d(z, K) <r}; c’est un compact contenu dans
Q. Pour toutn € N, on a :

1™k < nlr ™™ ([ fllke).

Démonstration. — En effet, si a € K, D(a,r) C K(r). Il suffit d’écrire les inégalités de Cauchy
en a. 0

Remarque 4.1.6. — Propriétés de la distance a un ensemble :
1) Si A est une partie non vide d'un espace métrique (X, d), alors la fonction X 3 x +— d(z, A) =
inf{d(x,a), a € A} est 1-lipschitzienne :

En effet Vz € A, d(z,A) < d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) donc d(z,A) < d(x,y) + d(y, A). On
obtient I'inégalité en échangeant x et y.

2) Ona A= {z € X, tel que d(x, A) = 0}, donc A est fermé ssi [d(z, A) = 0=z € A].

3) Si B est une autre partie non vide de X alors d(A, B) = d(B, A) := inf{d(z,y), r € X, y €
Y} =inf d(z, B) = inf d(y, A) = d(4, B)

4) Si par exemple B est compact, comme =z — d(x, A) est continue, il existe b € B tel que
d(b,A) = d(B,A) (I'inf. est un min.).

5) Donc si A est fermé, B compact et AN B = () alors d(A, B) > 0.

6) Soit € > 0. Alors A, = {z € X,d(z,A) < ¢} = U B(a,€) est un ouvert. Si A, B sont deux

acA
parties de X telles que d(A, B) = 2¢ > 0 alors A, et B, sont deux ouverts qui séparent A et B

(AcN B =0).

4.2. Suites de fonctions holomorphes

Définition 4.2.1. — Soit Q un ouvert de €. Une suite de fonctions u, : & — C converge
uniformément vers u : X — © sur tout compact si, pour tout compact K C €, u, g converge
uniformément vers u .

Si les u,, sont continues, ga revient a dire que ||u, —ul|x — 0 pour tout compact K C €.
n—-+0o0

Le résultat fondamental sur les suites de fonctions holomorphes est le suivant :

Théoréme 4.2.2 (Weierstrass). — Soit Q un ouvert de C et u,, € O(Q2) une suite. Si u,, —
u uniformément sur tout compact de ), alors u € O(2). De plus, pour tout p € N, ugp) — uP
uniformément sur tout compact de 2.
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Ce théoréme n’a pas d’« analogue réel », bien au contraire : d’aprés un autre théoréme de
Weierstrass, toute fonction continue f : [0,1] — € est la limite uniforme sur [0, 1] d’une suite
de polynémes!

Démonstration. — La fonction u : 2 — € est continue car les u, le sont et il y a convergence
uniforme au voisinage compact de chaque point de 2.

Si D(a,r) C Q alors Vn € N, Vz € D(a,r)

1 ()
un(Z) B % /E9D(a,r) QTZ dC .

La suite de fonctions converge uniformément sur le cercle C'(a,r), on peut donc passer a la
limite sous le signe intégrale : Vz € D(a,r)

_ 1 u(¢)
u<2) a % /<9D(a,r) E dC '

Ce qui entraine, comme on l'a vu, que u est analytique sur D(a,r) donc holomorphe.
On applique maintenant les inégalités de Cauchy généralisées pour montrer la convergence
uniforme de u® — u® vers 0 :
Si K C Q est compact et r < d(K,00), K(r) = {z € C, d(z,K) < r} est un compact
contenu dans € et
P —usc < Cyllun — ulliey =0

ou C, = p!r"? ne dépend pas de n. n

4.3. Intégrales dépendant holomorphiquement d’un paramétre

Théoréme 4.3.1. — Soit Q un ouvert de ©, T un ensemble muni (d’une tribu et) d’une
mesure positive i, et f:Q x T — C une fonction. On suppose :

1. Pour presque tout t € T, z — f(z,t) est holomorphe sur Q.

2. Pour tout z € Q, t— f(z,t) est mesurable.

3. Pour tout a € , il existe D(a,r) C Q et une fonction mesurable k : T — [0, +oc] telle
que :

|f(2,t)] < k(t) si(z,t) € D(a,r) x T; /Tk(t) du(t) < +oo.
Alors
(25) F) = | st

définit une fonction holomorphe sur € et, pour tout p € N et z € Q
orf

29 F®) :/— t) du(t).

(29) 0= [ GEEndu)

On doit reconnaitre dans cet énoncé la condition d’« intégrabilité localement dominée » des
théoréemes de Lebesgue. Le point remarquable de I'énoncé est qu’on fait cette hypothése sur
f, mais pas sur ses dérivées 0” f/0zP. Le point remarquable de la démonstration est qu’elle
n’utilise pas le Théoréme de Lebesgue.
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Démonstration. — On va en fait montrer que F' est analytique : Soit N un ensemble négligeable
telle que t € T\ N = f(.,t) € O(Q). On montre par recurrence que les fonctions t — f(z,1)
(prolongées par 0 sur V) sont mesurables en tant que limites simples de fonctions mesurables

(par exemple f (z,.) = ml_i)r}rloom (fz4+1/m,-) — f(z,-))).

Si D(a,r) C Qalors ¥t € T\ N, ¥z € D(a,r) Zan . Les fonctions
a,(.) = A ('a, ) sont mesurables et vérifient les inégalités de Cauchy |a,(¢)r"| < k(t). De plus
Vz € D(a, TT)L,

P . . (|Z;_“|)p+1
- ;an(t)(z —a)"| < ;p lan(@)l|z = al* < k(t)l_—sz-

Donc Vz € D(a,r),

P [z2—al\p+1
Fit) =S (2 —a)"/Tan(t)d,u(t)I < a:%_al/Tk(t)du(t) B

n= T

Ceci prouve que la série entiére Z(z — a)”/ a,(t)du(t) converge sur D(a,r) vers F. Cette
n>0 T
fonction est donc analytique sur D(a,r) et par unicité du dévelopement en série entiére,

PO = [ play(odntt) = [ G taute.

Ezercice 4.3.2. — Soit f : R x [0,1] — R, définie par f(x,0) = 0 et f(z,t) = t/(2* + 1) si
0 <t < 1. 1l est clair que f est bornée et que x — f(x,t) est analytique sur R quel que soit

O

t € [0, 1]. Montrer que F(z / f(z,t)dt n’est pas analytique au voisinage de 0.

4.4. Le principe du maximum

Théoréeme 4.4.1 (Principe du maximum). — Soit € un ouvert connexe de C. Si une
fonction f € O(Q) a un maximum local en a € €, elle est constante.

Démonstration. — L’hypothése signifie qu'il existe D(a,7) C Q, tel que
2 € D(a,r) = |f(2)] < [f(a)]-

11 suffit de montrer que f = f(a) au voisinage de a; le principe du prolongement analytique per-
met alors de conclure. C’est évident si f(a) = 0. On suppose donc f(a) # 0. La démonstration
est similaire & celle qu’on a donné au Chapitre 1 du Théoréme de d’Alembert-Gauss.

Soit

“+o0o
z € D(a,r), ji(z) = 1+Zan(2—a)”
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et supposons f non constante. Il existe donc p € IN* tel que :
f(z)
f(a)
et a, # 0. Soit a, = pe'® (forme trigonométrique) ; on obtient
f(a + te™9/p)

f(a)

pour tout ¢ > 0 petit, donc |f(a + te™*/P)/f(a)| > 1 si 0 < t est assez petit : |f| n’a pas de
maximum local en a. O

=14+ay(z —a)’ + |z —alPe(z — a)

=1+ pt? + tP<(t)

Pour varier, on a donné une « démonstration analytique » mais on démontre facilement le
principe du maximum en utilisant la formule de Cauchy :

Ezxercice 4.4.2. — Démontrer le théoréeme précédent en utilisant la formule de la moyenne,
voir §4 ci-dessous.

On utilise souvent la forme suivante du principe du maximum :

Corollaire 4.4.3. — Soit Q un ouvert borné de C et f une fonction continue Q — C, holo-
morphe sur Q). On a :

1 1le = [l la0-

L’hypothése que §2 est borné est cruciale, et les erreurs des étudiants qui appliquent le principe
du maximum foisonnantes.

Démonstration. — On se raméne au cas d’un ouvert connexe. Comme ) est borné, Q est
compact, donc |f| est bornée sur €2 et il existe a € Q tel que ||f||qg = |f(a)]. Si a € 09, c’est
terminé. Si a € €, f est constante sur {2 d’apreés le théoréme précédent, donc sur €2 ; ¢’est encore
terminé. O

L’application suivante du principe du maximum est souvent utile :

Théoréeme 4.4.4 (Lemme de Schwarz). — Soit f une fonction holomorphe sur le disque
unité D = D(0,1), telle que :

lf(2)| <1 pourtout z€ D et f(0)=0.

Alors :
1f(2)| < |2| pour tout z € D.

De plus, si |f(z)| = |z| pourun z # 0, il existe u € C de module 1 tel que f(z) = uz.

Démonstration. — La fonction g définie par :

9(z) = —=

est holomorphe sur D. En effet, si

si0<|z] <1etg(0)=f'(0)

+o0o
f(z) = Z 2"
n=1

sur D, on obtient un développement de ¢ en série entiére de z sur D en divisant par z.
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Par hypothése, si 0 < r < 1, on a |g(2)] < 1/r pour tout z € C(0,r) donc pour tout
z € D(0,r) d’apres le principe du maximum.

En faisant tendre r vers 17, on obtient |g(z)| < 1, donc |f(2)| < |z| pour tout z € D. C’est
la premiére partie de I’énoncé.

Si |f(2)] = |z|] pour un z # 0, |g| prend la valeur 1 dans D, donc a un maximum local dans
D, donc g est constante de module 1, encore d’aprés le principe du maximum. O

4.5. Propriété de la moyenne

Théoréme 4.5.1. — Soit Q un ouvert de €, f € O(Q) et D(a,r) C Q. La valeur de f au
centre a_du disque D(a,r) est égale a sa valeur moyenne sur le cercle C(a,r), et aussi sur le
disque D(a,T).

Le sens de ’énoncé est précisé par les formules (30) et (31) ci-dessous.

Démonstration. — On obtient la premiére propriété en écrivant la formule de Cauchy (24) pour

2=a:
1 f(z)
f(a) —%/(w(w)z_adz.

En revenant a la définition, on obtient :

(30) fla) = %/0 Wf(a +re't) dt.

C’est la premiére propriété. La valeur moyenne M(f,r) de f sur le disque D(a,r) est définie
par :

(31) M(f,r) = #//D( St iy dedy

On obtient la deuxiéme propriété en écrivant I'intégrale précédente en coordonnées polaires (de
centre a) et en appliquant la premiére propriété aux cercles C(a,s), 0 < s <r:

M(fr) = /0 (/O%f(a + se“)dt) sds = - [ 2n f(a)sds = f(a).

mr? w2 Jo

4.6. Singularités isolées

Définition 4.6.1. — Soit Q un ouvert de € et f € O(Q2). Un point isolé du complémentaire
de Q, ie. tel qu'il existe un disque épointé D(a,r) \ {a} contenu dans €, est appelée une
singularité isolée de f.

On remarque que dans cette situation, Q U {a} est aussi un ouvert de €. Par exemple, si A
est ’ensemble des poles d’une fraction rationnelle R, chacun de ces poles est une singularité
isolée de R € O(C \ A).

Soit a € € une singularité isolée de f € O(€2). On dit qu’elle est :
1. éliminable 8'il existe une fonction f € O(QU {a}) telle que f(z) = f(z) pour tout z € €,
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2. polaire si elle n’est pas éliminable et s’il existe une fonction § € O(2 U {a}) et un entier
p > 1, tels que f(z) = g(2)/(z — a)? pour tout z € Q,

3. essentielle si elle n’est ni éliminable, ni polaire.

On va montrer que la nature d’une singularité isolée se lit simplement sur le comportement

de f. On a d’abord :

Théoréme 4.6.2 (Riemann). — Soit a une singularité isolée de f € O(R). Si f est bornée
sur un voisinage €pointé de a, la singularité a est éliminable.

Démonstration. — On suppose d’abord que f a une limite £ € € quand z — a et on prolonge f
en une fonction f : QU{a} — € en posant f(a) = £. Il s’agit de montrer que f est holomorphe ;
le probléme se pose seulement au voisinage de a.

La fonction définie par z — g(z) := (z — a)f(z) est holomorphe sur €, mais elle est aussi

C-dérivable en a :

M=) _ ) — fa).

Elle est donc holomorphe sur QU {a}. Au voisinage de a, elle a un développement de la forme :
+oo

9(2) = (- )Y aulz — a)",

n=0

car g(a) = 0. En divisant les deux membres par z — a, on obtient que f est analytique sur
D(a,r), donc sur QU {a}.

Dans le cas général, ou f est supposée bornée au voisinage épointé de a, on applique le
résultat préliminaire a la fonction g : @ — € définie par g(z) = (2 — a)f(2), qui tend vers 0

quand z — a. On termine comme dans la premiére partie de la démonstration. O
On a:

Théoréeme 4.6.3. — Une singularité isolée a de f € O(QQ) est polaire si et seulement si :

32 1) = .

Bien entendu, (32) signifie que pour tout R > 0, il existe ¢ > 0 tel que |f(z)] > R si
0<|z—al<e.

Démonstration. — On laisse au lecteur le soin de vérifier que si a est une singularité polaire de
f, on a (32); c’est une conséquence directe de la définition.

Réciproquement, on suppose que f vérifie (32). En particulier, f ne s’annule pas au voisinage
épointé de a. Il existe donc 7 > 0 tel que z — 1/f(z) est définie et holomorphe sur D(a,r)~ {a}
et tend vers 0 quand z — a. D’aprés le Théoréme de Riemann, a est une singularité éliminable
de 1/f. Il existe donc une fonction u € O(D(a,r)) telle que u(z) = 1/f(2) si z # a. On a
u(a) = 0. Comme u ne s’annule pas en dehors de a, on peut écrire u(z) = (z — a)’v(z) avec
p>letwv e O(D(a,r)) sans zéro. La fonction g sur Q définie par g(z) = (z—a)?f(2) si z # a et
g(a) = 1/v(a) est holomorphe sur ) et au voisinage de a car elle coincide avec 1/v au voisinage
de a. On en déduit que a est une singularité polaire de f. m

En poussant un peu 'argument précédent, on obtient le résultat plus fort suivant :
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Théoréeme 4.6.4 (Casorati-Weierstrass). — Sia € C est une singularité isolée essentielle
de f € O(Q), alors pour tout r > 0 tel que D(a,r) ~ {a} soit contenu dans Q, f(D(a,r)~{a})
est dense dans O .

Un théoréme beaucoup plus fort (et plus difficile & démontrer) da a Picard précise que, sous
les mémes hypothéses, f(D(a,r)~ {a}) contient tous les nombres complexes, sauf peut-étre un.

Démonstration. — Si f(D(a,r) ~ {a}) n’est pas dense dans C, il existe un disque D(b, s) tel
que
f(D(a,r) ~{a}) N D(b,s) = 0.

La fonction .

“2) = 5y

est holomorphe et bornée sur D(a,r) \ {a} :

1 1
- <z
|u(2)] <

1£(z) — bl

D’aprés le Théoréeme de Riemann, u(z) a une limite finie ¢ quand z — a et :

1
2)=b+ ——
a une limite, finie ou infinie, quand z — a. D’aprés les résultats précédents, a est une singularité
éliminable ou polaire de f. O

Ezxzemple 4.6.5. — Soit f une fonction entiére qui n’est pas un polynome. Alors Vr > 0,
f({]z] > r}) est dense.

On montre la contraposée : Si f({|z|] > ro}) est non dense, le théoréme de Cassaroti-

1 1 1
Weierstrass entraine que la fonction D(0, —) 3 z — f(=) est de la forme f(-) = @ pour une
To z z z
1
fonction g holomorphe sur D(0, —). Donc | llim f(,f) = ¢(0) existe. Il existe r telle que |z| >
To z|—o0 &

entraine |f(2)| < [2*|(]g(0)| + 1). Les inégalités de Cauchy entraine que f est un polynome de
degré au plus k.

4.7. Le théoréme d’inversion locale
C’est le théoréme suivant :

Théoréme 4.7.1. — Soit Q un ouwvert de €, f € O(Q) et a € Q. Si f'(a) # 0, il existe un
disque D = D(a,r) C Q tel que f(D) est un ouvert de C et f : D — f(D) une bijection dont
Uapplication réciproque est holomorphe.

Il en résulte que si U C D est un ouvert, f(U) est un ouvert de € et f: U — f(U) est aussi
une bijection dont I'application réciproque est holomorphe. Il existe plusieurs démonstrations
intéressantes de ce théoréme important.

On peut d’abord le voir comme un corollaire du théoréme d’inversion locale usuel, que nous
rappelons, dans notre cadre :
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Théoréme 4.7.2. — Soit Q un ouvert de C, f € C*(Q) et a € 2. Si la R-dérivée T,,f : C —
C est un isomorphisme, il existe un disque D = D(a,r) C Q tel que f(D) est un ouvert de C
et f: D — f(D) une bijection dont l'application réciproque est de classe C™.

Démonstration du Théoréme 4.7.1. — Si f est holomorphe, f est de classe C*, et si f'(a) # 0,
h— T,f(h) = f'(a)h est un R-isomorphisme de €. Le théoréme d’inversion locale usuel donne
ce qu'on veut; il reste seulement & vérifier que 'application réciproque g : f(D) — D est
holomorphe. Mais, de g o f = idp, il résulte que, si z € D et w = f(2) € f(D) :

ng © Tzf =Ig.
Donc T,,g = (T.f) " est C-linéaire. O

On peut aussi démontrer le Théoréme 4.7.1 directement dans le cadre holomorphe, sans faire
appel au théoréme réel. Une méthode () consiste, aprés s’étre ramené au cas a = 0, f (0) =0, a
considérer la série de Taylor f de f et a montrer que si f'(0) # 0, cette série est formellement
inversible, 7.e. quil existe une série formelle § (et une seule) telle que §(0) = 0 et jo f(z) = =.
Enfin, et c’est la partie délicate, on montre que la série entiére § est convergente.

On va donner une autre démonstration du théoréme d’inversion locale. Elle repose sur le
résultat suivant, qui a son intérét propre :

Théoréme 4.7.3 (de l'application ouverte). — Soit Q un ouvert connezxe de C et f €

O(Q). Si f n'est pas constante, f est ouverte, i.e. st U C § est un ouvert, f(U) est un ouvert
de C.

Dans cet énoncé, on ne fait pas d’hypotése sur f', sauf que f’ n’est pas identiquement nulle.
Il n’y a pas d’analogue a ce théoréme dans le cadre réel : la fonction  — z? n’est ouverte dans
aucun voisinage de 0.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que, pour tout D(a,r) C €, f(D(a,r)) est un voisinage
de f(a) dans C.
Compte tenu des hypothéses et du principe des zéros isolés, il existe 0 < s < r tel que

D(a,s)N{z €9, f(2) = f(a)} = {a}.
En particulier, f(a) n’appartient pas au compact f(C(a,s)). Soit :
e :=d(f(a), f(C(a,s)) > 0.
On va montrer que :
D(f(a),¢/3) C f(D(a,r)).
En effet, il existait w € D(f(a),e/3)\f(D(a,r)), la fonction
2 9(2) = 1/((2) — w)

serait continue sur D(a,r) et holomorphe sur D(a,r). On a [g(a)| > 3/ et |g(2)| < 3/(2¢) si
z € C(a,r). 1l en résulte que g : D(a,r) — € atteint son maximum en un point de D(a,r);
elle est constante d’apres le principe du maximum, donc f aussi. C’est une contradiction. [

1. Voir H. Cartan, opus cité, Chapitre I, pages 26-27.
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Une autre démonstration du Théoreme 4.7.1. — En composant f & gauche et a droite avec
des translations, on se raméne au cas a = 0, f(0) =0, f/(0) # 0.
Par continuité, il existe D(a, R) C 2 tel que f’ ne s’annule pas sur D(a, R). Posons :

f F =0 | N = M.

2€D(a,R
On montre d’abord :

_ 510 <r <R est assez petit, la restriction de f a D(a,r) est injective. En effet, si 21,2, €
D(a,r), on a :

f@%ﬁhﬁ—%—mﬁ%ﬂz[ ()= f1C)e

W@—f@ﬂ—‘ f@ﬂdSMM—m

[21,7]
la ol on intégre, donc :

|f(22) _f<21)‘ > M|Zz - 21| - M|Zz - Z1|2
Z (/.L—QTM)’ZQ —21‘.

Il suffit donc de prendre r < R et r < p/(2M), ce qu’on fait, pour avoir 'injectivité. Posons
k=pu—2rM > 0.

Soit D := D(a,r). Compte tenu du Théoréme 4.7.3, qui est crucial ici, f(D) est un ouvert
de C.

Il reste & montrer que l'application réciproque g : f(D) — D est dérivable. On part des
inégalités :
|f(22) = f(z1)] = Kl|zo — 2],
f(22) = f(z1) = (22 — 21) f'(21)]| < M2y — 20|,
On substitue g(wi) & 21 et g(wsy) & 29; on obtient :
[wg —w1| > klg(ws) — g(wn)],
|wy — wy — (g(wz) — g(wn)) f'(z1)] < Mlg(wy) — g(ws)]?,
pour tout wy,ws € f(D) et :

/ M Wy — W 2
’g(wQ) _g(wl) - (wQ - wl)/f (21)| < ’fl(zl)’/€2 ’ 1 2’ :

Ceci montre que g est dérivable en w; de dérivée ¢'(wy) = 1/f"(g(wy)).



CHAPITRE 5

THEORIE DE CAUCHY ET HOMOTOPIE

5.1. Homotopie de lacets

Dans ce chapitre, il sera commode de prendre le méme segment de définition pour tous les
arcs considérés. On donne donc la définition suivante d’un lacet :

Définition 5.1.1. — Soit X un espace topologique. Un lacet de ou dans X est une fonction
continue ¢ : [0,1] — X telle que ¢(0) = ¢(1). On dit que ¢ est un lacet constant si c’est une
fonction constante.

Définition 5.1.2. — Soit ¢y et ¢; deux lacets de X. Une homotopie de ¢y a ¢ dans X est une
application continue C': [0,1] x [0,1] — X, telle que :

1. pour tout s € [0, 1], C(s,0) =C(s,1),

2. pour tout t € [0, 1], C(0,t) = co(t) et C(1,t) = cr(t).

il existe une telle application, on dit que ¢y est homotope @ ¢; dans X V.

Le pléonasme « homotopie dans X... » est volontaire. Dans la suite, X sera souvent une
partie d’un espace donné et il sera important d’avoir en téte que I’homotopie a lieu dans X.

Si C' est une homotopie de ¢y & ¢; dans X, pour tout s € [0, 1],
t €0,1], Cs(t) == C(s,t)

est un lacet de X, qui « dépend contintiment » du paramétre s € [0,1], et Cy = ¢o, C; = ¢;.
On peut interpréter une homotopie de ¢y & ¢; comme une famille de lacets c,, indexée par
0 < s <1, dépendant contintiment de s et qui relie ¢y a c¢;.

Lemme 5.1.3. — L’homotopie dans X est une relation d’équivalence sur [’ensemble des lacets
de X.
Démonstration. — Soit ¢q, ¢y et cg trois lacets de X.

L’application C' : [0,1] x [0,1] — X donnée par C(s,t) = ¢;(t) est une homotopie de ¢; & ¢; :
I’homotopie est une relation réflexive.

1. Il y a d’autres notions d’homotopie. Celle qu’on vient de définir, 'homotopie de lacet, est la seule que
nous utiliserons.
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Si C' est une homotopie de ¢; & ¢, application D : [0, 1] x [0,1] — X définie par
D(s,t) =C(1 —s,t)
est une homotopie de ¢y a ¢; : 'homotopie est symétrique.

Si C' est une homotopie de ¢; a ¢y et D une homotopie de ¢s a cg, Papplication E : [0, 1] X
[0,1] — X donnée par :

(s, ) = C(2s,1) si0<s<1/2,
"I D@2s—1,t) sil/2<s<1,
est une homotopie de c¢; a c3 : 'homotopie est transitive. O

La classe d’équivalence d’un lacet ¢ pour cette relation est sa classe d’homotopie (dans X ).
Elle est inchangée par « changement de paramétrisation direct ». On a méme mieux :

Lemme 5.1.4. — Soit ¢ : [0,1] = X un lacet et ¢ : [0,1] — [0, 1] une fonction continue telle
que ¢(0) =0 et ¢(1) = 1. Les lacets ¢ et c o ¢ sont homotopes dans X .

Démonstration. — On remarque d’abord que :
Vs, t € [0,1], (1 —s)t + so(t) € [0,1].
On peut donc définir :
s, t € [0,1], C(s,t) :=c((1 — s)t + s¢(t)).
C’est une homotopie de ¢ a co ¢ dans X.

[
On peut aussi déplacer l'origine d’un lacet sans changer sa classe d’homotopie. Si ¢ : [0, 1] —
X est un lacet d’origine ¢(0) = ¢(1) =a € X, et si b =c¢(h), 0 < h < 1, est un point de (c),

enlt) = c(h+1) si0<t<1-h
T eh+t—1)  sil—h<t<1

est un lacet d’origine b, et C'(s,t) = cg(t), s,t € [0, 1], est une homotopie de ¢ a ¢, dans X.

Définition 5.1.5. — Un lacet est homotope a un point dans X s’il est homotope & un lacet
constant dans X. L’espace X est dit simplement connexe si X est connexe par arcs et si tout
lacet de X est homotope & un point dans X.

Lemme 5.1.6. — Si l’espace X est conneze par arcs, deux lacets constants de X sont homo-
topes.

Démonstration. — Sico(t) = a, c1(t) =betsigp:[0,1] - X estunarcdeaab, C(s,t) := ¢(s),
s,t € [0, 1], est une homotopie de ¢q & ¢;. O

La simple connexité est une propriété topologique, c’est-a-dire invariante par homéomor-
phisme :

Théoréme 5.1.7. — Si X est un espace topologique simplement connexe et si X' est homéo-
morphe a X, X' est simplement connexe.
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Démonstration. — Soit ¢ : X — X’ un homéomorphisme. Si ¢: [0,1] — X est un arc de a a b
dans X, ¢oc:[0,1] = X' est un arc de ¢(a) a ¢(b) dans X’. On en déduit que la connexité
par arcs est une propriété topologique.

On voit facilement que 'application ¢ — ¢ o ¢ induit une bijection de I’ensemble des lacets
de X sur I'ensemble des lacets de X'. On vérifie aussi que si C' est une homotopie du lacet cqg
au lacet ¢; dans X, ¢ o C est une homotopie du lacet ¢ o ¢y au lacet ¢ o ¢; dans X'. n

On suppose maintenant que E est un espace vectoriel normé. On note || - || la norme de E,
et sic:[0,1] — E, on note :
lelljoa) = sup |le(@)]]
te(0,1]
Si €2 est un ouvert non vide de E' et K un compact non vide contenu dans €2, on note :

A(K,00) = t{|lz — y|l, v € K, y e E\Q)

la distance de K au complémentaire de 2. Rappelons que cette distance est strictement positive
(c’est +oo i 2 = E).

Définition 5.1.8. — Une partie X est étoilée par rapport & un de ses points a € X si pour
tout z € X, le segment [a, x] est contenu dans X.

Ezxzemple 5.1.9. — Par exemple un ensemble convexe est étoilé par rappport a chacun de ses
points. € privé d'une demi-droite fermée S,, = {a + Av, A € [0, +oo[} est étoilé par rapport
a chaque point de {a — Av, A € [0,400[}. En effet aprés transformation affine, il suffit de
montrer que C \ [0, 4+00] est étoilé par rapport a t €] — o0, 0] : soit z =z +iy € C \ [0, +o0[. Si
z €] — 00,0[ alors [t,z] C € \ [0, +o0[. Sinon y # 0 donc la partie imaginaire de st + (1 — s)z,
s € [0, 1], est nulle seulement pour s = 1.

Théoréme 5.1.10. — Si X C FE est étoilé par rapport a un de ses points a € X alors X est
simplement conneze.

Démonstration. — 11 découle de la définition d’une partie étoilée qu’elle est connexe (voir le
lemme 1.8.3). Il reste & montrer que tout lacet y est homotope & un point.

On définit R : [0,1] x E — E par R(s,x) = (1 — s)x + sa. Cette application est continue, et
pour tout x € F, R(s,x) € [a,x]. Comme X est étoilé par rapport & a € X, la restriction de R a
[0, 1] x X est a valeurs dans X . On garde la méme notation pour sa restriction R : [0, 1]x X — X.

Alors pour tout x € X, R(0,z) =z et R(1,z) = a. Si ¢ est un lacet dans X alors on définit
H :[0,1] x [0,1] — X par H(s,t) = R(s,c(t)) : c’est une homotopie entre ¢ et le chemin
constant a (on dit que R définie un rétract par déformation de X sur a). O

Lemme 5.1.11. — Soit Q) un ouvert de F, ¢y et ¢y deux lacets de ). Si :

vt e (0,1, lea(t) — co@)]] < d(co(t), 0%),
I’homotopie standard de ¢y a ¢; définie par
(33) s, t € [0,1], C(s,t) := (1 = 8)co(t) + sci(t),

prend ses valeurs dans ). C’est en particulier le cas si :
ller = colljo, < d({co), 0%2).
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Démonstration. — En effet, si C(s,t) = (1 — s)co(t) + sci(t),
1C (s, 1) = co®)]] = sllea(t) = co(B)]| < llex(t) = co(®)]] < dlco(t), 09),
donc C(s,t) € Q. O

5.2. Les théorémes de Cauchy : versions homotopiques

Théoréme 5.2.1 (Cauchy). — Soit Q un ouvert de C et f € O(Q). Si ¢y et ¢; sont deux
lacets de classe C’;m homotopes dans €2, on a :

/CO f(2)dz = / £(2) dz.

Démonstration. — Soit C' une homotopie de ¢ & ¢; dans Q et K := C([0, 1] x [0, 1]) son image.
C’est un compact contenu dans 2. Soit d := d (K, 092) > 0 la distance de K au bord de €.
Par continuité uniforme de C, il existe n € N* telle que

1 d
maz(ls = |, |t = ¢]) < — = [|C(s,8) = (s, #)]| < 5 =

Pour 0 < k£ < n, notons Dy, le lacet polygonal

k k1 k n—1
[C(—,0), C(=,—),..., C(—, n ), C(—,1)] paramétré par [0,1] comme ci dessus. De sorte
n n'n n n
que
k
||Dk — C<ﬁ7 .>||[0,1] <2 =d.

Notons D_1 =c¢g et Dy,y1 = cy.
Pour —1 <i<net0<k<n, le chemin fermé

kE+1 E+1 k k
)] v opp ([Dz(ﬁ)v Di+1(g)] v Di—i—luﬁjkjl-l])

Hi,k = Di\[%%} v [Di(T)aDi-H(
est telle que

k k
dist(D;(=), < Hip, >) = max{||D;(=) —y||, y €< Hi >} < 2«
n n
k
Or f € O(D(D;(—),2a)) et le disque est convexe. Donc / f(2)dz = 0. C’est a dire (omettons
n Hi

f(2)dz dans les intégrales ci dessous) :

/Dz‘”k,im] /Di+1|[k,k+1] /[Di(ﬁ)vDiH(fL)] /[Dz‘(kf):DiH(kﬁl)]
/Di+1

n n n
/C'() /Cl i=—1 /;z /Di+1 /Di[k k+1
o
n n
1) Dy (B

Donc

i=—1 k=0 +1 HE k+1]

n’ n

i=—1 k=0 7 [Di(5):Dis1(})] /[Di(’C
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s - e 0
Zl /[Di(O),Di_H(O)] /[\Di(l)vDH-l(l)}

1=

O

On peut étendre la formule de Cauchy aux lacets homotopes & un point dans le domaine de
définition de la fonction qu’on intégre.

Théoréme 5.2.2 (Formule de Cauchy). — Soit Q un ouvert de C. Soit ¢ un chemin fermé

de 2 homotope a un point dans 2. C’est le cas pour tout chemin fermé de ) si §2 est simplement
connexe. Alors

Vz ¢ (c), % / gf(_oz d¢ = Ind(c, 2) f(2).

Démonstration. —
i) Le point z ¢ (c) étant fixé, on définit la fonction g, : Q@ — €

_ Q= f()/(C=2) si(#z
gz(O_{f’(z) sizeQet =z

La fonction g, es holomorphe sur €2 : c’est clair sur Q \ {z}. Mais comme f est analytique au

.. o f(n)(z) n—1 __
voisinage de z, on a f(¢)— f(z) = ((—2) Z ' ((—2)""" = ((—2)g(¢) avec g holomorphe
n!
n>1
au voisinage D(z,¢) de z telle que g(z) = f'(2). Donc g.|p(, ) = g est holomorphe au voisinage
de z.

D’aprés la deuxiéme partie du Théoréme de Cauchy, / 9-(¢)d¢ = 0. On en déduit la formule

C

de Cauchy. n

On a vu que l'indice Ind(c, z) est nul lorsque z est dans la composante non bornée de € \ (c).
Le théoréme de Cauchy homotopique nous donne un résultat un peu plus général :

Corollaire 5.2.3. — Soit a € C, et soient ¢; et co deux chemins homotopes dans € \ {a}.
Alors Ind(cq, a) = Ind(cz, a).

Le théoréeme de Cauchy homotopique entraine :

Corollaire 5.2.4. — Soit Q un ouvert de C et f € O(2). Si ¢ est un lacet de classe C’;m de
Q, homotope a un point dans €2, alors :

/c F(z)dz =0,

Par définition d’un ouvert simplement connexe, on a donc :

Théoréme 5.2.5. — Si ) est un ouvert simplement connexe de C,

/C f(2)dz =0,

pour tout f € O(Q) et tout chemin fermé ¢ de Q. Toute f € O(Q) a une primitive sur €.
On en déduit :
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Théoréeme 5.2.6. — Soit Q) un ouvert simplement connexe de C et f € O(Q2). Si f ne s’annule
pas sur Q, il eziste une fonction ¢ € O(Q) telle que f(z) = e*® pour tout z € Q. En particulier,
s1 Q C CF est un ouvert simplement connexe, il existe une détermination holomorphe de log z
sur §2.

Démonstration. — Si f ne s’annule pas sur ), la fonction z — f'(2)/f(z) est holomorphe donc
admet une primitive ¢ € O(2). Etant donné a € 2 et quitte a ajouter une constante a la
fonction ¢, on peut supposer que ¢(a) est un logarithme de a. i.e. que e?® = f(a). Posons :

u(z) = f(z) et
C’est une fonction holomorphe et on calcule :
u'(2) = —u(2) f'(2) f(2) 72 + ¢/ (2) f(2) () = 0.

Comme € est connexe, la fonction u est constante, égale a u(a) = 1. On obtient ) = f(z)
pour tout z € €. O

5.3. L’indice d’un point par rapport & un lacet

On a défini au Chapitre 4 I'indice d'un point a € € par rapport & un chemin fermé c tel que

a ¢ {c): 1 ]
Ind(a,c):—/ il

2r | z—a

Cet indice intervient, comme on l’a vu, dans la formule de Cauchy. Pour l'instant, on ne I’a
calculé que dans le cas ol ¢ est « un cercle parcouru une fois dans le sens trigonométrique ».
Un peu plus généralement, I'indice de

t €[0,1], cn(t) = et
par rapport a 0 vaut
1 [te(t
2im Jy cn(t)

C’est le nombre de tours, comptés algébriquement, que ¢, fait autour de 0. On va voir que cette
interprétation est valable en général.

Définition 5.3.1. — Soit ¢ : [0,1] — C* un arc. On appelle détermination continue de l’ar-
gument le long de c toute fonction continue 6 : [0,1] — R, telle que 6(¢) soit un argument de
¢(t) pour tout t € [0,1], i.e. telle que c(t) = |c(t)[e® pour tout t € [0,1].

Il ne faut pas confondre cette notion avec celle, déja introduite, de détermination continue
de 'argument sur une partie de €™ : il n’existe pas de détermination continue de I'argument
sur S, mais 0(t) = 27t est évidemment une détermination continue de I'argument le long du
lacet ¢ : [0,1] — S défini par c(t) = ™, d’image S'!

Le résultat suivant est important :

Théoréme 5.3.2. — Pour tout arc ¢ : [0,1] — €%, il existe une détermination continue de
l'argument le long de c. Elle est unique a [’addition prés d’une constante € 2nZ..
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Démonstration. — On montre d’abord 'unicité modulo 277Z. Si 6,6, : [0,1] — R sont deux
déterminations continues de I'argument le long de l'arc ¢, 6; — 6 : [0,1] — R est une fonction
continue a valeurs dans 277 : elle est constante.

On montre maintenant 1’existence. Soit d := Oi<rt1£1 lc(t)]. On a d > 0. Par continuité uniforme
de ¢: [0,1] — €7, il existe une subdivision 0 = to<ti <...<ty=1telle que :
c([t, ter1]) C Dy == D(c(ty), d)

pour k = 0,...,txy_1. Comme Dj est un disque contenu dans C*, on sait qu’il existe une
détermination continue

®k : Dk — R
de largument sur Dj. On définit la fonction 6 : [0,1] — R en posant 0(0) = Oy(c(0)) et, si
k=0,....N—1:
sitp <t< tht1, 0(2&) = @k(C(t)) + 27mk,
oung = 0etny,...nxy_1 sont des entiers que 1’on choisit de fagon que la fonction 6 soit continue.
Par exemple, n; est déterminée par :

@0(C(t1)) == @1(C<t1)) + 27T7l1.

C’est possible puisque Og(c(t1)) et O1(c(t1)) sont des arguments du méme nombre ¢(t;). On
détermine ainsi les entiers nj par récurrence. O

Remarque 5.3.3. — Notons que 6 est de classe C’;m si ¢ lest : Si ¢ est C' au voisinage de
t €]0, 1] fixé, choisissons une détérmination analytique du logarithme L sur D(c(t), |c(t)]). Soit
e > 0 tel que c(Jt — e, t +€]) C D(c(t),]|c(t)]). Alors ImL o ¢ est une détérmination continue
de l'argument de ¢ sur |t — €, + €[ qui est de classe C'. Comme il existe k € Z telle que
0 — ImL o c = 2ikm sur |t — €,t + €], Passertion est montrée.

On peut maintenant donner une autre interprétation de l'indice d’un point par rapport & un
chemin fermé et donner plusieurs propriétés importantes de I'indice. Par translation, il suffit de
comprendre le cas ol le point est 0 :

Théoréeme 5.3.4. — Soitc: [0,1] — C* un chemin fermé, et 6 : [0, 1] — R une détermination
continue de ’argument le long de c. On a :

1
(34) Ind (0,¢) = oy (0(1) — 6(0)).

Autrement dit, l"indice est égal a la « variation de [’argument le long de ¢ » divisée par 2w. En
particulier, c’est un entier relatif.

Démonstration. — Comme ¢ ne prend pas la valeur 0, la fonction p(t) = |c(t)| est de classe
C;m. On a :

C(t) = ,O(t)eia(t), C,(t) _ pl(t)eiﬁ(t) + p(t)z'é”(t)ei@(t)’
donc :

(1) _ p)

) p(t)

+10'(¢).
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Comte tenu de la définition de I'indice, on obtient :

tud (0.0) = - [ S8 dt = 5 lLog (o) + 900}

et le résultat. O

Le résultat précédent permet aussi de définir I'indice d’un lacet, sans supposer qu’il soit de
classe C’;m.

Définition 5.3.5. — Soit a € € et ¢ un lacet de € \{a}. On définit et on note l’indice de a
par rapport a c :

1
Ind =—(0(1) —0(0
nd (a, c) = o—(6(1) - 6(0)),
ol # est une détermination de 'argument de z — a le long de c¢; ¢a ne dépend pas du choix de

f. C’est un entier rationnel.

Le Théoréme de Cauchy donne facilement le résultat suivant dans le cas des lacets de classe
C’;m. C’est un exercice conseillé.

Théoréme 5.3.6. — On a :
1. Soit a € €. Deuz lacets homotopes dans C\{a} ont le méme indice par rapport a a.
2. Soit ¢ un lacet de C. La fonction
C\{(c) >z Ind(z,¢) € Z
est constante sur chaque composante conneze de C\(c). Elle est nulle sur sa composante

non bornée.

Démonstration. — Pour démontrer la premiére propriété, il suffit de montrer que deux lacets
co et ¢; de €* ont le méme indice par rapport a 0 si [|c; — col|p,] est assez petit. C’est une
conséquence du lemme suivant

Lemme 5.3.7. — Si deux lacets ¢y, ¢q : I — C* vérifient :
vte[0.1],  fa(t) — )] <o),

ils ont le méme indice par rapport a 0.
Démonstration. — Soit ¢y et ¢; comme dans 1’énoncé, et 6 une détermination continue de
I'argument le long de ¢y. Soit Arg : €\] —00,0] — R la détermination principale de I’argument.
On a:

ci(t

| lt) _ 1] < 1.

co(t)

Il en résulte que K (t) := Arg (¢1(t)/co(t)) est bien défini et que
t — 0(t)+ K(t)

est une détermination continue de I’argument le long de ¢;. On a K (0) = K (1) et le résultat. [
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Pour la deuxiéme partie de I’énoncé, on note que si a ¢ (c) et |h| < d(a, {(c)), les lacets c et
¢ — h sont homotopes dans C\{a}. Donc, si |z — a| < d(a, {(c)), on a :

Ind (z,¢) = Ind (a,c — (2 — a)) = Ind (a, c).

La fonction z ~ Ind(z,c) est donc localement constante sur C\{(c). Enfin, si {(c) C D(0,7), c
est homotope & un point dans ce disque (convexe donc simplement connexe), donc aussi dans

C\{z}, si |z] > . O
Corollaire 5.3.8. — Le plan épointé C* et le cercle unité ne sont pas simplement connexes.

Démonstration. — L’indice du lacet c(t) = €™, 0 < ¢t < 1, par rapport a 0 est 1. Ce lacet
n’est donc pas homotope & un point dans € * ni a fortiori dans le cercle unité. O

Pour terminer, on détermine les classes d’homotopie dans C* et dans le cercle unité S :

Théoréme 5.3.9. — Deux lacets de C* (respectivement de S) sont homotopes dans C* (res-
pectivement dans S) si et seulement s’ils ont le méme indice par rapport a 0.

Corollaire 5.3.10. — Tout lacet de C* (respectivement de S) est homotope dans C* (respec-
tivement dans S) a un et un seul des lacets c,(t) = e™*™ n € Z.

Démonstration. — Comme on a calculé Ind (0, ¢,) = n, il suffit de montrer qu'un lacet ¢ d’indice
n par rapport a 0 est homotope au lacet ¢,. On utilisera plusieurs fois le fait que I’homotopie
de lacets est une relation d’équivalence.

Si ¢ est un lacet de C*,
t €10,1], )= —=

est un lacet de S et 'homotopie standard de ¢ & ¢* prend ses valeurs dans C*. En effet :
|(1 = s)c(t) + sc™(t)] = (1 — s)|e(t)] + s > 0.

Donc tout lacet de € * est homotope dans € * & un lacet de S. 1l suffit de démontrer le théoréme
dans le cas de S.

Soit ¢ un lacet de S, ¢(0) = e € S. L’homotopie C(s,t) = e *¢(t), s,t € [0,1], est une
homotopie de ¢ & e "¢ dans S. On peut donc supposer ¢(0) = 1.

Soit n I'indice de 0 par rapport a ¢ et # une détermination continue de I’argument le long de
¢, telle que A(0) = 0. Par hypothése, on a :

6(0) =0, 0(1) = 2n.
Soit :
s, t €[0,1], C(s,t) = eil(1=9)0(t)+s2nmt)

On a C(0,t) = c¢(t) et C(1,t) = ¢,(t). C’est une homotopie (de lacets). En effet, pour tout
s€[0,1], on a :

C(s,0) = ei((1=5)0(0) _ 1, C(s,1) = oi((1=8)0(1)+s2nm)) _ |
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Ezercice 5.3.11. — Montrer que si n > 2, R"\{0} et la sphére S™ définie par :
n+1

S" = {(21,...,Tny1) € R™, in =1}
k=1

sont simplement connexes.



CHAPITRE 6

LA FORMULE DES RESIDUS

6.1. Séries et développements de Laurent
Soit a € € et 0 <r < R < +00. On note respectivement :
A(a,m,R)={z€C, r<|z—a| <R},

Ala,m,R)={z€C,r<|z—a| <R},

l'anneau ouvert et l’anneau fermé de centre a et de rayons r et R. Quand on utilisera ces
notations, il sera toujours sous-entendu que 0 < r < R.

On appelle série de Laurent en a € C, ou de z — a, une « série » de la forme :

o0
(35) > an(z—a)",
n=—oo
o0
ou a, € C. La série converge pour z € C fixé si chacune des deux séries Zan(z —a)" et

n=0
+oo
“n . e N
E a_n(z—a)™" converge au sens usuel. En fait, on ne s’intéressera qu’a la convergence absolue
n=1
de la série.
Ezxzemple 6.1.1. — La série de Laurent g 2" /(1 +n?) converge si et seulement si |z| = 1.
nez

Définition 6.1.2. — Le domaine ouvert de convergence d'une série de Laurent est 'intérieur
de son domaine de convergence. S’il n’est pas vide, la série de Laurent est dite convergente.

Une série entiére est un cas particulier de série de Laurent. En général, ’étude d’une série de
Laurent se raméne a celle de deux séries entiéres.

Théoréme 6.1.3. — Le domaine ouvert de convergence d’une série de Laurent de (z — a)
convergente est un disque ouvert D(a, R) si ¢’est une série entiére, un anneau ouvert A(a,r, R)
sinon. Dans le second cas, la série est normalement convergente sur tout anneau fermé

Aa,s,S) C A(a,r, R).
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Démonstration. — On peut supposer que la série est donnée par (35) et que ce n’est pas une
série entiére. Soit D et D’ les domaines de convergences et R et R’ les rayons de convergence

“+o00 +oo
des séries E a,z" et E a_,z". On sait que :
n=0 n=1

D(0,R) c D C D(0,R), D(0,R)c D' c D(0,R).
Posons r = 1/R’. On en déduit que le domaine A de convergence de la série (35) vérifie
D(a, R)\D(a,r) C A C D(a, R)\D(a,r).

Si R < r, c’est 'ensemble vide; si R = r, A est contenu dans le cercle de centre a et de rayon
r, donc est d’intérieur vide. Enfin, si r < R, la série est convergente et

A(a,r,R) C A C A(a,r, R).

C’est la premiére partie de ’énoncé.
“+oo
Sir < s < S < R, la série Zan(z — a)" converge normalement sur D(0,5) et la série

n=0
“+00

g a_n(z —a)™" converge normalement sur le complémentaire de D(0,s). D’ou la deuxiéme
1

partie de I’énoncé. O

Lemme 6.1.4. — Les coefficients d’une série de Laurent convergente sur A(a,r, R) sont dé-

terminés par sa somme [ qui définie une fonction holomorphe sur A(a,r, R) :

1
(36) ap = — f(2)(z —a)~ "D gz,
2um 0D(a,s)
Démonstration. — Supposons que la série (35) converge sur 'anneau ouvert A(a,r, R). Notons
f sa somme. La fonction f; : 2z — Zanz” est définie holomorphe sur D(0, R), la fonction
n>0

1

fo:iu— Z a_nu" est définie et holomorphe sur D(0,77 ') donc z — f(2) = fi(2) + fa(=) est
z

n>1

holomorphe sur A(a,r, R). Soit r < s < R. Pour n € Z, on calcule :

/BD(M) f(2)(z—a)"dz.

Comme la convergence de (35) est normale sur le cercle D(a,s), on peut intégrer terme a

terme :
f(2)(z—a)"dz = a / a)ktmdz.
/8D(a,s) ( )( Z ‘ 0

k=—o0 D(a,s)
La fonction z — (2 — a)*™™ a une primitive sur € \{a}, sauf si k+n = —1. La somme ci-dessus
se réduit donc au terme d’indice k = —n — 1 et l'on obtient :
1
(37) A p 1= — f(2)(z—a)"dz.

2T Jop(a,s)
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D’ou le lemme. O
On étudie maintenant la réciproque.

Notation 6.1.5. — Soit f € O(A(a,r, R)). Etant donnés r < s < S < R, on note :

/aA(%&S) f(z)dz = /8D(a,5) f(z)dz — /aD(a’s) f(z)dz.

C’est lintégrale de f sur le bord orienté de 'anneau A(a,s,S).

Théoréme 6.1.6 (Formule de Cauchy sur un anneau). — Soit f € O(A(a,r,R)) et
Aa,s,S) C A(a,r,R). On a :

1 f(©)
Vz € Aa, s, S), f(2) _%/BA(a,s,S)g_ZdC.
Démonstration. — Soit z € A(a, s, S); z étant fixé, on pose :
_ SO = f(z) _ g
9(¢) = CT’ 9(2) = f(2).

C’est une fonction holomorphe sur A(a,r, R). Les lacets 0D(a,s) et 0D(a,S) sont donnés
respectivement par :
0<t<1, co(t) = a+ se™, c1(t) = a + Se™.
Ils sont homotopes dans A(a,r, R) :
u,t €0,1], C(u,t) = a+ ((1 —u)s + us)e?™
est une homotopie de ¢y & ¢; dans A(a,r, R). D’aprés le Théoréme de Cauchy :
1
ﬂ 0A(a,s,S) g(C> dC -0
On en déduit :
1 I Oy S
9A(a,s,8) C

2T Jon(a,s,s) C — 2 21 —z

= f(z)(Ind (2,0D(a, S)) — Ind (z,0D(a, 5))).

Comme z € A(a,s,S), I'indice de z par rapport au lacet dD(a, s) est nul et son indice par
rapport au lacet D(a,.S) vaut 1. D’ou le théoréme. O]

De méme que la formule de Cauchy sur un disque donne l'existence du développement en
série entiére d'une fonction holomorphe, la formule de Cauchy sur un anneau donne l’existence
du développement d’une fonction holomorphe sur un anneau en série de Laurent.

Théoréme 6.1.7. — Toute fonction holomorphe f sur l’anneau ouvert A(a,r, R) est la somme
d’une (unique) série de Laurent Zan(z — a)" sur cet anneau. De plus, Vs €|r, R[, a, =
neZ
1 z
S e,
2im dD(a,s) (Z - a)’fl-f—l

On dit que c’est la série de Laurent de f sur l'anneau A(a,r, R).
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Démonstration. — L’unicité a déja été démontrée, voir Lemme 6.1.4. Sir < s < S < R et
z € Ala, s, S), on écrit :

_ b JQ) g b JQ)
fz) = 2im /BD(a,S) ¢—=z 46 2im /ap(a,s) ¢(—z .

Dans la premiére intégrale, on utilise le développement normalement convergent

1 _+Oo (z—a)"
e

n=0

et dans la seconde, le développement normalement convergent
- 3 (€—a)"
(—=z = (2 — a)rt1’

En intégrant terme & terme, on obtient que la restriction de f & l'anneau A(a,s,S) est la
somme d’une série de Laurent. Compte tenu de I'unicité, la série de Laurent qu’on obtient est
indépendante de s et S tant que r < s < S < R. D’ou le théoréme. n

On déduit les inégalités de Cauchy :
Vn € Z, Vs €lr, R, |an|s" < ||flcc0n(a.s) -
Corollaire 6.1.8. — Toute fonction f € O(A(a,r, R)) peut s’écrire
z € Ala,r, R), f(2) = g(2) + h(2),
ot g est holomorphe sur D(a, R) et h holomorphe sur C\D(a,r).

Démonstration. — Si f(z) = Z a,(z — a)", il suffit de prendre

g(z) = Z an(z —a)", h(z) = Z an(z —a)".

]
Remarque 6.1.9. — Soit Q un ouvert de €, A(a,r, R), A(a,”,R') C Q et f € OQ). La

fonction f est la somme d’une série de Laurent en (z —a) sur A(a,r, R) et aussi sur A(a,r’, R).
D’aprés le théoréme précédent, si ces anneaux ont une intersection non vide, ces deux séries
coincident. C’est faux en général si l'intersection des anneauz est vide, méme si ) est conneze.

On pourra, pour s’en convaincre, développer f(z) = 1/z 4 1/(z — 1) en série de Laurent sur
A(0,0,1) et sur A(0, 1, +00).

6.2. Développement de Laurent en une singularité isolée

Soit a € € une singularité isolée d’'une fonction holomorphe f : f est holomorphe sur un
disque épointé D(a,r)\{a} = A(a,0,r). Les résultats de la section précédente s’appliquent.

On dira que le développement de Laurent de f en puissance de (z — a) sur D(a,r)\{a} est
son développement de Laurent en a.
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Proposition 6.2.1. — Soit f € O(D(a,r)\{a}) et

—+00

Z an(z —a)"

n=—oo

le développement de Laurent de f en a. La singularité a est éliminable si et seulement si a, =0
pour tout n < 0. Elle est polaire si et seulement s’il existe p > 0 tel que a_, # 0 et a_,, = 0
pour tout n > p.

Démonstration. — Compte tenu de 'unicité du développement de Laurent, la série de Laurent
d’une fonction holomorphe sur D(a,r) est une série entiére. C’est la premiére propriété.

Si la singularité a est polaire ou éliminable, il existe p € N tel que a soit une singularité
¢liminable de z — ¢(z) = (z —a)?f(z). La série de Laurent de f en a est obtenue en multipliant
la série de Taylor de g (le prolongement holomorphe de g sur D(a,r)) par (z —a)~>. O

Définition 6.2.2. — Soit a une singularité isolée de f € O(D(a,r)\{a}.
-1
1) La série Z a,(z —a)" converge sur € \ {a}. Sa somme est une fonction holomorphe sur
C ~{a} apgelée partie principale de f en a.
2) Le coefficient a_y de (z — a)_l dans le développement de Laurent de f en a est le résidu de
f en a. On le note Rés(f, a). Pour tout 0 < s < r, on a :

(38) Rés (f,a) -QL-M/Q (=) dz.
0D(a,s)

- i

La formule ci-dessus a été démontrée plus haut, voir (36). L’importance du résidu vient du
lemme suivant :

Lemme 6.2.3. — Une fonction holomorphe sur D(a,r)\{a} a une primitive sur D(a,r)\{a}
s et seulement si son résidu en a est nul.

Démonstration. — Si f a une primitive sur D(a,r)\{a}, son intégrale sur tout chemin fermé
de D(a,r)\{a} est nulle. En particulier, si 0 < s < r,

2imRés (f,a) = / f(z)dz=0.
0D(a,s)
Réciproquement, si le résidu de f en a est nul, f est de la forme f(z) = Z an(z—a)"; fest

n#—1
alors la dérivée sur D(a,r)\{a} de la somme de la série de Laurent

> an(z—a)"/(n+1).

n#—1
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6.3. La formule des résidus

Théoréeme 6.3.1 (Formule des résidus). — Soit Q un ouvert de €, A une partie finie de
Q et feOQ\A). Sicun chemin fermé homotope a un point dans Q et (c) C Q\A, on a :

)dz = Rés (f,a) x Ind (a, c
5w [ £ = Y Rés (£  Tnd o).
acA
C’est en particulier le cas pour tout chemin fermé de Q\ A si Q est simplement conneze.
Démonstration. — Soit A = {ay,...,ax}. Pour chaque k € {1,..., N},
Soit fi la partie principale de f en ay :

= Z U (2 — ag)"

n<0

est holomorphe sur € \{ay}. Posons :

2eMA, g(zx) = f(2) = ) fil2)

C’est une fonction holomorphe telle que chaque singularité a; est éliminable. Notons g son
prolongement holomorphe a €. D’apres le théoréme de Cauchy :

/c 3(2)dz = 0.

D’autre part, pour £ =1,..., N, on peut écrire :
z € C\{ax}, fr(z) =

ou 7, est le résidu de f en ay et ou hy (la somme des termes de degrés < —1 dans le dévelop-
pement de Laurent de f en aj) posséde une primitive sur € \{ax}. On a donc

Tk

+hk(2),
k

1<k<N, /hk(z)dz:O

et
rdz
= Ré Ind )
227T/fk 227_‘_ L2 — GS(f,ak)X n (akac)
On en déduit le théoréme. O
Remarque 6.3.2. — On a un un énoncé analogue sans hypothése que A est fini, il suffit de

supposé A fermé discret dans €.

6.4. Fonctions méromorphes

Un ensemble P C © est discret si tous ses points sont isolés dans P, i.e. si, pour tout a € P,
il existe r > 0 tel que D(a,r) N P = {a}.

Lemme 6.4.1. — Soit Q un ouvert de C et P un fermé de ). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. P est discret.
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2. P n’a pas de point d’accumulation dans ).

3. Pour tout compact K contenu dans 2, PN K est fini.

Démonstration. — Si a est un point d’accumulation de P dans €2, a € P puisque P est fermé
dans € ; c’est donc un point de P non isolé dans P : (1) = (2).

Si P n’a pas de point d’accumulation dans €2, et si K C 2, PN K n’a pas de point d’accu-
mulation dans K. Mais toute partie infinie d’'un compact a un point d’accumulation dans ce
compact : (2) = (3).

Supposons (3). Soit a € P. Pour tout D(a,r) C Q, PND(a,r) est fini, donc PND(a,r) = {a}
si r est assez petit : (3) = (1).

O

Définition 6.4.2. — Soit 2 un ouvert de €. Une fonction méromorphe f sur {2 est une
fonction définie et holomorphe sur un ouvert Q \ P(f) telle que :

1. P(f) C Q est un ensemble discret, fermé dans

2. tout a € P(f) est une singularité polaire de f.
Les ¢léments de P(f) sont les pdles de f. On note M(£2) 'ensemble des fonctions méromorphes
sur 2.

Rappelons une caractérisation trés importantes des singularités non-essentielles :

Lemme 6.4.3. —
1) Une fonction f € O(D(a,r)~ {a}) est méromorphe sur D(a,r) si et seulement si elle admet
un dévelopement de Laurent sur D(a,r) ~ {a} de la forme

+oo
f(z) = Zan(z —a)" avec p € 4.
=p

2) i) Sip >0, la singularité est éliminable et le développement de Laurent est le développement
de Taylor du prolongement holomorphe de la fonction f.
it) Sip <0 eta,#0, le point a est un pole.
3) La fonction f admet une singularité polaire d’ordre m > 1 si et seulement s’il existe des

nombres complexes a_,,...,a_1 (uniques, avec a_,, # 0) tels que la fonction
D(a,r)~{a} 3z f(z) = Y aiz—a)
—m<i<—1

admette en a une singularité éliminable.

Démonstration. — .

1) Si a est une singularité éliminable, la fonction f qui est le prolongement par continuité de f
+oo

en a est holomorphe sur D(a, ). Elle admet un développement en série de entiére Z an(z—a)"
n=0

sur D(a,r). Cela montre le lemme dans ce cas.
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2) La singularité isolée a est polaire pour une fonction f € O(D(a,r) ~\ {a}) si elle n’est pas
¢liminable et 8’1l existe une fonction § € O(D(a,r)) et un entier p > 1, tels que g(a) # 0 et
f(z) = g(2)/(z — a)? pour tout z € D(a,r). Comme § est holomorphe sur D(a,r) elle est égale

+o00
a la somme de sa série de Taylor en a : §(z) = Z bn(z —a)".
n=0

Donc sur D(a,r) \ {a},

+oo +o0o -1 +o0o
f(z) = Z bpip(z —a)" = Z a,(z —a)" = Z an(z —a)" + Z an(z —a)".
n=—p n=-—p n=-—p n=0
m
Théoréeme 6.4.4. — Soit Q un ouvert de C. L’ensemble M(2) est naturellement un anneau
commutatif unitaire. Si de plus 2 est conneze, ¢’est un corps.
Démonstration. — Soit f et g deux fonctions méromorphes sur 2. Les fonctions s := f + ¢

et p := fg sont définies sur Q \ P, ou P = P(f) U P(g) est un fermé de Q discret. Soit
a € P. Par définition des singularités isolées au plus polaires, i.e. polaires ou éliminables, il
existe ¢ € N tel que a soit une singularité éliminable de (z — a)?f et (z — a)?g. On en déduit
que a est une singularité (isolée) au plus polaire de s et p. Si a est une singularité éliminable de
s (respectivement de p), on prolonge s (respectivement p) en a par continuité. Ceci étant fait
pour tout a € P, on obtient des fonctions méromorphes sur €). La premiére partie de I’énoncé
en résulte assez immédiatement.

Si de plus € est connexe et f € M(), on remarque d’abord que 2~ P(f) est aussi un ouvert
connexe (démonstration?). On en déduit que, si f n’est pas la fonction nulle, f n’a que des
zéros d’ordre fini et que 'ensemble Z(f) de ses zéros est discret. La fonction 1/f, définie sur
QN (Z(f)UP(f)) a des singularités polaires en tout point de Z(f) et des singularités éliminables
en tout point de P(f). Aprés « élimination des singularités éliminables », on obtient un inverse
de f pour le produit. O

Remarque 6.4.5. — Si f € M(€), alors au voisinage de tout point a € ), f s’écrit comme
quotient de deux fonctions holomorphes. En fait ce résultat est global : si {2 est connexe, alors
M(Q) = Frac O(12). Ce théoréme sera établi dans le cours de LM368.

Ezxercice 6.4.6. — Montrer que la dérivée d'une fonction méromorphe f (définie en dehors
de P(f)) est naturellement une fonction méromorphe.

Si f € M(Q) et a € Q, on voit, par exemple en écrivant le développement de Laurent de f,
qu’il existe p € Z, uniquement défini, tel que :

(39) f(z) = (2 = a)’h(z)

au voisinage de a et que a ne soit ni un pole ni un zéro de h. Si p > 0, f a un zéro d’ordre p en
a, et si p <0, f aun pole d’ordre —p en a (c’est une définition). On dit aussi multiplicité au
lieu d’ordre. Posons :

Na<f) =P
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Lemme 6.4.7. — Avec ces notations, on a :
,ua(fg) :Na(f)+ua<g)a Na(l/f) = _:ua(f>~
Démonstration. — Elle est laissée au lecteur. OJ

Plus généralement, on a la définition suivante :

Définition 6.4.8. — Soit f une fonction holomorphe au voisinage de a € €. On appelle
multiplicité de f en a l'ordre de a comme zéro de f — f(a).

Concernant le calcul des résidus, en général, il s’agira de calculer le résidu en un point a € C
d’une fonction de la forme f = g/h, ou g et h sont holomorphes au voisinage de a et h(a) = 0.
Le résidu s’obtient alors en faisant un développement limité de g et h au point a, a l'ordre
convenable. Il y a un cas simple qui vaut la peine d’étre retenu :

Lemme 6.4.9. — Si g et h sont holomorphes au voisinage de a, si g(a) # 0, et si h a un zéro
simple en a, alors :
Y 9(a)
Rés (=,a) = :
S0 9= )

Démonstration. — En effet, on a h(z) = (z — a)H(2), avec H(a) = h/(a) # 0. D’ou :

oz glo) 1
h(z) HW(a)z—a

+0(1).
O

Pour un pdle d’ordre m, le résidu se calcule en faisant un développement limité de (z—a)™ f(2)
a 'ordre m — 1, ou encore par la formlule de Taylor :

Res(f0) =i L (1)l - (e,

6.5. Application a des calculs classiques d’intégrales

Nous illustrons la méthode sur des exemples simples.

Ezemple 6.5.1 (Abel). — Soient P et () deux polynomes tels que deg P < deg @ — 2. Sup-
posons que les racines de () soient simples. Alors

Pla) _
2 T

a tel que Q(a

En effet, 'inégalité sur les degrés implique qu’il existe C' > 0 tel que, pour tout R assez grand,

P C
—(u)du| < 2rR—, donc
/C(O,R) Q< ) R?

= 0. Le théoréme des résidus permet de conclure.

< g On a alors

P
on ait, pour tout u € C(0,R) : 'é(u) < 7

P
/C@,R) gt

lim
R—+00
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1 il ik ik
Par exemple pour Q(z) = z" — 1, on obtient — E P(e%)ezf =0, si deg P < n — 2. Formule
n
k=0
que l'on sait démontrer directement sur chaque monoéme.

Ezxercice 6.5.2. — Calculer I'intégrale :

1= [ Pwyjeca

o0

ou P, () sont deux polynodmes, () n’a pas de zéro réel et deg () > deg P + 2.

Solution. — Puisque @) n’a pas de zéro réel, la fonction ¢ — P(t)/Q(t) est continue sur R, et
puisque deg ) > deg P + 2, on peut choisir R > 0 et C' > 0 tels que :

2] > R = |P(2)/Q(2)] < O]

Les hypotheéses sont donc les hypothéses qu’il faut faire pour que [ soit, au choix, une intégrale
de Lebesgue bien définie ou une intégrale de Riemann généralisée absolument convergente.

Etant donné r > 0, on introduit le chemin :
0<t<m, cr(t) = re,

le segment orienté [—r, 4] et le lacet [, obtenu en suivant le segment [—r, 4] puis 'arc ¢,. Soit

{ai,...,ay} Uensemble des zéros de Q et Ry > Jnax |ax|. On peut supposer que aq, ..., ay,

ont des parties imaginaires > 0, et ap41,...,ay des parties imaginaires < 0. Si r > Ry,
I'intégrale de Cauchy de P/Q sur [, est bien définie. L’indice de ay par rapport a [, est nul si
Ima; <0, et vaut +1 si Ima, > 0. On en déduit :

-----

P(z)
L Q2)

quel que soit r > Ry. D’autre part, on a :

PR [TP0 [ PG,
A@@“‘Krmw“+&<a”

)7

- P
dz = 22‘7?2 Rés (=, ag
= @

Sir> R,
P(2)
e Q(2)

tend vers 0 quand r — +o00. Finalement :

dz| < 7r x (C/r?),

N Res(h PG, [P

Par exemple, on calcule :
/—i-oo dt
=T.
e L2




6.6. LES THEOREMES DE L’INDICE 85

2m 1
1= [
o 2—cost

2
La méthode s’applique au calcul de / R(cost,sint)dt, on R(x,y) est une fraction ration-
0

Ezxercice 6.5.3. — Calculer

nelle en (z,y) dont le dénominateur ne s’annule pas pour z? + 3* = 1.

Solution. — On écrit cost = (" + e ")/2, dot :

2T it
2e 1
I = , , dt = 2i —dz.
/0 e — (e +1) /8D(0,1) 22 —dz+1

La fonction rationnelle z ++ 1/(2? —4z +1) a deux poles ar = 2+ V3 a_ appartient au disque
unité, mais pas a,. Le résidu au point a_ est 1/(2a_ — 4). On a donc :

I=21/V/3.

m
6.6. Les théorémes de l’indice
On énonce quelques résultats importants dans le cas, le plus utile, d’un disque.
Théoréme 6.6.1 (Théoréme de l’indice). — Soit f une fonction holomorphe sur un voi-

sinage owvert de D(a,r). On suppose que f ne s’annule pas sur le cercle OD(a,r). Alors,
lintégrale de Cauchy :

1 /()

2i Jop(ar) f(2)

est égale au nombre des zéros de f dans D(a,r), comptés avec leurs multiplicités. Elle est aussi
égale a lindice de O par rapport au lacet :

t €[0,1], c(t) = fla + re™™).

dz

Démonstration. — Soit ay, . ..,ay, les zéros de f dans D(a,r), d’ordres respectifs nq,...,ny.
On a :

k=1,...,N, f(z) = (z — ar)™ Fi(2),
o Fy est holomorphe et F(ay) 7& 0, donc :
f'(2) = (2 = )" F(2) + niz — ag)™ " Fi(2),
f'(z) _ Fi(z) |
fz) F(2) 2—ay’
Le premier terme est holomorphe au voisinage de ay, donc :
Rés (f//fa a’k) = Ng.

La formule des résidus, appliquée a la fonction f'/f, donne le premier résultat.
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Le deuxiéme est une conséquence directe des définitions :

2 2m g1 it
Ind (¢,0) = ! / t) dt = ! Mireit dt

2im c(t) 2im fla+ reit)
1
_ L f')
2um 0D(a,r) f(Z)
O
Corollaire 6.6.2. — Soit f une fonction holomorphe non constante sur ), un ouvert connexe

de ©. Soient zy € Q et wg = f(z9). Soit m la multiplicité du zéro de f(z) — wqy en zy. Il existe
des ouverts V'3 zo, W 3 wy tels que f(V) = W et pour tout w € W~{wp}, l'équation f(z) =w
a exactement m racines distinctes dans V. En particulier, f est une application ouverte.

Démonstration. — Comme f est non constante, il existe r > 0 telle que 0 < |z — 2| < 2r =
P #0ct f(2) # f)

Soit ¢ : [0,27] 3 t = 2y + re'* une paramétrisation du cercle dD(a,r) et I' = foc.

Soit W la composante connexe de € ~ (I') qui contient wy (W est bornée car Ind(I",wg) =
m #0).

Pour w € W, l'indice Ind(I", w) est constant égal & Ind(I", wy) = m > 0. Par le théoréme de
I'indice, c’est aussi le nombre de zéros de f — w contenus dans D(a,r), donc dans D(a,r) N
f7H(W). Ceci entraine que f : V = D(z,7) N f (W) — W est surjective. Comme f'(2) # 0
pour z € D(zp,7) ~ {20}, les racines de z — f(z) — w sont simples. O

Corollaire 6.6.3. —

1) Si une fonction holomorphe f est injective alors f' ne s’annule pas.
2) Si f: Q1 — Qo est une application holomorphe bijective entre deux ouverts alors f est un
difféomorphisme et la fonction réciproque f=1 : Qy — Qy est holomorphe.

Démonstration. — On montre la contraposée du premier point en utilisant le théoréme précé-
dent. Pour le second, on note que f est ouverte, c¢’est donc un homéomorphisme. Le premier
point entraine que f’ ne s’annule pas. Montrons que f~* est holomorphe : soit yo = f(z) € Q.

i SOLCD) w1
y=(z0) y — f(20) v-m f(u) = f(z0)  f'(20)
Ce qui montre que f~' est analytique en particulier f est un difféomorphisme. O

Nous donnerons plus bas une formule pour f*
Donnons une version du théoréme de 'indice pour des fonctions méromorphes.

Théoréme 6.6.4. — Soit [ une fonction méromorphe dans un ouvert non vide ), n’ayant
qu’un nombre fini de zéros ay,...,a, (comptés avec multiplicités) et un nombre fini de poles
bi,..., by (comptés avec multiplicités) dans €. Soit ¢ un chemin fermé homotope a un point
dans €2, ne passant par aucun des zéros ou des pdles de f. Soit g une fonction holomorphe dans
Q. Alors

A6

227?

alz—Z:galImdcaZ Zg )Ind(c, b;) .
7j=1
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En particulier pour la fonction g =1,
Ind(f o¢,0) Zlnd (c,a;) Zlnd(c, b;)
j=1

Démonstration. — .

Un résidu logarithmique est un résidu associé a une fonction méromorphe du type = qui est

la dérivée logarithmique de la fonction méromorphe f € M(). d

Les poles de la dérivée logarithmique sont contenus dans la réunion de ’ensemble des zéros et
des polesde f :sia € P(f)UZ(f), au voisinage W de a, la fonction f s'écrit f(2) = h(z)(z—a)™
avec m € Z* et h holomorphe, non nulle sur W si W assez petit. Donc

) om W)
&) Goa) R

Le second terme est holomorphe sur W. Donc la partie principale de la dérivée logarithmique
/

? en a est (zTa)’
Si g € O(Q), sur W comme ci-dessus, on a

f'(z) _ m W(z) _ m

g(z)f(z) _g(z>(z_a)+ -

avec H une fonction holomorphe au voisinage de a. O]

de résidu m.

Exzemple 6.6.5. —
1) Si f est méromorphe sur un voisinage ouvert de D(a, 1) est telle que [P(f)UZ(f)]|NC(a,r) = 0,
alors

L[ T,

=14Z(f) N D(a,r) — tP(f) N D(a,r) = > p(a).

um C(a,r) f(Z) a€(Z(f)UP(f))ND(a,r)

Donc la notation g dit que les éléments sont comptés avec multiplicités. Avec la notation de
(39) :

L kf( ) s — a)a®
2im /C’(a,r) f(Z)d Z ula)a”.

a€(Z(f)UP(f))ND(a,r)
Si f ne prend pas la valeur w sur C(a,r), Z(f — w) est 'ensemble des solutions de 1’équation
f(z) =wet P(f —w) = P(f). On obtient une formule donnant les fonctions de Newton des
racines de 1’équation f —w = 0.
2) En particulier, avec les notations du corollaire précédent, si f est holomorphe sur D(zg, 2r)

est telle que f’ est non nulle hors de z5. Si w € W, notons z1(w),. .., z,(w) les m—racines
(distinctes si w # f(z0)) de I'équation f(z) = w. Alors
1 v ' (2)

— —————dz = P k.
5 C(ayr)z ) —w z=2z(w)"+ ...+ zp(w)

Les fonctions de Newton w — Nj(w) = 2y (w)*+. ..+ 2, (w)" des racines de I'équation f—w = 0
sont donc holomorphes car données par une intégrale a paramétre holomorphe.
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3) Lorsque k = 1 et m = 1, f est un diffeomorphisme local d’inverse la fonction f~': W — V
explicitement donnée par la formule intégrale suivante :

1 f'(z)
o 2
2w C(a,r) f(Z) —w
4) On peut aussi changer la forme du domaine de départ : Si f : V' — W est un biholomorphisme,
soit D(a,e) C W alors f|}(1D(a oy f(D(a,€)) = D(a, €) est donnée par

dz = z(w) = fH(w).

L f'(z) _ _ 1
i C(aye)z—f(@_wdz 2 (w) = fH(w).

Donnons encore une application de la formule de 'indice.
Théoréme 6.6.6 (Rouché). — Soient f et g deux fonctions holomorphes dans Q) telles que

f (resp. g) nait qu’un nombre fini de zéros, ai, ..., a, (resp. by, ..., by) dans Q, comptés
avec leur multiplicité. Soit ¢ un chemin fermé homotope a un point dans Q2. On suppose que :

9(2) = F(2)] < |f(2)]  pour tout z € (c).

(Donc f et g ne s’annulent pas sur {(c).) Alors

Z Ind(c, a;) = Z Ind(c, b))
i=1 j=1

En particulier si D(a,r) C Q et ¢ paramétre dD(a,r) dans le sens direct alors
4(2(f) N D(a,r)) = 4(Z(g) N D(a,7)).

Démonstration. — D’apres le théoréme de 'indice, on a :

Ind(foc,0) = Zlndcaz)etlndgoco Zlndcb

=1

I s’agit donc de montrer que que Ind(foc,0) = Ind(goc, 0), a l’aide de I'inégalité : | foc—goc| <
|f oc|; c’est une conséquence du lemme 5.1.11 qui montre que les deux lacets foc et goc sont
homotopes dans C*. m

Pour constater 'importance de ce théoréme, contentons-nous d’une preuve trés courte du
théoréme de d’Alembert-Gauss :

Corollaire 6.6.7. — Soit P(z) = a,z" + - -+ + ag une application polynomiale dans C . Alors
P posséde exactement n zéros, comptés avec multiplicité. Autrement dit, P est un produit de
polynomes de degré 1.

P(z) —a,z"
Démonstration. — On suppose a, # 0. Vu que lim ()—
|z| =400 an 2"

pout tout z € C(0, R), |a,z" — P(z)| < |a,z"|. Le théoréme de Rouché implique alors que les
deux fonctions z +— a, 2" et z — P(z) ont le méme nombre de zéros, comptés avec multiplicité,
dans le disque D(0, R), c’est-a-dire n. ]

=0, il existe R > 0 tel que,
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6.7. Quelques calculs d’intégrales

400
Exzemple 6.7.1. — Calcul de I = Q)
xOL

0
nelle sans poles sur la demi-droite R, . On se place bien siir dans le cas ou cette intégrale est

dx, avec a €]0,1] et @) une fraction ration-

1
convergente, donc Q(z) = O(—) en +oo.
x

Commencons par choisir une détermination holomorphe du logarithme sur € ~ R, : choisis-
sons log z = im + Log (—z), ou Log est la détermination principale du logarithme sur € ~ R_.
Lorsque z € € ~ R, nous allons donc noter ici 2% = e*'°8,

(2)

r z¢

On va calculer dz, ou I' est le chemin suivant :

['g

Décomposons le chemin I' en I'g, I'_, T',. et 'y comme ci-dessus. Alors

r 2 rp 2% r, 2¢ r. &¢ r, 2%
Fixons d’abord R et r. Lorsque ¢ tend vers 0, on vérifie aisément que

/ﬂj)dz—l—/ i{j)dz

Q(j)dz (car |2 = |2]?).

z

R
tend vers (1 — 6_27”0‘)/

z z
On majore facilement les intégrales Q( )dz et / Q( >dz, qui tendent vers 0 lorsque r
rp, 2° r, 2%
tend vers 0 et R tend vers 4oc0.
L’ouvert € ~ R, étant simplement connexe (en effet, il est étoilé par rapport a —1), la

formule des résidus donne :

(I—e™ ) =2ir > Rés(

w pole de @

Q(2)

2o’

w).
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+00 d
x T
Par exemple, on trouve : / = — , lorsque 0 < o < 1.
o x2%(1+z) sinma
400
On peut appliquer la méme méthode pour calculer I'intégrale I = (z) Inzdz, sous les

0
mémes hypothéses sur ().

Cependant, I'intégrale de Q)(z)log z sur le chemin I'; comme dans I'exemple précédent, méne
a la formule (élégante, quoique peu utile) 0 = 0. L’astuce consiste & intégrer la fonction
Q(z)(log 2)* sur ce chemin.

Un autre exemple d’application du calcul des résidus :

Ezemple 6.7.2. — Soit f € O(C) une fonction entiére telle qu'il existe M > 0 et 7 > 0
vérifiant

Vze €, |f(2)] < MeTlmel,

Alors, si o > 7, et 0z € X,

_":+°° nm sino(z =) . nr, sino(z — ) .
f(z)_n;wf(g)—a(z_%) ‘_kL+m|§§:kf<a)—a(z—%) (+)

(la série est donnée comme lim 5 S
n——+4o0o
li]<n

nm
C’est a dire qu'une telle fonction se reconstruit a partir de 'échantillon {f(—), n € Z}.
o

En fait la formule est valable aussi pour les points oz € 7Z.

On notera que 'écart entre les points de ’échatillon est inversement proportionel a ’ordre
de croissance de la fonction.

Cette formule montre aussi qu'une fonction dont la croissance est controlée par e™!™ ) ne
peut s’annuler sur toute une suite de réels en progression arithmétique {a + rn, n € Z} de

T
raison 0 < r < —.

T
Une telle fonction se rencontre lorsque 'on étudie la transformée de Fourier d’une fonction
g intégrable et de support contenu dans[—7,7| C|] — 0,0 (i.e. g est nulle presque partout

sur R\ [-7,7]. Alors sa transformée de Fourier est z — f(z) = [ g(t)e"*dt. L'intégrale est

R
en fait sur [—7,7]. On voit facilement que cette fonction est holomorphe sur € (développer
I’exponentielle en série, montrer qu’il y a convergence dominée en utilisant que g est intégrable,
donc on peut commuter série et intégrale). De plus |f(2)] < e”mz|/ lg(t)|dt.

[_TvT]

Démonstration. —
1) Montrons que pour tout € > 0, il existe une constante C'(¢) > 0 telle que tout nombre
complexe z on ait

Vn €, |z—nn|>e=|sinz| > C(e)el!™C)N
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La fonction z — e~ ™l|sin 2| est continue sur € et 2r—périodique. Sur la bande B = {—7 <
Re(z) <7}, on a

lim e ™| sinz| = lim e W|sin(z +iy)| = =
|z| =00 |y]—+o00 2

(car

1 . ; ; ; 1 , .
]sin(m + zy)]Q _ Z(ezaz:—y _ e—za:-i—y)(e—za:—y _ ezx-i—y) — Z<€—2y + €2y — e 2w _ 62m) )

1
Donc e~ 2| sin(z 4 iy)|* = 4_1(1 + el — e72W12 cos 21)).

Il existe R > 0 tel que [Imz| > R et z € B entraine e~ ™| sin 2| > éll Mais sur le compact
{z € B, |Imz| <R, |z —nn| > €}, la fonction z — e~"™/|sin 2| est strictement positive, donc
minorée par une constante C(¢) > 0. On pose C. = min(C(g), —).
On conclut par périodicité : Si z € C \ UpezD(nm,e), il existe k € Z telle que z — 2wk €
B\ D(0,¢). Donc e ™| sin 2| = e HmE=20 gin (2 — 27k)| > C(e).
2) On note v, = {2z € C, |z] = (n + 5);} D’aprés 1), 3m > 0 tel que |sinoz| > me
Z €M

olImz| si

1
3) Soit |z| < (n+ —)z7 oz & Zr. Le théoréme des résidus donne

2°0
L[ IQ o JG) | 16

[n - N - . - B .
() 2im ), sino((—z sinoz o(z —1i%)

flu) 1

sincuu — 2

jil<n

En effet, pour un tel z fixé, la fonction g : u est méromorphe au voisinage du

i : :
disque D(0, (n + 5)71'), de pole simple en Z—W, li| < n, et en z. Les résidus sont Rés(g, 2_7r) =
. o g
—1)if(im
—M et Rés(g, 2) = f(z) . Comme le disque fermé admet un voisinage convexe et que
o(z —iZ) sinoz

I'indice de 7, par rapport aux poles envisagés est 1, le théoréme des résidus donne la formule.
3) Montrons que lim I,,(z) = 0. On en déduira la formule d’interpolation (k).
n—-+o0o

1.

Choisissons n tel que (n + 5)— > |z|. Sur v, |£(¢)| < MeT ™l d’aprés le premier point, sur
o

Y, |sino¢| > mel?f™¢ Donc

2 1\«

‘[ <2)| < M ﬂef(of-r)(nJr%)g\sinﬂ (n + 5)3

n —

2mm J, (n—}—%)g— ||

dt .

1.7,
On a paramétré -, par ¢t — (n + 5)—€Zt . D’ou
o

M \m z i}
[In(2)] < 4 (njf)a / (o)1) Z 2t gy
2r((n+3)5 = 120) Jo
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_ 2M (1= e (@D

m((n+3)% = lz)(c = 7)

g

(on utilise la concavité du sinus sur [0, g]) On a bien lir}rl I,(z) = 0 on déduit la formule
n—-+0o0
demandée car (—1)"sinoz = sino(z — nl) O
o



CHAPITRE 7

LA THEORIE DE CAUCHY VIA LA FORMULE DE
GREEN-RIEMANN

Il est possible d’amorcer I’étude des fonctions holomorphes et méromorphes sans utiliser ni
le lemme de Goursat, ni I’homotopie. On utilise alors la formule de Green-Riemann, un outils
important de I'analyse réelle. (¥

Ce chapitre expose rapidement les notions de forme différentielle et leurs intégrales, puis
rappelle la formule de Green-Riemann. Un cas particulier de forme différentielle est 1’expression
2+ f(2)dz dont l'intégrale sur un chemin est détaillée dans la premiére section du chapitre 3.

Dans ce chapitre, une fonction holomorphe sera toujours supposée de classe C'.

7.1. Formes différentielles

On rappelle qu’une base de l'espace vectoriel réel £(]R2, R) (resp. de Iespace vectoriel com-
plexe £(R? € ))des formes linéaires sur R? a valeurs réelles (resp. a valeurs complexes) est

donnée par :
61:(>»—>x et 62:(>Hy.
Y Y

Cette base est la base duale de la base canonique (e, e5) de R?. La décomposition d'une forme
linéaire L sur R? dans cette base est

L = L(e))e} + Lles)el < v(;”) € R?, L@) - xL((l)) +yL<(1)> .
L(er)

L(ez)

Définition 7.1.1. — Soit U un ouvert de R?.

1) Une application w : U — £(R? R) ~ R? de classe C* s’appelle une 1—forme différentielle de
de classe C* & valeurs réelles.
2) Une application w : U — L(R? €) ~ €? de classe C* s’appelle une 1—forme différentielle de
degrés 1 et de classe C* a valeurs complexes.

L’application L ( ) définit donc des isomorphismes £(R* R) ~ R? et L(R?*,C) ~ C?.

1. On doit cependant admettre que les fonctions holomorphes sont de classe C', résultat établi dans le
chapitre 3, via le lemme de Goursat.
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Pour chaque point p € U, la forme linéaire w(p) se décompose dans la base (e],e5). Ses
coordonnées définissent des fonctions. w est de classe C* sur U ssi ses coordonées sont de classe
c*.

On ne considérera essentiellement que des formes a valeurs complexes, les formes a valeurs
réelles étant un cas particulier.

Ezxemple 7.1.2. —

1) Soit f: U — R ou € une fonction de classe C*™. Par définition, pour chaque point p € U,
il existe une forme linéaire df (p) € L(R?* R ou @) telle que f(p+h) = f(p) + df (p)(h) + o(h).
L’application df : U > p + df(p) € L(R*, R ou €) est un exemple de forme différentielle de
classe CF.

Les coordonnées de df (p) dans la base (e], €5) sont par définition

(40) U@)e) =) et d)e) = 5o0)

x x
2) Les fonctions coordonnées ( > — et (
Y

) — y sont de classe C* sur R?. En effet pour un
)

point p € R?, on a

z(p+h) = €i(p+h) = ei(p) + €i(h) = z(p) +€i(h).

h
D’ou dz(p) : h = ( !

ha
différentielles dz et dy sur R? sont constantes (donc C™), égales respectivement a p +— e} et
p > €.

> — €j(h) = hy. De méme dy(p) : h — e5(h) = hy. On voit que les formes

3) Soit w une forme différentielle sur U. Les fonctions wy : p — w(p)(e1) et wy : p — w(p)(ea),
définies sur U, sont telles que :

(41) w=widr +wdy <<= VpeU wp)=wp)le)dz(p)+w(p)(ez)dy(p)
En particulier, pour la différentielle d'une fonction f : U — R, on obtient :
f f
42 df = d —
(42) f = + oY

Par abus de notation, on confond souvent dz et dy avec les formes linéaires e] et €.
1 1
4) On a dz = dz+idy et dz = dx —idy. De sorte que 5(dz+dz) =dz et i(dz —dz) = dy. Ainsi
i
(dz, dz) (tout comme (dz,dy)) est une base des 1—formes linéaires a valeurs complexes. Les

formules de changement de base ci-dessus permettent de calculer la différentielle d’une fonction
a valeurs complexes dans la base (dz,dz) :

(43) i =L %

d —dz
* 0z

0 0
avec les opérateurs — et — définis précédemment.
0z 0z

Exemple 7.1.8. — Un champ de vecteurs sur un ouvert U est une application f : U — R?
qui & un point p € U associe un vecteur f(p). On représente un tel champ de vecteurs par une
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-

fleche issue de p portée sur le segment [p, 7(p)] tel que pr(p) = f(p). Un champ de vecteurs
définit via le produit scalaire une forme différentielle :

w:U— LMR*R) telle que w(p)(h) = (h, f(p)).

7.1.1. L’intégrale d’une forme différentielle le long d’un chemin différentiable. —
On rappelle qu'un chemin différentiable (resp. de classe C*, resp. de classe C* par morceaux,
pour k > 1) dans R? est une application

t—y(t) = (x(t),y(t)) € R®

définie sur un segment [a, b] C R tel que les applications ¢ — x(t) et ¢ — y(¢) sont différentiables
(resp. de classe C*, resp. C* par morceaux) sur [a, b].

(1)
On note v'(t) = <
W y'(t)
Définition 7.1.4. — L’intégrale d'une forme différentielle w : U — £(R? @) sur un chemin
v de classe C* a valeurs dans U est définie par
b

(44) / w= / 7 (w) = / Wy () (7 (1)) dt = / w1 (1) () + (v (D) (D)t

) le vecteur tangent a la courbe au point y(t) (lorsqu’il est bien défini).

On a fait le changement de variable x = z(t), y = y(t) dans la forme différentielle w, de sorte
que 7w = [wy ()2 + wz(7)y']dt est une forme différentielle sur [a, b].
On vérifie facilement que si [ay, b1] > u — t(u) € [a, b] est une bijection C* alors

— si t est strictement croissante (¢ > 0), [ w = w.
ot

gl
— sl t est strictement décroissante (' < 0), / w=— / w.
Y ~ot

Sity=a< ty,... <t, = b est une subdivision de [a, b]; en notant ; =

n—1
[e=> [«
2 =0 Y Vi

On définit donc l'intégrale d'une forme différentielle le long d’un chemin C' par morceaux :

titi4) alOTS

Définition 7.1.5. — L’intégrale d'une forme différentielle w : U — £(R? @) sur un chemin
7 de classe C' par morceaux a valeurs dans U est définie par :

n—1

(45) [/w:Z/ w

i=0 Y It ,ti41]
avec a = tg < t; < ... < t, = b une subdivision telle que v restreinte a [¢;,t;11] soit de classe
Cl
La propriété précédente montre que cette valeur est indépendante de la subdivision.

Ezxemple 7.1.6. —
1) Si v est un chemin constant alors v'(t) = 0, w(y(t))(7'(¢)) = 0 et U'intégrale est nulle.
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2) Si w est définie via le produit scalaire avec un champ de vecteurs f, I'intégrale de w le long
de v s’appelle la circulation du champ de vecteurs le long du chemin ~.
3) Siw = df alors :

(46) /df = f(7(b)) — f(v(a)) est indépendant du chemin parcouru,

car df (5(1)) /(1)) = 5.(F 0 2)(8).

4) L’intégrale de dz sur un chemin paramétrant un segment vertical est nulle.

7.1.2. Le probléme des primitives. —

Définition 7.1.7. — Soit w : U — L(R?,€) une 1—forme différentielle sur un ouvert U de
€. Une fonction f: U — C est une primitive de w si f est C* sur U et si df = w.

Lemme 7.1.8. —
1) Une condition nécessaire pour qu’une forme différentielle w = widx + wydy de classe C' sur
un owvert U soit la différentielle df d’une fonction de classe C* sur U est

8w2 . 8w1

or Oy
2) Une condition nécessaire pour qu’une forme différentielle w = widx + wody de classe C° sur
un ouvert U soit la différentielle df d’une fonction de classe C* sur U est

/w = 0 pour tout chemin fermé~  (i.e.y(b) = v(a)).

.
Démonstration. —
: of of - :
1) En effet si wy = g et wy = 0 alors le théoréeme de Schwarz entraine
T Y
9, =00 _005_ 0
oy ' oydxr Oxdy Oox
2) La seconde propriété est immeédiate : /df = f(v(b)) — f(y(a)) = 0si y(b) = v(a). O
g
Ezercice 7.1.9. — Montrer qu'une condition nécessaire pour que w = adz + bdz admette une
. 1 da  0b
primitive de classe C* est — = —.
0z 0z

Ezemple 7.1.10 (La forme d’angle). —

x xdy — yd
_, wdy —ydo

Y v? +y?

immeédiat montre que cette forme vérifie la premiére condition du lemme précédent mais pas la

seconde :

est de classe C* sur R\ {0}. Un calcul

La 1—forme différentielle w :

(47) / Y - /27r cosfd(sinf)  sinfd(cos )
c(0,1) o cos?2f +sin?0  cos?6 +sin?6
(48) _ /27r cosfcosfdf  sin 0(—sin0)do _
o cos?2f+sin?0  cos?6 +sin?é
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On note que cette forme admet localement une primitive. Par exemple, pour = # 0, on a
d(arctany) = w(z,y). Ce qui implique qu’elle vérifie la premiére condition du lemme, qui est

une condition locale, portant sur les dérivées.

. . o dz
Notons aussi que w est la partie imaginaire de z — — :
z
dz zdz (x—iy)(de +idy) xdr+ydy N xdy — ydx
_—= = = VA .
> 22 22 + o2 22 + o2 22 + o2
FEzxercice 7.1.11. —

1) Montrer que la forme w est le df des coordonées polaires : Si x = rcosf et y = rsinf alors
w(rcosf,rsinf) = db.

. z , .
2) Ecrire z — — en coordonées polaires.
z
xdr +y

d d 1
2y de z = & admet <:;) — §ln(m2 + )

x
2) Montrer que la partie réelle ( ) =
Y T4 +y z

comme primitive.

7.1.3. 2-formes différentielles. —
Définition 7.1.12. — Une 2—forme sur I'espace R? est une forme bilinéaire antisymétrique
sur R?, c’est & dire une application
a:R*x R* = R (resp. C)
linéaire en chaque variable telle que a(u,v) = —a(v, u).

L’espace des 2—formes sur R?) noté Ax (resp. Ag), est de dimension 1 sur R (resp. € ),
engendré par la 2—forme antisymétrique qui a deux vecteurs associe leur déterminant : (u, v) —
det(u,v).

Si aq, ag sont deux 1—formes linéaires, leur produit extérieur aq A ap est la 2—forme antisy-
métrique qui a deux vecteurs u,v de R? associe oy A ag(u,v) = a;(u)as(v) — ag(u)a; (v). Par
définition oy A ag = —ag A g et ag A g = 0.

Par exemple, on a

dz A dy(u,v) = dx ANdy <(u1)7 (v1)> = w1V — ugvy = det(u,v).

U2 V2

Définition 7.1.13. — Une 2—forme différentielle a sur un ouvert U de R? est une application
a de U a valeurs dans I'espace vectoriel des 2—formes sur R?. Donc o : U — A% (resp. AZ).

Exemple 7.1.14. — Si a; et as sont des 1—formes différentielles sur U, leur produit exterieur
p = (a1 Aaz)(p) = ai(p) A az(p)

est une 2—forme différentielle sur U. Si «; = ay;dx + am;dy, on a
a; A g = (g0 — aq20i1)dx A dy

car de N dy = —dy A dx

Un autre exemple :
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Définition 7.1.15. —
1) Siw = widz+wydy est une 1—forme différentielle de classe C* sur U, on définit sa différentielle
par :

dw = dwy N\ dx + dws N dy = <§yw1—%w2) dx N\ dy.

2) Une 1—forme différentielle w de classe C* sur un ouvert de € est fermée si dw = 0.
On vérifie que le lemme de commutation de Schwartz pour une fonction f de classe C* sur U

entraine d(df) = 0. Ainsi une condition nécessaire pour qu'une 1—forme différentielle (de classe
C') admette une primitive est qu’elle soit fermée.

Lemme 7.1.16. — Soit f : U — C une fonction de classe C' sur un ouvert de C. La forme
différentielle z — f(z)dz est fermée ssi la fonction f est holomorphe.

Démonstration. — En effet :
_ _(9f af _of
d(fdz) =df Ndz = (azdz + 8Zdz) Ndz = agdz A dz
o of : of
car dz Adz = 0. Donc d(fdz) = ;dz A dz est nulle ssi Vz € U, ?(z) = 0. O
z z

7.1.4. L’intégrale d’une 2—forme différentielle.—

Définition 7.1.17. — Soit w = fdr Ady : U — A une 2—forme différentielle. On dit que
w est intégrable sur U si f est intégrable sur U pour la mesure de Lebesgue dzdy. On définit

alors
/w:/fdxdy.
U U

En particulier si w est C° de support compact (i.e. f est continue de support compact ) dans
U alors w est intégrable.

Si K est un compact inclus dans U, on pose /

w = / flgdxdy avec 1k la fonction indica-
K U
trice de K (qui vaut 1 sur K et 0 sur € \ K).

7.2. Le théoréme de Stockes, la formule de Green Riemmann.

Dans cette section, on généralise la formule f(b) — f(a) = f'(¢)dt : on montre que
[a,b]
I'intégrale de la différentielle (la dérivée) dw d'une 1—forme w sur un compact est égale a
I'intégrale de w sur 0K, le bord de K. On définit en premier lieu la notion de bord C' par
morceaux afin de pouvoir intégrer une 1—forme sur le bord. On énonce ensuite le théoréme de
Green-Riemann et ses corollaires.
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7.2.1. Les compacts a bord orienté. — Pour orienter le bord d’un compact, on utilisera
le lemme suivant :

Lemme 7.2.1. — Soit 7y :]a,b[> t — C un arc de classe C' et ty €|a,b] tel que 7' (o) # 0. II
existe un difféomorphisme F : D(0,¢) — W' d’un voisinage de 0 dans R* sur un voisinage W'
de y(to) tel que v(to +y) = F(0,y) pour ly| < e. En particulier, W'\ v(Jto — €,to + €[) admet
deux composantes connexes.

Démonstration. — Soit n(t) Punique vecteur tel que (n(t),7;(t)) soit une base orthogonale
directe. Alors F': (z,y) — (to +y) + xni(to + y) est un difféeomorphisme d’un voisinage W de
(0,0) dans R? sur un voisinage W’ de v(ty). En effet la différentielle de cette application en

h d
lorigine est donnée par (hl) — hy.7i(tg) + h2.y'(to) qui est inversible car n(ty) et v'(¢y) sont
2

indépendants. Le théoréme d’inversion locale implique que F' : W — W' est un difféomorphisme
pour des voisinages convenables de 0 et 7(y). Quitte a retrécir W, on peut supposer que
W = D(0,¢). La restriction de F' a {0} x] — €, €] vérifie F/(0,y) = v(to + y). Donc

(49) W\ (Jto — €,to + €[) = F'(D(0,¢) \ { = 0})

a deux composantes connexes. O]

Remarque 7.2.2. — Notons W = F(D(0,¢) N {y < 0}) et W, = F(D(0,¢) N {y > 0}). On
dit que W est la composante située & gauche de v, et W la composante située a droite de ~. Si
'on inverse le paramétrage (i.e. on considére le chemin opp(y) : [—b, —a] — opp(7)(t) = y(—1))
alors la composante a gauche de ~y est la composante a droite de o(7).

Définition 7.2.8. — Soit K un compact du plan et T' = {~;,..., 7} un ensemble fini de
chemins fermés, les ~; étant de classe C' par morceaux. On dit que I' est le bord orienté du
compact I si les conditions suivantes sont satisfaites :
— Les images de v; sont disjointes et leur réunion est la frontiére 0K de K.
— Pour chaque application ; : [a;, b;] — €, les images de deux points distincts de Ja;, b;| sont
distincts.
— Pour tout 1 < i <r, tout t € [a;, b;], on demande que la dérivée a droite ou a gauche de ~;
soit non nulle.
— En tout point ¢, au voisinage duquel 7; est de classe C*, le compact K est situé localement
a gauche de 7; au sens précis suivant : Pour ¢ voisin de tg, soit n(t) 'unique vecteur tel
que (n(t),~:(t)) soit une base orthogonale directe. Alors (x,y) — v(to +y) +xn(ty +y) est
un difféomorphisme d'un voisinage W de (0,0) dans R? sur un voisinage W’ de (). On
demande que, quitte & restreindre W, 'image de {y < 0} N W soit K N W".

On dit alors que le bord du compact K est orienté par la normale extérieure.

Intuitivement, on oriente le bord de K de sorte a ce que K soit toujours localement a gauche
de son bord.
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7.2.2. La formule de Stockes, Green-Riemann. —

Théoréeme 7.2.4. — Soit K un compact a bord orienté I' = {y1,..., .} et w une 1—forme

différentielle continue sur K de classe C* sur Uintérieur K de K. Alors :

[ £fe -fe

0 0
(51) fdz + gdy = / (—f — —g) drdy siw = fdx + gdy.
oK k \0y Ox
Remarque 7.2.5. — Lorsque la forme différentielle est de classe €' sur un voisinage de K,
on a

w = w= [ dw,
L= ==,

La premiére formule s’appelle la formule de Stockes et utilise le langage des formes différen-
tielles. La seconde formule est la formule de Green-Riemann. Sa généralisation en dimension
trois s’appelle la formule d’Ostrogradski. La formule de Stockes utilise un formalisme valable
pour toutes les dimensions et toutes les variétés différentiables.

car dw a un sens sur 0K.

La formule de Stockes en dimension 1 est f(b) — f(a) = / %(t)dt.
Ja,b[
Ezxzemple 7.2.6. — Montrons a titre d’exemple la formule de Stockes pour un pavé [a, b] X [c, d]

a partir de la formule usuelle de Leibniz pour les fonctions en intégrant d’abord en z puis en
Yy of
Par linéarité on suppose que w = fdz. Alors dw = df A dx = a—dy A dx et

Y

of Fubini af
D2 / ——(z,y)dxdy = / </ ——(x,y dy) dx
( ) [a,b] x[c,d] dy ( ) z€[a,b] y€le,d] dy ( )
69 = Uwo-swaya - F(w, y)dz
z€[a,b] O([a,b] x [c,d])

a b
car le bord orienté de [a,b] X [c,d] est donné par les segments joignant les points ( ), ( ),
c c

b a a
( d), ( d), ( dans cet ordre. L’intégrale de dx sur les segments verticaux est nulle. On
c
montre de méme la formule de Green-Riemann pour la 1—forme différentielle gdy.
Ecrivons la formule de Green-Riemann en notation complexe :

Corollaire 7.2.7. — Soit K un compact a bord de C. Notons OK le bord de K orienté par la

normale extérieure. Soit f : K — © une fonction continue sur K, de classe C' sur K. Alors

O g [
(54) aKf(z)clz-/IO(%(Z)CZZ/\dz—/[C)(Qzaz(z)dxaly.
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Démonstration. — Considérons la 1—forme différentielle w : z — f(z)dz sur K. Alors w(z) =
f(2) (dx +idy) = f(z)dz +if(z)dy. D’aprés la formule de Green-Riemann :
. of of [ Of
z2)dz = fzdx—l—zfzdy:/al——— zdmdyzZz[)—zd:pdy.
| t@z= | peerifay = [ 65 - e [ 5
O

Remarque 7.2.8. —
1) Sil'on utilise la notation différentielle, on a

o (of . Of N Of
d(fdz) =df Ndz = (8Zdz+ 8Zdz) Ndz = 82dZ/\dZ

car dz A dz = 0. On remarque que dz A dz = (dz —idy) A (dx + idy) = 2idx A dy. Le théoréme
de Stockes donne la formule.

7.3. Le théoréme de Cauchy pour un compact a bord.

0
L’équation de Cauchy-Riemann a—Jj = 0 pour une fonction holomorphe et la formule de
z

Stockes entrainent :

Corollaire 7.3.1 (Théoréme de Cauchy pour un compact & bord)
St K est un compact a bord et f est une fonction continue sur K, holomorphe et de classe

C! sur K, alors :

f(z)dz=0.
oK

La formule est en particulier vraie si f est holomorphe (de classe C*) au voisinage de K.

Théoréme 7.3.2. — Soit K est un compact a bord et f est une fonction continue sur K,

holomorphe, de classe Ct, sur K, alors :

L Q. [k sizek,
7 aKC_Z 0 SZZGG\K

La formule est en particulier vraie si f est holomorphe (de classe C') au voisinage de K.

Démonstration. —
. 1 (S : f(©) .
1) Notons que si z € € \ K alors — d¢ = 0 car la fonction ¢ — == est continue
2im Jor ¢ — 2 (—z
sur K et holomorphe de classe C! sur K. -
2) Soit a un point intérieur a K. Soit r > 0 tel que D(a,r) soit inclus dans l'intérieur de K. Le
compact K \ D(a,r) est un compact a bord, dont le bord orienté est la réunion de K et du
cercle v de centre a de rayon r parcouru dans le sens négatif; v, : [0,27] > ¢t — a +re”". La
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f(2)
z—a
compact & bord K \ D(a,r) montre que :

fonction z — est holomorphe de classe C' sur K \ {a}. Le théoréme de Cauchy pour le

0= / f(2)dz = S dz + fz) dz
H(K\D(a,r)) oK 2 — z-a

o

Ceci pour tout r > 0 tel que D(a,r) C /K. Donc

ﬁdz = —lim ﬁGfZ = f(a).

oK 2 — @ =0 ),z —a

Montrons la derniére égalité :

Lemme 7.3.3. — Soit f une fonction continue au voisinage d’un point a de C. Alors :
1 f(2) e it
(55) 715% 5 /8D(w) mdz = llll(l) 2 ] fla+re®)di = f(a).

Notation 7.3.4. — On rappelle (c.f. Chap. 3) que dD(a,r) désigne tout chemin équivalent
au chemin [0,27] 5 t — a + re*.

Démonstration. — f étant continue en a, hII(l] sup |f(z) — f(a)] =0 donc :
=Y 2eD(a,r)
1 2w )
(56 tim o= [ 1+ re®) = f(@)ld = 0
et
1 21 0
(57) ll_r}é% i fla+re®)dd =
1 27 1 27
hm—/ (fla+re®) = f(a))do + —/ fla)dd =0+ f(a).
r—0 27T 0 27( 0
0

7.3.1. Reformulation des principaux théorémes. — Nous survolons les principales mo-

difications d’énoncés et de démonstrations des résultats des chapitres précédents lorsque 1’on
utilise la formule de Green-Riemann et les compacts & bord orienté.

Partant de la formule de Cauchy, on voit que les fonctions holomorphes sont analytiques (c.f.
sections 3.4).

Le chapitre 4 est inchangé. Le chapitre 5 sur I’homotopie est a priori hors programme.

Modifications dans le chapitre 6 : La formule de Cauchy sur un anneau (c.f. théoréme 6.1.6)
est une conséquence directe de la formule de Cauchy pour le compact a bord A(a, s,.S) dont le
bord orienté par la normale extérieure est dD(a, S) — dD(a, s).

Nous énoncons le théoréme des résidus pour un compact a bord :
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Théoréeme 7.3.5 (Formule des résidus). — Soit Q un ouvert de C, A une partie finie de <
et f € O(Q\A). Si K est un compact a bord C* par morceaus inclus dans € tel que ANOK = (),
on a:

1
(58) — | f(z)dz= ) Rés(f.a).
2w Jox a€ANK
Démonstration. — Comme 0K NA =0, ANK = AN K est finie. 1l existe donc € > 0 tel que

Va € ANK, D(a,e) C K et AN D(a,¢) = {a}. La formule de Cauchy appliquée au compact a
bord K. = K\ U D(a,€) et a la fonction f, holomorphe au voisinage €2\ A de ce compact,

acANK
donne :
29 0= f(2)dz = f )dz — /
( ) 0K, ( ) ;K 0D(a,e€)
(60) = f(z)dz— ) 2imRés(f,a)
0K a€ANK

]

On peut aussi, comme dans la preuve initiale du théoréme des résidus, soustraire les parties

principales f, (a € AN K). La fonction f — Z fa se prolonge comme fonction holomorphe

acANK
au voisinage de K. L’intégrale de Cauchy de cette fonction le long du bord orienté de K est

nulle. On utilise alors :

Lemme 7.3.6. — Soit z — f.(z) = E —< n ] la somme d’une série de Laurent qui
z—a)"
neN

converge sur C \ {a}. Pour tout compact K a bord de classe C* par morceauz tel que a & OK,

fodz = 2imRés (f,) siaelo(,
o

0 sia€C\ K.
Démonstration. — En effet la série converge normalement sur 0K donc
(61) / dz = /
K ; (z —a)” 7; (z—a)"
Sin #1, 2z — I admet une primitive donc l'intégrale sur 0K, réunion de chemins
z—a)”
fermés, est nulle. Si n = 1, la formule de Cauchy 7.3.2 appliquée a la fonction z — 1 donne
a (¢]
/ —11 = 2im si a € K, I'intégrale est nulle sia € C \ K. O
or (2 —a)

Les calculs classiques d’intégrales (section 6.5) se traitent en appliquant le théoréme des
résidus pour les compacts a bord définis par les chemins d’intégration.

Les théorémes de l'indice pour les fonctions holomorphes s’énoncent de maniére identique.
Donnons une version pour les fonctions méromorphes :
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Théoréme 7.3.7. — Soit f une fonction méromorphe dans un ouvert non vide ), n’ayant
qu’un nombre fini de zéros ay,...,a, (comptés avec multiplicités) et un nombre fini de poles
bi,...,by (comptés avec multiplicités) dans Q. Soit K un compact inclus dans Q, de bord C*
par morceaux disjoints des poles et des zéros de f.

Soit g une fonction holomorphe dans 2. Alors :

(62) L oL = 3 ga - 3 g0y,

2m Jox f(z) a; €K bEK

En particulier pour la fonction g =1,
1 f'(2)
2im Jor [(2)

ou Z(f) N K (resp. P(f) N K) est le nombre de zéros, resp. de poles de f dans K (comptés
avec leur multiplicité).

(63)

dz=Z(f)NK — P(f)N K.

7.4. Une généralisation de la formule de Cauchy.

Cette section est un complément a priori hors programme. Elle montre la portée générale de
la formule de Green-Riemann.

Théoréme 7.4. 1 — Soit K un compact a bord et f : U — © une fonction continue sur K,
de classe C* sur K Soit a € K Alors
1 0
(64) 2ir f(a) = mdz + / f( Ydz AN dz.
9K 2 — a K< — a0z

0
Si f est holomorphe, on a a—J_C = 0 et l'on retrouve la formule de Cauchy.
z

Démonstration. — Avec les notations de la preuve de la formule de Cauchy, on utilise mainte-
nant la forme complexe du théoréme de Green-Riemann :

(65) / RO / 9 (—f () ) dz A dz
A(K\D(ar)) # — @ K\Dar) 072 \Z —a

1
(66) /() dz—/ /() dz:ﬂ OF iz A dz
oK = — @ dD(a;r) # — @ K\D(a,r) Z — 0 0%
car z est holomorphe sur U \ {a}.

z—a
Passons a la limite quand r tend vers 0 : la fonction f étant continue en a, le lemme précédent

entraine lim /() dz = 2imf(a). On note que la fonction z
r—0 aD(a 7") Z — zZ—Q
sur tout compact de C (passer en coordonnées polaires centrées en a) donc la fonction z +—

est intégrable

1 o
8_{(2) est intégrable sur K (ou K) car f est C*. Dot :
2 —a0z
, 1 of 1 of , / 1 of _
67) 1 dz Ndz = ——(2)2idxdy = ——(2)dz Ndz.
(67) a0 K\D(w)z—aﬁz()z : /[(z—a32(2>zxy Kz—a@i(z)z :
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