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TD 2.

1
Exercice 1. Mq la famille <

i+)) > est sommable ssi a0 > 2.
1+ 7)% (4,7)EN*2

Exercice 2. Soit (cn)neN une suite de réels strictement positifs.

1
Montrer que hmnHJroocn < hmnﬁ+ooL

n

En déduire que si L = lim L existe dans [0, 4+00] alors lim (cn)% =L
n——+oo Cn n—-+oo

Exercice 3. Donner le rayon de convergence de la série entiere E anz" dans les cas

n>1
. 2 2p+1 n!
suivants: ag, = a*? et agpy; = b Yl 0 <a<b a, = —; agpy1 = 0 et ag, =
n
(=1)Fp!
(p +sinp)?

Exercice 4. Mq si a, = A\pby, avec A, = O(n%) (a € R) alors le rayon de convergence
de Z anz" est supérieur a celui de Z bp2".

Exercice 5.  Soit (ay)nen+ une suite de nombres complexes telle que la série Zan
n>1
n
converge. On lui associe la série de fonctions de terme général u,,(z) = a, " > 1.
—z
Mq Zun(z) converge normalement sur tout compact de D(0,1) et que Zun(z) =
n>1 n>1
Z Zanz”p pour z € D(0,1). Quelle identité peut-on en déduire lorsque a, = —
p>1n>1 n!
an = a” avec |o| <17 (a, = (-1)", ap, = n...7)
Montrer que la série Z un, (2) est uniformément convergente sur tout compact de C\ D(0, 1)
n>1

1
(On pourra étudier (z — up(=))nen)-
z

Exercice 6.

(Transformation d’Abel) Soit (Un)nen et (Un)nen deux suites de nombres complexes. Pour
n—1

n>m €N, on pose V,» = Zvl Mq si n > m alors Zulul = Z(u —uiH)Vni1 +u, V.

En déduire le comportement sur U = {z € C, |z| = 1} des séries Z , pour a € R.

(Un théoreme de Picard) Soit (¢, )nen une suite décroissante de reelb positifs qui converge
vers 0. Mq la série chz" converge sur U \ {1}. (Indication: On pourra utiliser la
transformation d’Abel pour montrer que la série vérifie le critére de Cauchy).



(1)

1—2
Exercice 7. (Un théoréme d’Abel) Soit k > 1. Notons E = {z € D(0,1), |1|: < k}.
— |z
+oo
Soit (¢, )nen une suite de nombres complexes telle que la série entiere chz" converge
0
+oo
en z = 1. Alors EEB chz" — ch =s
z€E neN 0
Vérifiez que 'on peut se ramener a s = 0.
z
Notons f la somme de la série sur D(0,1). Pour z € D(0,1), développez {(7) en série

entiere.
Conclure (Utilisez le fait s = 0).
) +oo (_1)n+1
Appliquer le résultat précédent au calcul de Z
1

n

Exercice 8. Donner le développement en série entieres des fonctions suivantes, et donner
le rayon de convergence de la série obtenue:

f(Z)=$Z_3en0;g(z):3_2z en 3; h(z) = e en 1.

sin o

Exercice 9. Soit « € R. On considére la fonction f définie par f(z) = .
22 —2zcosa+ 1

Développer f en série entiere au voisinage de 0, et donner le rayon de convergence de la série

2 : :
sin asin(no
obtenue. Pour |z] < 1 et n € N*, en déduire un calcul de I(z) = / —()2
o l—2zcosa+z

Exercice 10. Soit f(z) = Z a, 2", a, € C une série de rayon de convergence R.
n>0
1 2 .
Pour r € [0,R[, mq M(r,f) = — |f(re?)?do = Z|an|2r2”. En déduire les
2T 0 7>0

inégalités de cauchy |a,|r" < max|,—.|f(z)|. Et montrer que s’il y a égalité pour un
entier n alors f(z) = a,2".
En déduire que r — M(r, f) est une fonction croissante sur [0, R[ et que lim M(r, f) =

r—R~
Z lan |2 R*™ € [0, 4+00].
n>0

—1 n+1
Exercice 11. On consideére la série entiere (de la variable z — 1) Z L(z - 1"
n
n>1
Calculer son rayon de convergence et montrer que, f, la somme de cette série sur D(1, 1)
vérifie Péquation e/ ) = 2.

Exercice 12.

Préciser les sous-espaces discrets de C dans la listes suivantes: N, Z, Q, R,
1 — ) )

A={= neN} A AUN* 4 ¢4 U{1}
n

Déterminer les sous-espaces connexes d’un espace discret.

Montrer qu’un sous-ensemble discret et fermé de C est localement fini.

Exercice 13.

1 1
Déterminer les fonctions analytiques dans D(0,1) qui vérifient f(—) = —;, pour n € N*.
n.n



3

(2) Soit f une fonction analytique dans D(0,1). On suppose qu’il existe une suite (a,)nen de

11
réels distincts de Uintervalle [—5, 5] telle que f(a,) € R.

Démontrer que Vz € D(0,1), f(Z) = f(z) (Montrez d’abord que z — f(Z) est analytique).

(3) Soit f une fonction analytique sur D(0,1) et (an)nen une suite strictement décroissante
de réels qui converge vers 0. On suppose que f(azp+1) = f(azp) € R. Mq f est constante
(On raisonne sur la dérivée).
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Correction du TD 2.

Exercice 1. On a Z ( Z Z i —|—1j)0‘ = Z nn—al. Cette somme

i,jEN* neN* i+j=n, i,j>1 n>2
converge pour a > 2 et dlverge vers 400 sinon.

Exercice 2. Notons que si (a,)nen est une suite de nombres strictements positifs alors

(liminf a,) ™! = limsupa, ' dans [0, 4+0cc]. 1l suffit donc de montrer que pour toute suite
n n

. .. . % . An+1 .
de nombres strictement positifs limsup a;; < lim sup (car passant aux inverses cela

n n an

c
entraine une inégalité pour les liminf, d’ou égalité lorsque lim et existe). Si L = o0,
n

n
le résultat est évident. Supposons L € R. Soit € > 0, pour n > n,, ¢p+1 < (L + €)c,. Par
recurrence, ¢, < (L+€)" ™ 1¢, . Prenant la racine n—iéme, puis la limite supérieure des
1
deux membres, on a limsup¢;; < (L +¢€).1. Cette inégalité étant vraie pour tout € > 0, le

n
résultat est démontré.

Exercice 3. )
Comme a; = a si n est pair et a7 = b si n est impair, b est la plus grande valeur

d’adhérence de la suite, le critere de Hadamard donne alors p = b,
An+4+1 o
an (n +1

)" —ntoo € 1. Llexercice précédent montre que p = e.

pre=3(2mp) T

€
P (]_ §1np)2 n——+o00

Comme n! ~ n"e™"v2rn (formule de Stirling), |a2p\ﬁ ~ e 3

=N

Exercice 4. Notons R le rayon de convergence de la série entiere anz". Sup-

posons R > 0. Alors V0 < r < R, la suite (b,7")nen admet une majorante géométrique
sommable (caractérisation du rayon de convergence) car si r < v’ < R alors |b,r"| <

T T T
sup |b,r"" (=)™ = M(=)"™. Donc sup |a,r"| < supCn®*M(=)" < 400 (C > 0 est tel que
n T r n n r
IAn] < Cn®). Le lemme d’Abel montre que le rayon de convergence R’ de Zanz" est
n
plus grand que tout r < R. D’ou R’ > R.
Bien entendu, une démonstration plus courte repose sur la formule de Hadamard: On a

lim sup |a, W< limsup(C'no‘|bn|)% = R.
n

Exercice 5.

n

Soit K un compact de D(0,1). Comme sup |z| = max|z| =7 < 1, on a ||Z7||OO K =
K K 1—2n ’

+oo
n T.n
sup < . La série Zan étant convergente, on a M = sup |a,| < +oo, d’ont
1—2zn 1—7r —~ n>1
Z ltn (2)]loo,x < M 72. La série double Z a, 2" est absolument sommable pour
n>1 (1 - T) p,n>1

n n ]
tout z € D(0,1) car Y |an||2] p—ZwZ\ | ”*ZW |Z|n < (1_|Z|)2.

n,p>1



2 1
Donc Z n 1" n = Z Z a,2"P. En particulier pour a, = E

on obtient Z o] 1 = Z

n>1 p>1

—_— 1
Soit K un compact de C\ D(0,1). Pour z € K, up(=) = —un(z) — an, i.e. up(z) =
z

1 1
—up (= ) - L’apphcatlon p:C*"2 2z 2 € C étant continue, p(K) est un compact dans

D(0,1), donc E u,(—) converge normalement sur K (voir 1)) E un(z) étant la somme
n>1 n>1
d’une série normalement convergente sur K et d’une série uniformément convergente sur
K (z+— E ay), elle converge uniformément sur K.
n>1

Exercice 6.
n

Zuivi = UV + U1 (VT = V™) b un (V= VY = V™ (U — Uppg1) + -+

V" Y uy 1 — up) + u,V,". D'ott la formule. On utilise la transformation d’Abel pour
montrer la convergence de la série, sachant que les sommes V' sont majorées (en m,n) et
par exemple que (tn)nen décroit vers 0:

La série Z Z_ a un rayon de convergence égale & 1. Soit z = €' € U. Pour a < 0,
n>1
le terme général de la série ne converge pas vers 0, donc la série ne converge pas. Pour
a > 1, la série est absolument convergente. Pour 0 < « < 1 la série diverge en 1 (critere
1 1

de Riemann). En général, si z € D(0,1)\ {1}, on a Z =V - m) +

1 1
B A
(n—=1) (n)*

n—1

2
Do = (k)T + V) <
= 1 -z

converge donc pour z € U\ {1}. On a méme montrer, grace a la majoration du reste, qu’il
1

11—z

n
Zi—m+1

n
~ : : . z
)+n" YV, avec V) = g 2l =z"— Dol E —| <
z ne
m

-1
m~“ — 0 quand m < n — +oo. La série

k=m

y a convergence uniforme sur tout compact de D(0,1) \ {1} (car la fonction z —

est bornée sur un tel compact).
n

. 2
On utilise comme précédement la transformation d’Abel, on obtient | E ¢z < I jCm
—z
m

D’ou la convergencce.

Exercice 7.

Quitte a remplacer ¢y par ¢y — Z cn, On peut supposer que la somme vaut 0, on vérifiera
n>0

que 'on ne change pas la nature du probleme.

Zz chz") =

n>0 n>0

Supposant donc la somme de la série nulle, on a Vz € D(0, 1),

Z cp2PTe = Z Z c)z" (on vérifie que la série double est sommable dans D(0, 1) (c.f.
P20 n>0 k=0

le cours)). D’ot, posant s, = Z cr,ona f(z)=(1-z2) Z Sn 2"
n>0



3)

Soit € > 0, comme lirf sn = 0, il existe ng tel que n > ng = |sy| < e. D’ou
n—-+oo

no—1 no—1

n n n 2]
£ (2) \<|1—Z||an | +ell—z ) | <|1—z||an | +ell = 2l5

n>no ‘ |
limsup |f(2)] < O + ek. Ceci étant vérifié pour tout € > O, on abien lim f(z)=
z€E,z—1 z€FE,z—1
La série converge (critére pour les séries alternées), donc le point précédent donne
(-1 (-1
lim — "= ————. Mais pour z €| — 1, 1],
> U -5 ™ i o ) 1

0,1[,z—1
z€[0,1],2 1 "1

D’ou

-1 n+1 1
Z %z" = log(1 + z) (car sur D(0,1), on a Z(fl)”z" =152 la convergence
n>1 n>0

étant uniforme sur les compacts de D(0, 1), on peut intégrér terme & terme sur [0, z]). D’ont

_1\n+1
Z 7( D) = log 2.
n

n>1

Exercice 8.
1@ = =9

1 1 3 1
analytique sur C\ {—1,3}. Comme f(z) = i(m + f?,) = Z(Z(—l)"z" - Z(g)”)
n>0 n>0
La premiere série & un rayon de convergence égale a 1, la seconde & 3. Donc f(z) =

est une fonction rationnelle avec poles en —1 et 3. Elle est donc

1 IRy
Z Z"Z((—l)” ~3 ), le développement en série étant valable sur D(0,1).
n>0

1 . . . 3 .
g(z) = 3 est une fonction rationnelle ayant un pole en 3 donc g est analytique sur
-2z
3 1 1 2"
_ _ n+1 n 2 4
(C\{§} Onag(z) = 31523 %(z 3 " n§>0(—1) P (z—3)", le développement étant

valable sur D(3, g)

z +— €° est somme d’une série entiere sur C, elle est donc analytique sur C. Notons que

o 2 % EETY
Vz1,22 € C, la série double g - est absolument sommable (car E T
il ! il !
igen *J ijeN J

i nJ
>l Z'@'j elel=l). Donc, et = Y A2 g g A
il gl

! ilg!
ieN JEN i,jEN n>01i+j=n

(Zl + 22) 21422 z 1 2—1 el n Z Z

E ——= = . Donc ¢ = e'e = E —(z — 1), le développement étant
n! n!

n>0 neN

valable pour tout z € C.

Exercice 9. 4 4
On a 22 —2zcosa + 1 = (2 — €*)(z — e~ ). Donc f est une fonction rationnelle avec

. - sin « 1 1 1
Oles en e'%, e "¢, z) = f(z,a) = = — — — —) =
pl 1) f(za) 22 —2zcosa + 1 22(2'—6’0‘ z—e—m)
5 (ei("'“)o‘ et Z sin(n + 1)az™. Les développements ayant un rayon
i
n>0 n>0

de convergence 1.
2m 2m

I(z) = / sinnaf(z,a)da = / sinna(z sin(n 4+ 1)az™)da. Or pour z € D(0,1), la
0 0 730

série de fonctions a — E sinnasin(k + 1)az® est normalement convergente sur [0, 27].
k>0
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2m
On peut donc intégrer terme & terme cette série. I(z) = Z 2" / sinnasin(k + 1)ada =
k>0 0

2
1
Z zk/ i(cos(n —k—1a—cos(n+k+ 1)a)da = 72" " pour n > 1 et I'intégrale est
k>0 0
nulle pour n = 0.

Exercice 10.
Soit 7 < R. La série double Z lapag|rPT = (Z la,|rP)? étant convergente (car

p,qEeN PEN
r < R), la série double de fonctions [0,27] > 0 — Z aptge’ P~ VP st normale-
P,qEN

ment convergente. On pourra intervertir sommation et intégration. On a donc, comme

1 27 . 1 27 ) —_———
z +— Z est continue, +o0o > %/0 |f(re'®)|?ds = %/0 (Z akrem‘))(z aprek?) =

k>0 k>0
1 27 1 27
ik0 ; — i(p—q)0 —

o (E apre’ )(E akre”“‘)):% E / apaqrp+qez(p 0949 = E 5gapaqrp+q:

0 k>0 k>0 p.qeN”0 p,q€N

2. 2p

g la,|“reP.

p
p=>0

r+— M(r, f) étant une série de fonctions croissantes est une fonction croissante.
n

On a Z lag 272 < M(r, f) < Z lan|>R?". Passant & la limite r — R, puis & la limite
0 n>0
n — 400, on obtient le résultat.

1
Exercice 11. On a lim nt
n—-+oo n

2). Notons f la somme de cette série sur le disque D(1,1). f est analytique et f restreinte
a 10, 2[ coincide avec la fonction z — Inz (cf Deug). La fonction analytique sur D(1,1),

2+ e/ ®) — 2 étant nulle sur 10, 2[, non discret, est identiquement nulle.

= 1. Donc le rayon de convergence est 1 (c.f. exercice

Exercice 12.
N et Z sont discrets pour la topologie induite, car D(n,1) NZ = {n} pour tout n € Z. Q,

R sont non discrets, car (par exemple) tout point de Q est point d’accumulation de Q, de
1 1
) ) =

méme tout point de R est point d’accumulation de R. A est discret: AND(—, ——
n’ n(n+1)

1 _

—). A n’est pas discret car 0 est point d’accumulation. On vérifie que A U N* est discret.

n

¢ est discret car ¢ +— e’ est iun homéomorphisme de | — 7, 7| sur son image. Par contre
¢ U {1} n’est pas discret car 1 est point d’accumulation.

Dans un espace discret, un singleton étant ouvert et fermé, la composante connexe d’un
point p est le singleton {p}. On dit qu’un espace topologique est totalement discontinu
si la composante connexe d'un point p est le singleton {p}. Un espace discret est donc
totalement discontinu. Notons que Q est totalement discontinu sans étre discret.

C étant localement compact, un sous-ensemble discret et fermé de C est donc discret et
localement compact. Or un ensemble discret et compact est fini (car les points de cet
ensemble forment un recouvrement ouvert).

Exercice 13.
la fonction ¢ : D(0,1) 3 z — f(z) — 2% est analytique sur D(0,1) car f I'est. L’ensemble
de ses zéros Z(g) est fermé dans D(0,1) (car fonction continue) et contient par hypothese

{—=, n € N}. 1l contient donc I’adhérence de cet ensemble. D’ou1 0 € Z(g) n’est pas un
n
point isolé de Z(g), ce qui entraine g est nulle sur D(0,1) et f = 2% sur D(0,1). (Si



I’ensemble des zéros d’une fonction analytique a un point d’accumulation dans I’ensemble
de définition de la fonction alors elle est identiquement nulle sur la composante connexe
de l’ensemble de définition qui contient ce point d’accumulation).

Montrons d’abord que si f est analytique sur D(0,1) alors z — f(Z) est analytique sur
D(0,1). Soit zo € D(0,1), alors zZ5 € D(0,1) et f(z) = Zan(z — Zp)" sur un voisinage
n>0
D(zy,p) de zZg dans D(0,1). L’application z +— Z étant_continue, on a Vz € D(z,p),
z € D(%,p), f(Z) = Zan(é —Z)" = Z@(z — 20)". Ce qui prouve l'assertion. On
n>0 n>0
considere alors la fonction analytique g : D(0,1) 3 z —— f(z) — f(Z). Notons que g(a,) =

0. Par hypothese, 'ensemble {a,,, n € N} est infini, contenu dans [—5, 5] compact. Donc

1
cet ensemble admet un point d’accumulation dans [—5, 5] Donc I'ensemble des zéros de
g admet un point d’accumulation. Donc g est nulle.
Les hypotheses faites entrainent que f(Z) = f(z). En particulier, la restriction de f
a l'axe réel est une fonction réelle de classe C*°. Comme f(azp+1) = f(azp) € R et

aopy1 < agp, le théoreme de Rolle entraine que f’ s’annule en un point ap €lagpy1, Gpl.

Mais lirf a, = 0 entraine que 0 est un point d’accumulation de (a)pen, donc 0 est un
n—-+0oo

point d’accumulation de I'ensemble des zéros de f’, fonction analytique sur D(0,1). f’ est

donc identiquement nulle, ce qui entraine que f est constante (car pour tout z, 2" € D(0,1),

If(z) = f(z")] < sup |df(y)|||z —#|, et pour une fonction analytique (donc holomorphe)
y€lz,2']

df (y) s’identifie a f'(y)).



