Licence, Analyse complexe
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Exercice sur le chapitre 4.

Exercice 1.

On dit qu'un ouvert w est étoilé par rapport a I'un de ses points zg € €, si pour tout
z € Q, [z,20] C Q. En particulier un ouvert convexe est étoilé par rapport & chacun de ses
points. Soit f holomorphe sur 2. Montrer que f admet une primitive sur 2. En déduire
que l'intégrale de f sur tout chemin fermé dans ) est nulle.

d , 1
Calculer / & lorsque (t) = €' t € [0,a], a € [~m,7[. La fonction z — — possede-t-elle
Y 2 z

une primitive dans C*?

Exercice 2. Soit A €]0,4o00[. Calculer / e~ dz ot v4 est le bord orienté du triangle
on
défini par les points 0, A, A(1 + ¢). En déduire l'existence et la valeur des intégrales

—+o0 —+o0
/ cost2dt et / sin t2dt
0 0

Exercice 3. p
z
Calculer m pour n = 0,1,2. Indication: Considérer le prolongement par
|z|=1 276" —

continuité de z —

e? —

dz
Calculer k,, = _ .
v /z,z; 2 (1+2)(2-2)

1

Exercice 4. Soit f € C°(D(0,1)) et C—dérivable en 0. Montrer que lir% = / f(z)dz =
" C(0,r)

0.

Exercice 5.

1 1 d
Soit a € D(0,1). Montrer que ———— = —/ = (Indication: Montrer que
L—lal*>  2im Jo(o) 22 —al?

2|z —al* = (2 — a)(1 — za) le long du cercle unité)

M
Soit f € O(D(0,1) de module bornée par M > 0. Montrer que |f’(a)| <

1—la]?’

Exercice 6. (Une preuve du théoréme de Liouville). Soit f entiere bornée. Soient
d

a # b deux nombre complexe et R > max(|al, |b|). Calculer I(R) = _ JEdz

C(0,R) (Z - a)(z —b)

(décomposer en éléments simples).

Majorer I(R) et conclure.



Correction de 1’envoi 4.

Exercice 1.
Soit F': Q — C définie par F(z) = / f(2)dz. Comme € est étoilé par rapport & zg, F’

[Z07Z]
est bien définie. Montrons que F est holomorphe, de dérivée f: Soit z; € Q. Comme [z, 21]

est un compact dans €, il existe € > 0 telle que [29, z1] + D(0,€) = {z € C, d(z, [20, 21]) <
€} C Q. On vérifie que [z9, 21] + D(0, €) est un ensemble convexe. On peut donc appliquer

le théoreme de Cauchy-Goursat dans cet ensemble: si 2/ € D(z, %), F(Z) — F(z) =

/ f(2)dz car I'intégrale de Cauchy de f le long du triangle T'(2, 21, 2’) est nulle. On en
[2/,21]

déduit que |F(2")—F(z1)— (2" —21) f(21)] < |Z/*Z1|||f*f(z1)\\oo7m- Mais comme
f est continue, on a bien 2}51}21 Ilf — f(zl)||w7m = 0. Donc F' est C—dérivable en
21 de C—dérivée f’(z1). Ceci étant vrai en tout point de 2, F est holomorphe et c’est la
primitive de f qui s’annule en zy. D’aprés un résultat du cours, on obtient que 'intégrale
de Cauchy de f sur un chemin fermé est nulle.

dz @
On a / — = / dt = a. En particulier lorsque o« = 2w, on obtient que 'intégrale de
o 0

1
Cauchy de — le long du cercle unité est non nulle. Donc cette fonction n’admet pas de
z

primitive dans C*.

Exercice 2. f:z—= e~ étant holomorphe sur C, on a / f(z)dz = 0. Or
A YA
f( / f(t)dt, / f(2)dz = / AT it et / f(2)dz =
[0,A [A,A(1+1)] 0 [A(1+44),0]
— f(z)dz
[0,A(1+17)]
A 2 141 2 A 224 A A -\ 2 A A2 2
:—/ et (1F9) (1+z’)dt:—/ eV B (1 +14)dt. Or|/ AT | g/ e~ <
L 0 0 0
_AA-t) g, L —A2
e dt=—(1—-e"") —0.
0 A A—+oo
+oo A
On en déduit que vr = e ’dt = lim et’ 21(1 + 4)dt existe. Donc vr =
2 0 A—+oco 0 2
Ly ! Fil g i)de = — i ! 2 + si t2dt+'/A > —sint?dt. O
— lim e 1)dt = — lim cos sin i cost® — sin . On
\/§A—>+oo 0 \/§A—>+oo 0 0

en déduit que la partie réelle et la partie imaginaire des intégrales convergent. Par addi-

+o0 +oo
tion et soustraction, on en déduit que / cos t2dt et / sin t?dt existent, sont égales
0 0

(ﬁ € R) et valent ﬁ
2 2V2

Exercice 3.

Notons que ¢ — 1 = 0 & z = 2ikm, k € Z, et lim
z—0 e* —

= 1. Donc la fonction f :

z
2 f(z) = — holomorphe sur C\ 2iwZ, est bornée au voisinage de zéro, le théoreme
e

d’élimination des smgularltes de Riemann entraine qu’elle se prolonge holomorphiquement
en 0. Ce prolongement f est donné par le prolongement par continuité (ie f(0) = 1).

1 1 dz 1 f(2) (f)™(0) z
Dou —1I, = — _— = — dz = . 0O =
ou 2im 2im /|| 1 2 (er —1) 2im Jip=1 2" : n! f 1
1 z 22 2P i
=1-2 -2 4+ 4+ 0(z%). Donc Iy = 2im, I, = —im, [, = —.
L+5+ 2 +o(2?) 2 6 AT ’ ' 6



(2)

La fonction rationnelle f : z — est holomorphe sur C\{-1,2}. Elle est donc

I S
(z+1)(2-2)

1
holomorphe au voisinage de D(0, 5) De plus, elle est la somme de sa série de Taylor en
0 sur le plus grand disque ouvert centré en 0 et contenu dans son domaine d’holomorphie:
1
flz) = 3 Zz”((fl)” + 27+ )) sur D(0,1) (on réduit cette fonction rationnelle en

n>0
éléments simples puis on développe en série géométrique de z). Le théoreme de Cauchy

1
donne, sin > 1, k, = 2in— f(z)dz =2ir—((—=1)""1 +27") et ko = 0.
2m C(()’%) AL 3

Exercice 4. Par hypothese, il existe une fonction h +— e(h) définie au voisinage
D(0,71) de 0 telle que }in}) e(h) = 0 et f(h) = f(0) + hf'(0) + he(h) sur D(0,71). Donc
U

1 1 , 1
) o f(2)dz = = /C(o,r)(f(O) + zf'(0))dz + ) /C(o,r) z€(z)dz. Comme z — f(0) +

2f'(0), le théoréme de Cauchy implique que la premiere intégrale est nulle. La deuxieme

1
intégrale se majore par —2mr sup |[ze(z)| = 27 sup |e(z)]. Comme lim e(h) = 0
r z€C(0,r) z€C(0,r) h=0

1
entraine lim sup |e(z)| =0, on obtient lim —2/ f(z)dz = 0.
=0 ec(0,r) r=07% Joo,r)

Exercice 5.

Sizz =22 =1, ona(z—a)(l —za) = 2(2—a)(Z—a) = z|z—a|>. La fonction
gz T étant holomorphe sur C \ {a~'} D D(0,1) la formule de Cauchy donne
—za
L/ _dz (a) = 1
2w Joon 21z —al? N =1= la|?”
1 1 [ rdo
Onaf’(a):f/ %pour la| <7 < 1. Donc |f'(a)] < M — %.
2 Jocciom G- 2 Jy Trev—d)
1 [ do 1 d
Faisant r — 1, on obtient |f’(a)| < M — g = M—/ . puis on
21 Jo e — al? 2im Je(o,) 212 — al?
applique 1.

Exercice 6. On a, si max(|al,|b]) < R,

f(2)dz 1 1 1 V= 2i7rf<ai:£(b)-

(7) C(O,R)(Z_a)(z_b) a—">bJco,r) ()Z—a z—b
On a aussi I(R) < 27R| f||oo,c(0,R)

— 0 lorsque R — +o0 si f est une
(R — |a|)(R — [b])

fonction entiere bornée. On déduit le résultat.



