Licence

Analyse Complexe

Fonctions holomorphes.

Exercice 1.

Soit a : C — C une application R linéaire de matrice dans la base canonique ( Z 2 )

Mountrer que « est C linéaire ssi « est la multiplication par «(1) ssi ¢ = —b, d = a.

En déduire qu’'une application C dérivable en un point vérifie les équations de Cauchy
Riemann.

Montrer que la fonction f(z,y) = 1 si z.y = 0 et nulle ailleurs vérifie les équations de
Cauchy Riemann en 0, mais n’est pas continue en 0.

Exercice 2.

Soit f une fonction différentiable en zy € C. Calculer 82 f(z0) et g f(z0).
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Montrer que les opérateurs — et—— sont des dérivations sur ’espace des fonctions com-
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plexes différentiables en zy. Calculer 2z yee
Montrer I'identité 2f og= (if) og—g+ (if) o 9 lorsque les termes sont bien
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définies. Montrer 1’identité analogue pour R
Z

En déduire que si f : D(0,1) — C est holomorphe alors z — f(Z) est holomorphe sur ce
disque.
Montrer que la composée de deux applications holomorphes est holomorphe.

Exercice 3.  Montrer qu 'un polynéme P(z,Z) = Z pij2'Z est holomorphe ssi
1<i,j<n
pi,; = 0 pour 5 > 0.

Exercice 4. Discuter les points de C—differentiabilité des fonctions suivantes.
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Exercice 5. Ecrire l'inégalité des accroissements finis pour une fonction holomorphe sur
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un ouvert U en terme de sa C dérivée. En déduire que si U est connexe et 7z f est nulle
x

alors f est constante.

Exercice 6. Soient U un ouvert connexe de C et f € O(U). Mq chacune des propriétés
suivantes entraine que f est constante:

a) f est constante b) Re(f) est constante c) Im(f) est constante c¢) f € O(U) d)
L’image de f est contenue dans une droite affine de R2.
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Exercice 7. On note H = {z € C, Imz > 0}. Montrer que T' : z — - est un
z

biholomorphisme de H sur D le disque unité de C. Calculer son inverse.



