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R&urn& Soit II : I! -i 1-- un espace eta16 localement pseudoconvexe, au sens de Hat-togs, au 
dessus d’une variete algebrique projective de dimension 1) ; on montre que l’on peut 
immerger II dans P”‘+‘. Si W est un ouvert pseudoconvexe (au sens de Hartogs), 
relativement compact dans 71, alors toute fonction meromorphe sur U s’ecrit sur W 
comme quotient de deux sections du fibre 11*0(I), holomorphes sur W. 

Meromorphic functions on a locally pseudoconvex 

domain spread over projective manifold 

Abstract. Let II : I’ - L’ be u complex spuce spread over un algebraic projective manifold V 
of dimension II,, U being locally pseudoconvex in the Jense of Hartogs. We show thut 
we can immerse I; in I”“” Morever. if I/T/ is a relatively compact open subset in U, 
which is pseudoconvex (in the sense of Hartogs), then evev meromorphic function on 
U is. on U’, (I quotient of two h&morphic sections of the bundle II’ (O(l) ). 

A bridged English Version 

Let II : C: + V be a complex space spread over a manifold V. We say that U is pseudoconvex 
in the fence of Hurtugs on V, if each holomorphic map 4 from the n-dimensional Hartogs body 
to U, such that II o #I extends to the filled Hartogs body, extends as a holomorphic map from the 
filled hartogs body to U (see [4], [ 161, and [12]). From the Oka-Docquier-Grauert theorem, U is 
Stein if V is Stein. However. it is known that locally Stein open subsets of projective manifolds 
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are not necessarily Stein domains. Moreover, Grauert (see [6]) provides an example where the only 
holomorphic functions are constants. It has been shown, (see 131, [ 141. [ 151, and [9]), that on a 
“Nakano pseudoconvex” manifold U (i.r. there exists a plurisubharmonic exhaustion function on U), 
H”(li, P(E)) = 0. 1) > 0, if E is a positive line bundle. In this Note, we study immersion of Hartogs 
pseudoconvex domains IT : IT - V spread over algebraic manifolds or Kahler complete manifolds of 
bounded geometry (with Ricci curvature bounded), possessing a positive line bundle E. For example, 
hulls of meromorphy are such domains (see [7]). The key fact is that there exists some power Ek’ 
of E, such that we are able to separate points in U and approximate, to order one, any germ of 
section by global holomorphic sections. For this, we use Bombieri’s method with pointwise singular 
potentials w,,, p E I’, such that td’d”~~, is bounded uniformly in p. In this way, every compact subset 
of Isi is immersible in some 1)” by N + 1 global holomorphic sections of E”. Looking at the chordal 
variety of the image of h- when N > 271. + 1, we can project it in PX-l in such a way that we obtain 
another immersion in I~‘V-1 by N holomorphic sections without increasing the power E” and with 
arbitrary small increase in norm. Then we can, by an exhaustion procedure, immerse U in P271+1. So, 
we have many meromorphic functions on U (quotient of sections). The converse problem is harder: 
from Hirschowitz (ser [7]), we know that if G’ is a hull of meromorphy of a domain spread over an 
algebraic manifold I-. then lr is a locally pseudoconvex domain spread over V. If V is the projective 
space (sre Fujita [S]) a Grassmannian (see Hirshowitz [7]) or a hypersurface of degree 3 (see Ohsawa 
] 1 l]), then I: is compact or Stein or holomorphically convex (see also [ 131 for a survey). So, as we 
shall see, every meromorphic function on G’ is a quotient, on any compact set, of two holomorphic 
sections on U of the positive line bundle O(I), for I sufficiently large. From Andreotti (see [l]), if 
II is a pseudoconcave domain spread over a projective manifold, then every meromorphic function 
on I! is algebraic and so may be written as the quotient of two holomorphic sections on U of the 
bundle O(I), for 1 sufficiently large. Here, we assume that there exists some relatively compact, open, 
Hartogs pseudoconvex subset W of l’. By using a partition of unity, we can produce a potential $1) 
for any hypersurface in lr. However. the behaviour of ##$I is difficult to estimate. At least, ,‘,“T,/J 
is bounded on each compact subset. Hence. by the I,’ methods applied on 14’ with suitable singular 
potentials ,/J!. we can produce holomorphic sections s of E” on W. for I sufficiently large, with a zero 
set containing the part of the hypersurfdce lying in VI-. We apply this to the hypersurface of poles of 
a meromorphic function ,f on CT. Then s”‘f is holomorphic on IV for X, sufficiently large. 

1. SCparation uniforme 

1.1. POTENTIEL SINGLIXR LOCAI, 

Soit I3,, (I.) la boule de centre 0 et de rayon 7’ de 01”; posons B = I?‘,, (1). Soit H E C,;“(B) telle que 
H z 1 au voisinage de 0. 1 > H > 0. Considerons la fonction p definie par ~(2) = H(Z) 11 log( ]Z I’), 
ou ‘~1, est la dimension de la variete. On a rJ’cl”cp > -co in?, ou co est une constante positive, et oti 
ti,. designe la metrique euclidienne canonique. De plus, c:-+ est non localement integrable pour la 
mesure de Lebesgue au voisinage de 0. Considerons maintenant une variete kahlerienne (M, U) et un 
point p de JV. Soit /I,, : U,, + B une carte holomorphe locale, centree en p, verifiant r:,,h;w, < w. 
oti c18 est une constante strictement positive. Notons pr, le prolongement par zero a iV de la fonction 
p 0 It,,,. On a (I’&‘Y,, = Ir~d’$“~ 2 /,;( -cow,,) 2 -~,,I:~;~w sur un ouvert relativement compact de 

I),, d’d”~,~ etant nul hors de l:,,. 
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1.2. SIh’AKA’ITON C.I\IFORME 

Dans la suite, on considCrera une variCtC k%hl&ienne (M,;!) et 11 : I,’ - A/ un espace CtalC 
localement pseudoconvexe au dessus de M . Soit (fi% h) un fibrC en droite, hermitien de courbure 
uniformkment positive, (i.e. il existe f > 0 tel que /:C(E) > ~2.) 

PROPOSITION I. - Sous les hypothtses cGlessu.s 

Si i) n est,fitlie, ic ptwjectim rrlalivernet7t cotnpacte dms A1 ou si ii) MT = AI et (A/. 5) rst cottzplt~r 

ir g&ttnPtrie hotde, ulors il r.vistr /I/,,~ E IN tel ~LW I$;‘,,( U. E”’ ) (sections holomorphes de carrC 

intkgrable) sc;l,aw 1e.v points. ol*ec rrt entier t7aturel supe’rieur ir ‘III,,~ et tl = II* l?. 

LXtt7ot7strutiot7. - CL) Soient .I’. !/ E r; . :I‘ # !I. Soient Pi. qn(,,, les potentiels locaux asso&% 
aux cartes r:n!,,) lin(!, ) de (b). Soit H1 une fonction C’” h support compact dans un voisinage 
‘-1 de .I’. de sorte que !/ $ ,,I. 1 > H, 2 0. H E 1 au voisinage de .I’. Si de plus II(J) # II( 
on suppose II(u) $ n(A). Si A est assez petit, on considhre une section holomorphe locale 
.s ,. E H”( A. E”‘) telle que .s.,.(:/.) # 0, oh /Y est un entier nature1 qui 4era fix6 ultCrieurement. 
ConsidCrons la section H,s,,. E (‘,F(fT. E” j; alors ,/;~ Itl”H1~~,.I$,EA,G +;,,j(,pj,-;, < +x. Prenons 

/I/() = -[ K+l)y ‘1 + 1, oil [ ] designe la partie entiere d’un nombre rCel : on a alors, pour 
il. > ‘rr/.(), ,IC!(E”!:. p”.,. + p!,) + iR.i(.(.i(ti) 2 0. Si I’on sait rtsoudre I’Cquation 8’1, = 8’H1s, dans 
I,‘(F~’ -9’~) suivant la mt%thode de [3], alors la section holomorphe S = (I - His,. sCpare .I’ et I!/. 
Remarquons que dans la construction prCcCdente, avec des modifications kvidentes. si on prend .r = ;l/, 
alors .G est une approximation de ,s.,. 2 l’ordre I. 

:I) II reste B voir que 6’ privP d’un ensemble analytique admet une mktrique cornpEte. Dans le cas 
(i). voir la proposition 7, et dans le cas (ii). la proposition 2 ci-deasous. 

PKOPOSITION 2. - Soit (Al. d) ut7e ,uriPtP kiihlPrier7nr uttt7pltte ti cwrrbure t/r h’iu,i bode. 

Suppo.sor7.s de p/u.\ yur ( !\,I. cd) wit ii gckm7drie bornPe. Suppo.sot7.s qu ‘ii r.vi.str ut7 ,fibr6 herlnirien 

(E,h) ut7~fiwrm%7c~t7t posidf I1 r~.\-isrr dors ut7 rt7der ~II~, trl qw pour tout crtlic~r t/f 2 I//,), pour- loute 

.swtion s E H$, (A/. I?‘“’ ). A1 \ (s = 0) cst LIP Stein et U FA, (AI. 6”’ ) sk’pctw Ies poir7t.s rt clor7t7e des 

c~oordor7tic~r.s 1outle.s cw soul poit7t 

nht7ot7stmtiot7. - C’est une application des techniques L,‘. analogue h ce qui est fait dans [IO]. 

2. ThCorkme d’immersion 

On suivra dans ce paragraphe la methode d’immersion de Bishop suivant I’expos6 donne dans [X] 
(p. I30 A 13 1). On considkre une variCtC k6hErienne (T:. w). un fibrC E au dessus de I:. un compact 
K de Ti, tel que E soit ample au voisinage de K, (i.e. il existe ILL E E tel que fi”(h-. E”‘) s&pare 
les points de K et engendre O,,///t% IKE. E1,. VIJ E K). Dans la suite on notera. pour I :’ un ouvert 

de IT. ‘Ft( L”. ‘~1. lP’-) l’espace des applications holomorphes du type 

zz H [s](.?) = (S(,(“) : : S\.(Z)) t PV oh s = (q. . .s,-) E (H”(f:‘. F:“‘)p 

(i.c. pour tout point 2 E U, une coordonnCe du multivecteur s est non nulle). Si HI;) (F’. E”‘) 

(sections de carrC integrable) est tr&s ample, on notera [,Y] t FfFI,,,( I:‘. rl/,. P.’ ) lorique [.s] = 
(s,, : . : s A-) et s, E L”(1”. E”‘. I,“‘) i = 0. . ;V. Si h’ est un compact de I”. on notera 
7-Lr~‘( K. 711. K“\‘). ?L:,;( K. /F/.H’-‘-) toute application holomorphe d’un voisinage de K, dans I”, A 
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valeurs dan\ lJ’ ‘-. donn& par un multivecteur s t (H”( (-‘. E”’ )).” ‘. s E (Hli,( I:‘. E”‘))“v+l 

respcctivement. 

LtlVM. 1. - Ii cvi.\rP l/11(’ i/t?tt?c/~.sior? (, 1 : /< - lr’ ’ pour 1117 elltiPr rwtr1,rl N. 

nc;rllol?.st,.~rrtir,l1. ~ Cela rkulte de l’hypothkse d’amplitudc et du lemme de Bore]-Lebesgue. 

LEklLIE 2. - Soictii -Y i/t7 o~/:l)ow f~mipIf~.~e (1~ tlittierision 111 et I- ut7 ~.s~xiw cot77plwe de ditntwLsion 

1) > /II. Soit v” : .\- - I- 17ti~ applic~citioti l7olori7orphc. Aiot:c v;( z’i) e.st de pren7iPt-e crrtf~goric dam Y. 
DPtl7otl.str.rrtio//. - C’est le lemme 1.2 de [ 21. Dans le as lisse, c’est un lemme de Whitney. 

I)c;tllotlst/.NtjOtl. - On construit la variCt6 des cordes h I’image de I< dans PY. Soit [s] E 
‘ti’ ‘(I<. 111. I’.’ ) (rap. ‘H:,‘,(l<. 111. PY )) detinie sur un voisinage li- de I< dans IT’ et soit 

IIT = [.s](Ii-1. ConsidCrona dam ((II- x IIT) \ 1) x IP’. la relation d’incidence l = {(p. 4. ,I,) E 
((II- x 11.) \ l) x 1”. : /J A (/ A I’ = 0) et I’ensemble analytique I de IIF x II. x lP’Y. On a 
cliula,f = 211 + I. D’aprPs le lemme prkckdent. si 11: > ?/I + 1. l-image de I dans IPAxV est de 
prenikre catkgorie dan5 1) ’ En particulier. si N > ‘21, + I. I’ensemble il des points p E IF”” 
n’appartenant ni :I une corde ni :I une lignc tangente de II7 est de seconde catkgorie dans P”‘. Si 
[J E .I. prenant un hyperplan H ne contenant pas [J. la projection T,, de sommet 1~ sur W envoie W 
sur une \ous-varitX localcment fermCe de /I. En particulier. xi II- @ II = (2.2 = 0). en prenant le 
sommet /J de T,, hors de crt hyperplan, alors ,J = (cY,~ : . : cl.,-). awx ry,\- # 0, et xl, est donnke 
par (:,) : _._: :,l-) + i:,, - *zY : .__ : :, ., - -2 ,-). On voit done. puisque I’on peut prendre 
(I 1 arbitrairement grand. clue I’application 

( .5 ) - if,, 0 [s] = 
( 

00 cr.\--1 
.s,, ~ -s\. : . : .s, ~ 1 - __ s .\ 

(I .\ (k.Y > 

est donnCe par LIIIC perturbation du multivecteur s’ = (.s,,. . s-- 1 ) arbitrairement proche de 
l’identiti. On ne consid&wa que ce type de projection. 

PROPOSITION 4. - Soirtlf I _ tttw \wtic;rc; et E - Ii 7u7 fihrP et7 droite~s au dess74.s dr li trls 47.1 ‘il existe 

iti E 1D: pour lecprl I{“( I -. E”’ ) (resp. ‘T;;, ( I’. E:“’ ), est tr@s ~7tnpk. Alot-.s : 

a) l’et7.set7zl~lr dc.s ttrlrlti-.sc,c.tiotl.s (s) E (N”( Cf. E”’ )).‘+’ (rc.s/,. E (Ii’! (r’. E”‘))\‘+‘) y 11) ui ne 

d+tzi.ssrtt~ pi.\ uttf itttttwtaiott [.Y] de I - dotts P ’ 13 t de ptwni~w ctrtPc~orie pour Ii7 ropologie de 

lcr coti~~er~g~wce 7ttl~fitrt77P (w.sp. p7ir la topologie L’} s; :li + 1 > %I + 1. 
b) I’rttsrtrhlr tic.\ /ttltlti-.\~(.ti~tt,\ ( .s) l (I?‘( l;. E”’ )) y+’ (r-e.sp~ (H’! (f-. E”‘))-‘-+I) I’) q ui ne 

d$itiissrt7t pas 7it7r tr~ylicrrtior7 t-ig:lrli>w [s] de I’ ~1~717s I’-v e.st de pretnitm crrtkgorir pour la topologie 

tlr la (‘(JtiI’Pt;~Eti(‘f ift7jJitrttio (resp. 1~07ir la topolo~gir I,“) si .V + I > 2/r. 

I~c~t~llrotl,str.otit)t~. - La dkmonstration est analogue h celle du th&xkme .5.:1.6 de [K]. en remarquant 
que. pour (b). Ia variktP des tangcntes A un ensemble analytique de dimension II est de dimension ‘271,. 

On obtient comme corollaire : 

TH~OR&IE I. - Sojf n : I - ,\I 7711 r.rptrcc Ptrrlk loc~~iletnetit p,sel4’locon~,exe au de.s.sus d’une \~arie’tP 

kiil7lPriet7r7e ( -11. d) dr rlitwt7.siot7 II. Sr~pposot7s dr pl7r.s qu ‘il existe 7~7 ,fiht-t; hert~7itien (E. /I,) d&i au __. 
wJkit7trgr IT- de n(f r I, Itttjfi,t.trtr;tttrttt po.sit$ S; TI esr,firlie et IIT CC ,;$I, ou hiert s; IfV = 121 eI (M, w) 

rst i/ ~fy~~Jt”eh-ir l?ot~I7Pe. t7lor.s il r.vi.stc w7e itt7tner.siot7 dcrt7s ~777 e.spaw projectfde dimension 2,/t. + 1. 

COKC)LL.AIU~ I (Kodaira). - Utw I~rrr-i&P (wtlpc~e poss~rkttlt utz ,jhl-P Iwmiticw il uturhur-e d@nie 

po.siCl~c csf projrctiw. 
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REMARQUE 1. - Si I1 : I: - IF cst &I6 au dew~s d’une \:ariM projective 1.. plutBt que d’immerger 
L’ dans un projectif. on I’immerge dana I’espace total du tibr& O(I~J,, ) _“‘+‘, de sorte que II coi’ncide 
avec la projection de ce fibi-2 sur I-. 

3. Fonctions mkromorphes sur des domaines CtalCs pseudoconvexes. 

On a vu, h la section pr&dente. que les fonctions m&omorphes. quotients de sections d’une 
puissance du fibrC positif E. donnent une immersion de 1: dans LIII espacc projectif. Ce paragraphe 
montre, en quelque sorte. la rCciproque (IW~Y la version anglaiw). 

De’tmtwtra~iorl. - C’est la proposition 1.4 dc 131 

nri7lo,z,strutioti. - Si ,Y est compactc et I: cst un revEtemcnt. alor II”;! est complkte. Sinon U 
admet des points frontikres. ConsidCrons comme Takeuchi (l,oit- 1161) la fonction distance au bord 
de li, notee (18. calculee par rapport j la mttrique A’ = II*L. D’apt%s un rCsultat de Takeuchi 
(wit- [ 161). il existe un F > 0 tel que la fonction + = ~ Iog( IIMS(;. (I,,) ) soit globalement quasi- 
plurisousharmonique, c’est-$-dire qu’il exijte une constante (’ tellc clue irl’tl”p > (IL au sens des 
courants. Appliquant le corollaire ‘3.G de [3] ;I la fonction +z ct 2 la fl,nction X = 1. on obtient une 
fonction J/I de classe CX sur I’. vCrifiant p < I,:: < p + I et itl’tl”7,~ 2 ((, ~ I ).,J. On choisit E assez 
petit pour que p > 2. Posons II = 1 + 1~. - 11. Alors la ( I. 1 )-forme dll = II&* + 2;#$‘( 4 - log+) 
dCfinit une mCtrique k3hErienne sur IT. Cette mktrique est complPtc : la fonction log (1: est exhaustive, 
II Ctant finie. et j diffkrentielle bornCe. 

THCOREME 2. - Soiet7l IT : (’ --i S WI espaw Ptalc; au de.s.s~t.s rl’uttr rwr-i&c; cwttplexe tnunie d’une 

mGtrique kiihlirietww ~2 et fi 1717 jihrP hert77itirt7 .strictct77fJ77~ po.sit$ c11t rlf~.vs1r.s de .f*. Soit E = II*& 

tnunie de If1 .strucIure licrr77iriet7tir rr’c~il~tnqirc. Soifvit % 1u7 crisct77hlc c1t7frl~tif~rte rlfrr7.s /T 69 I’,, C U un 

owaert mlativernent cwtprc~t dr U, localettwtlt dp Stritt cttt dr,s.str.~ clr .Y. Alot~s. pour X: asser grand, il 

existe sur UC, we sfhoti s t I{“( r:,,. F,’ ’ ) .s‘fit7t77tlf177t .sut‘ %. 

D~motzstt-frtion. - Notant <‘( 1;‘) la courburc du tibrt? E. commc I I((:,,) eat relativement compact 
dans S. il existe une constante (Y > 0 telle quc (‘(/;:) > 0 2 sur lI(F,,). On peut supposer 0 = 1. 
UC, itant relativement compact dans I;. un nombre fini de composantes irreductibles de Z rencontre 
C,‘o. On peut supposer Z irriductible sur 1” de codimension 1. Consid&ons la fonction b/~, dCfinie sur 
li, associCe 2 2 (\vit- la proposition 5). T ‘,, Ctant relativement compact dans (:. il existe un entier 710 

tel que 1-y > - tl(j ul. avec w‘ = II*;?. Soit 11,) E Ir,, \, Z ct F,~,, le potentiel associ~. II existe un entier 
77 tel que IL’(E) + ,I#rl”w,,,, + ;I<ic,c,i(i) - t/,, ti 2 0. Choisissons une section (IX. .s(, de E”‘“‘” a 
support compact dans un petit voisinage de II,, ne rencontrant pas Z, holomorphe au voisinage de 
p() et non nulle en ~/cl. lI(fr,,) Ctant relativement compact dans .I-. f ;, admet. d’aprks la proposition 
prMdente. une mCtrique k2hlCricnne compl2tc. Notons (5 = +,,,, + 111. D’aprL=s [ 31. on peut rCsoudre 
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le pr&l&me du cl” avec estimations L’ sur Ulr. par rapport ;I la mktriyue d : 

(V’s1 = (l”.~,) et 

(i) s1 est nulle en /j,, yuand (’ ;J,~J est non intkgrable au voisinage de I’,, et yuand s 1 y est holomorphe, 
(ii) ~1 doit s’annuler le long de Z quand elle est holomorphe au voisinage de Z dans r,:,, et de carrk 

inttgrable relativement :I ( -‘I . qui n’est pas localement inttgrable prks de Z. 
On obtient done une section holomorphe s = so - s1 non identiquement nulle. s’annulant le long 

de %. 
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