
Bull. Sci. math.,
1999, 123, p. 385-411.

UN THÉORÈME DU TYPE D’OKA–LEVI POUR LES
DOMAINES ÉTALÉS AU DESSUS DE VARIÉTÉS

PROJECTIVES

PAR

PASCAL DINGOYAN
Institut de Mathématiques, UMR 9994 du CNRS, Université P. et M. Currie,

4 place Jussieu, 75252 Paris Cedex 05

Manuscrit présenté par G. HENKIN, reçu en Décembre 1997

ABSTRACT. – In this article, we study spread domains Π :U → V over a projective
manifold V such that Π to be a Stein morphism, e.g., hull of meromorphy. We prove,
such a domain is an existence domain of some holomorphic section s ∈ H 0(U,El),
where E = Π∗(H), H an ample line bundle on V . This is done by proving some line
bundle convexity theorem for U . We deduce various results, e.g., a Lelong–Bremermann
theorem for almost plurisubharmonic functions and a general Levi type theorem: Let
U → V a locally pseudoconvex spread domain over a projective manifold, then U is an
almost domain of meromorphy, that is Ũ \ U = H some hypersurface in Ũ , the hull of
meromorphy of U . Hence, ifW is a general spread domain over V then its pseudoconvex
hull is obtained from its meromorphic hull minus some hypersurface.  Elsevier, Paris

1. Introduction

Soient V une variété compacte de dimension n ! 2 et O(1)V un fibré
en droites hermitien très ample au-dessus de V . Soit Π :U → V un
espace étalé au-dessus de V , p. ex. un domaine dans V . Le but de notre
travail est l’étude de certaines propriétés des fonctions méromorphes sur
U . Notre étude sera entreprise via l’algèbre graduée

⊕
n∈N H 0(U,El), où

l’on note E =Π∗(O(1)V ). Dans cet article nous supposerons que U est
localement pseudoconvexe (l.pc) au-dessus de V (voir la définition des
préliminaires), nous montrons :
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386 P. DINGOYAN

THÉORÈME. – Tout domaine localement pseudoconvexe U étalé au-
dessus d’une variété projective est domaine d’existence (holomorphe)
d’une section holomorphe du fibré Ek pour k assez grand.

On obtient ainsi une caractérisation des domaines l.pc en terme de
domaine d’holomorphie (voir la section 4). Cette caractérisation résulte
d’un théorème, plus précis, de convexité le long d’un point frontière
uniformisable :

THÉORÈME. – Si Π :U → V est un espace étalé l.pc au-dessus de V
et s’il s’injecte, U ↪→ U ′, en tant qu’espace étalé au-dessus de V , dans
un espace étalé l.pc au-dessus de V , il existe un l0 ∈ N tel que pour tout
ε ∈]0,1], pour tout l ! l0, pour toute suite {pi}i∈N de points de U , de
limite limi∈N pi = p ∈ ∂U ′U , la frontière topologique de U dans U ′, il
existe une section s ∈ H 0(U,Π∗O(l)) telle que

lim sup
∣∣s(pi)

∣∣ = +∞ et
∫

U

|s|2 min(δ, d∂)ε Π∗ωn < +∞

où δ > 0 est indépendant de p.

Ce théorème admet de nombreuses applications, par exemple :
– Si l’on note Û l’enveloppe de méromorphie de U (qui est l.pc au-

dessus de U ) alors :

THÉORÈME. – Û \ U = H est une hypersurface, éventuellement vide.

Notons l’exemple suivant : Soit µ : P̂2 → P2 un éclatement de P2 en
un point o, soit S = µ−1(o) le diviseur exceptionel, alors P̂2 \ S est lo-
calement pseudoconvexe au-dessus de P̂2. Aucun domaine U localement
pseudoconvexe de P̂2 ayant une frontière contenant S comme composante
connexe n’admet de fonction plurisousharmonique exhaustive. Notons de
plus que P̂2 \ S n’est pas domaine de méromorphie puisque le théorème
de Hartogs entraine que toute fonction méromorphe de P̂2 \ S ' P2 \ {o}
s’étend méromorphiquement à P̂2.
– On en déduit le théorème de Lelong–Bremermann pour les fonctions

quasi-plurisousharmoniques au sens suivant :

THÉORÈME. – Soient Π :U → V un espace étalé pseudoconvexe au-
dessus d’une variété projective, notons O(1)U =Π∗O(1)V . Soit ϕ :U →
R ∪ {−∞} semicontinue supérieurement vérifiant i∂∂̄ϕ ! −iC(OU(1)).
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UN THÉORÈME DU TYPE D’OKA–LEVI 387

Alors il existe une suite de sections sj ∈ H 0(U,OU(j)), j ∈ N, telle que

ϕ =
(
lim

1
j
log |sj |2

)∗

où ∗ désigne la régularisée supérieure.
Dans [9], nous appliquons les résultats précédents pour montrer un

phénomène d’extension de Hartogs dans les variétés projectives.

THÉORÈME. – Soit U un ouvert d’une variété projective (dimV ! 2),
de complémentaire V \Ū un domaine pseudoconcave au sens d’Andreotti
[1]. Alors U contient une hypersurface compacte maximale H . Soit
F → V un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de V . Supposons que
l’intérieur de Ū soit égal à U . Alors toute section méromorphe de F
définie au voisinage de ∂U se prolonge méromorphiquement à U \ H .
Toute section holomorphe de F définie au voisinage de ∂U se prolonge
méromorphiquement à U , de pôles éventuels contenus dans H .

Ce résultat généralise ainsi, dans le cas holomorphe, le phénomène
d’extension de Hartogs au cas projectif, on retrouve ainsi des théorèmes
d’extension de Barth, Chow et Rossi.
Nos résultats sont tributaires des méthodes L2, en particulier, ils sont

conséquences d’une étude de l’algèbre
⊕

n∈N H 0(U,En). On se pose
alors la question suivante : Lorsque U est l.pc au-dessus de V , existe-
t-il pour toute hypersurface H une section holomorphe d’une puissance
du fibré E s’annulant le long de H ? Cette question étant équivalente à :
est-ce que le corps des fonctions méromorphes sur U est le corps des
fractions de

⊕
n∈N H 0(U,En) ? La réponse pourrait bien être négative

en général (dans cette direction, on pourra consulter la construction du
dernier chapitre de [2] qui suggère un exemple). Nous donnons une
condition suffisante pour avoir une telle représentation sur les compacts :

THÉORÈME. – Soit W " U un ouvert relativement compact locale-
ment pseudoconvexe dans U alors toute fonction méromorphe sur U
s’écrit surW comme quotient de deux sections holomorphes surW d’une
puissance du fibré E.

Notons seulement que ce résultat s’applique aux variétés faiblement
pseudoconvexes, i.e., admettant une fonction plurisousharmonique ex-
haustive.
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Le problème précédent, global ou sur les compacts, pour les espaces
étalés localement pseudoconvexes au-dessus d’une variété projective
nous semble important :
D’une part, s’il admet une réponse positive, suivant les notations de la

partie précédente, on obtiendrait un phénomène d’extension de Hartogs
pour les fonctions méromorphes définies au voisinage connexe du bord
de X (de complémentaire pseudoconcave) : celles-ci se prolongeraient
méromorphiquement à X (l’hypersurface compacte maximale H de X
ne serait pas une singularité essentielle pour les fonctions méromorphes
de X \ H ).
D’autre part, il apparait comme un cas particulier du problème suivant :

Problème B. – SoitΠ :U → V un espace étalé localement pseudocon-
vexe au-dessus d’une variété projective, et F → U un fibré holomorphe.
Donner une condition sur F de sorte que : (∗) pour chaque compact K
de U , il existe un µ0 ∈ N telle que H 0(K,F ⊗ Eµ0) += {0}.
La solution du problème de Levi donnée par Oka [22] assure que

tout domaine de Riemann pseudoconvexe au-dessus de Cn (voir la
Définition 2) est de Stein. De même au-dessus d’une variété de Stein
(Docquiert et Grauert [10]), au-dessus d’un espace projectif [27,12] et de
variétés homogènes [16,28], ils sont de Stein (s’ils ne sont pas compacts).
En particulier pour de tels domaines, tout fibré vectoriel admet des
sections.
Notons l’exemple suivant : Considérons C2∗ = C2 \ {0} ↪→ P2 comme

domaine localement pseudoconvexe dans l’éclaté σ : P̂2 → P2 de P2 en
l’origine o de C2. Notons B(r) la boule euclidienne de centre 0 et B∗(r)
cette boule privée de l’origine. Comme

H 1(B∗(r),Z
) = H 2(B∗(r),Z

) = 0,

on a la suite exacte

0→ H 1(B∗(r),O
) → H 1(B∗(r),O∗) → 0.

Si z,w désigne les coordonnées canoniques de C2, notons U1 = {z += 0}
et U2 = {w += 0}, de sorte que

H 1(B∗(r),O
) ' H 1({U1,U2},O

) = H 0(B∗ \ {zw = 0},O)
.
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UN THÉORÈME DU TYPE D’OKA–LEVI 389

On voit que de nombreux fibrés ne vérifient pas (∗) :
Avec ces identifications, considérons la classe de cohomologie sur C2∗

donnée par la fonction 1
zw
. Celle-ci correspond au fibré de Serre :

C’est le fibré en droite F au-dessus de C2∗, qui est trivial au-dessus
de U1 et U2 et de fonction de transition exp( 1

zw
). Ce fibré ne se prolonge

pas à C2. Montrons qu’il ne vérifie pas la condition (∗). Considérons
la couronne C(r) = B2r \ B̄r . Si E désigne la réstriction, à C2∗, du
fibré hyperplan au-dessus de P̂2, on a H 0(C(r),F ⊗ Eµ) = 0 pour tout
µ ∈ N : si une section s de F ⊗ Eµ existe au-dessus de C(r), celle-ci
se prolonge holomorphiquement à B∗(2r). Considérons B∗(2r) comme
domaine dans P̂2 et divisons s par une section non identiquement nulle e
de Eµ au-dessus de P̂2. Le théorème de Levi entraine que le diviseur de
s
e
se prolonge à σ−1(Br), donc F serait isomorphe à un fibré associé à un

diviseur de B(r), ce qui est faux.
Une partie de cet article a été annoncée dans une note aux comptes

rendus de l’Académie des Sciences de Paris [8] et diffusée sous forme
d’un preprint [9] de l’Université Pierre et Marie Curie.
Je tiens à remercier vivement G. Henkin et H. Skoda, pour leurs

nombreux conseils et encouragements.

2. Préliminaires

Convention. – Toute nos variétés seront supposées dénombrable à
l’infini.

2.1. Espaces étalés localement pseudoconvexes

2.1.1. Espaces étalés
DÉFINITION 1. – Soit V une variété analytique. On appelle espace

étalé au-dessus de V un couple (Π,U) avec U un espace topologique
séparé et Π :U → V un homéomorphisme local. On munira U de sa
structure complexe naturelle induite par Π .

Il découle du théorème de Poincaré–Volterra qu’un espace étalé est
naturellement munie d’une structure de variété dénombrable à l’infini. Un
morphisme d’espaces étalés j : (Π,U) → (Π ′,U ′) est une application
j :U → U ′ vérifiant Π ′ ◦ j =Π. En particulier, un morphisme d’espaces
étalés est une application localement homéomorphe. Si U est connexe,
on dira que U est un domaine au-dessus de V. On a :
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390 P. DINGOYAN

LEMME 2.1.2. – Dans ce cas, deux morphismes j, j ′ :U → U ′

d’espaces étalés, coïncidant en un point de U , sont égaux.

On vérifie la propriété suivante : Si Πi :Ui → V, i = 1,2,3, sont étalés
et s’il existe un morphisme injectif d’espace étalé ji :U1 → Ui, i = 2,3,
alors l’espace

S = U2
∐

U3

U1

obtenu en recollant U2 et U3 le long de U1 est naturellement muni
d’une structure d’espace étalé au-dessus de V de sorte que les injections
canoniques Ui ↪→ S, i = 2,3, sont des morphismes d’espaces étalés.
Le théorème suivant est essentiel pour la notion d’enveloppe (voir [5]) :

THÉORÈME 2.1.3. – Soit J = (ji, i ∈ I ) une famille de morphismes
de (X,Π) dans (Πi,Xi). Il existe une variété, notée

⋂
Xi , étalée au-

dessus de V , un morphisme de X dans
⋂

Xi , notée ∩ji , des morphismes
ϕi :

⋂
Xi → Xi , tels que ϕi ◦∩ji = ji pour tout i, et pour tout espace étalé

X′, pour tout morphismes j ′ :X → X′, j ′
i :X′ → Xi tels que ji = j ′

i ◦ j ′,
il existe un morphisme ϕ′ :X′ → ⋂

Xi tel que ∩ji = ϕ′ ◦ j ′ et j ′
i = ϕi ◦ϕ.

On appellera ∩ji l’intersection des morphismes ji et
⋂

Xi s’appellera
l’intersection des Xi (unique à isomorphisme près).

Soient (Π,U) un domaine étalé (au-dessus de V variété), et

A = {fµ :U → Yµ, µ ∈ I }

une famille d’applications méromorphes (resp. holomorphes) fµ à va-
leurs dans des espaces analytiques Yµ. Un prolongement analytique si-
multané de A (au-dessus de V relativement à Π ) est un triplet (Ũ , j̃ , Ã)
avec Ũ = (Π̃, Ũ) un domaine au-dessus de V , j̃ un morphisme de U
dans Ũ , Ã = {f̃µ : Ũ → Yµ, µ ∈ I } une famille d’applications méro-
morphes (resp. holomorphes) telles que fµ = f̃µ ◦ j̃ . Un prolongement
simultané (Ũ, j̃ , Ã) de A sera dit maximal si, pour tout prolongement
simultané (U ′, j ′,A′) de A, il existe un morphisme j̃ ′ :U ′ → Ũ tel que
(Ũ, j̃ , Ã) prolonge A′ et j̃ = j̃ ′ ◦ j ′. Un prolongement maximal est, s’il
existe, unique à isomorphisme d’espaces étalés près.

THÉORÈME 2.1.4. – Sous les hypothèses précédentes, il existe un
prolongement analytique simultané maximal de A.
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UN THÉORÈME DU TYPE D’OKA–LEVI 391

La construction est classique, on pourra consulter [17,5].

Remarque 1. – L’unicité à isomorphisme près du prolongement maxi-
mal de A (au-dessus de V relativement àΠ ) nous autorise à l’appeler A-
enveloppe de U au-dessus de V , ou bien enveloppe de U par rapport àA.

SiA désigne l’ensemble des fonctions méromorphes sur U , on appellera
ce prolongement maximal l’enveloppe de méromorphie de U (au-dessus
de V ).

On a alors :

LEMME 2.1.5. – Soit i : (Π,W) → (Π1,W1) un morphisme d’es-
paces étalés au-dessus d’une variété complexe V , A une famille d’ap-
plications méromorphes (respectivement holomorphes), de sources W1, à
valeurs dans des espaces analytiques, notons A|W la famille image réci-
proque déduite deA par i, W̃ l’enveloppe deW par rapport àA|W et W̃1
celle de W1 par rapport à A. Alors W̃ = W̃1, à isomorphisme d’espaces
étalés près, et si A sépare les points de W1 alors W1 s’injecte dans son
enveloppe et la famille AW̃ , induite par les extensions de la famille A|W
sur W̃ , sépare les points de W̃ .

2.1.2. Espaces étalés localement pseudoconvexes
DÉFINITION 2. – Un espace étalé (Π,U), au-dessus d’une variété

V , sera dit localement pseudoconvexe au-dessus de V , s’il existe un
recouvrement W de V par des ouverts W de Stein, tels que chaque
composante connexe de Π−1(W) soit de Stein. Si U est connexe et
localement pseudoconvexe au-dessus de V , on dira que U est un domaine
localement pseudoconvexe au-dessus de V .

Remarque 2. – Diverses notions de pseudoconvexité au-dessus de
variétés ont été définies, voir par exemple [10,22]. Dans l’article de
Docquiert et Grauert [10], il est montré que ces notions coincident au-
dessus d’une variété de Stein.

Remarque 3. – La notion de pseudoconvexité locale, telle qu’elle est
définie ci-dessus, pour un espace étalé Π :U → V au-dessus d’une
variété est une notion relative.

On utilisera les faits fondamentaux suivants :
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THÉORÈME 2.1.6 (Docquier et Grauert [10]). – Si U est un espace
étalé localement pseudoconvexe au-dessus d’une variété de Stein, alors
U est une variété de Stein.

PROPOSITION 2.1.7 (Corollaire du théorème de Hartogs [15]). –
Soit Y une hypersurface d’un espace étalé U = (Π,U) localement
pseudoconvexe au-dessus d’une variété V , alors ΠU\Y :U \ Y → V est
localement pseudoconvexe au-dessus de V.

LEMME 2.1.8 (Hirschowitz [16]). – Soient ψ :Ω → V une applica-
tion holomorphe et (Π,U) un domaine étalé localement pseudoconvexe
au-dessus de V , alorsΩ ′ =Ω×V U , le produit fibré deΩ etU au-dessus
de V , est étalé localement pseudoconvexe au-dessus de Ω . En particu-
lier, si Ω est étalé localement pseudoconvexe au-dessus d’une variété B
alors Ω ′ est localement pseudoconvexe au-dessus de B.

LEMME 2.1.9. – Soit j : (Π1,W1) → (Π2,W2) un morphisme injectif
d’espaces étalés au-dessus d’une variété V. Supposons ces espaces
localement pseudoconvexes au-dessus de V, alors j (W1) est localement
pseudoconvexe au-dessus de V.

THÉORÈME 2.1.10 (Corollaire du théorème de Levi [20]). – Soit
(Π,U) un domaine étalé au-dessus d’une variété lisse V , alors son en-
veloppe de méromorphie au-dessus de V est étalée localement pseudo-
convexe au-dessus de V.

2.1.3. La distance frontière
Rappelons enfin une propriété fondamentale des espaces étalés loca-

lement pseudoconvexes, au-dessus d’une variété kählérienne, concernant
le défaut de plurisousharmonicité de la fonction distance au bord.
Soit Π :U → V un domaine étalé localement pseudoconvexe au-

dessus d’une variété kählérienne V = (V ,ω). Notons encore ω l’image
réciproque par Π de la forme kählérienne.

DÉFINITION 3. – Soit P un point de U . Définissons la distance de
P au bord de U , notée d∂U(P ), comme étant l’infimum des longueurs
(éventuellement infinies) des géodésiques issues de P et sortant de tout
compact de U en un temps fini. C’est-à-dire une géodésique γ : [0, a[→
U telle que γ (0) = P et pour tout compact K de U , il existe un temps
tK ∈ [0, a[ tel que γ ([tK, a[ ) ∩ K = ∅. d∂U(P ) est soit identiquement
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UN THÉORÈME DU TYPE D’OKA–LEVI 393

infini pour tout P , en ce cas on dit que U est sans point frontière (au-
dessus de V relativement à Π), soit définit une fonction finie positive
continue sur U . En ce cas, on dit que U possède des points frontières
(au-dessus de V relativement à Π).

Dans toute la suite, on ne considèrera que des domaines (c’est à dire des
variétés connexes) étalés au dessus de variétés.

THÉORÈME 2.1.11 ([22,27,26,11]). – Soit Π :U → V un espace lo-
calement pseudoconvexe au-dessus d’une variété kählérienne V . Suppo-
sons que U admette des points frontières. Si la projection de U sur V

est relativement compacte dans V , alors il existe un ε > 0, une constante
réelle C tels que i∂∂̄ − logd∂U ! Cω sur l’ouvert {P ∈ U, d∂U < ε}. De
plus les constantes ε et C ne dépendent que de la projection de U sur V .

Remarque 4. – Dans [11] un minorant explicite de la constante C est
obtenu en terme d’un tenseur géométrique lié au fibré tangent. Cette
estimation permet donc d’étendre le théorème précédent au cas où U

n’est plus de projection relativement compacte dans V en supposant
cependant connue une borne du tenseur sur V .

3. Convexité par rapport aux sections d’un fibré en droites

Les espaces étalés localement pseudoconvexes au-dessus de Cn sont
holomorphiquement convexes. Dans le cas des domaines localement
pseudoconvexes univalents d’une variété algébrique, Pinney [23] et
Asserda [3] montrent qu’il y a convexité par rapport aux sections d’une
puissance d’un fibré positif. Le cas des espaces étalés multivalents
semble plus délicat. Si l’étalement est un revêtement, Napier [21] montre
qu’il y a convexité. Dans cet article nous n’aurons besoin que d’un
théorème de convexité près d’une frontière topologique d’un domaine
étalé localement pseudoconvexe.

THÉORÈME 3.1. – Soient Π :M0 → M un espace étalé localement
pseudoconvexe au-dessus d’une variété M compacte projective, M1 ⊂
M0 un ouvert localement pseudoconvexe dansM0 (donc au-dessus deM)

et E = Π∗O(1)M . Il existe m0 ∈ N tel que ∀m ! m0, ∀ε ∈]0,1],∀p ∈
FrM0(M1) et pour toute suite de points de M1 tendant vers P , ∃s ∈
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H 0(M1,E
m) non bornée sur la suite et vérifiant

∫

M1

|s|2 min(d∂M1 , δ)
εωn < +∞

où δ > 0 est indépendant de P et ω désigne l’image réciproque par Π
d’une métrique kählérienne sur M .

Preuve. – Les restrictions deM0 etM1 au-dessus d’une partie affine de
M étant des variétés de Stein, on peut appliquer les techniques L2.
On utilise d’abord le Théorème de résolution L2 du ∂̄ (voir [6]) afin de

construire une section vérifiant les conditions du Théorème de relèvement
L2 de [25].
Soient P0 ∈ FrM0(M1), P0 =Π(P0) et WP0 un voisinage de P0 dans

M0 tel que Π soit biholomorphe d’un voisinage de WP0 sur son image.
Considérons n = dimC M sections holomorphes t1, . . . , tn de O(1)M de
sorte que

⋂i=n
i=0(ti = 0) consiste en d points (comptés avec multiplicité)

et les sections donnent un système de coordonnées locales sur un
voisinage de Π(WP0), centrées en P0 (quitte à restreindre WP0). Notant
encore ti, i = 1, . . . , n, les sections images réciproques par Π , quitte à
restreindre WP0 , il existe une constante C > 0 telle que

∀p ∈ WP0 ∩ M1,‖t‖2(p) = (|t1|2 + · · · + |tn|2
)
(p) ! Cd2∂M0

(p).

Notons que i∂∂̄ log‖t‖2 ! −iC(E), donc log ‖t‖2 définit une fonction
QPSH sur M0 de lieu singulier, discret dans M0, contenant P0. En
particulier, quitte à restreindre WP0 , on peut supposer

Π−1
(⋂

(ti = 0)
)
∩ WP0 = {P0}.

Soit s une section holomorphe locale de El+1 sur WP0 non nulle sur
WP0 (restreindre WP0 si nécessaire) et θ une fonction plateau à support
compact dansWP0 , identique à 1 au voisinage UP0 " WP0 de P0 dansM0.

a. Comme M est compacte et O(1) strictement positif, il existe une
constante β ! 0 telle que iRicci(ωM) ! −iβC(O(1)). Posons k =
ε+ n − 1 avec 1! ε > 0 et soit l0 = Ent(1+ n + β) + 1 (où Ent désigne
la fonction partie entière), on a
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UN THÉORÈME DU TYPE D’OKA–LEVI 395

il0C(E) + i∂∂ log‖t‖2(k+1) + iRicci(ωM)

! i
(
Ent(ε+ n + β) + 1− (k + 1) − β)C(E) > 0.

Appliquant le Théorème de résolution L2 du ∂̄ (voir [6]), ∀l ∈ N tel que
l + 1! l0 comme

I0 =
∫

M0

|∂θs|2C(E,(k+1) log‖t‖2)e
−(k+1) log‖t‖2 dVω < +∞,

∃ϕ ∈ L2loc
(
M0,E

l+1) telle que

∂̄ϕ = ∂̄θs et
∫

M0

|ϕ|2e−(k+1) log‖t‖2 dVω # I0.

En particulier, comme t1, . . . , tn donnent un système de coordonnées
locales centrées en P0 et k + 1= ε + n ! n, la fonction 1

‖t‖2(k+1) est non
localement intégrable en P0, la section ϕ étant holomorphe au voisinage
UP0 de P0 doit s’annuler en P0.
b. Considérons la fonction − logd∂M1 . D’après Takeuchi [27], comme

Π(M1) est compact dans M , ∃α ! 0 tel que

i∂∂̄ − logmin(δ, d∂M1 ) ! −iαC(E),

avec δ constante assez petite ne dépendant que de la projection deM1 sur
M . On peut choisir WP0 de sorte que d∂M1 < δ sur WP0 .
Considérons le morphisme g de fibrés au-dessus deM1 :

El ⊗ Cn → El+1, (h1, . . . , hn) 3→
i=n∑

i=1
hiti .

Ce morphisme est génériquement surjectif (il est surjectif hors de
⋂

(ti =
0)). Notons g̃ le morphisme induit par g sur les sections globales au-
dessus deM1. Soit

l1 = Ent
(
max(4α + 1+ n − 1+ β,1+ n)

) + 1! l0,

prenons l ! l1, de sorte que
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ilC(E) + i∂∂̄ − 4ε logmin(δ, d∂M1 )
− (ε+ n − 1)iC(E) + i Ricci(ω) > 0.

CommeM1 privée d’une hypersurface est de Stein, une condition pour
que la section holomorphe θs −ϕ appartienne à l’image de g̃ est, d’après
le Théorème de relèvement L2 de [25] :

I =
∫

M1

|θs − ϕ|2
‖t‖2(k+1) e

−(−4ε logmin(δ,d∂M1 ))
dVω < +∞.(#)

Or

I #
∫

WP0∩M1

2
|θs|2

‖t‖2(k+1) d4ε∂M1
dVω +

∫

M0

2
|ϕ|2

‖t‖2(k+1) δ
4ε dVω,

et, sur WP0 ∩ M1, on a (d2∂M1
)2ε # C2ε(‖t‖2)2ε, d’où

∫

WP0∩M1

|θs|2
‖t‖2(k+1) d

4ε
∂M1

dVω # C2ε
∫ |θs|2

(‖t‖2)n−ε dVω < +∞

car, les ti, i = 1, . . . , n, donnant un système de coordonnées locales,
1

(‖t‖2)r est localement intégrable en P0 si r < n. Donc ∃h1, . . . , hn ∈
H 0(M1,E

l) vérifiant

θs − ϕ =
i=n∑

i=1
hiti et

∫

M1

‖h‖2
‖t‖2k e

−(−4ε logmin(δ,d∂M1 ))
dVω # I.

Considérons une suite (zi)i∈N de points deM1 convergeant vers P0. Si

lim
i∈N

‖h‖(zi) < +∞

alors

0< lim
i→+∞

∣∣(θs − ϕ)(zi)
∣∣ # lim

i→+∞
‖h‖(zi) lim

i→+∞
‖t‖(zi) = 0.

Donc l’une au moins des sections hi est non bornée sur la suite.

TOME 123 – 1999 – N◦ 5



UN THÉORÈME DU TYPE D’OKA–LEVI 397

Comme A =maxM1 ‖t‖ < +∞, on a

∫

M1

‖h‖2
‖t‖2k e

−(−4ε logmin(δ,d∂M1 ))
dVω ! 1

A

∫

M1

‖h‖2e−(−4ε logmin(δ,d∂M1 ))
dVω.

Remarque 5. – (i) On peut donc dire que tout domaine localement
pseudoconvexe U → V étalé au-dessus d’une variété projective est
domaine d’holomorphie pour l’algèbre

A(U) =
∞⊕

n=0
H 0(U,En

)

des sections holomorphes, au-dessus de U , des puissances de E, où E

est l’image réciproque d’un fibré en droites ample sur V (car le domaine
d’existence holomorphe de sections holomorphes d’un fibré en droites est
localement pseudoconvexe).
(ii) L’hypothèse M0 localement pseudoconvexe au-dessus de M est

seulement utilisée pour créer une section holomorphe d’une puissance de
E vérifiant (#). Si, par exempleM1 est de volume fini, l’image réciproque
d’une section holomorphe de O(l) au-dessus deM non nulle en P0 nulle
en

⋂
i=1,...,n(ti = 0) \ {P0} (comptés avec multiplicité) vérifie (#).

(iii) Soient M une variété complexe et M1 " M un ouvert localement
pseudoconvexe dans M . Supposons que M admette une métrique kähle-
rienne ω et qu’il existe un fibré E hermitien tel que iC(E)+ iRicci(ω) >

0. Supposons de plus E ample au voisinage de M1 (condition vérifier si
M admet une métrique kählérienne complète), il existe alors un entier
m0 tel que pour tout m ! m0 et tout point P du bord de M1 dans M , on
puisse trouver n sections t1, . . . , tn de Em holomorphes au voisinage de
M1 donnant un système de coordonnées locales centrées en P au voisi-
nage de P dansM . Bien que l’ensemble des zéros communs aux ti ne soit
pas en général discret, en procédant d’une manière analogue à la partie a,
on obtient un phénomène de convexité au bord.
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4. Un théorème du type d’Oka–Lévi

La solution du problème de Lévi, donnée par Oka, montre que tout
domaine localement pseudoconvexe étalé au-dessus de Cn est domaine
d’holomorphie (la réciproque étant fausse dans le cas ramifié comme le
montre un exemple dû à Grauert et Remmert). Lorsque l’on s’intéresse à
des domaines localement pseudoconvexes étalés au-dessus d’une variété
algébrique projective, de nombreux exemples montrent que les fonctions
holomorphes peuvent se réduire aux constantes. On peut poser le
problème de Lévi en termes de fonctions méromorphes : Un domaine
localement pseudoconvexe au-dessus d’une variété projective est-t-il
domaine de méromorphie ? (la réciproque étant vraie, voir par exemple
[16]). Il est facile de voir que ce n’est pas exactement le cas (voir exemple
ci-dessous). Nous montrons cependant :

THÉORÈME 4.1. – Soit Π :M1 → M un espace étalé localement
pseudoconvexe au-dessus d’une variété projective algébrique M . Soit
M̂1 l’enveloppe de méromorphie de M1 au-dessus de M . Alors M̂1 \ M1
est une hypersurface de M̂1. De plus pour m0 assez grand, il existe une
section méromorphe de Em0 au-dessus de M̂1, holomorphe au-dessus de
M1, ayant pour pôle cette hypersurface à l’ordre un.

Example 1. – Soient V une variété projective de dimension n ! 2
et Y ⊂ V un ensemble analytique de codimension complexe, dans V ,
supérieure à deux. Soit µ : Ṽ → V une modification propre de V ,
de centre Y , telle que l’ensemble exceptionnel Ỹ = µ−1(Y ) soit une
hypersurface lisse dans Ṽ variété projective lisse. Soit U un domaine
localement pseudoconvexe dans V rencontrant Y tel que, par exemple, le
bord de U soit lisse près de Y . Notant Ũ l’image réciproque de U par
µ, Ũ \ Ỹ est localement pseudoconvexe dans Ṽ . Cependant, Ũ \ Ỹ '
U \ Y , Y étant de codimension complexe deux dans V , le théorème de
Hartogs implique M(Ũ \ Ỹ ) = M(U \ Y ) = M(U) = M(Ũ) car µ est
une modification propre. En particulier, bien que Ũ \ Ỹ soit localement
pseudoconvexe dans Ṽ , ce n’est pas un domaine de méromorphie. Cet
exemple montre que certains domaines pseudoconcaves, obtenus en
enlevant un sous-ensemble analytique Y de codimension deux dans une
variété V , sont naturellement munis d’une structure d’espaces étalés
localement pseudoconvexes au-dessus de l’éclaté de V le long de Y .
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Preuve du théorème précédent. – On utilise un argument de Baire de
manière similaire à Lelong [19] : Notons F la frontière topologique de
M1 dans son enveloppe M̃1 si celle-ci n’est pas isomorphe àM1. D’après
le Théorème 3.1 de convexité, on sait qu’il existe un entier m0 ∈ N tel
que ∀P ∈ F,∃s ∈ H 0(M1,E

m0) non bornée sur une suite de points de
M1 tendant vers P dans son enveloppe. En particulier, pour tout ouvert
U de M̂1 contenant P l’application de restriction

RM1 :H
0(U ∪ M1,E

m0
) → H 0(M1,E

m0
)

est non surjective. On utilise alors le théorème (voir [14] page 40) :

Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques, E complet et
métrisable. Soit u une application linéaire continue de E dans F . Si
u(E) += F alors u(E) est maigre.

Donc pour tout ouvert U de M̂1 contenant un point frontière P ,

RM1 :H
0(U ∪ M1,E

m0
) → H 0(M1,E

m0
)

est d’image maigre.
Prenons une suite de points F1 dénombrable dense de la frontière F

et une famille dénombrable A d’ouverts de M̂1 de sorte que pour tout
P ∈ F1, A soit une base de voisinage en P. Alors RM1(H

0(A ∪ M1,

Em0)) est maigre dans H 0(M1,E
m0), pour tout A ∈ A. La réunion

(dénombrable) de ces ensembles étant maigre dans H 0(M1,E
m0), il

existe s ∈ H 0(M1,E
m0) nulle part prolongeable holomorphiquement

au voisinage de tout point de F . Or, s se prolonge en une section
méromorphe s̃ à M̂1, nécessairement P(s̃) ⊃ F1 or P(s̃) est fermé, donc
P(s̃) ⊃ F̄1 = F. Donc le bord topologique deM1 dans M̂1 est inclus dans
une hypersurface, celle-ci ne disconnectant pas M̂1, on aM1∪P(s̃) = M̂1
car s est holomorphe sur M1.

Notons, pour tout ouvert U ⊂ M̂1, H 0
(2)(U,Em0, (min(δ, d∂

M̂1
))ε) l’es-

pace des sections holomorphes de carrés intégrables sur U pour la mesure

(
min(δ, d∂

M̂1
)
)ε 1

n!ω
n
|U
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et H 0
(2)(M1,E

m0, (min(δ, d∂M1 ))
ε), 0 < ε < 1, l’espace des sections

holomorphes sur M1 de carrés intégrables pour la mesure

(
min(δ, d∂M1 )

)ε 1
n!ω

n

(où l’on a choisi δ assez petit de sorte que le défaut de plurisousharmoni-
cité des distances au bord soit minoré par −im1C(E) à une distance in-
férieur à δ des bords etm0 ! m1 assez grand de sorte que l’on soit dans la
situation du théorème précédent pourM1). Alors, pour tout ouvert A ∈A
le morphisme de restriction

RM1 :H
0
(2)
(
A ∪ M1,E

m0,
(
min

(
δ, d∂

M̂1

))ε)

→ H 0
(2)
(
M1,E

m0,
(
min

(
δ, d∂M1

))ε)

est continu et non surjectif, donc d’image maigre. La réunion dénom-
brable d’ensembles maigres étant maigre, il existe une section

s ∈ H 0
(2)
(
M1,E

m0,
(
min(δ, d∂M1 )

)ε)

nulle part prolongeable holomorphiquement à travers l’hypersurface,
mais prolongeable méromorphiquement en s̃. La condition d’intégrabilité
nécessite que les pôles de s̃ le long de F sont d’ordre un.

COROLLAIRE 4.2. – Toute hypersurface H d’un domaine pseudocon-
vexe étalé au-dessus d’une variété projective V est le lieu polaire d’une
section méromorphe d’une puissance de l’image réciproque du fibré hy-
perplan.

Remarque 6. – D’après [8], les sections holomorphes de carré inté-
grable séparent les points. On voit, par un argument similaire au pré-
cédent, que tout domaine localement pseudoconvexe est domaine d’exis-
tence holomorphe d’une section de l’algèbre graduée

Adε∂U
(U) = A(U) ∩ L2

(
U,dε∂U

)

des sections holomorphes de carré intégrables pour la mesure dε∂UdVω,
avec ε > 0. On a besoin de toute la précision des estimations L2

pour avoir l’information géométrique précise que le pôle de la section
construite précédement est à l’ordre 1.
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Comme on l’a vu, siΠ :U → V est un espace localement pseudoconvexe
au-dessus d’une variété projective, son enveloppe de méromorphie diffère
de U d’au plus une hypersurface. C’est en fait un phénomène général :
Soit Π :W → V un espace étalé. Notons

A(W) =
∞⊕

n=0
H 0(W,En)

l’algèbre graduée des sections holomorphes, au-dessus de W , des puis-
sances de E. Introduisons, comme Hirschowitz (voir [16] Lemme 1.8)
l’enveloppe pseudoconvexe W̃ de W : C’est l’intersection des buts de
tous les morphismes d’espaces étalés j :W → W ′ où W ′ = (Π ′,W ′) est
un domaine étalé localement pseudoconvexe au-dessus de V (voir Théo-
rème 2.1.3). Alors W̃ = (Π̃, W̃ ) est localement pseudoconvexe au-dessus
de V (en effet, au-dessus de chaque ouvert U de Stein de V , les restric-
tions des espaces étalés W ′ sont de Stein, donc chacune des applications
(Π̃)−1(U) → W ′ se prolonge à l’enveloppe d’holomorphie de (Π̃)−1(U)
au-dessus de U . Recollant W̃ et cette enveloppe le long de (Π̃)−1(U) , de
la propriété universelle de W̃ , on déduit que (Π̃)−1(U) est biholomorphe
à son enveloppe d’holomorphie). Le Théorème de convexité 3.1 montre
que W̃ diffère de son enveloppe de méromorphie ˜̃W d’au-plus une hy-
persurface (éventuellement vide), et que W̃ est domaine d’existence de
A(W̃). Considérons j1 :W → W1 l’enveloppe de méromorphie de W et
j2 :W → W2 le domaine d’existence de A(W). Une section de El, l ∈ N,
étant localement une fonction holomorphe, W2 est étalé localement pseu-
doconvexe au-dessus de V. Notons donc, u :W → W̃ , ϕ1 : W̃ → W1 et
ϕ2 : W̃ → W2 les morphismes déduits du Théorème 2.1.3. On obtient un
théorème du type Oka–Lévi :

THÉORÈME 4.3. – W̃ = W2 et ˜̃W = W1 à isomorphisme d’espaces
étalés près.

Preuve. – Montrons d’abord que W2 et W̃ sont isomorphes. En effet,
W̃ étant localement pseudoconvexe au-dessus de V, il est domaine
d’existence deA(W̃) donc de u∗A(W̃) d’après le Lemme d’identité 2.1.5,
or W2 prolonge u∗A(W̃), on déduit qu’il existe α :W2 → W̃ vérifiant
α ◦ j2 = u. Mais j2 = ϕ2 ◦ u d’où α ◦ ϕ2 ◦ u = u, en particulier α ◦ ϕ2
est l’identité sur u(W), ce qui entraine, par le Lemme 2.1.2, que c’est
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l’identité de W̃ . De même, j2 = ϕ2 ◦ α ◦ j2, d’où ϕ2 ◦ α est l’identité de
j2(W), donc ϕ2 ◦ α est l’identité de W2.

Notant i : W̃ → ˜̃W l’injection de W̃ dans son enveloppe de méro-
morphie, comme W1 prolonge (i ◦ u)∗M( ˜̃W), il existe un morphisme
β :W1 → ˜̃W vérifiant β ◦j1 = (i ◦u) d’où i ◦u = β ◦ϕ1 ◦u, en particulier
i−1◦β ◦ϕ1 induit l’identité sur u(W), d’où i−1◦β ◦ϕ1 est l’identité de W̃ .
Donc, ϕ1 : W̃ → W1 est une injection. En particulier, M(W̃ ) = M(W1)
et commeW1 est domaine de méromorphie, W1 est l’enveloppe de méro-
morphie de W̃ .
Remarque 7. – Ainsi, si W ↪→ V est un domaine dans une variété, et

si l’on connait W̃ , un domaine univalent de V contenant W tel que toute
section holomorphe de A(W) se prolonge en une section holomorphe de
A(W̃), alors toute fonction méromorphe surW se prolonge méromorphi-
quement à W̃ . Dans [9], cette remarque, généralisée, sera utilisée pour
montrer l’existence d’un phénomène d’extension de Hartogs pour cer-
tains ouverts de variété projective :

THÉORÈME 4.4. – Soit U un ouvert d’une variété projective (dimV !
2), de complémentaire V \ Ū un domaine pseudoconcave au sens d’An-
dreotti [1]. Alors U contient une hypersurface compacte maximale H .
Soit F → V un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de V . Supposons
que l’intérieur de Ū soit égal à U . Alors toute section méromorphe de
F définie au voisinage de ∂U se prolonge méromorphiquement à U \ H .
Toute section holomorphe de F définie au voisinage de ∂U se prolonge
méromorphiquement à U , de pôles éventuels contenus dans H .

5. Le théorème de Lelong–Bremermann pour les fonctions QPSH

D’après Lelong [18] et Bremermann [4], toute fonction plurisoushar-
monique dans un domaine d’holomorphie de Cn est une fonctions de
Hartogs. Pour des domaines pseudoconvexes au-dessus d’une variété pro-
jective, on montre :
THÉORÈME 5.1. – Soient Π :U → V un espace étalé pseudoconvexe

au-dessus d’une variété algébrique projective et O(1)U =Π∗O(1). Soit
ϕ : U → R ∪ {−∞} semicontinue supérieurement vérifiant

i∂∂̄ϕ ! −iC
(
OU (1)

)
.
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Alors il existe une suite de sections sj ∈ H 0(U,OU(j)), j ∈ N, telle que
ϕ = (lim 1

j
log |sj |2)∗ où ∗ désigne la régularisée supérieure.

Remarque 8. – Dans [7], Demailly obtient des méthodes d’approxim-
ations des fonctions QPSH de la manière suivante :
Sous les hypothèses précédentes, soit ϕ : M → R ∪ {−∞} QPSH telle

que i2∂∂̄ϕ+ iC(E) ! 0. Pour tout m ∈ N \ {0}, on considère les espaces

H 0
(2)
(
U,KU ⊗ Em, exp(−mϕ)

)

=
{

s ∈ H 0(U,KU ⊗ Em
)
:
∫

U

|s|2 exp(−2mϕ)dVω < +∞
}

.

On montre alors l’approximation de ϕ par les fonctions sup 1
2m log |sα|2

où (sα) est une base orthonormée de H 0
(2)(U,KU ⊗ Em, exp(−mϕ)).

Preuve du théorème précédent. – On suit la méthode de Bremermann
[4]. Notons C le fibré trivial au-dessus de V munie de la métrique
hermitienne triviale de courbure nulle. Soit P :P(O(−1) ⊕ C) → V le
fibré en espaces projectifs au-dessus de V dont la fibre P(O(−1) ⊕ C)x ,
pour x ∈ V , est l’espace projectif des lignes de (O(−1)⊕C)x ' C2. Soit

j :O(−1) → P(O(−1) ⊕ C)

ζ 3→ (ζ : 1)
Considérons sur O(−1) ⊕ C les “formes linéaires” αi : (α1, α2) →
αi , pour i = 1,2. α2 définit une section, encore notée α2, du fibré
O(1)P(O(−1)⊕C), dual du fibré tautologique de P(O(−1) ⊕ C).
On a (α1 = 0) ' V et P(O(−1) ⊕ C) \ (α2 = 0) = j (O(−1)). On

réalise ainsi P(O(−1)⊕ C) comme compactification du fibréO(−1) par
adjonction d’un point à l’infini dans chaque fibre. Dans la suite, O(−1)
et son image par j seront identifiés. Notons que O(−1)P(O(−1)⊕C) admet
une section méromorphe canonique donnée par 1

α2
, holomorphe au-

dessus de O(−1). Le fibré O(1)P(O(−1)⊕C) est semi-positif, strictement
positif dans les directions verticales de P (voir [13]), en particulier le fibré
E = P∗(O(1)) ⊗O(1)P(O(−1)⊕C) est strictement positif ( P(O(−1) ⊕ C)

est donc une variété compacte projective). On a l’équation

KP(O(−1)⊕C) = O(−2)P(O(−1)⊕C) ⊗ P∗(det(O(1) ⊕ C) ⊗ KV

)
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donc il existe r ∈ N de sorte que Er ⊗ KP(O(−1)⊕C) soit positif. Dans la
suite on supposera que la métrique kählérienne de V est celle induite par
celle de P(O(−1)⊕C). La construction précédente étant fonctorielle, on
obtient un étalement

Π̃ :P
(
O(−1)U ⊕ CU

) → P
(
O(−1)V ⊕ CV

)
.

On ne précisera, dans la suite, l’indice U ou V relatif aux différents
espaces et fibrés au-dessus de U ou V que lorsqu’un risque de confusion
est possible. On notera, par exemple, α2 la section canonique de
O(1)P(O(−1)⊕C) que l’on soit au-dessus de V ou de U.
Considérons, dans O(−1), la fonction ζ 3→ ln |ζ |2, elle vérifie l’équa-

tion i∂∂ ln |ζ |2 = iµ∗C(O(1)) + [U ], où l’on a identifié U à la section
nulle de O(−1) et µ :O(−1) → U désigne la projection du fibré. En
particulier la fonction ψ définie, sur O(−1), par ζ 3→ ψ(ζ ) = ln |ζ |2 +
ϕ ◦ µ(ζ ) est plurisousharmonique dans l’ouvert O(−1)U . Celui-ci étant
pseudoconvexe dans P(O(−1)U ⊕ CU), l’ouvert {ψ < 0} de O(−1) est
pseudoconvexe dans P(O(−1)U ⊕ CU).
Utilisant le Lemme 2.1.8 de Hirschowitz,

Π̃ :P
(
O(−1)U ⊕ CU

) → P
(
O(−1)V ⊕ CV

)

est un espace étalé localement pseudoconvexe au-dessus de P(O(−1)V ⊕
CV ), donc {ψ < 0} → P(O(−1)V ⊕ CV ) est étalé localement pseudo-
convexe au-dessus de P(O(−1)V ⊕ CV ). En particulier, on peut appli-
quer le théorème précédent, il existe un m0 ∈ N tel que pour tout point
P0 de la frontière topologique de {ψ < 0} dans P(O(−1)U ⊕ CU), pour
toute suite de points de {ψ < 0} tendant vers P0, on dispose d’une sec-
tion s ∈ H 0({ψ < 0},Em0) de norme non bornée le long de la suite.
Si P0 ∈ O(−1) alors s

α
m0
2
définit une section holomorphe de P∗O(m0)

au-dessus de {ψ < 0} qui est non bornée le long de la suite. Comme
P0 /∈ U , ζ 3→ 〈 s

α
m0
2

, ζm0〉 (où 〈, 〉 désigne le crochet de dualité naturelle
entre P∗O(m0) et O(−m0)) définit une fonction holomorphe sur {ψ < 0}
de module non bornée le long de la suite. Si P0 ∈ (α2 = 0), une section de
O(l), l ∈ N, au-dessus de U et non nulle en P(P0), donne, par accouple-
ment de dualité, une fonction holomorphe sur {ψ < 0}, infinie en P0. On
dispose donc pour tout point de la frontière topologique de {ψ < 0} dans
P(O(−1)U ⊕ CU) d’une fonction holomorphe sur {ψ < 0} non bornée
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près de ce point. Utilisant un argument de Baire comme précédement, on
construit une fonction holomorphe h dans {ψ < 0} de module non borné
au voisinage de tout point de la frontière topologique de {ψ < 0} dans
P(O(−1)U ⊕ CU). Soit {Wi, i ∈ N} un recouvrement ouvert de U par
des ouverts de carte donnant une trivialisation de O(−1) au-dessus de
Wi , τi : O(−1)Wi

' Wi × C des trivialisations associées. On écrit alors

τi
({ψ < 0}Wi

) = {
(p, z) ∈ Wi × C, ln |z| + lndi(p) + 1

2ϕ(p) < 0
}

où di est une fonction lisse donnant la métrique du fibré O(−1) dans
la trivialisation définie par τi . On obtient, dans chaque trivialisation, un
domaine de Hartogs contenant son plan de symétrie (z = 0), domaine
d’existence de la fonction h ◦ τ−1

i . Développant cette fonction en série de
Hartogs de la variable z,

h ◦ τ−1
i =

+∞∑

k=0
sk
i (p)zk ,

le théorème de Hartogs donne (voir [4]) :

(
lim

k→+∞
1
k
ln |sk

i |
)∗

= lndi + 1
2
ϕ⇔

(
lim

k→+∞
1
k
ln |sk

i |d−k
i

)∗
= 1
2
ϕ

sur Wi . Notons

h ◦ τ−1
j =

+∞∑

k=0
sk
j (p)zk,

on a, sur Wi ∩ Wj , h ◦ τ−1
j = h ◦ τ−1

i ◦ (τi ◦ τ−1
j ), d’où

h ◦ τ−1
j =

+∞∑

k=0
sk
j (p)zk =

+∞∑

k=0
sk
i (p)(gij z)

k,

où on note gij l’automorphisme de transition du fibré O(−1) de
la trivialisation (τj ,Wj) à la trivialisation (τi,Wj). Par unicité du
développement en série entière, on obtient sk

j = gk
ij s

k
i c’est-à-dire sk

i =
g−k

ij sk
j . En particulier les fonctions (sk

i , k fixé ) se recollent en une section
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holomorphe globale sk du fibré O(k) au-dessus de U . On a
(
lim

k→+∞
1
k
ln
∣∣sk

∣∣
)∗

= 1
2
ϕ

où |sk| désigne la norme de la section sk dans la métrique hermitienne sur
O(k) (donnée par les fonctions d−k

i ).

Remarque 9. – Considérons le cas particulier d’un ouvert pseudocon-
vexe U de Cn (ou plus généralement U variété de Stein). Soit ϕ :U →
R ∪ {−∞} une fonction QPSH. Comme U est une variété de Stein, il
existe sur U une fonction ψ strictement plurisousharmonique exhaustive
lisse. En particulier, il existe une fonction χ :R → R convexe croissante
telle que ϕ+χ ◦ψ soit plurisousharmonique. Appliquant le théorème de
Lelong–Bremermann usuel, on trouve une suite hj , j ∈ N, de fonctions
holomorphes sur U telle que

ϕ + χ ◦ψ =
(
lim

j→+∞
1
j
log |hj |

)∗
,

ce qui s’écrit

ϕ =
(
lim

j→+∞
1
j
log

(|hj |e−jχ◦ψ)
)∗

.

On retrouve le théorème précédent, la fonction s’écrit comme limite
supérieure de logarithme de sections des puissances du fibré trivial C
muni de la métrique e−χ◦ψ.

COROLLAIRE 5.2. – Sous les hypothèses du théorème précédent, il
existe une suite d’entiers ki > 0 et une suite de sections ski

∈ H 0(U,O(ki)),
tels que

ϕ = lim
i→+∞

1
ki

log |ski
|2 dans L1loc(U).

COROLLAIRE 5.3. – Sous les hypothèses du théorème précédent, sup-
posons de plus ϕ continue au voisinage d’un compact L de U , alors

∀ε > 0, ∃s1, . . . , sr ∈
⋃

i∈N
H 0(U,Ei

)
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de sorte que, sur L, on ait :

ϕ − ε #max
( 1
ν1
log |s1|2, . . . ,

1
νr
log |sr |2

)
# ϕ

où les ν1, . . . , νr sont des entiers naturels.

6. Le problème de Weierstrass dans les ouverts de variétés
projectives

Dans [29], K. Weierstrass montre que les fonctions méromorphes sur
des tores complexes s’écrivent comme quotient de fonctions théta. La
théorie d’Oka montre que toute fonction méromorphe dans un ouvert
de Cn s’écrit comme quotient de fonction holomorphe. Les résultats de
Lelong [19] pour le cas des hypersurfaces de Cn à croissance lente et
ceux de Skoda [24] pour le cas général des hypersurfaces de Cn et des
domaines de Stein, donnent des solutions avec contrôle de la croissance
par les méthodes L2. Un problème important est d’estimer le défaut de
plurisousharmonicité et de corriger ce défaut pour les potentiels que l’on
construit.
Si l’on s’intéresse à une variété holomorphiquement convexe M , une

hypersurface n’est pas en générale contenue dans l’ensemble des zéros
d’une fonction holomorphe : si les fibres de la réduction de Remmert
q :M → SM sont génériquement de dimension positive k, alors le degré
de transcendance de M(M) sur M(SM) est k. Si k = 0 (c’est-à-
dire M est 1-convexe) alors toute fonction méromorphe sur M s’écrit
sur M comme quotient de deux fonctions holomorphes. Cependant,
si k > 0, nécessairement la projection du lieu polaire des fonctions
f1, . . . , fk ∈ M(M) donnant une base de transcendance sur M(SM) est
tout SM . En particulier, ces fonctions ne sont pas quotient global de
fonctions holomorphes. Nous montrons que l’on peut, sous l’hypothèse
d’étalement au-dessus d’une variété projective, écrire ces fonctions, sur
chaque compact, comme quotient de sections du fibré tordu O(l), l ∈ N
assez grand, dépendant du compact.
Nous rappelons la proposition suivante de Demailly ([6], proposi-

tion 1.4) :
PROPOSITION 6.1. – Soit X une variété analytique et Z un ensemble

analytique dans X. Il existe une fonction ψ < −1, de classe C∞ sur
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X \ Z, convergeant vers −∞ au voisinage de Z et localement sommable
sur X, et une (1,1)-forme réelle γ continue sur X ayant les propriétés
suivantes :
(i) i∂∂̄ψ ! γ
(ii) si α est un réel > 0, e−αψ est non intégrable au voisinage de tout

point z ∈ Z en lequel la codimension du germe Zz est au plus
égale à α.

On en déduit :
THÉORÈME 6.2. – Soit Π :U → V un espace étalé au-dessus d’une

variété complexe munie d’une métrique kählérienne ω̃. Soit Ẽ un fibré
hermitien strictement positif au-dessus de V . Notons E = Π∗Ẽ munie
de la structure hermitienne réciproque. Soit Z un ensemble analytique
dans U . Soit U0 ⊂ U un ouvert relativement compact de U, localement
pseudoconvexe au-dessus de V . Alors il existe sur U0 une section s ∈
H 0(U0,E

⊗k) s’annulant sur Z, pour k assez grand.
Preuve. – Notant C(Ẽ) la courbure du fibré Ẽ, comme Π(U0) est

relativement compact dans V , il existe une constante α > 0 telle que
iC(Ẽ) > α ω̃ sur Π(U0). On peut supposer α = 1. U0 étant relativement
compact dans U , un nombre fini de composantes irréductibles de Z
rencontre U0. On peut supposer Z irréductible sur U de codimension
l. Considérons la fonction ψ , définie sur U , associée à Z par la
Proposition 6.1. U0 étant relativement compact dans U , il existe un entier
n0 tel que lγ > −n0ω avec ω =Π∗ω̃ sur U0.
Soit p0 ∈ U0 \ Z et ϕp0 un potentiel singulier local (défini par

ϕp0(p) = θ(p) log |z(p)|2n, avec θ fonction lisse à support compact dans
U0 \ Z, identiquement égale à 1 au voisinage de p0, et z un système de
coordonées locales centré en p0). Il existe un entier n tel que inC(E) +
i∂∂̄ϕp0 + iRicci(ω) − nω > 0 sur U0. Choisissons une section C∞, s0
de E⊗n à support compact dans petit voisinage de p0 ne rencontrant
pas Z, holomorphe au voisinage de p0 et non nulle en p0. Π(U0) étant
de projection relativement compacte, appliquant le Théorème 2.1.11 on
voit que U0 privé d’une hypersurface est de Stein. Notons δ = ϕp0 + lψ .
D’après [6], on peut résoudre le problème du ∂̄ avec estimations L2 sur
U0, par rapport à la métrique ω :

∂̄s1 = ∂̄s0 et
∫

U0

|s1|2e−δ dV #
∫

U0

|∂̄s0|2C(A,δ)e
−δ dV .
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(i) s1 est nulle en p0, e−ϕp0 étant non intégrable au voisinage de p0
et s1 y étant holomorphe,

(ii) s1 étant holomorphe au voisinage de Z dans U0 et de carré
intégrable relativement à e−lψ qui n’est pas localement intégrable
près de Z doit s’annuler le long de Z.

On obtient donc une section holomorphe s = s0 − s1 non identiquement
nulle, s’annulant le long de Z.

Remarque 10. – Si l’on ne suppose plus U0 relativement compact dans
U , il suffit d’avoir Z ∩ U0 relativement compact dans U pour avoir une
section s ∈ H 0(U0,E

l) (l assez grand) s’annulant sur Z ∩ U0.

COROLLAIRE 6.3. – Supposons de plus U réunion croissante d’ouv-
erts relativement compacts et localement de Stein au-dessus de V . Alors
tout sous ensemble analytique Z de V s’écrit sur chaque compact de U
comme l’intersection d’exactement n + 1 sections du fibré E⊗k , définies
au voisinage du compact. L’entier k dépendant du compact.

Remarque 11. –
(i) Le Corollaire 6.3 s’applique en particulier aux ouverts faiblements

pseudoconvexes (i.e., admettant une fonction plurisousharmonique ex-
haustive).
(ii) Considérons un espace étalé Π :U → V au-dessus d’une variété

projective de dimension n. Il est classique que si U contient une courbe
compacte C qui s’écrit au voisinage de C comme intersection complète
des zéros de n − 1 sections du fibré Π∗O(l), alors U est pseudoconcave
au sens d’Andreotti [1]. En particulier, toute fonction méromorphe sur
U est algébrique, elle s’écrit donc comme quotient de deux sections
holomorphes sur U du fibré Π∗O(k) pour k assez grand. Dans le cas des
étalements au-dessus d’une surfaces, on voit que l’existence d’une courbe
compacte C ⊂ U , vérifiant [C]2 > 0, suffit à assurer la pseudoconcavité
de U .
Pour plus de détails, on pourra consulter [1,9].
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