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Introduction

Le but de ce travail est d’étendre à la situation supergéométrique la formule de
localisation de Berline-Vergne ([BV83b],[BV83a]) à travers le formalisme de la
cohomologie équivariante.

Dans la situation supergéométrique les formes différentielles usuelles forment
un complexe non borné supérieurement, et ne peuvent être intégrées. Bernstein et
Leites ont introduit la classe des formes pseudodifférentielles. Soit M une super-
variété, les formes pseudodifférentielles sur M sont les fonctions sur sur M̂ = ΠTM
le fibré tangent sur lequel on a renversé la parité dans les fibres. Les formes
différentielles usuelles sont les fonctions sur M̂ polynomiales le long des fibres.

La différentielle extérieure et la contraction ι(ξ) par un champ de vecteurs ξ
s’étendent naturellement à l’espace des formes pseudodifférentielles. Les opéra-
teurs d et ι(ξ) s’interprètent comme des champs de vecteurs sur la supervariété

M̂. Parmi les formes pseudodifférentielles, celles qui sont à support compact sur M
et à décroissance rapide le long des fibres sont intégrables moyennant le choix d’une
orientation (dans un sens à préciser) de la supervariété M. Toutes ces définitions
occupent la première partie.

Dans une seconde partie, on s’intéresse aux superalgèbres de Clifford. Soit V
un supermodule muni d’une forme bilinéaire superantisymétrique non-dégénérée
Q. On note C(V,Q) la superalgèbre de Clifford associée à cette donnée. On rap-
pelle dans cette partie quelques résultats sur les représentations irréductibles des
algèbres de Clifford classiques.

L’espace des éléments homogènes de degré 2 forme une superalgèbre de Lie
isomorphe à osp(V,Q). On a ainsi un isomorphisme entre osp(V,Q) et les formes
différentielles de degré 2. A l’aide de cet isomorphisme on définit un superpfaffien.
L’étude du superpfaffien occupe la troisième partie. On considère osp(V,Q) comme
une supervariété. Ce superpfaffien est une fonction généralisée sur osp(V,Q) qui est
C∞ et inversible sur l’ouvert des éléments inversibles de osp(V,Q). On détermine
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en particulier le front d’onde du superpfaffien en 0 et on le majore sur le reste de
l’espace de ses singularités.

Dans une quatrième partie, on s’intéresse à la cohomologie équivariante des
supervariétés, définie à partir des formes pseudodifférentielles.

On rappelle dans cette partie la notion de superconnexion introduite par Quillen
et étendue au cas d’un super fibré au dessus d’une supervariété. Cela permet de
définir une superforme de Thom équivariante pour un tel superfibré et d’avoir, dans
ce contexte, une égalité entre classes de cohomologie analogue à l’isomorphisme
de Thom dans ce contexte. On définit également une superforme d’Euler, ainsi
qu’un inverse d’une forme d’Euler. L’isomorphisme de Thom permet d’obtenir
une première formule de localisation fondamentale pour la suite.

La cinquième partie est consacrée à la formule de localisation. Soit G un super-
groupe de Lie et M une G-supervariété munie d’une superstructure euclidienne G-
invariante (on précisera ce que l’on entend par là). Soit α une forme équivariante
fermée. Soit X un élément homogène pair de la superalgèbre de Lie g de G. Il
définit un champ de vecteurs XM sur M. Alors on peut localiser au voisinage de X
l’intégrale de α sur M –qui est une fonction (généralisée) sur g– en une intégrale
sur la variété M(X) des zéros du champ de vecteurs XM . Si les zéros sont isolés
(c’est-à-dire M(X) discrète), on note, pour tout p de M(X), τp la représentation
de g dans TpM et jp l’injection de {p} dans M. On a alors la formule suivante,
valable sur un voisinage de X dans g(X) le centralisateur de X dans g :

∫

M
α = (2π)

n+m
2

∑

p∈M(X)

j∗p(α)

τ ∗p (Spf)

où Spf désigne le superpfaffien, dim(M) = (n,m). Dans le cas des zéros non
isolés on a une formule analogue avec au lieu d’une sommation, une intégration
sur M(X), au lieu de τ ∗p (SPf), la classe d’Euler équivariante Eg du fibré normal
TN(M(X)) dans M à la sous-supervariété M(X) et au lieu de (n,m), (k, l) la
dimension des fibres de TN(M(X)).

Enfin, dans la dernière partie, on étudie quelques exemples de transformée de
Fourier d’orbites coadjointes. Soit G un supergroupe et M une orbite coadjointe de
G. Alors M est munie (cf [Kos77]) d’une superstructure symplectique G-invariante
que l’on note ω. On note µ l’application moment de l’action de G sur M. La trans-
formée de Fourier de M est par définition l’intégrale (on précisera les conditions
pour qu’elle ait un sens comme fonction généralisée sur g) :

∫

Mλ

exp(iµλ + ωλ).

On calcule ces transformées de Fourier dans quelques cas particuliers, éventuel-
lement à l’aide de la formule de localisation, et on les compare aux caractères de
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représentations irréductibles unitaires de G.
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un superfibré vectoriel associé
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2. Représentations irréductibles des algèbres de Clifford “Classi-
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3.2. Représentations irréductibles et caractères de G
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PARTIE I

Préliminaires

Dans tout ce qui suit le corps de base est R.

1. Algèbre Z/2Z-graduée

1.1. Superespaces vectoriels, superalgèbres.

1.1.1. Superespaces vectoriels. On appelle superespace vectoriel (réel) un es-
pace vectoriel Z/2Z-gradué. On note |v| la parité d’un élément v de V. Si V et V ′

sont deux superespaces vectoriels l’espace des morphismes de V dans V ′ est alors
naturellement Z/2Z-gradué. On note L(V, V ′) l’espace des applications linéaires de
V dans V ′ et L(V, V ′)0 (resp. L(V, V ′)1) l’espace des applications linéaires paires
(resp. impaires).

L(V, V ′)0 ={f ∈ L(V, V ′), f(Vi) ⊂ V ′
i , i ∈ Z/2Z},

L(V, V ′)1 ={f ∈ L(V, V ′), f(Vi) ⊂ V ′
i+1, i ∈ Z/2Z}.

On note L(V ) ou End(V ) l’espace L(V, V ) des endomorphismes de V.

Exemple: R(n,m) = Rn ⊕ ΠRm avec (R(n,m))0 = Rn et (R(n,m))1 = Rm, le symbole
Π signifiant que l’on a pris la parité opposée.

1.1.2. Superalgèbres. On appelle superalgèbre une algèbre associative unitaire
A Z/2Z-graduée, c’est-à-dire vérifiant pour i, j ∈ Z/2Z :

AiAj ⊂ Ai+j.

On dira que A est supercommutative si, pour a et b dans A homogènes (on note
|a|, |b| leurs parités respectives), on a :

ab = (−1)|a||b|ba.

11



12 I. PRÉLIMINAIRES

Par exemple, la superalgèbre End(V ) des endomorphismes d’un superespace vec-
toriel est une superalgèbre non-supercommutative si dim(V ) ≥ 2. L’algèbre exté-
rieure de Rm,

∧
Rm, (m ∈ N) est une superalgèbre supercommutative

Si A et B sont deux superalgèbres, on définit les morphismes de superalgèbres de
A dans B comme les éléments φ de L(A,B)0 qui sont des morphismes d’algèbres.
On note Mor(A,B) l’espace des morphismes de superalgèbres de A dans B.

Soit A une superalgèbre. Un automorphisme de A est donc un automorphisme
pair φ de superespace vectoriel tel que pour a, a′ ∈ A on ait φ(aa′) = φ(a)φ(a′).
On introduit également la notion d’antiautomorphisme. Un antiautomorphisme
∗ : a 7→ a∗, est un automorphisme pair de superespace vectoriel tel que pour
a, a′ ∈ A homogènes, on ait :

(aa′)∗ = (−1)|a||a
′|(a′)∗a∗.

Exemple: LorsqueA est supercommutative l’identité est à la fois un automorphisme
et un antiautomorphisme de A.

1.1.3. Superalgèbres proches. Une superalgèbre proche est une superalgèbre
locale de dimension finie supercommutative de corps résiduel R.

Exemple: La superalgèbre
∧

Rm est pour tout entier naturel m une superalgèbre
proche.

1.2. Supermodules.

1.2.1. Définition. Soit A une superalgèbre. On appelle A-supermodule à gau-
che un A-module à gauche M muni d’une graduation M = M0 ⊕ M1 telle que
si a et v sont homogènes, |av| = |a| + |v|. De même on appelle A-supermodule à
droite, un A-module à droite M muni d’une graduation M = M0⊕M1 telle que si
a et v sont homogènes, |va| = |a|+ |v|. On dira, sauf s’il y a risque de confusion,
A-supermodule pour A-supermodule à gauche.

Exemple: Si V est un superespace vectoriel, il est canoniquement muni d’une struc-
ture de End(V )-supermodule.

1.2.2. Multiplication à droite associée. Soit A une superalgèbre. Soit M un
A-supermodule à gauche. Si A est de plus munie d’un antiautomorphisme ∗, on
associe à la multiplication à gauche une multiplication extérieure à droite en posant
pour a ∈ A et v ∈ V homogènes :

av = (−1)|a||v|va∗.

La multiplication à gauche et multiplication à droite ne commutent pas en général
si A n’est pas supercommutative.
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1.2.3. Rang d’un A-supermodule. Soit A une superalgèbre et M un A-super-
module. On dit que M est libre de rang (n,m) s’il existe une base de M sur A
constituée d’éléments homogènes et qui ait n éléments pairs et m éléments impairs.

1.2.4. Morphismes de A-supermodules. Si A est une superalgèbre et si M
et N sont deux A-supermodules, on note LA(M,N) l’espace des morphismes A-
linéaires de supermodules, c’est-à-dire l’espace des morphismes φ d’espaces vec-
toriels tels que l’on ait, si φ est homogène, pour a ∈ A et v ∈ V homogènes,
φ(av) = (−1)|φ||a|aφ(v). Si M = N on note LA(M) ou EndA(M) l’espace des
endomorphismes de M.

Si M et N sont deux A-supermodules à droite, on note LA(M,N) l’espace des
morphismes de A-supermodules, c’est-à-dire l’espace des morphismes φ d’espaces
vectoriels tels que pour tout a ∈ A et v ∈M on ait φ(va) = φ(v)a.

Dans les deux cas (module à droite ou à gauche), LA(M) est muni d’une struc-
ture d’anneau en prenant pour addition et multiplication l’addition et la composi-
tion des morphismes d’espaces vectoriels. Supposons A-supercommutative. Si M
est un supermodule à gauche, on donne à LA(M) une structure de A-superalgèbre
en posant pour φ ∈ LA(M), a ∈ A homogènes et v ∈M :

(aφ)(v) := a(φ(v)).

Si M est un supermodule à droite, on donne à LA(M) une structure de A-
superalgèbre en posant pour φ ∈ LA(M), a ∈ A, v ∈M homogènes :

(aφ)(v) := (−1)(|φ|+|v|)|a|φ(va).

Supposons que M soit un A-supermodule à droite. On peut, si M est libre de rang
fini (n,m), une fois effectué le choix d’une base de M sur A représenter de façon
matricielle les éléments de LA(M). La superalgèbre LA(M) est alors isomorphe
à l’ensemble des matrices (n + m,n + m) à coefficients dans A muni du produit
matriciel habituel. On note M(n,m)(A) l’espace des matrices (n + m,n + m) à
coefficients dans A.

Précisons cet isomorphisme. Soit (e1, . . . , en+m) une base homogène de M avec
|ei| = 0 pour 1 ≤ i ≤ n et |ei| = 1 pour n + 1 ≤ i ≤ n +m. Soit φ ∈ LA(M), on

pose φ(ej) =
n+m∑
i=1

eiφi,j. On associe à φ la matrice

Mφ :=
(
φi,j

)

1≤i,j≤n+m
.

L’isomorphisme φ 7→ Mφ est un isomorphisme de R-superalgèbres. Supposons A
supercommutative. La structure de A-superalgèbre sur LA(M) passe à l’espace
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des matrices par la relation suivante :

Maφ =

(
aIn 0
0 (−1)|a|aIm

)
Mφ,

où In représente la matrice identité de Mn(A).

Si on associe au vecteur v =
∑
i
eiai de M le vecteur colonne V :=




a1
...

an+m


 , le

vecteur MφV sera associé au vecteur φ(v).
L’espace M(n,m)(A) est Z/2Z-gradué de la manière suivante :

M(n,m)(A)0 =

{(
A B
C D

)
,
A et D à coefficients dans A0

B et C à coefficients dans A1

}
,

et

M(n,m)(A)1 =

{(
A B
C D

)
,
A et D à coefficients dans A1

B et C à coefficients dans A0

}
.

On note gl(n,m) l’espace M(n,m)(R) et gl(n,m,A) l’espace M(n,m)(A).
Supposons A supercommutative. On pose si M ∈ M(n,m)(A)0 :

strM =

(
tA tC
−tB tD

)
,

(t dénote la transposée ordinaire) et si M ∈ M(n,m)(A)1 :

strM =

(
tA −tC
tB tD

)
.

On dit que strM est la supertransposée de M. La supertransposition est un anti-
automorphisme de M(n,m)(A).

1.2.5. Supertrace et trace étrange. On suppose dans cette sous-section A su-
percommutative. On définit la supertrace sur gl(n,m,A) par la formule suivante
où M = M0 +M1 avec M0 ∈ gl(n,m,A)0 et M1 ∈ gl(n,m,A)1 :

Str(M) = tr(A0) + tr(A1)− tr(D0) + tr(D1).

C’est une forme linéaire paire sur gl(n,m,A) (Str ∈ LA(gl(n,m,A),A)) muni de
la structure de A-algèbre définie plus haut. En effet on a :

Str(a

(
In 0
0 (−1)|a|Im

)
M) = aStr(M).

Considérons maintenant la sous-superalgèbre (“étrange”) de gl(n, n,A) constituée
des matrices de gl(n,m,A)0 A = D et B = −C, et des matrices de gl(n,m,A)1
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telles que A = −D et B = C. On la note q(n,A). On définit, pour M ∈ q(n,A),
une forme linéaire impaire à valeurs dans A⊗C :

Qtr(M) := 2i(−1)|M |tr(B) = −2itr(C).

On l’appelle la trace “étrange”.
Remarque: Le facteur 2i permet la cohérence avec la formule de la section II.2,
Qtr(X) = Str(ΓX), où Γ est un isomorphisme de Rn,0 sur R0,n de carré l’identité.

1.2.6. Changement de parité. Soit A une superalgèbre. Soit M = M0⊕M1 un
A-supermodule. On lui associe le superespace vectoriel ΠM = (ΠM)0 ⊕ (ΠM)1

tel que (ΠM)0 = M1 et (ΠM)1 = M0. On définit le morphisme de changement
de parité π̄ ∈ L(M,ΠM)1 comme l’application identique de M dans ΠM (M et
ΠM étant considérés comme espaces vectoriels). On donne à ΠM une structure de
A-supermodule de sorte que π̄ soit un élément impair de LA(M,ΠM) en posant
pour a ∈ A et v ∈M homogènes :

aπ̄(v) = (−1)|a|π̄(av).

Avec ces conventions on a si A est munie d’un antiautomorphisme a 7→ a∗ :

π̄(v)a∗ = (−1)(|v|+1)|a|aπ̄(v)

= (−1)|v||a|π̄(av)

= π̄(va∗).

Si M est libre de rang (n,m) sur A, ΠM est libre de rang (m,n) sur A.
1.2.7. Dualité. Si V est un superespace vectoriel, on note V ∗ son dual, c’est-

à-dire l’espace des morphismes linéaires de V dans R. Si φ ∈ V ∗ et v ∈ V, on
pose < φ, v >= φ(v). Si V est de dimension finie (n,m), si (e1, . . . , en) est une
base de V0 et (f1, . . . , fm) une base de V1, on note (e∗1, . . . , e

∗
n) la base de V ∗

0 telle
que 〈e∗i , ej〉 = δi,j où δi,j est le symbole de Kronecker (on a 〈e∗i , V1〉 = {0} car e∗i
est pair). De même on note (f ∗1 , . . . , f

∗
m) la base de V ∗

1 telle que 〈f ∗i , fj〉 = δi,j (et
〈f ∗i , V0〉 = {0}).

Si V est muni de plus d’une topologie on peut considérer son dual topolo-
gique, c’est-à-dire l’ensemble des formes linéaires continues sur V. On le note
V ′ := Lc(V,R).

Si A est une superalgèbre supercommutative et M un A-supermodule, on pose
M∗A = LA(M,A). Si M et A sont munis d’une topologie on définit également le
dual topologique : M ′A = Lc,A(M,A) l’espace des formes A-linéaires continues sur
M.

On pose si φ ∈M∗A et v ∈M sont homogènes :

< v, φ >:= (−1)|v||φ| < φ, v > .
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Si V est un superespace vectoriel de dimension finie, cette relation détermine un
isomorphisme entre V et (V ∗)∗. Avec ces conventions, si (e1, . . . , en, f1, . . . , fm)
est une base de V, on a (e∗i )

∗ = ei et (f ∗j )
∗ = −fj car (δi,j étant le symbole de

Kronecker)

< ej, ei >= δi,j =< (e∗i )
∗, ej >

=< e∗j , (e
∗
i )
∗ >,

et

< fj, fi >= δi,j =< (f ∗i )
∗, fj >

= − < f ∗j , (f
∗
i )
∗ >

1.2.8. Produit tensoriel. Soient M et N deux superespaces vectoriels on définit
de manière habituelle le produit tensoriel M ⊗N de M et N. C’est un superespace
vectoriel. Si M et N sont de plus deux espaces localement convexes dont les topo-
logies sont définies par des semi-normes pα et qβ respectivement, on munit M ⊗N
de la famille de semi-normes pα,β définie pour tout x ∈M ⊗N par :

pα,β(x) := Inf
∑

i

pα(xi)qβ(yi),

où l’Inf est pris sur l’ensemble des écritures x =
∑
i
xi⊗ yi. On note M⊗̂N l’espace

complété de M ⊗N pour la topologie définie par cette famille de semi-normes.

1.2.9. Algèbres supersymétriques. Soit A une superalgèbre supercommutative

et M un A-supermodule. On note T (M) :=
∞⊕
i=0

M
⊗
A
i
l’algèbre tensorielle de M sur

A avec M
⊗
A
i
= M ⊗

A
. . .⊗

A
M (i fois) etM

⊗
A

0
= A. L’espace T (M) est naturellement

muni d’une structure de superalgèbre sur A. On note I l’idéal de T (M) engendré
par les éléments de la forme x⊗ y − (−1)|x||y|y⊗ x pour x et y homogènes. On
appelle algèbre supersymétrique de M la superalgèbre supercommutative :

S(M) := T (M)/I.

1.3. Formes bilinéaires.

Définition 1.1. Soit A une superalgèbre supercommutative. Soit M un A-
supermodule et C un A-supermodule. On appelle forme A-bilinéaire sur M à va-
leurs dans C une application B de M ×M dans C, qui s’écrit B ◦ φ où φ est la
projection canonique de M×M sur M ⊗

A
M et B est un élément de LA(M ⊗

A
M, C).
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On munit naturellement B de la parité de B. On a donc pour B homogène et a ∈ A,
v, w ∈M homogènes, les relations :

B(va, w) = B(v, aw),

B(v, wa) = B(w, v)a,

B(av, w) = (−1)|B||a|aB(v, w).

On dit que B est supersymétrique si pour tout v et tout w homogènes dans M, on
a :

B(v, w) = (−1)|v||w|B(w, v).

On dit que B est superantisymétrique si pour tout v et tout w homogènes dans M,
on a :

B(v, w) = −(−1)|v||w|B(w, v).

Si B est une forme bilinéaire homogène sur V on définit une forme bilinéaire ΠB
sur ΠV en posant pour tout v et tout w homogènes dans V :

ΠB(πv, πw) = (−1)|v|+|B|B(v, w).

Lorsque l’on ne précise pas C, on sous-entend formes bilinéaires à valeurs dans A.
On vérifie que ΠB est bien une forme bilinéaire sur ΠV et on a de plus la

proposition suivante :

Proposition 1.1. Si B est homogène, la forme ΠB est homogène de même
parité que B. Si B est de plus supersymétrique alors ΠB est superantisymétrique
et si B est superantisymétrique ΠB est supersymétrique.

Démonstration: La première propriété est évidente. Si v et w sont des éléments
homogènes de V, on a :

ΠB(πw, πv) = (−1)|B|+|w|B(w, v)

= (−1)|B|+|w|+|v||w|B(v, w)

= (−1)|v|+|w|+|v||w|ΠB(πv, πw)

= −(−1)(|v|+1)(|w|+1)ΠB(πv, πw).

Ceci montre la seconde propriété annoncée (le passage de superantisymétrique à
symétrique est similaire). ♦

Définition 1.2. Soit B une forme bilinéaire supersymétrique sur M. Soit φ un
morphisme de A dans R, on note M̃ le superespace vectoriel réel M ⊗

A
(A/(kerφ)),

et on note B̃ la forme sur M̃ obtenue à partir de B par passage au quotient de φ◦B.
Une forme supersymétrique paire sera dite de signature (p, q) relativement à φ, si la
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restriction à M̃0 (qui est un espace vectoriel) de la forme B̃ est de signature (p, q).
Nous dirons que B est définie positive (resp. négative) relativement à φ si la forme

B̃ est non dégénérée et si sa restriction à M̃0 est une forme définie positive (resp.

négative). Si B̃ est dégénérée et si sa restriction à M̃0 est définie positive (resp.
négative), on dira que B est faiblement définie positive (resp. négative) relativement
à φ.

Si V est un superespace vectoriel muni d’une forme bilinéaire réelle B paire
supersymétrique définie positive, on dira que B est un superproduit scalaire, et que
V a une superstructure euclidienne. Si B est faiblement définie positive, on dira
que V a une superstructure euclidienne faible.

Remarque: Comme B(M0,M1) ⊂ A1, on a B̃(M0,M1) = {0}. Ceci montre que la

non dégénérescence de B̃ implique en particulier que la restriction de B̃ à M̃1 est
une forme symplectique.

2. Supergéométrie

2.1. Supervariétés.

2.1.1. Faisceaux de superalgèbres. Soit M un espace topologique. Dans toute la
suite nous supposerons toujours les espaces topologiques dénombrables à l’infini.
On appelle faisceau de superalgèbres sur M un faisceau d’algèbres F tel que pour
tout ouvert U de M, F(U) soit une superalgèbre, et si U ⊂ V le morphisme ρUV :
F(V ) → F(U) soit un morphisme de superalgèbres. Un morphisme d’espaces muni
de faisceaux de superalgèbres est la donnée d’un morphisme d’espaces topologiques
φ : M → N et pour chaque ouvert U de N d’un morphisme de superalgèbres
φ∗ : F(U) → F(φ−1(U)) tels que les morphismes φ commutent aux morphismes
de restriction.

2.1.2. La supervariété R(n,m).

Définition 2.1. La supervariété R(n,m) est la donnée de Rn munie du faisceau
de superalgèbres supercommutatives suivant :

OR(n,m)(U) := C∞(U)⊗
∧

(Rm)∗, ∀U ⊂ Rn ouvert.

On note (e1, . . . , en, f1, . . . , fm) la base canonique de R(n,m) (elle est homogène :
|ei| = 0 et |fj| = 1). On note (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) la base duale de sorte que
xi = e∗i et ξj = f ∗j . L’anneau OR(n,m)(Rn) des fonctions sur R(n,m) est l’ensemble
des fonctions C∞ en les variables paires x1, . . . , xn et polynomiales en les variables
impaires ξ1, . . . , ξm. Si f ∈ OR(n,m)(R(n,m)), on note :

f =
∑

I

fI(x1, . . . , xn)ξI,
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où I désigne un sous ensemble de {1, . . . , m} et si I = {i1, . . . , ik} avec i1 < . . . <
ik, ξI := ξi1 . . . ξik .

Si U0 est un ouvert de Rn, on dit que U := (U0,OR(n,m) |U0) est l’ouvert de R(n,m)

défini par U.

2.1.3. Définition d’une supervariété.

Définition 2.2. Une supervariété M (réelle) C∞ de dimension (n,m) est un
espace topologique M0 séparé, dénombrable à l’infini, muni d’un faisceau de su-
peralgèbres supercommutatives OM vérifiant les conditions suivantes. Il existe un
recouvrement ouvert ∪

i∈I
Ui = M0 (où I est un ensemble) de M0 et pour tout i ∈ I un

isomorphisme φi entre (Ui,OM |Ui
) et un ouvert Vi = ((Vi)0,OR(n,m) |Vi

) de R(n,m).
Si U est un ouvert de M isomorphe à un ouvert de R(n,m), on dit que U est

ouvert de coordonnées de M.

On a la propriété suivante :

Proposition 2.1. Soit C0
M0

le faisceau des fonctions continues sur M0. Il existe
un unique morphisme de faisceaux de OM dans C0

M0
tel qu’il existe une (unique)

structure de variété différentielle sur M0 pour laquelle C∞M0
soit le faisceau image

de ce morphisme. Le noyau de ce morphisme est le faisceau O1
M d’idéaux de OM

tel que pour tout ouvert U de M0, O1
M(U) est l’idéal des éléments nilpotents de

OM(U).

Démonstration: Soit φ un morphisme de OM dans C0
M0
. Soit U un ouvert de M0

et f ∈ O1
M , alors nécessairement φ(f) est nilpotent. Or le seul élément nilpotent de

C0
M0

est 0, donc O1
M(U) est inclus dans le noyau de φ pour tout ouvert U. On note F

le faisceau quotient OM/O1
M . On constate alors que (M0,F) est une variété C∞. En

effet sur les ouverts Ui, on a F(Ui) ' C∞((Vi)0) car (φ−1
i )∗(O1

M(Ui)) = O1
R(n,m)

(Vi).

Par la suite on notera C∞M0
le faisceau F . On le considère comme un sous-faisceau

de C0
M0
. Ainsi la projection de OM sur OM/O1

M se prolonge en un morphisme de
faisceaux de OM sur C0

M0
ayant les propriétés annoncées.

Soit φ′ un second morphisme de faisceaux ayant la propriété de la proposition.
Soit H le faisceau image de φ′ c’est, par hypothèse, le faisceau des fonctions C∞
pour une structure de variété différentielle sur M0. On a de plus un morphisme
surjectif de F = OM/O1

M surH. Or F etH sont des faisceaux de fonctions C∞ pour
deux structures de variétés sur M0, c’est donc un isomorphisme. Le morphisme φ
est donc essentiellement unique. ♦

Soit U un ouvert de M0. Les éléments de OM(U) sont appelés les fonctions

sur U. Si f ∈ OM (U) et x ∈ U, on note f̃ l’image de f dans C0
M0

et on pose
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f(x) = f̃(x) ∈ R. On dit que f(x) est la valeur de f en x, mais il faut rappeler
que f n’est pas déterminée par ses valeurs en tout les points de U.
Notation : Dans la suite on notera de façon générale avec un indice 0 les ouverts
de la variété M0 sous-jacente à la supervariété M (par exemple U0) et sans indice
l’ouvert correspondant de M (c’est-à-dire U = (U0,OM |U0)).

Exemple: Si V est un superespace vectoriel, on lui associe une supervariété de la
façon suivante. On munit V du faisceau défini par OV (U0) := C∞V0

(U0)⊗S(V ∗
1 ) =

C∞(U0, S(V ∗
1 )) (V ∗

1 étant pris avec sa parité et U0 étant un ouvert de V0). Le
morphisme de restriction de U0 à U ′0 si U ′0 ⊂ U0 (U ′0 et U0 étant des ouvert de V0) est
le morphisme de restriction de C∞(U ′0, S(V ∗

1 )) à C∞(U0, S(V ∗
1 )). Plus généralement,

soit V → M un fibré vectoriel au dessus d’une variété M dont les fibres sont des
superespaces vectoriels impairs. On lui associe la supervariété N telle que N0 = M
et ON(U) = C∞(U, S(V ∗)) si U est un ouvert de M. On peut montrer que toute
supervariété est de ce type (Batchelor [Bat79]).

2.1.4. Partitions de l’unité.

Proposition 2.2. Soit M une supervariété, soit {Ui}i∈I un recouvrement ou-
vert de M (I est un ensemble et ∪

i∈I
Ui = M). Alors il existe sur M des partitions

de l’unité associées à {Ui}i∈I . C’est-à-dire qu’il existe un ensemble de fonctions
{φi}i∈I telles que localement il n’y a qu’un nombre fini d’indices tels que φi soit
non nul,

∑
i∈I
φi = 1 et φi est à support dans (Ui)0.

Démonstration: On suppose dans un premier temps que les Ui sont tous des
ouverts de coordonnées. Il existe une partition de l’unité

∑
i∈I
fi = 1 sur M0 associée

à {(Ui)0}i∈I . La projection de OM (M) sur C∞M0
(M0) étant surjective, il existe des

fonction paires ψi sur M telles que ψ̃i = fi. Comme Ui est un ouvert de coordonnées
on peut choisir ψi de sorte que ψi soit à support dans (Ui)0. Alors

∑
i∈I
ψi = g avec

g̃ = 1 donc inversible dans OM(M)0. On pose φi = g−1ψi. On définit bien ainsi
une partition de l’unité.

Si maintenant Ui n’est pas un ouvert de coordonnées, il existe un recouvrement
de Ui par des ouverts de coordonnées {Ui,j}j∈J et une partition de l’unité {hi,j}j∈J
sur Ui associée à {Ui,j}j∈J . En reprenant les notations précédentes il existe pour

tout j une fonction ψi,j telle que ψ̃i,j = h̃i,jfi. On pose alors ψi =
∑
j∈J

ψi,j et l’on

définit comme précédemment une partition de l’unité sur M. ♦

2.1.5. Morphismes de supervariétés.
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Définition 2.3. Soient M et N deux supervariétés. Un morphisme de super-
variétés entre M et N est un morphisme (φ, φ∗) d’espaces topologiques munis de
faisceaux de superalgèbres supercommutatives.

On montre que φ est un morphisme de variété C∞.
2.1.6. Sous-supervariété fermée.

Définition 2.4. Soit M une supervariété. Une sous supervariété fermée de M
est une supervariété N telle que N0 soit une sous-variété de M0 et telle qu’il existe
un faisceau d’idéaux I de OM tel que ON soit égal à OM/I.

Soient N et M deux supervariétés. Une immersion fermée de N dans M est un
isomorphisme de N sur une sous-supervariété fermée de M.

2.1.7. Points à valeurs dans un algèbre proche. Les supervariétés munies de
leur morphismes forment une catégorie. C’est une sous catégorie de la catégorie
des espace annelés en R-algèbres supercommutatives, c’est-à-dire les espaces muni
d’un faisceau de R-superalgèbres supercommutatives. On note C cette dernière
catégorie. Si P est une superalgèbre proche (Cf. sous-section I.I.3) on lui associe
l’espace annelé ({pt}, P ). Si M est une supervariété on lui associe le “foncteur
points” :

PM : P 7−→MorC(({pt}, P ), (M0,OM)),

de la catégorie des superalgèbres proches dans la catégorie des ensembles. On pose
PM(P ) = MP , on dit que c’est l’ensemble des points proches de M à valeurs dans
P. On a une application naturelle

MP −→ M0

φ 7−→ φ(pt).

Soit U un ouvert de M0. On lui associe l’ensemble

UP := {φ ∈MP , φ(pt) ∈ U0}.
Si U est un ouvert de coordonnées, alors le système de coordonnées (x1, . . . , xn,
ξ1, . . . , ξm) sur U réalise un isomorphisme entre U et un ouvert U ′ de R(n,m). On
note a 7→ ā la projection canonique de P sur R. Alors on a :

U ′P = {(a1, . . . , an, b1, . . . , bm), ai ∈ P0, bj ∈ P1, (ā1, . . . , ān) ∈ U ′0}.
Exemples: Soit V un superespace vectoriel et P une superalgèbre proche, l’en-
semble des points de la supervariété associée à V à valeurs dans P est (V ⊗P )0.

Si M est une supervariété et P = R, on a PM (R) = M0.
Soient M etM ′ deux supervariétés, et φ un morphisme deM dansM ′. On définit

alors une application Pφ de PM dans PM ′ en posant pour toute superalgèbre
proche P et f ∈ PM (P ), Pφ(P )(f) = φ ◦ f ∈ PM ′(P ). On pose φP := Pφ(P ).



22 I. PRÉLIMINAIRES

Pour toute superalgèbre proche P et pour toute supervariété M, PM (P ) peut
être muni d’une structure de variété différentiable. On a de plus le lemme suivant :

Lemme 2.1. Soient M et N deux supervariétés. Soient φ et ψ deux morphismes
de M dans N. Alors si pour toute superalgèbre proche P on a φP = ψP , on a
φ = ψ.

Démonstration: On pose dim(N) = (n,m) et dim(M) = (n′, m′). Tout d’abord
on a φR = ψR, et donc comme M0 = MR et N0 = NR, on a φ0 = ψ0.

Soit U0 un ouvert de coordonnées de N et V0 un ouvert de coordonnées de M.
Soit f ∈ ON (U0), on lui associe pour toute superalgèbre proche P la fonction fP
sur UP qui envoie (a1, . . . , an, b1, . . . , bm) sur f(a1, . . . , an, b1, . . . , bm). Si P =

∧
Rq

avec q ≥ m, et q ≥ m′, alors l’application f 7→ fP de ON (U0) dans les fonctions
de UP à valeurs dans P est injective. De même l’application g 7→ gP de OM(V0)
dans les fonctions sur VP à valeurs dans P est injective. Cela étant vrai pour tout
ouvert de coordonnées, c’est vrai pour tout ouvert de M ou de N.

Soit maintenant U0 un ouvert de N0 et V0 = φ−1
0 (U0) = ψ−1(U0). Comme φP =

ψP on a pour toute fonction f ∈ ON(U0) (φ∗(f))P = φ∗P (fP ) = ψ∗P (fP ) = (ψ∗(f))P .
En particulier pour P =

∧
Rm, on obtient φ∗(f) = ψ∗(f) et ce pour toute fonction

f ∈ ON (U). On a donc φ = ψ si φP = ψP pour toute superalgèbre proche P. ♦

2.1.8. Faisceau des dérivations.

Définition 2.5. Soit (M,OM ) une supervariété. On note DerM le faisceau des
dérivations de OM : si U est un ouvert de M, DerM(U) est l’ensemble des ap-
plications linéaires ζ de OM (U) dans lui même telles que, pour tout f et tout g
homogènes dans OM(U), on ait si ζ est homogène :

ζ(fg) = (ζf)g + (−1)|f ||ζ|f(ζg).

C’est un sous OM -module de End(OM).
On définit le faisceau DiffM des opérateurs différentiels sur M. C’est le faisceau

de sous-algèbres de End(OM) tel que pour tout ouvert U de M, DiffM(U) soit la
sous-algèbre de End(OM(U)) engendrée par DerM .

Proposition 2.3. Soit M une supervariété de dimension (n,m). Le faisceau
DerM est localement libre de rang fini égal à (n,m).

Démonstration: Pour tout point m de M0 il existe un voisinage ouvert U de
M tel que OM (U) soit isomorphe à OR(n,m)(R(n,m)). Il suffit donc de vérifier que
DerR(n,m)(R(n,m)) est un OR(n,m)(R(n,m))-module libre de rang (n,m). ♦
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Si (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) est le système de coordonnées canonique sur R(n,m),
on note ∂

∂xi
et ∂

∂ξj
la base (sur OR(n,m)(R(n,m))) de DerR(n,m)(R(n,m)) telle que :

∂

∂xi
xj = δi,j,

∂

∂xi
ξj = 0,

∂

∂ξj
xi = 0,

∂

∂ξj
ξi = δi,j.

2.1.9. Topologie sur OM(U). On définit une topologie sur OM (U) en disant
qu’une suite de fonctions (fk)k∈N converge vers une fonction f si et seulement si

pour tout opérateur différentiel D sur U, la suite (D̃fk)k∈N converge uniformément

vers D̃f sur tout compact inclus dans U.
Si U est un ouvert de coordonnées on écrit

f =
∑

I

fIξI ,

où I est un m-uplet de 0 et de 1. On a, pour tout n-uplet J0 ∈ Nn et tout m-uplet
I0 ∈ {0, 1}m :

∂J0

∂xJ0

∂I0

∂ξI0
(f )̃ = (−1)

|I0|(|I0|−1)

2
∂

∂xJ0
(fI0).

où |I0| =
∑
i∈I0

pi et ∂J0

∂xJ0
= ∂p1

∂x
p1
1
. . . ∂

pn

∂xpn
n

si J0 = (p1, . . . , pn) et ∂I0

∂ξI0
= ∂p1

∂ξ
p1
1
. . . ∂pn

∂ξpm
m

si

I0 = (p1, . . . , pm).
Pour cette topologie, OM(U) est un espace de Fréchet.

2.2. Superfibrés vectoriels.

2.2.1. Définition.

Définition 2.6. Soit M une supervariété de dimension (n,m). Un superfibré
vectoriel V de dimension (k, l) sur M est la donnée d’un morphisme de super-
variétés π : V →M, tel que pour tout m ∈ M, il existe un ouvert U (appelé ouvert
de trivialisation) de M contenant m et un isomorphisme ψU : π−1(U) → U×R(k,l)

vérifiant les conditions suivantes :
-Pour tout ouvert U le diagramme suivant est commutatif :

π−1(U)
ψU−−−−→ U × Rn,m

↓ ↓
U

Id−−−−→ U
.

En particulier ψ∗U est un morphisme de OM(U)-algèbres.
-Pour tout U et tout V ouverts de trivialisation, si (x1, . . . , xk, ξ1, . . . , ξl) est le

système de coordonnées canonique sur R(k,l), on impose que (ψU ◦ψ−1
V )∗|(U∩V )×R(k,l)
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est linéaire en les xi et les ξj. Plus précisément, on impose :

(ψU ◦ ψ−1
V )∗(xi) =

∑

p

xpfi,p +
∑

q

ξqgi,q,

(ψU ◦ ψ−1
V )∗(ξj) =

∑

p

xpf
′
i,p +

∑

q

ξqg
′
i,q

où fi,p, g
′
i,q ∈ OM(U)0 et f ′i,p, gi,q ∈ OM (U)1.

Définition 2.7. Soit M une supervariété et π : V → M,π ′ : V ′ → M deux
superfibrés vectoriels au dessus de M. On appelle morphisme de superfibrés vecto-
riels de V dans V ′ un morphisme de supervariétés φ : V → V ′ qui commute avec
π et π′ (π = π′ ◦ φ) et tel que, si U est un ouvert de trivialisation de V et V un
ouvert de trivialisation de V ′, (ψ′V ◦φ ◦ψ−1

U )∗|U∩V×Rn,m soit linéaire en les xi et les
ξj, les coordonnées canoniques sur Rn,m.

On dit que deux fibrés V et V ′ sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de
superfibrés vectoriels de V dans V ′.

2.2.2. Faisceau des sections.
Soit M une supervariété et π : V → M un superfibré vectoriel de base M. Soit

U ⊂M0 un ouvert de trivialisation de V et φ un isomorphisme de π−1(U) de U ×
R(k,l). On a donc un isomorphisme OM(U)-linéaire φ∗ de OM(U)⊗̂ORk,l(Rk,l) sur
OV(π−1(U)). On note (x1, . . . , xk, ξ1, . . . , ξl) les fonctions coordonnées sur R(k,l). La
donnée de l’isomorphisme φ équivaut à la donnée de (φ∗(x1), . . . , φ

∗(xk), φ∗(ξ1), . . . ,
φ∗(ξl)). Ces fonctions engendrent un sous OM(U)-module libre de rang (k, l) de
OV(π−1(U)).

On note ΓV(U) le OM (U) module dont il est le dual. Donc φ∗(x1), . . . , φ
∗(xk),

φ∗(ξ1), . . . φ∗(ξl) sont des formes linéaires sur ΓV(U) et forment une base de Γ∗V(U)
comme OM(U)-module. Si U et V sont deux ouverts de trivialisation de M (avec
des isomorphismes de trivialisation φU et φV ), on a un morphisme de transition de
ΓV(π−1(U ∩V )) dans ΓV(π−1(U ∩V )) défini grâce au morphisme φV ◦φ−1

U . Comme
les ouverts de trivialisation forment un recouvrement ouvert de M cela définit un
faisceau de OM -modules localement libres de rang (k, l). On appelle ce faisceau le
faisceau des sections de V.

Exemple: Soit V un superespace vectoriel de dimension finie et on note V =
(V0,OV) la supervariété associée. Soit M = (M0,OM) une supervariété. On pose
F := M×V. C’est un superfibré vectoriel trivial de fibre V. Le faisceau des sections
est ΓF = OM ⊗V et les fonctions linéaires le long des fibre au dessus d’un ouvert
U de M0 sont les éléments de OM(U)⊗V ∗ ⊂ OM(U)⊗̂OV(V).

Proposition 2.4. Soit M une supervariété de dimension (n,m). Il y a une
bijection entre les classes d’équivalences de superfibrés vectoriels V de dimension



2. SUPERGÉOMÉTRIE 25

(k, l) sur M et les classes d’équivalences par des morphismes pairs de faisceaux de
OM -supermodules sur M localement libres de dimension (k, l).

Démonstration: On a vu que l’on associe à un superfibré vectoriel de dimension
(k, l) sur M le faisceau des sections sur M. Un fibré équivalent aurait donné un
faisceau équivalent.

Réciproquement, soit ΓV un faisceau de OM -modules localement libres. On con-
sidère le faisceau Γ∗V := LOM

(ΓV ,OM) des morphismes OM -linéaires de ΓV dans
OM , puis le faisceau S(Γ∗V). Le spectre maximal du faisceau d’anneaux commuta-
tifs S(Γ∗V)0 est un fibré vectoriel, noté V0, au dessus de M0. On note π0 la projection
de V0 sur M0. Le faisceau S(Γ∗V) sur M0 définit un faisceau, noté encore S(Γ∗V) sur
V0 en posant pour tout ouvert U de V0 : S(Γ∗V)(U) = S(Γ∗V)(π0(U)) (la projection
est une application ouverte).

On a une projection f 7→ f̃ de S(Γ∗V) sur le faisceau des fonctions C∞ sur V0 qui
sont polynomiales le long des fibres. Comme sur OM (U), on peut définir une topo-
logie sur S(Γ∗V)(U) pour tout ouvert U de V. Pour cette topologie S(Γ∗V)(U) n’est
pas complet, on note OV(U) la superalgèbre obtenue en complétant S(Γ∗V)(U). On
obtient ainsi un préfaisceau OV sur V0 et on note OV le faisceau engendré. On
constate que V := (V0,OV) définit un superfibré vectoriel au dessus de M.

Un faisceau ΓV ′ isomorphe à ΓV aurait donné un fibré V ′ isomorphe à V. ♦

Remarque: Le faisceau U 7→ ΓV(U)0 est isomorphe au faisceau des morphismes de
supervariétés s de U dans V tels que π ◦ s = IdU .

Un morphisme de superfibrés vectoriels détermine un morphisme pair du fais-
ceau des sections et réciproquement.

Exemple: Soit M une supervariété de dimension (n,m). On appelle fibré tangent
le superfibré vectoriel associé au faisceau des dérivations. C’est un super fibré
vectoriel de rang (n,m), on le note TM. On appelle aussi champs de vecteurs
sur M ses sections c’est-à-dire les éléments de DerM(U) pour un ouvert U de M
donné.

Définition 2.8. Soit V −→ M un superfibré vectoriel et p un point de M0,
on appelle fibre en p de V, et on note Vp le superespace vectoriel défini par Vp =
(OM/mp)(U) ⊗

OM (U)
ΓV(U) où U est un ouvert de trivialisation de V contenant p et

mp est le faisceau des fonctions s’annulant en p.

Exemple: L’espace tangent TpM s’identifie aux dérivations ζ de OM(U) −→ R

telles que ζ(gf) = ζ(g)f(p) + (−1)|g||ζ|g(p)ζ(f).
La proposition précédente nous permet de généraliser la notion de superfibré

vectoriel en admettant des fibres de dimension infinie.
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Définition 2.9. Soit M une supervariété. On appelle superfibré vectoriel au
dessus de M un faisceau de OM -supermodule localement libre.

Cependant, dans le cas où la dimension de ce faisceau n’est pas de dimension
finie, on n’a pas de supervariété associée et on ne parlera donc pas de fonctions
sur le fibré.

2.2.3. Image réciproque.

Soit τ : N −→ M un morphisme de supervariétés et M un superfibré vectoriel
au dessus de M. On note τ ∗ΓM le faisceau de ON -modules sur N tel que

τ ∗ΓM = ON ⊗
τ−1OM

τ−1ΓM

où τ−1ΓM (resp.τ−1OM) est le faisceau engendré par le préfaisceau qui à un ou-
vert U de N associe limV⊃τ(U) ΓM(V ) (resp. limV⊃τ(U)OM(V )). On note τ ∗M le
superfibré vectoriel sur N associé. C’est le fibré image réciproque de M par τ.

Exemple: Si M est le fibré tangent TM au dessus de M on en déduit un fibré
τ ∗TM au dessus de N et on a une application naturelle dτ , appelée application
tangente, de TN (le fibré tangent de N) dans τ ∗TM.

Exemple: Si N est un point (N = {p}), alors si M est de rang (k, l) on a :

τ ∗M = Mp.

2.2.4. Superfibré ΠV.

Soit V un superfibré vectoriel de dimension (k, l) au dessus de M. On note ΓV
son faisceau des sections. On note ΠV le superfibré vectoriel de dimension (l, k)
défini par le faisceau de OM -supermodules ΠΓV . Le morphisme de changement de
parité π̄ : ΓV → ΠΓV est un morphisme impair de OM -modules.

2.2.5. Quotient, Somme directe et produit tensoriel de superfibrés vectoriels.

Soit M une supervariété et soient V et V ′ deux superfibrés vectoriels au dessus
de M. On note ΓV ,ΓV ′ les faisceaux de sections associés. On appelle somme directe
de V et V ′ le superfibré vectoriel associé au faisceau ΓV ⊕ ΓV ′. On le note V ⊕ V ′.
De même on appelle produit tensoriel de V et V ′ le superfibré vectoriel associé
au faisceau ΓV ⊗

OM

ΓV ′. On le note V ⊗V ′. Si V ′ est un sous-fibré de V On appelle

quotient de V par V ′ et on note V/V ′ le superfibré vectoriel associé au faisceau
ΓV/ΓV ′.
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2.2.6. Champs de vecteurs verticaux. Soit M une supervariété et π : V −→M
un superfibré vectoriel au dessus de M. Le fibré tangent TM de M se relève en
un fibré π∗TM au dessus de V. On a alors une application naturelle de TV dans
π∗TM. On appelle champs de vecteurs verticaux les sections de TV qui s’envoient
sur la section nulle de π∗TM. Ce sont les dérivations de OV(V) annulant π∗OM(M)

2.2.7. Fibré Normal à une sous-supervariété. Soit M une supervariété et Q
une sous-supervariété de M. On note j l’injection de Q dans M. Le fibré tangent
TQ de Q est un sous fibré de j∗(TM). On appelle fibré normal à Q dans M et on
note TNQ le fibré quotient j∗(TM)/TQ.

2.3. Formes différentielles et pseudodifférentielles. Dans toute la suite
on pose pour alléger l’écriture ΠT ∗M := (ΠTM)∗.

2.3.1. Formes différentielles.

Définition 2.10. Soit U un ouvert d’une supervariété M. On appelle formes
différentielles sur U les éléments de la superalgèbre supercommutative ΩM (U) :=
S(ΓΠT ∗M(U)). On a ainsi un faisceau ΩM de superalgèbres supercommutatives.

On appelle différentielle extérieure, et on note d, la dérivation impaire de ΩM(U)
telle que :

d2 = 0,
< df, π̄ζ > = −(−1)(|ζ|+1)|f |ζf pour f ∈ OM(U), ζ ∈ DerM(U) homogènes,

On note HM(U) la cohomologie de (ΩM(U), d).

Si l’on considère les éléments de ΩM(U) = S(ΓΠT ∗M(U)) comme des fonctions
sur ΠTM, alors d est un élément de DerΠTM(ΠTM). Soit U un ouvert de coor-
données de M. On note (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) les coordonnées sur U. Au dessus
de U le fibré TM est trivial et les dérivations ( ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn
, ∂
∂ξ1
, . . . , ∂

∂ξm
) forment

une base de sections. On a dans un ouvert de coordonnées :

d =
∑

i

dxi
∂

∂xi
+
∑

j

dξj
∂

∂ξj
.

On a alors < dxi, π̄
∂
∂xj

>= −δi,j, < dxi, π̄
∂
∂ξj

>= 0, < dξj, π̄
∂
∂xj

>= 0 et <

dξi, π̄
∂
∂ξj

>= −δi,j.
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2.3.2. Formes pseudodifférentielles.

Définition 2.11. Soit M une supervariété de dimension (n,m). On pose M̂ :=
ΠTM. C’est une supervariété de dimension (n+m,n+m). Si U est un ouvert de

M, Û := ΠTU est un ouvert de M̂. On appelle formes pseudodifférentielles sur U
les éléments de la superalgèbre supercommutative O

M̂
(Û). On la note :

Ω̂M(U) := O
M̂

(Û).

L’algèbre Ω̂M (U) contient ΩM (U) = S(ΠT ∗U), l’algèbre des formes différentielles

ou encore l’algèbre des fonctions sur Û qui sont polynomiales dans les fibres. Si
U est un ouvert de coordonnées et (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) les coordonnées sur U,
alors (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm, dx1, . . . , dxn, dξ1, . . . , dξm) sont des coordonnées sur

Û et les éléments de Ω̂M(U) sont les fonctions C∞ en les xi et les dξj et de degré
0 ou 1 en chacune des variables impaires ξj et dxi.

La différentielle extérieure sur les formes différentielles s’étend par continuité
aux formes pseudodifférentielles. Si U est un ouvert de coordonnées c’est la déri-
vation de Ω̂M(U) qui envoie xi sur dxi, ξj sur dξj et qui est nulle sur les dxi et les

dξj. C’est un champ de vecteurs sur M̂.

Si ζ est une dérivation de OM (U) on lui associe la dérivation ι(ζ) (de parité

|ζ|+ 1 si ζ est homogène) de Ω̂M(U) telle que :

ι(ζ)2 = 0,
ι(ζ)f = 0,
ι(ζ)(df) = (−1)|ζ|ζf pour f ∈ OM(U), ζ ∈ DerM(U).

En coordonnées si ζ =
n∑
i=1

fi
∂
∂xi

+
m∑
j=1

gj
∂
∂ξj
, on a :

ι(ζ) =
n∑

i=1

(−1)|fi|fi
∂

∂dxi
+

m∑

j=1

(−1)|gj |+1gj
∂

∂dξj
.

On pose pour ζ ∈ DerM(U) homogène,

L(ζ) := [d, ι(ζ)] = dι(ζ) + (−1)|ζ|ι(ζ)d.

On appelle L(ζ) la dérivée de Lie par rapport au champ de vecteurs ζ. On a alors
si f ∈ OM(U) les relations suivantes :

L(ζ)f =ζ.f,

[L(ζ), d] =0.

On note ĤM(U) la cohomologie de (Ω̂M (U), d). A priori, l’application U 7→
ĤM(U) ne définit pas un faisceau.
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2.3.3. Image réciproque. Soient M et N deux supervariétés et τ un morphisme
de N dans M. Si U est un ouvert de N, on a un morphisme naturel dτ de ON(U)-
modules de DerN(U) dans τ ∗DerM(U). Pour tout ouvert V ⊃ τ(U) de M, on
associe à une dérivation ζ ∈ DerN(U) la dérivation

dτ(ζ) : f ∈ OM(V ) 7→ ρ
τ−1(V )
U

(
ζ(τ ∗f)

)
,

où ρ
τ−1(V )
U est le morphisme de restriction de ON (τ−1(V )) à ON (U). On a donc un

morphisme, que l’on note encore dτ, de TN dans TM, et un morphisme τ̂ := πdτ
de N̂ dans M̂. On a donc un morphisme naturel

τ̂ ∗ : Ω̂M (U) −→ Ω̂N (τ−1(U)),

entre les formes pseudodifférentielles sur U ⊂ M et sur τ−1(U) ⊂ N pour un
ouvert U de M. De plus ce morphisme commute avec la différentielle extérieure.
Plus précisément on note dM la différentielle sur Ω̂M et dN la différentielle sur Ω̂N ,
on a alors τ̂ ∗(dMω) = dN(τ̂ ∗(ω)) pour toute forme pseudodifférentielle ω sur M.

On a donc pour tout ouvert U de M un morphisme entre ĤM(U) et ĤN(τ−1U).

2.3.4. Superconnexions. Soit V un superfibré vectoriel de base M. On appelle
superconnexion un endomorphisme impair A du faisceau de superespaces vectoriels
Ω̂M ⊗

OM

ΓV des formes pseudodifférentielles à valeurs dans V tel que, si α ∈ Ω̂M(U)

et ω ∈ Ω̂M (U,V) :

A(αω) = (dα)ω + (−1)|α|α(Aω).

Remarque: Cette définition est due à Quillen [MQ86].

On en déduit une action de A sur le faisceau Ω̂M ⊗
OM

EndOM
(ΓV) en posant pour

α ∈ Ω̂M(U,End(V)) := Ω̂M(U) ⊗
OM (U)

EndOM (U)(ΓV(U)) (U étant un ouvert de

M et le crochet étant le crochet de supercommutation des endomorphismes de
Ω̂M(U,V)) :

A.α = [A, α].

La courbure d’une superconnexion est l’opérateur A2 sur Ω̂M(M). C’est un
opérateur local (qui commute avec la multiplication par les fonctions de OM (M)).

Il est donc donné par un élément F pair de Ω̂M (M,End(ΓV)) qui satisfait l’identité
de Bianchi :

AF = 0.
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En effet si f ∈ OM (M) et ω ∈ Ω̂M(M,ΓV(M)) on a :

A2(fω) =A((df)ω + (−1)|f |fAω)

=(−1)|f |+1dfAω + (−1)|f |dfAω + fA2ω

=fA2ω.

L’égalité de Bianchi provient de l’égalité :

A.F = [A,A2] = 0.

Considérons le cas du fibré trivial V = M × V . On a alors ΓV(M) = O(M)⊗V,
et Ω̂M (M,V) = Ω̂M(M)⊗ V. L’action de d sur Ω̂M(M,V) est définie par d = d⊗ 1
et c’est une superconnexion. Alors, A est donné par :

A = d+ ω,

où ω ∈ Ω̂M (M,End(V)) est une forme pseudodifférentielle à valeurs dans End(V).
En effet, on constate que si A1 et A2 sont deux superconnexions, d’après la règle
de Leibnitz elles diffèrent par un opérateur local.

3. Superalgèbres de Lie, Supergroupes de Lie

3.1. Superalgèbres de Lie.

Définition 3.1. On appelle superalgèbre de Lie un superespace vectoriel g muni
d’une forme bilinéaire paire superantisymétrique à valeurs dans g appelé crochet
(de Lie) vérifiant la relation (super-Jacobi) suivante :

[Z, [X, Y ]] = [[Z,X], Y ] + (−1)|Z||X|[X, [Z, Y ]].

On appelle sous-superalgèbre de Lie d’une superalgèbre de Lie g, un sous-super-
espace vectoriel h de g stable par le crochet, c’est-à-dire [h, h] ⊂ h.

Si A est une superalgèbre supercommutative on appelleA-points de g les éléments
de gA = (g⊗A)0. C’est une algèbre de Lie.

Exemple: Soit V un superespace vectoriel. La superalgèbre End(V ) munie du cro-
chet de supercommutation :

[v, w] = vw − (−1)|v||w|wv pour v, w ∈ End(V ) homogènes,

est une superalgèbre de Lie.
On note gl(n,m) l’ensemble des matrices réelles de la forme

(
A B
C D

)
,
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où A est une matrice (n, n), D est une matrice (m,m), B est une matrice (n,m)
et C une matrice (m,n). On pose :

gl(n,m)0 = {
(
A 0
0 D

)
}

gl(n,m)1 = {
(

0 B
C 0

)
}.

Alors gl(n,m) muni du crochet de supercommutation des matrices forme une su-
peralgèbre de Lie.

On suppose maintenant que V est muni d’un forme bilinéaire supersymétrique
B. On définit la superalgèbre de Lie osp(V,B) comme l’ensemble des éléments X
de gl(V ) tels que pour tout u et tout v homogènes de V on ait si X est homogène :

B(Xu, v) = (−1)|u||X|B(u,Xv).

On définit de la même façon osp(V,B) pour une forme bilinéaire B superanti-
symétrique sur V.

3.1.1. Morphismes. Soient g et g′ deux superalgèbres de Lie. Un morphisme
φ de superalgèbres de Lie de g dans g′ est un morphisme pair de superespaces
vectoriels qui respecte le crochet :

φ([v, w]) = [φ(v), φ(v)] pour v, w ∈ g.

Exemple: L’isomorphisme impair entre (V,B) et (ΠV,ΠB) si B est une forme
bilinéaire supersymétrique ou superantisymétrique induit un isomorphisme pair
entre osp(V,B) et osp(ΠV,ΠB).

3.1.2. Représentations. Soit g une superalgèbre de Lie. On appelle représenta-
tion de g la donnée d’un superespace vectoriel V et d’un morphisme de super-
algèbre de Lie de g dans gl(V ) = End(V ).

Exemple: On appelle représentation adjointe (notée ad) de g la représentation de
g dans g par le crochet. Si v, w ∈ g on pose :

ad(v)w = [v, w].

Soit g une superalgèbre de Lie et V et W deux représentations de g. On définit
une représentation V ⊗W en posant pour X ∈ g, v ∈ V, w ∈ W homogènes :

X(v⊗w) = Xv⊗w + (−1)|X||v|v⊗Xw.
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On définit ainsi si V est une représentation de g une représentation sur la super-
algèbre tensorielle T (V ) puis par passage au quotient sur la superalgèbre symétri-
que S(V ). De même on définit à l’aide de l’isomorphisme entre gl(V ) et gl(ΠV )
les représentations sur ΠV et S(ΠV ).

3.2. Supergroupes.

Définition 3.2. On appelle supergroupe une supervariété G munie de trois
morphismes :

m : G×G −−−−→ G (multiplication),
i : G −−−−→ G (inverse),
e : {pt,R} −−−−→ G (neutre).

vérifiant les relations de commutation suivantes où ∆ est le morphisme diagonal
de G dans G×G, π : G −→ {pt} le morphisme canonique et j1 : G −→ G× {pt}
l’injection canonique (resp. j2 : G −→ {pt,R} ×G)

m ◦ (m× IdG) = m ◦ (IdG ×m),

m ◦ (i× IdG) ◦∆ = m ◦ (IdG × i) ◦∆ = e ◦ π,
m ◦ (e× IdG) ◦ j1 = m ◦ (IdG × e) ◦ j2 = IdG.

On notera aussi e l’image du point dans G0.
Remarque: De la même façon que l’on peut considérer une supervariété comme
un foncteur de la catégorie des superalgèbres proches dans la catégorie des en-
sembles, on peut considérer un supergroupe comme un foncteur de la catégorie
des superalgèbres proches dans la catégorie des groupes.

Exemple: L’espace End(V ) est naturellement muni d’une structure de supervariété
dont la variété sous-jacente est End(V )0 = End(V0)⊕ End(V1) considéré comme
variété C∞. On définit GL(V ) comme la sous supervariété ouverte de End(V ) d’ou-
vert sous-jacent GL(V )0 = GL(V0) × GL(V1). L’espace GL(V ) est naturellement
muni d’une structure de supergroupe. On a OGL(V ) = OGL(V )0 ⊗

∧
gl(V )∗1

On note G le foncteur de la catégorie des superalgèbres proches dans celle
des groupes qui à toute superalgèbre proche P associe les matrices inversibles
de gl(n,m)P . On pose GL(n,m, P ) := G(P ). Ce foncteur est représentable et on
note GL(n,m) le supergroupe qui le représente. Concrètement GL(n,m, P ) est le
groupe des matrices de la forme :

(
A B
C D

)
,

avec A et D matrices (n, n) et (m,m) respectivement à coefficients dans P0 et
inversibles et B,C à coefficients dans P1 quelconques.
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3.2.1. Morphismes. Soient G1 et G2 deux supergroupes. On appelle morphisme
de supergroupes un morphisme φ de supervariétés qui commute avec les structures
de groupes. C’est-à-dire que si l’on note mk et ik la multiplication et l’inverse dans
Gk on impose :

φ ◦ i1 =i2 ◦ φ,
φ ◦m1 =m2 ◦ (φ× φ).

Exemple: Les supergroupes GL(V ) et GL(ΠV ) sont isomorphes. En effet GL(ΠV )
est l’ouvert des éléments inversibles de End(ΠV ). Or on a vu que l’on a une
structure de End(V ) module sur ΠV, c’est-à-dire que l’on a un morphisme pair de
superalgèbres de End(V ) dans End(ΠV ) qui envoie φ sur (−1)|φ|φ. Ce morphisme
est bijectif. Par conséquent il induit un isomorphisme entre GL(V ) et GL(ΠV ).

3.2.2. Sous-supergroupe. On appelle sous-supergroupe fermé de G une sous-
supervariété fermée H de G telle que H soit stable part les morphismes i et m.
En particulier un sous supergroupe est un supergroupe et H0 est un sous groupe
de Lie de G0.

Soient H et G deux supergroupes. Une immersion fermée de H dans G est un
isomorphisme de H sur un sous-supergroupe de G.

Fonctoriellement si le supergroupe G est représenté par un foncteur G de la
catégorie des superalgèbres proches dans la catégorie des groupes, un sous-super-
groupe H est la donnée d’un sous-foncteur H de G qui envoie toute superalgèbre
proche P sur un sous-supergroupe H(P ) de G(P ) et tel que de plus H soit repré-
sentable par une supervariété.

3.2.3. Composante neutre. Soit G un supergroupe. On appelle composante
neutre de G et on note G0 le sous-supergroupe de G défini par l’ouvert (et fermé)
G0

0 de G0 où G0
0 est la composante connexe de G0 contenant l’élément neutre de

G0.

3.2.4. Superalgèbre de Lie associée à un supergroupe.

Soit G un supergroupe de Lie on lui associe la superalgèbre de Lie g des
champs de vecteurs sur G invariants par translation à gauche. C’est le sous es-
pace DerG(G)G de DerG(G) pour la multiplication à gauche mg de G dans G.

On a de plus comme dans la situation classique un isomorphisme de superespaces
vectoriels entre g et Te(G) l’espace tangent de G en l’élément neutre. En particulier
g a la même dimension que G.
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3.2.5. Représentations. Soit G un supergroupe. On appelle représentation de
dimension finie de G (sous-entendu à gauche) la donnée d’un superespace vectoriel
V et d’un morphisme ρ de supergroupes de G dans GL(V ). En particulier comme
GL(V ) ⊂ End(V ) et que End(V ) ' V ⊗V ∗, on peut considérer ρ comme un
élément de OG(G)⊗(V ⊗ V ∗).

On appelle représentation à droite de G la donnée d’un superespace vectoriel
V et d’un morphisme ρd de G dans GL(V )opp où GL(V )opp est le groupe GL(V )
muni de la multiplication inversée : mi = m ◦ δi, δi étant l’inversion des facteurs
de GL(V )×GL(V ) dans GL(V )×GL(V ). Plus précisément on a δi(g, g

′) = (g′, g)
pour (g, g′) ∈ GL(V )0 × GL(V )0, et si f ∈ OGL(V )(U) et f ′ ∈ OGL(V )(U

′) (U, U ′

ouverts de GL(V )0) sont homogènes on a δ∗i (f ⊗ f ′) = (−1)|f ||f
′|f ′⊗ f. On peut

considérer GL(V )opp comme un ouvert de V ∗⊗V à l’aide de l’anti-isomorphisme
de superalgèbres de V ⊗V ∗ sur V ∗⊗V qui envoie φ⊗ v sur (−1)|v||φ|v⊗ φ. Ainsi,
on considère ρd comme un élément de (V ∗⊗V )⊗OG(G).

Proposition 3.1. Soit V un superespace vectoriel. Une représentation (à gau-
che) de G sur V est une structure de OG(G)-supercomodule (à gauche) sur V,
c’est-à-dire un morphisme de superespaces vectoriels

ρ : V → OG(G)⊗V,
qui vérifie :

(IdOG(G)⊗ ρ) ◦ ρ = (m∗⊗ IdV ) ◦ ρ,
(e∗⊗ IdV ) ◦ ρ = IdV ,

où m et e sont la multiplication et l’élément neutre de G.

Si V est un superespace vectoriel topologique localement convexe, on appelle
représentation différentiable un morphisme continu ρ de V dans OG(G)⊗̂V qui
vérifie les relations ci-dessus. Si V est de dimension finie, toute représentation est
une représentation différentiable.

On définirait de même une représentation différentiable à droite sur un espace
vectoriel topologique V.

Exemple: On considère G = GL(n,m) et V = gl(n,m). La supervariété G est
une sous-supervariété ouverte de gl(n,m) et la loi de groupe sur G est la res-
triction à G de la multiplication dans l’algèbre (associative) gl(n,m). On a donc
une représentation naturelle à gauche (resp. à droite) de GL(n,m) sur gl(n,m)
par multiplication à gauche (resp. à droite) on la note ρg (resp. ρd). Ces deux
représentations commutent. On définit alors la représentation adjointe deGL(n,m)
dans gl(n,m) par :

Ad = ρg.(ρd ◦ i),
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où . est la composition des endomorphismes dans End(gl(n,m)), et i l’inverse
de GL(n,m). C’est une représentation à gauche de GL(n,m) dans gl(n,m). Si
l’on considère les points à valeurs dans une superalgèbre proche P, on a si g ∈
GL(n,m)P et X ∈ gl(n,m)P :

Ad(g).X = gXg−1.

Si V et W sont deux représentations de G on définit une représentation de G
sur V ⊗W. La représentation de G sur V est un morphisme ρV de G dans GL(V ),
celle de G sur W est un morphisme ρW de G dans GL(W ). Or comme l’on a
remarqué que OGL(V ) = OGL(V )0 ⊗

∧
gl(V )∗1 et que l’on a une immersion fermée de

GL(V )0×GL(W )0 dans GL(V ⊗W )0, on a une immersion i de GL(V )×GL(W )
dans GL(V ⊗W ). La représentation de G dans V ⊗W est alors donnée par le
morphisme i ◦ (ρV × ρW ). On a alors également des représentations de G sur
T (V ), S(V ) et

∧
V.

3.2.6. Supergroupe agissant sur une supervariété. Soit G un supergroupe et M
une supervariété. On dit que G agit sur M (sous entendu à gauche) sur M si l’on
a un morphisme de supervariétés δ de G×M dans M qui vérifie :

δ ◦ (e× IdM) = IdM ,

δ ◦ (m× IdM) = δ ◦ (IdG × δ).

Si U est un ouvert G-invariant de M (c’est-à-dire si U0 est un ouvert G0-invariant
de M0) alors on a une représentation de G dans OM(U). Le morphisme δ de
G×M dans M donne un morphisme δ∗ de OM (U) dans OG(G)⊗̂OM (U) (δ−1(U) =
G×U) qui peut s’exprimer comme un élément de OG(G)⊗̂(OM(U)⊗̂OM(U)∗) Les
relations ci-dessus assurent que c’est une représentation de G dans OM(U).

On dit que G agit à droite sur M si l’on a un morphisme de supervariétés δd de
M ×G dans M qui vérifie :

δd ◦ (IdM × e) = IdM ,

δd ◦ (IdM ×m) = δd ◦ (δd × IdG).

On a de la même façon pour tout ouvert G-invariant U de M une représentation
à droite de G dans OM (U).

Si δ est une action à droite on tire une action à gauche en posant δg = δ ◦
(IdM × i) ◦ j où i est l’inverse de G et j l’inversion des facteurs de M × G dans
G × M. On peut également remarquer qu’une action à gauche et une action à
droite commutent.

Soit M une G-supervariété. On a donc une application δ∗ de OM (M) dans
OG(G)⊗OM (M). Soit X ∈ g c’est une dérivation de OG(G). On la fait agir sur
OG(G)⊗OM (M) par produit tensoriel avec la dérivation triviale sur OM (M). On
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identifie M avec M ×{e} où e est l’élément neutre de G. On a donc une injection
j de M dans G × M et un morphisme j∗ de OG(G)⊗OM(M) dans OM (M).
L’application :

j∗ ◦X ◦ δ∗ : OM(M) −→ OM(M),

est une dérivation de OM(M) que l’on note XM . L’application de g dans DerM(M)
qui à X associe XM est un morphisme de superalgèbres de Lie.

Exemple: On a une action naturelle de G sur lui même considéré comme super-
variété par multiplication à gauche (resp. à droite), on note δg (resp. δd) cette
action. Ces deux actions commutent et on appelle action (action adjointe) de G
sur lui même par automorphismes intérieurs l’action à gauche donnée par :

iG := δg ◦
(
IdG × (δd ◦ δi ◦ (i× IdG))

)
◦
(
∆G × IdG

)
: G×G→ G

où i est l’inverse, ∆ est l’application diagonale de G dans G×G et δi l’inversion des
facteurs de G×G dans G×G. Lorsque l’on passe aux points proches, si g, g0 ∈ GP

pour une algèbre proche P , on a (iG)P (g0, g) = g0.g.g
−1
0 . C’est donc pour g0 fixé

un automorphisme intérieur de GP . Cela se traduit au niveau de G par la relation
de commutation suivante (m étant la multiplication de G) :

iG ◦ (IdG ×m) = m ◦ (iG × iG) ◦ (IdG × δi × IdG) ◦ (∆× IdG × IdG).

Exemple: Superfibré équivariant. On appelle superfibré G-équivariant, un super-
fibré vectoriel π : V →M tel que G agisse de manière équivariante sur V et sur M
et tel que l’action de G sur V induise une représentation de G sur le superespace
vectoriel ΓV L’équivariance signifie que le diagramme suivant est commutatif.

G× V −−−−→ V
IdG×π

y π

y
G×M −−−−→ M

3.2.7. Stabilisateur. Soit G un supergroupe et M une G-supervariété. On note
δ l’action de G sur M. On note G, M et d les foncteurs associés à G, M et δ
respectivement. Soit N une sous-supervariété fermée de M et N le sous-foncteur
de M associé. On appelle stabilisateur de N le sous-supergroupe de G représentant
le foncteur H qui à toute superalgèbre proche P associe le stabilisateur H(P ) de
N(P ) dans G(P ).

On dit que N est G-invariante si et seulement si GN = G. Si V est un super-
espace vectoriel muni d’une représentation de G, on note V G le sous-superespace
vectoriel de ses éléments G-invariants.
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Exemple: De même que l’on définit la superalgèbre de Lie osp(V,B) pour une
forme bilinéaire B supersymétrique ou superantisymétrique, on définit maintenant
le supergroupe OSP (V,B). De la représentation standard de GL(V ) sur V on
déduit une représentation sur S2(V ∗). Or B est défini par un élément de S2(V ∗)
On définit alors OSP (V,B) comme le stabilisateur de B dans GL(V ). De plus on
a un isomorphisme entre OSP (V,B) et OSP (ΠV,ΠB).

L’algèbre de Lie de OSP (V,B) est osp(V,B).

3.2.8. Représentations adjointes et coadjointes. On a une action de G sur lui
même par les automorphismes intérieurs. De cette action on déduit une représen-
tation de G dans DerG qui laisse stable g car sur g elle est égale à md ◦ i. On
a donc une représentation de G dans GL(g) que l’on appelle action adjointe et
que l’on note Ad. Cette représentation est un morphisme de G dans GL(g). Il
donne un morphisme entre DerG(G) et DerGL(g)(GL(g)) qui se restreint en une
représentation de g dans gl(g) qui est la représentation adjointe introduite plus
haut et notée ad.

D’autre part on a vu que à tout endomorphisme φ de g on associe un endomor-
phisme strφ de g∗. On note ∗ le morphisme ainsi obtenu de End(g) dans End(g∗).
De la représentation adjointe deG sur g on déduit alors une représentation, appelée
représentation coadjointe, de G sur g∗ :

Ad∗ := − ∗ ◦Ad.
3.2.9. Bérézinien.
Bérézin a introduit la généralisation suivante du déterminant.

Définition 3.3. Soient A une superalgèbre supercommutative et

M =

(
A B
C D

)
∈ gl(n,m)A.

Si D est inversible, on pose :

Ber(M) = det(A−BD−1C)det(D)−1.

On définit ainsi une fonction sur GL(n,m) que l’on note Ber et que l’on appelle
le bérézinien.

On définit encore les béréziniens suivants sur GL(n,m) qui sont des généralisa-
tions de |Det|. Le groupe de Lie GL(n,m)0 est canoniquement isomorphe GL(n)×
GL(m). On a :

GL(n,m)/GL(n,m)0 ' GL(n)/GL(n)0 ×GL(m)/GL(m)0 ' (Z/2Z)2.

Il y a 4 morphismes de GL(n,m)/GL(n,m)0 dans {−1, 1} : le morphisme identi-
quement égal à 1, le morphisme σ1 : (a, b) 7→ (−1)a ( avec a ∈ GL(n)/GL(n)0, b ∈
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GL(m)/GL(m)0), le morphisme σ2 : (a, b) 7→ (−1)b, et enfin le morphisme σ0 :=
σ1σ2. Soit p la projection canonique de Gl(n,m) sur GL(n,m)/GL(n,m)0. On
pose alors εi := σi ◦ p. On pose alors :

Définition 3.4.
Ber(0,1) := ε2Ber,

Ber(1,0) := ε1Ber,

Ber(1,1) := ε0Ber.

On note pour A = (ai,j)(i,j), Ã la matrice (ãi,j)(i,j) où ãi,j ∈ R est le projeté
canonique de ai,j ∈ P. Si l’on considère une matrice

M =

(
A B
C D

)
∈ GL(n,m)P ,

on a les égalités suivantes :

Ber(0,1)(M) :=
( |det(D̃−1)|
det(D̃−1))

)
det(A− BD−1C)det(D)−1,

Ber(1,0) :=
( |det(Ã)|
det(Ã))

)
det(A− BD−1C)det(D)−1,

Ber(1,1) :=
( |det(ÃD−1)|
det(ÃD−1))

)
det(A− BD−1C)det(D)−1.

On a pour ces quatre béréziniens la propriété fondamentale (que l’on n’énonce
que pour Ber mais elle est vraie aussi pour Ber(0,1), Ber(1,0) et Ber(1,1)) :

Proposition 3.2. Le bérézinien, Ber : GL(n,m)−−−−→GL(1), est un mor-
phisme de supergroupes.

Démonstration: Voir par exemple [Ber87] ou [BL77b] ♦

Cette propriété implique en particulier que le bérézinien est invariant par auto-
morphismes intérieurs de GL(n,m), et est donc indépendant de la base de R(n,m)

choisie pour la représentation matricielle. On peut donc définir le bérézinien sur
GL(V ) pour un superespace vectoriel V de dimension finie et sur GL(V )P pour
une superalgèbre proche P. Si on note φ l’isomorphisme entre GL(V ) et GL(ΠV )
et BerV (resp. BerΠV ) le bérézinien sur GL(V ) (resp. GL(ΠV )) alors

BerΠV ◦ φ = Ber−1
V .

3.3. Superfibrés principaux.
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3.3.1. Définition.

Définition 3.5. Soit M et N deux supervariétés. On appelle fibré de fibre N
au dessus de M une supervariété N muni d’un morphisme de supervariétés π :
N −→ M tel que pour tout m ∈ M, il existe un ouvert U (appelé ouvert de
trivialisation) de M contenant m et un isomorphisme ψU : π−1(U) → U × N
vérifiant la condition suivante.

Pour tout ouvert U le diagramme suivant est commutatif :

π−1(U)
ψU−−−−→ U ×N

↓ ↓
U

Id−−−−→ U
.

On peut alors poser :

Définition 3.6. Soit G un supergroupe de Lie et M une supervariété. On ap-
pelle fibré principal de groupe structurel G sur M un fibré π : P → M de fibre
G muni d’une action à droite de G qui soit libre et telle que sur un ouvert de
trivialisation de P, soit π−1(U) ' U × G, l’action de G soit la multiplication à
droite par G sur G et triviale sur U . On note :

δ : P ×G→ P,
l’action de G.

Exemple: Soient M une supervariété et V un superfibré vectoriel de rang (k, l) au
dessus de M. Reprenons les notations de la section 2.2. On note π la projection
de V sur M et V une fibre de V. Pour tout ouvert de trivialisation U on note ψU
l’isomorphisme entre π−1(U) et U × V et on pose ψU,U ′ = ψU ◦ ψ−1

U ′ pour deux
ouverts de trivialisation U et U ′. On pose pour tout ouvert de trivialisation U de
V π−1

G (U) = U × GL(V ) et pour deux ouverts de trivialisation U et U ′ on pose
φU,U ′ = Ad(ψU,U ′). La donnée des π−1

G (U) et des morphismes de transition φU,U ′
définit un superfibré principal de groupe structurel GL(V ) que l’on note GL(V).

3.3.2. Superfibrés vectoriels associés à un fibré principal.
Comme dans la situation classique, si on a un fibré principal P de supergroupe

structurel G et une représentation ρ de G dans un superespace vectoriel V, on
lui associe un superfibré vectoriel V. On considère pour tout ouvert U de M le
superespace vectoriel OP(π−1(U))⊗ V. On a une représentation à droite de G sur
OP(π−1(U)), on en déduit de une représentations à gauche. On a de plus une
représentation de G sur V. Finalement on a une représentation à gauche (tenso-
rielle) de G sur OP(π−1(U))⊗V. On pose alors ΓV(U) = (OP(π−1(U))⊗V )G c’est
le sous-espace des éléments G-invariants. Cela définit un faisceau de OM -modules
localement libres, et donc un superfibré vectoriel V sur M .



40 I. PRÉLIMINAIRES

3.4. Superconnexion sur un superfibré principal et superconnexion

sur un superfibré vectoriel associé. Soient G un supergroupe de Lie de su-
peralgèbre de Lie g, M une supervariété et P un superfibré principal au dessus de
M de groupe structurel G.

On appelle superconnexion sur P une 1-forme impaire ω sur P à valeurs dans
g qui soit G-invariante et telle que pour tout X dans g on ait :

ι(XP)ω = X.

On appelle courbure de la superconnexion ω la 2-forme Ω sur P à valeurs dans
g nulle sur les champs de vecteurs verticaux et G-invariante (on appelle une telle
forme basique) définie par :

Ω = dω +
1

2
[ω, ω].

Considérons maintenant un superfibré vectoriel π : V →M associé à une repré-

sentation ρ de G dans V. Soit (̂P, V ) (resp. Ω̂(P,V)) l’espace des formes pseu-
dodifférentielles à valeurs dans V (resp V). On appelle horizontales les formes

ω ∈ Ω̂(P, V ) (resp. ω ∈ Ω̂(P,V)) telles que pour tout X dans g on ait

ι(XP)ω = 0.

On appelle basiques les formes qui sont horizontales et G-invariantes. On note
Ω̂(P, V )bas (resp. Ω̂(P,V)bas) l’espace des formes basiques. Le diagramme commu-
tatif suivant définit une superconnexion A sur V associée à la superconnexion ω
sur P :

Ω̂(P, V )bas
d+ρ(ω)

−−−−→ Ω̂(P, V )basy

y
Ω̂(M,V)

A−−−−→ Ω̂(M,V).

La courbure A2 est alors déterminée par ρ(Ω).

Exemple: Soit G un supergroupe de Lie. Une G-supervariété est dite homogène s’il
existe un sous supergroupe fermé H de G tel que M soit isomorphe à G/H. Le
supergroupe G est alors un fibré principal sur G/H de groupe structurel H. La
donnée d’une superconnexion G-invariante sur G→ G/H est alors équivalente à la
donnée d’un supplémentaire H-invariant r de h dans g. On note p la projection de g

sur h parallèlement à r. La courbure Ω sur G est alors déterminée par l’application
superantisymétrique (cf [BGV92]) :

g× g −→h

(X, Y ) 7−→p([X, Y ])− [p(X), p(Y )].
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4. Intégration

4.1. Intégration dans les supervariétés.

4.1.1. Orientation et superstructure euclidienne.

Définition 4.1. On dit que la supervariété M est orientée si M0 est orientée.
On dit que M est globalement orientée si M̂ est orientée, c’est-à-dire si la variété
(TM)1|M0 est orienté. On dit que M est négativement orientée si le fibré de
(TM)1|M0 −→ M0 est orienté. Enfin on dit que M est totalement orientée si
elle est à la fois orientée et globalement orientée. De manière équivalente, M est
totalement orientée si les fibrés vectoriels (TM )0|M0 −→ M0 et (TM)1|M0 −→ M0

sont orientées.
De même si V est un superespace vectoriel, on dit qu’il est orienté (resp. globa-

lement, négativement, totalement) s’il l’est considéré comme une supervariété.

On note GL(n,m)(+,−) (resp. GL(n,m)(−,+), resp. GL(n,m)(−,−)) le plus grand

sous-supergroupe ouvert deGL(n,m) tel que sur (GL(n,m)(+,−))0 (resp. B̃er(0,1) >

0 resp. (GL(n,m)(−,+))0, resp. (GL(n,m)(−,−))0 B̃er(1,0) > 0, resp. B̃er > 0).
On reprend les notations de la section 3.2.8. Pour toute superalgèbre proche P,
GL(n,m)(+,−)P (resp. GL(n,m)(−,+)P , resp. GL(n,m)(−,−)P ) est le sous-groupe de

GL(n,m)P des matrices telles que det(Ã) > 0 (resp. det(D̃) > 0, resp. det(ÃD̃) >
0). On pose de plus GL(n,m)(+,+) = GL(n,m)(+,−) ∩GL(n,m)(−,+). Dire que M
est orientée (resp. négativement, resp. globalement, resp. totalement) c’est dire
que le fibré tangent TM peut être associé à un fibré principal de groupe structurel
GL(n,m)(+,−) (resp. GL(n,m)(−,+), resp. GL(n,m)(−,−), resp. GL(n,m)(+,+)).

• Sur GL(n,m)(+,−), Ber(1,0) et Ber sont égaux ainsi que Ber(0,1) et Ber(1,1).
• Sur GL(n,m)(−,+), Ber(0,1) et Ber sont égaux ainsi que Ber(1,0) et Ber(1,1).
• Sur GL(n;m)(−,−), Ber(1,0) et Ber(0,1) sont égaux ainsi que Ber(1,1) et Ber.
• Sur GL(n,m)(+,+), les quatre béréziniens sont égaux.

On introduit également les notions suivantes :

Définition 4.2. On dit que M possède une superstructure euclidienne (resp.
une superstructure euclidienne faible) si le faisceau de OM -modules DerM est muni
d’une forme bilinéaire paire à valeurs dans OM qui lui donne une superstructure
euclidienne (resp. une superstructure euclidienne faible) relativement à tous les
morphismes d’évaluation :

φx : OM −→ R

f 7−→ f(x),

lorsque x parcourt M0.
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Si M est munie d’une superstructure euclidienne (ou seulement d’une super-
structure euclidienne faible) alors M0 est une variété riemannienne et on appelle
“boule” de centre m et de rayon a pour m ∈M0 et a > 0 l’ouvert de M au dessus
de l’ouvert image par l’application exponentielle (entre (TmM)0 et M0) de B(0, a),
la boule de centre 0 et de rayon a de TmM0.

4.1.2. Intégration dans R(n,m).

Définition 4.3. Soit (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) les coordonnées canoniques sur
R(n,m). Soit f =

∑
I
fIξI une fonction sur R(n,m). On définit, lorsque f{1,...,m} est

intégrable au sens de Lebesgue, l’intégrale de f par :
∫

R(n,m)
fD(xi, ξj) :=

∫

Rn
f{1,... ,m}dx1 . . . dxn.

Le symbole D(xi, ξj) rappelle que cette définition dépend du système de coordonnées
(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm).

Remarque: Comme ici on considère des fonctions telles que fI est C∞ pour tout
I, on sera amené à considérer deux classes particulières de fonctions intégrables :
les fonctions à support compact et les fonctions à décroissance rapide. Une fonc-
tion réelle f sur Rn sera dite à décroissance rapide si pour tout multiindice
α = (α1, . . . , αn) et tout multiindice β = (β1, . . . , βn) (avec |β| = ∑

i
βi) la fonction

xα
∂|β|

∂xβ
f(x)

est bornée. Par définition, une fonction sur R(n,m) aura l’une de ces deux propriétés
si tous les fI l’ont.

Définition 4.4. Soit φ un difféomorphisme de Rn,m. On pose yi = φ∗(xi) et

ηj = φ∗(ξj). On note J(φ) ou J(
(yi,ηj)

(xi,ξj)
) la matrice Jacobienne de φ. C’est la ma-

trice :

J(φ) =



∂yi

∂xj

∂yi

∂ξj
∂ηi

∂ξj

∂ηi

∂ξj


 ∈ GL(n,m,ORn,m(Rn,m)).

Proposition 4.1. Soit φ un difféomorphisme de Rn,m. Soit f une fonction à
support compact sur Rn,m, alors on a :

∫

Rn,m
φ∗(f) Ber(1,0)(J(φ)) D(xi, ξj) =

∫

Rn,m
f D(xi, ξj).

Démonstration: cf [Ber87] ♦
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4.1.3. Intégration dans les supervariétés. On considère une supervariété M.
On appelle forme volume sur M (resp. forme volume de type (1, 0), de type

(0, 1), de type (1, 1)) une section du superfibré vectoriel sur M construit à partir
du fibré principal GL(TM) et de la représentation Ber (resp. Ber(1,0), Ber(0,1),
Ber(1,1)) de GL(n,m) de rang (1, 0) (resp. (0, 1)) si m est pair (resp. impair). Plus
précisément, soit U un ouvert de trivialisation de TM. A toute base (sur O(U))
(ζ1, . . . , ζn+m) de ΓU(TM) on associe

ν(ζ1, . . . , ζn+m) ∈ O(U)

de sorte que si (ζ ′1, . . . ζ
′
n+m) est une autre base de ΓU(TM) avec

ζ ′j =
∑

i

ζiγi,j,

γ = (γi,j) ∈ GL(n,m,O(U)), on ait :

ν(ζ ′1, . . . , ζ
′
n+m) = Ber(γ)ν(ζ1, . . . , ζn+m)

(resp. = Ber(1,0)(γ)ν(ζ1, . . . , ζn+m),

resp. = Ber(0,1)(γ)ν(ζ1, . . . , ζn+m),

resp. = Ber(1,1)(γ)ν(ζ1, . . . , ζn+m), ).

Exemple: En particulier, on définit sur Rn,m une forme volume de type (1, 0) ca-
nonique de type que l’on note D(xi, ξj) en posant D(xi, ξj)(

∂
∂xi
, ∂
∂ξj

) = 1. On peut

définir de même sur Rn,m une forme volume canonique (resp. de type (0, 1), de
type (1, 1)).

Lemme 4.1. Soient M et N deux supervariétés de dimension (n,m) et φ :
M −→ N un isomorphisme de supervariétés. Soit D une forme volume de type
(i, j) (avec la convention qu’une forme volume de type (0, 0) est une forme volume)
sur N et V(i,j) le superfibré vectoriel correspondant. Alors le superfibré vectoriel
φ∗(V(i,j)) au dessus de M est canoniquement isomorphe au superfibré vectoriel
construit à partir du superfibré principal GL(TM) et de la représentation Ber(i,j)

de GL(n,m), et φ∗D est une forme volume de type (i, j) sur M.

Démonstration: Comme φ est un isomorphisme, il induit un isomorphisme entre
TM et TN et donc un isomorphisme entre GL(TM) et GL(TN). Ainsi φ∗(V(i,j))
est canoniquement isomorphe au superfibré vectoriel construit à partir du super-
fibré principal GL(TM) et de la représentation Ber(i,j) de GL(n,m). Comme φ∗D
est une section de φ∗(V(i,j)), c’est donc une forme volume de type (i, j) sur M. ♦

La proposition précédente montre que l’on peut, grâce à une partition de l’unité
et si les intégrales considérées convergent, intégrer sur une supervariété les formes
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volumes de type (1, 0) à support compact. En effet, soit ω une forme volume de
type (1, 0), soit

∑
i∈I
φi = 1 une partition de l’unité telle que, pour tout i, φi soit nulle

en dehors d’un ouvert de coordonnées Ui. On note ψi : Ui −→ Rn,m l’isomorphisme
entre Ui et un ouvert de Rn,m. On note D(xi, ξj) la forme volume canonique sur
Rn,m. On a donc :

(ψ−1
i )∗(φiω) = hiD(xi, ξj),

où hi est une fonction sur Rn,m à support inclus dans ψi(Ui). On pose alors :
∫

M
ω :=

∑

i∈I

∫

Rn,m
hi D(xi, ξj).

La formule de la proposition 4.1 assure, comme ω est une forme de type (1, 0),
que l’expression de droite est indépendante de la partition de l’unité choisie.

Si de plus M est orientée, comme on a vu que pour tout difféomorphisme d’un
ouvert de coordonnées préservant l’orientation Ber(1,0)(J(φ)) = Ber(J(φ)), les
formes volumes sont des formes volumes de type (1, 0) ; on peut donc intégrer sur
M des formes volume. Concrètement, avec les notations ci dessus, sur un ouvert
de coordonnées Ui on choisi des coordonnées xi et ξj orientées et on calcule :

∫

Rn,m
hiD(xi, ξj).

De même si M est globalement orientée, alors Ber(0,1)(J(φ)) = Ber(1,0)(J(φ))
et on peut intégrer des formes de type (0, 1); si M est négativement orientée,
Ber(1,0)(J(φ)) = Ber(1,1)(J(φ)) et on peut intégrer des formes de type (1, 1); enfin
si M est totalement orientée, on a Ber(0,1)(J(φ)) = Ber(1,0)(J(φ)) = Ber(1,1)(J(φ))
= Ber(J(φ)) et on peut intégrer sur M n’importe quel type de forme volume.

4.2. Intégration des formes pseudo différentielles.

4.2.1. Forme volume canonique. Soient M une supervariété et U un ouvert
de coordonnées de M. On note (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) le système de coordonnées
choisi. Ce choix équivaut à celui d’un isomorphisme φ entre U et un ouvert de
Rn,m tel que si (y1, . . . , yn, η1, . . . , ηm) sont les coordonnées canoniques sur Rn,m,
on ait pour tout i, xi = φ∗(yi), et pour tout j, ξj = φ∗(ηj). On note alors
D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) ou en abrégé D(xi, ξj) la forme volume de type (1, 0)
φ∗(D(yi, ηj)).

Proposition 4.2. Soit M une supervariété. Considérons un ouvert de coor-
données U de M. On note (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) les coordonnées sur U et on
utilise le système de coordonnées (x1, . . . , xn, dξ1, . . . , dξm, dx1, . . . , dxn, ξ1, . . . , ξm)

sur l’ouvert de coordonnées Û de M̂. La forme volume D(0,0) = D(0,0)(x1, . . . , xn,
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dξ1, . . . , dξm, dx1, . . . , dxn, ξ1, . . . , ξm) est indépendante du système de coordonnées
choisi.

Démonstration: En effet, considérons un isomorphisme φ d’un ouvert de coor-
données U de M. Il est entièrement défini par la donnée des φk(xi, ξj) = φ∗(yk) et
les ψl(xi, ξj) = φ∗(ηl). Soit J la jacobienne du changement de coordonnées associé,
on a alors :

J =



∂φi

∂xj

∂φi

∂ξj
∂ψi

∂xj

∂ψi

∂ξj


 .

Pour simplifier l’écriture on pose :

J =

(
A B
C D

)
.

On a Ber(J) = det(A − BD−1C)det(D−1) (c’est une fonction sur M). La jaco-

bienne du changement de coordonnées induit sur M̂ est de la forme :

Ĵ :=




A 0 0 B
D′ D C D”
A′ B A A”
C 0 0 D


 .

Par conséquent si on pose

J ′ :=

(
D C
B A

)
,

on a :
Ber(Ĵ) = Ber(J)Ber(J ′) = 1.

♦

On a donc sur M̂ une forme volume canonique que l’on note D(0,0), à savoir
la section associée à la fonction constante égale à 1 sur le fibré principal associé
à TM̂. Soit ω une forme pseudodifférentielle sur M, on dira que ω est intégrable
si ω est à support compact sur M0 et à décroissance rapide le long des fibres de
M̂0 = (TM)1|M0 .

Si M̂ est orientée (c’est-à-dire M globalement orientée), et si ω est une forme

pseudodifférentielle intégrable on peut intégrer la forme volume ωD sur M̂. On
pose alors : ∫

M
ω :=

∫

M̂
ωD(0,0).

Exemple: Considérons une supervariété globalement orientée M et U un ouvert de
coordonnées sur M. On note (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) les coordonnées sur U. Alors Û
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est un ouvert de coordonnées de M̂ et (x1, . . . , xn, dξ1, . . . , dξm) est un système de

coordonnées sur Û0. On suppose que les coordonnées ont été choisies de sorte que
(x1, . . . , xn, dξ1, . . . , dξm) soit orienté comme M̂0. Une forme pseudodifférentielle
sur M à support dans U s’écrit dans le système de coordonnées choisi :

ω =
∑

I,J

ωI,J(x1, . . . , xn, dξ1, . . . , dξm)dxIξJ ,

avec ωI,J ∈ C∞(Rn+m) et si I = (i1, . . . , in) (resp. J = (j1, . . . , jm)), dxI =

dxi11 . . . dx
in
n (resp. dξJ = ξj11 . . . ξjmm ). On a alors, en supposant les ωI,J à décroissan-

ce rapide en les dξj et à support compact en les xi :

∫

M
ω =

∫

Rn+m
ωmax,max(x1, . . . , xn, dξ1, . . . , dξm)dx1 . . . dxnd(dξ1) . . . d(dξm).

Dans l’intégrale de droite dxi (resp. d(dξj)) est la mesure de Lebesgue par rapport
à la variable xi (resp. dξj).

Exemple: En particulier si M = M0 est une variété au sens classique et est
orientée, alors l’intégrale d’une forme différentielle définie ci-dessus cöıncide avec
la définition classique.

4.2.2. Transformation de Baranov-Schwarz. On peut penser à l’intégration des
formes pseudodifférentielles en deux temps. Tout d’abord on effectue une trans-
formation (de Baranov-Schwarz [BS84] et [Vor91]) qui envoie une forme pseudo-
différentielle intégrable (à support compact sur M0 et à décroissance rapide le long

des fibres de M̂0) sur une forme volume de type (0, 1) sur M. Ensuite on intègre

cette forme volume. Si p est la projection de M̂ sur M, on note p∗ la transformation
de Baranov-Schwarz. Il nous suffit de l’expliciter localement, on l’obtient globa-
lement grâce à une partition de l’unité. Si M = R(n,m) on reprend les notations
précédentes. On a, par définition :

p∗ω = (−1)nm
(∫

Rm

∑

J

ωImax,J(x1, . . . , xn, dξ1, . . . , dξm)ξJD(dξ1, . . . , dξm)

)

D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm)

oùD(dξ1, . . . , dξm) représente la mesure de Lebesgue en les variables (dξ1, . . . , dξm)
et D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) est la forme volume de type (0, 1) sur Rn,m. Le fait que
cela définit une forme volume de type (0, 1) sur M provient de la formule de
changement de variables pour l’intégration en les variables dx1, . . . , dxn, dξ1, . . . ,
dξm.
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4.2.3. Premières propriétés de l’intégration. On se place dans le cas R(n,m), on
note (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) le système de coordonnées canoniques sur R(n,m). Soit

ζ ∈ Der(R(n,m)) une dérivation. Écrivons ζ =
n∑
i=1

fi
∂
∂xi

+
m∑
j=1

gj
∂
∂ξj

avec fi et gj des

fonctions C∞ sur R(n,m). On appelle divergence de ζ et on note div(ζ) la fonction
sur Rn,m égale à :

div(ζ) =
n∑

i=1

∂fi
∂xi

+
m∑

j=1

(−1)|gj |∂gj
∂ξj

.

On a le lemme suivant :

Lemme 4.2. Soit ζ une dérivation de divergence nulle sur R(n,m). Soit f une
fonction à support compact sur R(n,m), alors on a :

∫

R(n,m)
(ζf)D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) = 0.

Si ζ est à coefficients polynomiaux et f à décroissance rapide ainsi que ses dérivées
(par rapport aux xi et aux ξj), alors le résultat reste valable.

Démonstration: On poseD = D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm).On a alors par la formule
de Leibnitz :
∫

R(n,m)
(ζf)D =

∫

R(n,m)

( n∑

i=1

∂

∂xi
(fif) +

m∑

j=1

(−1)|gj | ∂

∂ξj
(gjf)

)
−
∫

R(n,m)
div(ζ)f.

Or le terme de degré maximal en les ξk de ∂
∂ξj

(gjf) est nul. L’intégrale de ses

termes est donc nul. D’autre part les propriétés de l’intégration sur Rn assurent

que, puisque f est supposée à support compact,
∫
R(n,m)

n∑
i=1

∂
∂xi

(fif) = 0. Ce qui

achève la démonstration. ♦

Soit ζ une dérivation sur R(n,m). Les dérivations d et ι(ζ) sur R̂(n,m) = R(n+m,n+m)

sont à coefficients polynomiaux le long des fibres (R̂(n,m) est un fibré au dessus de
R(n,m), d est linéaire dans les fibres et ι(z) est constante) et de divergence nulle.
Donc pour tout forme pseudodifférentielle ω sur R(n,m) à support compact sur

R(n,m) et à décroissance rapide dans la direction des fibres de R̂(n,m), on a avec
L(ζ) = [d, ι(ζ)] :

∫

R(n,m)
dω =

∫

R(n,m)
ι(ζ)ω =

∫

R(n,m)
L(ζ)ω = 0.

Supposons M globalement orientée. Alors si ω est une forme pseudodifférentielle
intégrable sur M et ζ une dérivation sur M, comme l’intégration de dω, ι(ζ)ω et

L(ζ)ω se ramène par une partition de l’unité sur M̂ à l’intégration sur des ouverts
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de coordonnées, les égalités précédentes restent vraies si l’on remplace R(n,m) par
M.

4.2.4. Application : image directe des formes pseudodifférentielles. On définit
l’image directe d’une forme pseudodifférentielle pour une fibration vectorielle π :
V →M. Définissons tout d’abord la notion d’intégrabilité le long des fibres. Loca-
lement, au dessus d’un ouvert U de M “assez petit”, on a π−1(U) ' U×R(k,l). On

a alors ̂(π−1U) ' Û × R(k+l,k+l). On dit que ω ∈ Ω̂V(V) est intégrable le long des
fibres si ω|U ainsi que ses dérivées sont à décroissance rapide le long de R(k+l,k+l)

pour tout ouvert de trivialisation U de M. Dans ce cas, lorsque de plus M et V
sont globalement orientés (alors en particulier les fibres de V sont globalement

orientées), on définit l’image directe π̂∗ω de ω ∈ Ω̂V(V)) comme l’unique forme
pseudodifférentielle sur M telle que pour toute forme pseudodifférentielle α sur M
intégrable on ait :

∫

M
(π̂∗ω)α =

∫

V
ω(π̂∗α).

Soit U un ouvert de M. Soit α ∈ Ω̂V(V) et β ∈ Ω̂M(M) intégrables, alors :

π̂∗(απ̂
∗(β)) = (π̂∗α)β.

En effet si γ ∈ Ω̂M(M) est intégrable, comme π̂∗ : Ω̂M (M) → Ω̂V(V) est un
morphisme de superalgèbres, on a :

∫

V
α(π̂∗β)(π̂∗γ) =

∫

V
απ̂∗(βγ) =

∫

M
(π̂∗α)βγ.

L’application π̂∗ : Ω̂V(V) → Ω̂M(M) est un morphisme de Ω̂M (V)-modules de
parité égale à k + l(mod Z/2Z). En effet l’intégration sur V est un opérateur
de parité n + k + n + m(mod Z/2Z) et l’intégration sur M est de parité n +
m(mod Z/2Z) d’où le résultat.

On note dV (resp. dM) la différentielle extérieure sur V (resp.M). Soit ω ∈ Ω̂V(V)
intégrable le long des fibres, alors on a la relation suivante où (k, l) est la dimension
des fibres de V :

dM π̂∗ω = (−1)k+lπ̂∗(dVω).

5. Cohomologie des supervariétés

Avant de poursuivre l’étude de la cohomologie équivariante proprement dite,
précisons ce qui se passe en l’absence d’action de groupes.
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5.1. Isomorphisme de Poincaré.

Théorème 5.1. Soit M une supervariété. On note Ω̂(M) l’espace des formes

pseudodifférentielles sur M et Ĥ(M) la cohomologie associée pour la différentielle
extérieure. Alors l’injection canonique M0 −→M induit un isomorphisme :

Ĥ(M) ' Ĥ(M0) = H(M0).

Démonstration: Comme M est une supervariété il existe (cf. [Bat79]) une struc-
ture de superfibré vectoriel de base M0 (non canonique) donnée par π : M →M0.
On note E le champ de vecteurs sur M tel que sur un ouvert de coordonnées W
pour les coordonnées (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) adaptées à la structure de superfibré
vectoriel (dim(M) = (n,m)) on ait :

E =
∑

j

ξj
∂

∂ξj
.

On note pour t 6= 0 φt le difféomorphisme de M qui consiste à la multiplication
par t le long des fibres de M 7→ M0. C’est-à-dire , sur un ouvert de coordonnées,
on a ψ∗t (ξj) = tξj, et ψ∗t (xi) = xi. On note j l’injection de M0 dans M. On a pour
toute forme pseudodifférentielle ω :

∫ 1

0

d

dt
φ∗t (ω)dt = ω − π∗j∗ω.

D’autre part on a :
d

dt
φ∗t (ω) = L(E)φ∗t (ω),

où L(E) = ι(E)d + dι(E) représente la dérivée de Lie par rapport au champ de
vecteurs E . Si de plus ω est fermée alors on a (isomorphisme de Poincaré) :

ω − π∗j∗ω = d
( ∫ 1

0
ι(E)φ∗t (ω)dt

)
.

Cela signifie que π∗ et ι∗ induisent des isomorphismes réciproques entre les espaces
de cohomologie de Ω̂(M) et Ω̂(M0). ♦

5.2. Cohomologie des formes pseudodifférentielles intégrables. Soit M
une supervariété considérée comme un superfibré vectoriel de rang (0, m) sur la
variété M0 (cf. [Bat79]). On note j l’injection canonique de M0 dans M à l’aide de
la section nulle et π la projection de M surM0 donnée par la structure de superfibré
vectoriel. On note Ω̂∫ (M) l’espace des formes pseudodifférentielles intégrables sur

M et Ĥ∫ (M) la cohomologie associée pour la différentielle extérieure.
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On considère alors M̂ comme un superfibré vectoriel de rang (0, n+m) au dessus

de (M̂)0. On note φ la projection de (M̂)0 sur M0. Localement si (x1, . . . , xn, ξ1, . . . ,

ξm, dx1, . . . , dxm, dξ1, . . . , dxim) est un système de coordonnées sur M̂, on impose
que tout changement de coordonnées soit linéaire en les ξj, et également (ce qui

est toujours le cas) en les dxi et les dξj. Le superfibré M̂ au dessus de (M̂)0 est

alors somme des fibrés φ∗M et φ∗(M̂0). L’algèbre des fonctions sur M̂ (les formes
pseudodifférentielles sur M) est donc munie de la bigraduation sur Z suivante. Soit

φ une fonction sur M̂ de degré p les long des fibres de π∗M et de degré q le long
des fibres de π∗(M̂0), alors on définit le bidegré de ω par (−p, q). Dans un ouvert
de coordonnées U, une forme de bidegré (−p, q) est une fonction de la forme :

ω :=
∑

I,J

ωI,J(x1, . . . , xn, dξ1, . . . , dξm)dxIξJ ,

où la somme est prise sur les m-uplets I = (a1, . . . , am) de 0 et de 1 tels que
|I| = ∑

ai = p et les n-uplets J = (b1, . . . , bn) de 0 et de 1 tels que |J | = ∑
bj = q.

La différentielle d sur Ω̂(M) est la somme des différentielles dx telle que dans un
ouvert de coordonnées dx =

∑
i
dxi

∂
∂xi

et dξ telle que dans un ouvert de coordonnées

dξ =
∑
j
dξj

∂
∂ξj
. La différentielle dx envoie une forme de degré (−p, q) sur une forme

de degré (−p, q+1) et dξ envoie une forme de degré (−p, q) sur une forme de degré
(−p + 1, q). Soit ω une forme pseudodifférentielle de bidegré (−p, q), on appelle
r := q− p le degré total de ω. Alors dω est une forme pseudodifférentielle de degré
total r + 1. Comme d2 = 0 les différentielles dx et dξ anticommutent :

dxdξ = −dξdx.

Soit B un produit scalaire sur les fibres de (M̂)0 → M0. Soit φB la fonction
homogène de degré 2 sur le fibré associée. Plus précisément, en coordonnées, si
(π̄f1, . . . , π̄fm) est une base de sections de (M̂)0 → M0 et (dξ1, . . . , dξm) sa base
duale, on pose

φB :=
∑

i,j

B(π̄fi, π̄fj)dξjdξi.

Soit ψ ∈ C∞c (R) une fonction réelle de la variable réelle à support compact telle
que ψ(0) = 1. On pose :

θ0 := ψ(φB).

C’est une fonction sur (M̂)0. Soit U un ouvert de trivialisation de M. On a
π−1(U) ' U × R(0,m). On note (f1, . . . , fm) la base canonique de ΠR(0,m) et
(ξ1, . . . , ξm) les coordonnées canoniques sur R(0,m). On pose ai,j := B(fi, fj) (ai,j ∈
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C∞(U)) Alors on a sur (Û)0 :

θ0 = ψ(
1

2

∑

i,j

ai,jdξidξj) ∈ C∞((Û)0).

On l’étend à l’aide de la projection de M̂ sur (M̂)0 en une fonction sur M̂. Le fait
que B soit un produit scalaire implique que θ0 est une fonction à support compact
en les dξj, c’est-à-dire le long des fibres de M̂ →M.

Comme j∗θ0 = 0, on a j∗(dxθ0) = 0 et (comme dxθ0 est de bidegré (0, 1))
dξdxθ0 = 0. Il existe une forme θ′1 de bidegré (−1, 1) telle que :

dξθ
′
1 = −dxθ0.

Soit ψ1 une fonction réelle à support compact et constante égale à 1 sur le support
de ψ. On pose alors θ1 := ψ1(φB)θ′1. La forme θ1 est à support compact le long des

fibres de M̂ →M et égale à θ′1 sur le support de θ0. On a donc encore :

dξθ1 = −dxθ0.
On a de plus dξdxθ1 = −dxdξθ1 = dx(dxθ0) = 0. On construit ainsi par récurrence
pour 1 ≤ k ≤ m des formes θk de bidegré (−k, k) à support compact le long des

fibres de M̂ →M, telles que pour tout k :

dξθk = −dxθk−1.

Elles vérifient de plus dξdxθk = 0 La forme dxθm est donc dξ-fermée, or elle est de
degré minimal, elle est donc nulle. On pose :

θ :=
m∑

k=0

θk.

On a alors :

dθ =
m∑

k=0

(dξθk + dxθk)

= −
m−1∑

k=0

dxθk +
m∑

k=0

dxθk

= dxθm

= 0.

De plus θ est une forme à support compact le long des fibres de M̂ →M, telle que
j∗θ ≡ 1M0. On a donc obtenu :

Proposition 5.1. Soit M une supervariété. Il existe θ ∈ Ω̂∫ (M) fermée, paire

telle que j∗(θ) = 1.
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La forme θ va jouer dans cette situation un rôle analogue à celui de la forme de
Thom.

On a le théorème suivant :

Théorème 5.2. Les applications suivantes induisent des isomorphismes réci-
proques entre la cohomologie de Ω̂∫ (M) et celle de Ω̂∫ (M0) = Ω∫ (M0) (ce dernier

espace est l’espace des formes différentielles à support compact sur la variété M0).

j∗ : Ω̂∫ (M) −→ Ω̂∫ (M0)

ω 7−→ j∗ω.

et
m : Ω̂∫ (M0) −→ Ω̂∫ (M)

ω 7−→ θ(π∗ω).

Démonstration: On considère le fibré M ⊕M = M ×M0 M de base M0. Soit σ
l’automorphisme de M ⊕M tel que si A est une superalgèbre proche et (v, w) ∈
(M ⊕M)A alors σ(v, w) = (w,−v), et pour t ∈ R, σt l’automorphisme tel que :

σt(v, w) = (cos(t)v + sin(t)w, cos(t)w − sin(t)v).

Alors σ0 = Id et σπ
2

= σ. On note maintenant E le champ de vecteurs E := d
dt
σt

sur M ⊕M. La dérivée de Lie L(E) de E laisse stable le sous-espace Ω̂∫ (M ⊕M)

de Ω̂(M ⊕M). On pose pour ω ∈ Ω̂∫ (M ⊕M) :

H(ω) =
∫ π

2

0
(σ∗t ι(E)ω)dt.

On a alors :

σ∗ω − ω =
∫ π

2

0

d

dt
σ∗t (ω)dt

=
∫ π

2

0
L(E)(s∗tω)dt

= (dH +Hd)ω.

On en déduit que si ω est fermée la classe de ω dans Ĥ∫ (M⊕M) est égale à celle

de σ∗ω. On note p1 la projection de M⊕M sur M assimilé au premier facteur et p2

la projection sur le second facteur. Soient α et β deux formes pseudodifférentielles
homogènes fermées sur M. On note β la forme τ ∗β où τ est le morphisme de
M dans M qui envoie v ∈ MA (A étant une superalgèbre proche) sur −v. Alors

d’après ce qui précède la classe de (p∗1α)(p∗2β) est égale à celle de σ∗
(
(p∗1α)(p∗2β)

)
=

(−1)|β|(p∗2α)(p∗1β). on note j2 l’injection de M dans M ⊕M par la section nulle
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relativement à la structure de fibré donnée par p2 (c’est-à-dire en identifiant M au
second facteur). On a :

j∗2
(
(p∗1α)(p∗2β)

)
= (p∗j∗α)β,

et

j∗2
(
(p∗2α)(p∗1β)

)
= α(p∗j∗β) = α(p∗j∗β).

Si α est une forme pseudodifférentielle fermée sur M , comme p∗j∗θ = 1 et |θ| = 0,

la classe de α dans Ĥ∫ (M) est égale à celle de (π∗j∗α)θ. D’où l’isomorphisme

annoncé. ♦

Exemple: Considérons le cas où dim(M) = (0, 1). On note ξ ∈ M ∗ un élément

générateur de O(M) =
∧
M∗. Soit ω ∈ Ω̂(M) (resp. Ω̂∫ (M)). On a :

ω = ω0(dξ) + ω1(dξ)ξ,

où ω0 et ω1 sont des fonctions C∞ (resp. à décroissance rapide) en dξ. Alors

dω = ω1(dξ)dξ.

On a alors dω = 0 si et seulement si ω1 = 0 et une forme pseudodifférentielle
fermée (resp. intégrable) est simplement une fonction ω0 (resp. à décroissance
rapide) en dξ. De plus une telle fonction est exacte si et seulement si ω0(0) = 0.

Un générateur de Ĥ(M) ' R est alors donné par exemple par la classe de ω ≡ 1 et

un générateur de Ĥ∫ (M) ' R est donné par exemple par la classe de exp(−(dξ)2).

On va montrer maintenant, en détaillant un argument donné dans [Vor91, VZ88],
que si M est négativement orientée (c’est-à-dire (TM)1|M0 → M0 orienté), alors
la forme (2π)−mπ∗θ est un représentant de la classe d’Euler du fibré vectoriel
(ordinaire) (TM)1|M0 au dessus de M0. Mais pour cela nous avons besoin de la
notion de transformée de Fourier et de ses propriétés.

Soit V un superespace vectoriel négativement orienté de dimension (n,m). On
définit sur V la transformée de Fourier de la façon suivante. Soit (x1, . . . , xn, ξ1, . . . ,
ξm) une base de V∗, et (y1, . . . , yn, η1, . . . , ηm) sa base duale. Soit f ∈ O(V)
intégrable. On appelle transformée de Fourier de f la fonction F(f) sur V ∗ définie
par :

F(f) :=
∫

V
f exp(−i

∑

k

ykxk − i
∑

l

ξlηl)D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm),

où D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) est une forme volume de type (1, 0) sur V.
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On a comme dans la situation classique les relations suivantes :

F(
∂

∂xk
f) = −iykF(f),

F(
∂

∂ξl
f) = −iηlF(f),

F(xkf) = i
∂

∂yk
F(f),

F(ξlf) = i
∂

∂ηl
F(f).

On remarque que si f est homogène de degré l en les ξj alors F(f) est homogène de
degré m− l en les ηj. En particulier, on a, si j est l’injection de {0} dans V –resp.
V∗– (j∗ est donc l’évaluation en 0), comme dans la situation classique (formule
d’inversion de Fourier) :

∫

V
fD(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) = j∗F(f),

et

j∗f = (2π)−n(−i)m(−1)
m(m−1)

2

∫

V∗
F(f)D(y1, . . . , yn, η1, . . . , ηm).

Considérons maintenant le superespace vectoriel V̂ = V ⊕ ΠV que l’on sup-
pose négativement orienté (c’est-à-dire V globalement orienté). L’algèbre des fonc-

tions sur V̂ est l’algèbre des formes pseudodifférentielles sur V. On note dV la
différentielle extérieure sur cette algèbre. On pose N := ΠV∗, alors N̂ est canoni-
quement isomorphe à (V̂)∗. On note dN la différentielle extérieure sur Ω̂(N). Soit

ω ∈ V̂, alors F(ω) ∈ Ω̂(N). De plus les relations précédentes montrent que l’on a :

F(dVω) = dNF(ω),

et si jV est l’injection de {0} dans V (resp. jN l’injection de {0} dans N) :
∫

N
F(ω) = (2iπ)n+m(−1)

(n+m)(n+m+1)
2 j∗Vω,

j∗NF(ω) =
∫

V
ω.

De plus, si (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) est un système de coordonnées globalement
orienté sur V, la forme volume

D(x1, . . . , xn, dξ1, . . . , dξm, ξ1, . . . , ξm, dx1, . . . , dxn)

de type (1, 0) sur V̂ est indépendante du système de coordonnées choisi. On
en déduit que la définition de la transformée de Fourier d’une forme pseudo-
différentielle sur V est indépendante su système de coordonnées choisi sur V. Tout
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ce qui précède (sur la transformée de Fourier des formes pseudodifférentielles) reste
donc valable si V est un superfibré vectoriel de base M. Dans ce cas jV (resp. jN )
est l’injection de M dans V (resp. N) via la section nulle et l’intégration sur V
(resp N) est l’intégration le long des fibres, c’est-à-dire l’application (πV)∗ (resp.
(πN)∗) où πV (resp. πV) est la projection de V (resp. N) sur M.

On a donc obtenu la proposition suivante :

Proposition 5.2. Soit M une supervariété et V un superfibré vectoriel globa-
lement orienté de base M. Alors la transformée de Fourier :

(
Ω̂∫ (V), dV

) F−−−−→
(
Ω̂∫ (ΠV∗),−dΠV∗

)
,

réalise un isomorphisme entre ces deux superalgèbres différentielles.

Considérons maintenant une supervariété M négativement orientée et θ la forme
pseudodifférentielle définie dans le théorème précédent. Dans cette situation, le
fibré ΠM∗ est isomorphe au fibré (ordinaire) (TM)1. Alors F(θ) est une forme
différentielle fermée sur le fibré vectoriel (ordinaire) π(TM)1 : (TM)1 ' ΠM∗ →M0

qui vérifie de plus :

(π(TM)1)∗θ = (2iπ)m(−1)
m(m+1)

2 1M0 ,

(1M0 étant la fonction constante égale à 1 sur M0). La forme pseudodifférentielle

(2iπ)−m(−1)
m(m+1)

2 F(θ) est donc une forme de Thom sur (TM)1. Ainsi, la forme

(2iπ)−m(−1)
m(m+1)

2 j∗(TM)1
F(θ) = (2iπ)−m(−1)

m(m+1)
2 (π(TM)1)∗θ est un représentant

de la classe d’Euler de (TM)1. On a donc, puisque E(TM)1 est nulle si m est impair,
la proposition suivante :

Proposition 5.3. Soient M et θ comme précédemment avec M négativement
orienté (c’est-à-dire (TM)1|M0 →M0 orienté). Alors, la forme pseudodifférentielle
(2π)−mπ∗θ est un représentant de la classe d’Euler du fibré vectoriel (ordinaire)
(TM)1 au dessus de M0.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 5.1. Soit M une supervariété de dimension (n,m) totalement ori-

entée et α ∈ Ω̂∫ (M) une forme pseudodifférentielle intégrable fermée sur M . On

note j l’injection canonique de M0 dans Met E(TM)1 la classe d’Euler du fibré
vectoriel orienté (TM)1|M0 →M0. On a alors :

∫

M
α = (−1)

m(m+1)
2 (2iπ)m

∫

M0

(j∗α)E(TM)1 .



56 I. PRÉLIMINAIRES

Démonstration: L’intégrale de α ne dépend que de sa classe de cohomologie dans
Ĥ∫ (M). Or, la classe de α dans Ĥ∫ (M) est égale à celle de π∗(j∗α)θ. Le résultat

s’ensuit alors immédiatement grâce à la proposition précédente. ♦

Remarque: On en déduit en particulier que si m > n alors pour toute forme
intégrable fermée,

∫
M α = 0. En effet E(TM)1 = 0 dans ce cas.

Soit M une supervariété négativement orientée. Supposons maintenant qu’il
existe pour le superfibré π : M → M0 une forme de Thom, c’est-à-dire une forme
pseudo-différentielle θ′ fermée intégrable dans les fibres telle que π∗θ′ = 1M . Dans

ce cas, comme la classe de θ′ est égale à celle de
(
π∗(j∗θ′)

)
θ, on doit avoir :

1M0 = π∗(θ
′) ≡ (−1)

m(m+1)
2 (2iπ)m(−1)m|θ

′|j∗(θ′)π∗(θ) = (−1)m|θ
′|j∗(θ′)E(TM)1 .

Autrement dit (−1)m|θ
′|j∗(θ′) doit être un inverse de la classe d’Euler de (TM)1.

Or un tel inverse n’existe pas si m > 0. Il n’existe donc pas de forme de Thom
pour M →M0. Nous verrons, par contre, dans la partie III que dans la situation
équivariante on peut , sous certaines conditions, construire une telle forme.



PARTIE II

Superalgèbres de Clifford

1. Définitions

Soit A une superalgèbre supercommutative. Soit V un A-module muni d’une
forme bilinéaire Q superantisymétrique à valeurs dans A. Soit I l’idéal de T (V )
(l’algèbre tensorielle munie de sa Z/2Z-graduation naturelle) engendré par les
éléments de la forme :

v⊗w − (−1)|v||w|w⊗ v + 2Q(v, w),

pour v et w homogènes. On pose alors :

C(V,Q) = T (V )/I.
On appelle C(V,Q) l’algèbre de Clifford de (V,Q). On la notera (sauf s’il y a risque
de confusion) C(V ).

On appelle module de Clifford, un C(V )-module. Un exemple naturel de module
de Clifford est S(V ) avec l’action suivante. On note pour v ∈ V , ε(v) la mul-
tiplication à gauche par v dans S(V ) et ι(v) la contraction telle que pour tout
w ∈ V ι(v)w = Q(v, w) et prolongée en une dérivation de S(V ). On pose, pour
tout α ∈ S(V ) et tout v ∈ V :

c(v)α := ε(v)α− ι(v)α.

Il suffit, pour assurer que l’on a bien une action de Clifford, de remarquer que :

ε(v)ι(w)− (−1)|v||w|ι(w)ε(v) = Q(v, w).

Définition 1.1. On appelle application symbole, l’application :

σ : C(V ) −→ S(V )

a 7−→ σ(a) = c(a).1

57
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On note (e1, . . . en, f1, . . . , fm)une base homogène de V , et ci, di les éléments de
C(V ) correspondant aux ei et aux fj respectivement. On pose Ci(V ) = σ−1(Si(V )),
et Ci(V ) = ⊕i

k=1Ck(V ).

Proposition 1.1. L’application symbole a pour inverse :

σ−1 : S(V ) −→ C(V )
ei1 . . . eikfj1 . . . fjl 7−→ σ−1(ei1 . . . eikfj1 . . . fjl) =

1
k!

( ∑
α∈Sk

ciα(1)
. . . ciα(k)

)
+ 1

l!

( ∑
α∈Sl

(−1)|α|djα(1)
. . . djα(l)

)
.

où Sk est le groupe des permutations à k éléments et où |α| ∈ Z/2Z désigne la
parité de la permutation α ∈ Sl (c’est-à-dire la parité du nombre de permutations
élémentaires nécessaires à son écriture). L’application σ est un isomorphisme de
superespace vectoriels et de OSP (V,Q)-modules.

Démonstration: cf. [BGV92] ♦

On a de plus pour v ∈ V et a ∈ C(V ) la relation suivante :

σ([v, a]) = −2ι(v)σ(a).

On note encore ι l’application de V dans les dérivations de S(V ∗) telle que
pour tout v dans V , ι(v) est la contraction définie pour tout w dans V ∗ par
ι(v)(w) =< v,w > et prolongée en une dérivation de S(V ∗).

Considérons l’application σ∗ égale à σ composée avec le morphisme, noté ψ,
contravariant (c’est-à-dire que pour tout a et tout b homogènes, on a ψ(ab) =
(−1)|a||b|ψ(b)ψ(a)) de A-algèbres de S(V ) dans S(V ∗) qui envoie le vecteur v sur
le covecteur −Q(v, .). Alors on a si v ∈ V et a ∈ C(V ) :

σ∗([v, a]) = −2ι(v)σ∗(a).

L’application σ∗ n’est bijective que si Q est non dégénérée (et induit dans ce cas
un isomorphisme entre S(V ) et S(V ∗)).

Dans le cas où Q est non dégénérée, on a la proposition suivante :

Proposition 1.2. L’espace C2(V ) = σ−1

(
S2(V )

)
est une sous superalgèbre de

Lie de C(V ) muni du crochet de supercommutation dans C(V ). Cette superalgèbre
de Lie est isomorphe à osp(V,Q). L’isomorphisme est donné par l’application

τ−1 : C2(V ) −→ osp(V,Q),

qui fait agir a ∈ C2(V ) sur V ' C1(V ) par l’action adjointe dans C(V ) :

τ−1(a).v = [a, v].
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Démonstration: Il est bien clair que τ−1(a) préserve bien C1(V ). On a donc un
morphisme de C2(V ) dans gl(V ). De plus on a :

Q
(
τ−1(a).v, w

)
+(−1)|a||v|Q

(
v, τ−1(a).w

)

= −1

2
[[a, v], w]− (−1)|a||v|

1

2
[v, [a, w]].

Comme [[v, w], a] = 0, super-Jacobi montre que cela est nul. Finalement on a un
morphisme de C2(V ) dans osp(V,Q). Comme de plus, si Q est non-dégénérée, τ−1

est injective et les deux espaces ont même dimension, c’est bien une application
bijective. ♦

On peut expliciter cet isomorphisme. On choisit une base homogène (e1, . . . , en,
f1, . . . , fm) (|ei| = 0, |fj| = 1) de V. On note (e∗1, . . . , e

∗
n, f

∗
1 , . . . , f

∗
m) la base duale

de (e1, . . . , en, f1, . . . , fm) dans V ∗. Soit A un élément de osp(V,Q). On a alors :

2σ∗ ◦ τ(A) =
∑

1≤i<j≤n
Q(Aei, ej)e

∗
i e
∗
j +

1

2

∑

1≤j≤n
Q(Aej, ej)e

∗2
j

+
∑

1≤i≤m,1≤j≤n
Q(Aei, fj)e

∗
i f

∗
j

+
∑

1≤i<j≤m
Q(Afi, fj)f

∗
i f

∗
j

Soit P une superalgèbre proche et A ∈ osp(V,Q)P . Le polynôme 2σ∗ ◦ τ(A) sur
VP est homogène de degré 2 et pour tout v dans VP on a

2σ∗ ◦ τ(A)(v) =
1

2
Q(Av, v).

2. Représentations irréductibles des algèbres de Clifford “Classiques”

On s’intéresse maintenant à une algèbre de Clifford au sens classique : on con-
sidère C(V,B) où V = V1 est un superespace vectoriel de dimension (0, m) et B un
produit scalaire sur l’espace vectoriel V1. Dans la suite pour simplifier les écritures
on pose C := C(V,B).

Soit A une superalgèbre supercommutative. On peut définir l’application ex-
ponentielle de C(V,B)A dans elle-même. On veut alors comparer σ(expCA(a)) et

expS(V )A
(σ(a)). On le fait tout d’abord pour a ∈ (R ⊕ V )A =

(
(R ⊕ V )⊗A

)

0
=

A0 ⊕ V ⊗A1.
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Proposition 2.1. Soit A une superalgèbre supercommutative. Soit a ∈ (R ⊕
V )A. Alors on a :

σ(expCA(a)) = expS(V )A
(σ(a)).

Démonstration: Soit (e1, . . . , em) une base orthonormale de V. Alors on a :

a = z +
m∑

i=1

eiθi,

avec z ∈ A0 et θi ∈ A1, et pour tout i et tout j :

eiθiθjejθj = ejθjeiθi.

On en déduit aussitôt,

expCA(a) = ez
m∏

i=1

eeiθi

= ez
m∏

i=1

(1 + eiθi),

car θ2
i = 0. Or comme (e1, . . . , em) est orthonormée, on a σ(eiej) = σ(ei)σ(ej)

pour i 6= j. Donc on a :

σ(expCA(a)) = ez
m∏

i=1

(1 + σ(ei)θi).

D’autre part on a aussi :

expS(V )A
(σ(a)) = ez

m∏

i=1

eσ(ei)θi

= ez
m∏

i=1

(1 + σ(ei)θi).

♦

Remarque: ceci est encore vrai si l’on remplace R par C.

Corollaire 2.1. On a comme fonction sur R⊕V (c’est-à-dire comme élément
de C∞(R)⊗∧V ∗

1 ⊗
∧
V1) :

σ ◦ expC = expS(V ) ◦σ.
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Démonstration: Si on note x l’application identique de C, x est un élément de
CO(C) = (C ⊗O(C))0 et O(C) est une superalgèbre supercommutative. De plus on
a expC = expCO(C)

(x), et expS(V ) ◦σ = expS(V )O(C)
(σ(x)), d’où le résultat. ♦

Il existe (cf. [BGV92] Proposition 3.13 p.108) une formule analogue pour
a ∈ C2(V ). Pour cela nous introduisons les notions suivantes :

Définition 2.1. Soit A une superalgèbre supercommutative. Soit X ∈ so(V )A,
alors on pose :

JV (X) =
sinh(X/2)

X/2
.

Cela définit une fonction sur so(V ) à valeurs dans elle-même. On pose de plus si
X assez proche de 0 :

j
1
2 =

√
Det ◦ JV .

On pose enfin :

HV (X) =
X/2

tanh(X/2).

Lemme 2.1. Il existe au voisinage de 0 dans so(V ) une racine carrée de HV

bien définie.

Démonstration: Cf. [BGV92]. ♦

On a alors :

Proposition 2.2. Soit A une superalgèbre supercommutative. Soit a ∈ C2(V )A
proche de 0. Alors on a :

σ(expCA(a)) = j
1
2 (a)Det(H

1
2
V (a))

(
H

−1
2
V (a) . expS(V )A

(σ(a))
)
.

Comme précédemment on peut aussi écrire cette égalité comme une égalité de
fonctions sur C2(V ) à valeurs dans S(V ) =

∧
V1

σ ◦ expC = j
1
2 Det ◦H

1
2
V

(
H

−1
2
V . expS(V ) ◦σ

)
.

Démonstration: Cf [BGV92] Proposition 3.13 p.108. ♦

On s’intéresse maintenant aux représentations irréductibles complexes de C(V ),
c’est-à-dire aux représentations irréductibles de C(V )⊗C = C(V ⊗C). On sait
qu’une telle représentation est unique, au changement de parité Π près. Plus
précisément, lorsque m = 2d est pair C(V ⊗C) ' End(S) où S est l’espace des
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spineurs (non gradué). Si de plus V est orienté (ce que l’on suppose à présent) on
pose, si (e1, . . . , em) est une base orthonormée orientée de V,

Γ := ide1 . . . em.

On a Γ2 = 1. On fixe alors une graduation S = S0 ⊕ S1 en posant :

S0 ={s ∈ S,Γs = s},
S1 ={s ∈ S,Γs = −s}.

Dans ce cas les deux C(V )-supermodules S et ΠS sont isomorphes via un isomor-
phisme impair.

Lorsque m est impair, on pose V ′ = V ⊕Re. On étend B à V ′ en posant B(V, e) =
0 et B(e, e) = 1. On note S l’espace des spineurs de C(V ′,B). On lui donne une
structure de supermodule comme précédemment. Comme C(V,B) ⊂ C(V ′,B), on
a une représentation de C(V,B) sur S. Cette dernière représentation est isomorphe
à la représentation ΠS.

La donnée de Γ (avec la même formule que si m est pair mais où l’on a remplacé
d par m+1

2
) est équivalente à la donnée d’une orientation de V et Γ induit un

isomorphisme de S0 sur S1 vérifiant Γ2 = Id. On pose :

Q(S) = {X ∈ End(S)/ΓX = XΓ}.

On a alors C(V,B) ' Q(S).

On a dans tous les cas (m pair et m impair) dim(S) = (2[m+1
2

], 2[m+1
2

]) où [.]
désigne la partie entière.

On suppose que m est pair. Si A est une superalgèbre supercommutative, l’ex-
ponentielle dans C(V ⊗C)A est égale à celle dans End(S)A puisque l’isomorphisme
entre End(S) et C(V ⊗C) est un isomorphisme d’algèbres. La supertrace sur
End(S) se transpose naturellement à C(V ⊗C). Une fois la graduation S = S0⊕S1

déterminée par l’orientation de V, la supertrace ainsi définie sur C(V ⊗C) ne
dépend pas de l’isomorphisme pair avec End(S). On a alors la proposition sui-
vante :

Proposition 2.3. Si m est pair (m = 2d), alors la supertrace est, à un coeffi-
cient multiplicateur près, l’unique forme linéaire sur C(V ) nulle sur les commuta-
teurs. On a de plus pour tout a dans C(V ) l’égalité :

Str(a) = (−2i)d
∫

V ∗
σ(a)D(e1, . . . , em),

où D(e1, . . . , em) est la forme volume sur V ∗ déterminée par la base orthonormée
orientée (e1, . . . , em) de V .
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Démonstration: Cf [BGV92] Proposition. 3.21 p. 111. ♦

Remarques: Cette égalité reste vraie pour a ∈ C(V )A.
Le choix d’une autre base orthonormée orientée ne modifie pas la forme volume

et donc l’intégrale ne dépend pas d’un tel choix.
Dans le cas où m = 2d− 1 est impair on pose pour toute superalgèbre proche

P et pour tout X ∈ Q(S)P :

Qtr(X) = Str(ΓX).

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.4. Si m = 2d− 1, Il n’y a, à un coefficient multiplicateur près,
qu’une seule forme linéaire sur C(V ) nulle sur les commutateurs. On a de plus
pour tout a de C(V ) :

Qtr(a) = (−2i)d
∫

V ∗
σ(a)D(e1, . . . , em),

l’intégrale étant prise par rapport à une base orthonormée de V .

Démonstration: La proportionnalité entre une forme linéaire s’annulant sur
les commutateurs et

∫
V ∗ σD(e1, . . . , en), se démontre comme dans la proposition

précédente. Pour calculer le coefficient de proportionnalité, remarque que pour
toute superalgèbre proche P et tout a ∈ P, Qtr(Γ) = 2da et

∫
V ∗ σ(aΓ) = ida. ♦

On en déduit alors le corollaire suivant qui nous sera utile par la suite :

Corollaire 2.2. Soit a ∈ (R⊕ V )A, alors si m = 2d :

Str(expCA
(a)) = (−2i)d

∫

V ∗
expS(V )A

(σ(a))D(e1, . . . , em),

et si m = 2d− 1 :

Qtr(expCA
(a)) = (−2i)d

∫

V ∗
expS(V )A

(σ(a))D(e1, . . . , em).

De même si a ∈ C2(V )A, on a si m = 2d :

Str(expCA
(a)) = (−2i)dj

1
2 (a)

∫

V ∗
expS(V )A

(σ(a))D(e1, . . . , em),

et si m = 2d− 1 :

Qtr(expCA
(a)) = (−2i)dj

1
2 (a)

∫

V ∗
expS(V )A

(σ(a))D(e1, . . . , em).
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Démonstration: C’est une application immédiate de ce qui précède et des pro-
positions II.3.4 et II.3.5. ♦

Remarque: Les égalités ci-dessus auraient également pu s’exprimer en termes de
fonctions sur C(V ).



PARTIE III

Superpfaffien

1. Construction du superpfaffien

Soit V un superespace vectoriel réel globalement orienté de dimension (n,m)
muni d’une forme bilinéaire superantisymétrique B non dégénérée. On veut cons-
truire sur osp(V ) un équivalent du pfaffien. On choisit une base homogène (e1, . . . ,
en, f1, . . . , fm) de V. On suppose que :

• |ei| = 0, |fj| = 1,
• (e1, . . . , en) est un base symplectique de V0,

c’est-à-dire B(e2i−1, ej) = δ2i,j et B(ej, e2i) = δ2i−1,j . En particulier, la forme sym-
plectique induite par B sur V0 induit une orientation de V0 et donc une orientation
de V1 et une orientation totale de V . On suppose de plus que :

• (f1, . . . , fm) est une base orthonormée orientée de V1.

On appelle une telle base une base orthosymplectique orientée. On note (x1, . . . , xn,
ξ1, . . . , ξm) la base duale de V ∗. Soit ε l’élément suivant de V ⊗S(V ∗) :

ε =
∑

i

eixi +
∑

j

fjξj.

On pose pour tout X dans osp(V,B) :

µ(X) =
1

2
B(Xε, ε).

Pour tout X, µ(X) ∈ S2(V ∗). On appelle (comme dans la situation symplectique
classique) µ ∈ S2(V ∗⊗ osp(V,B)∗)0 ⊂ O(osp(V,B)×V )0 l’application moment de

65
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l’action de OSP (V,B) dans V. On a en coordonnées :

µ(X) =
∑

i<j

B(Xei, ej)xjxi +
1

2

∑

i

B(Xei, ei)xi
2

+
∑

i,k

B(Xei, fk)ξkxi +
∑

k<l

B(Xfk, fl)ξlξk.

Remarque: On a, avec les notations de la section II.1 :

µ = 2σ∗ ◦ τ.
Pour tout couple d’entiers (p, q) vérifiant p + q = n, on note Up,q l’ouvert de

osp(V,B) au dessus de l’ouvert des éléments X de osp(V,B)0 tels que la res-
triction de µ(X) à V0 soit une forme quadratique de signature (p, q). On pose
U := ∪

p+q=n
Up,q. C’est l’ouvert de osp(V,B) au dessus de l’ouvert des éléments

de osp(V,B)0 dont l’action sur V0 (via la représentation standard) est inversible.
Posons encore une définition.

Définition 1.1. Soit W un superespace vectoriel et W0 sa partie paire. On
note C−∞(W0) l’espace des fonction généralisées sur W0. C’est le dual continu des
densités C∞ à support compact sur W0. On appelle fonction généralisée sur W un
élément de C−∞(W0)⊗

∧
W ∗

1 .

On a alors la proposition suivante.

Proposition 1.1. Soit D la forme volume D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm). L’intégrale
sur V de exp(µ)D est une fonction généralisée sur osp(V,B). Plus précisément :

∫

V
exp(iµ)D ∈ C−∞(sp(V0))⊗S(so(V1)

∗ ⊕ osp(V )∗1).

(osp(V )0 = sp(V0)× so(V1).)

Démonstration: On pose g = osp(V,B). On note ak,l (resp. bk,l resp ck,l) la
fonction sur g telle que pour toute superalgèbre proche P et tout A dans gP
ak,l(A) = B(Aek, el) (resp. bk,l(A) = B(Aek, fl), resp. ck,l(A) = B(Afk, fl)). Le
système de fonctions (ak,l)k≤l∪(bk,l)(k,l)∪(ck,l)k<l forme un système de coordonnées
sur g. On a :

exp(iµ) = Q exp(i
∑

k<l

ak,lxkxl +
i

2

∑

k

ak,kx
2
k),

où Q est un polynôme en les xk, ξl, bk,l et les ck,l. Il nous faut étudier la dépendance
en les xi d’intégrales de la forme

∫

sp(V0)
exp(iµ)φD =

∫

g
Q exp(i

∑

k<l

ak,lxkxl +
i

2

∑

k

ak,kx
2
k) φ

∏

k,l

dak,l,
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où φ est une fonction à support compact sur sp(V0) et dak,l est la mesure de

Lebesgue par rapport à la variable ak,l. On note φ̂ la transformée de Fourier de φ
par rapport aux ak,l. On a alors :

∫

sp(V0)
exp(iµ)φD = Q φ̂(

xkxl
1 + δk,l

),

où δk,l est le symbole de Kronecker. Or φ̂ est à décroissance rapide et
∑
k≤l
| xkxl

1+δk,l
| ≥

1
2

∑
k
x2
k. Cette fonction est donc à décroissance rapide sur V. Ainsi, l’intégrale

∫

V
exp(iµ)D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm)

définit un élément de C−∞(sp(V0))⊗S(so(V1)
∗⊕osp(V )∗1). C’est en particulier une

fonction généralisée sur g = osp(V,B). ♦

On pose alors

Définition 1.2. On appelle superpfaffien la fonction généralisée sur osp(V,B)
définie par :

Spf :=
1

(2π)
n
2

∫

V
exp(iµ)D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm).

2. Premières propriétés et front d’onde

On s’intéresse maintenant au front d’onde et au calcul du superpfaffien en dehors
de ses singularités. Pour ce qui est du front d’onde, on remarque que le problème ne
dépend que de V0 et de g0

0 la sous algèbre de Lie (isomorphe à sp(V0)) des éléments
de g0 dont l’action sur V1 est nulle. En effet, le superpfaffien est polynomial dans
la direction de g1

0 ⊕ g1 (g1
0 étant la sous algèbre de Lie des éléments de g0 dont

l’action sur V0 est nulle, g1
0 ' so(V1)). On suppose donc à présent que V = V0 est

un espace vectoriel symplectique (on note encore B la forme symplectique) et que
g = g0 = sp(V,B).

Sur le cône ouvert Un,0 la fonction
∫

V
exp(−µ)D

est bien définie et est analytique. Il en découle que
∫
V exp(iµ) est une fonction

analytique sur le cône ouvert sp(V,B) × iUn,0 de sp(V,B)⊗C. De plus, il existe
une constante C telle que pour tout (x, iu) ∈ sp(V,B) × iUn,0 on ait si D est la
mesure de Lebesgue sur V par rapport à un système de coordonnées symplectique :

∣∣∣∣
(∫

V
exp(iµ)D

)
(x + iu)

∣∣∣∣ ≤ C||u||−n
2 .
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(Si Un,0 est non vide n est pair et ||.|| désigne une norme sur sp(V,B).)
Alors la limite de

∫
V exp(iµ)(., u) lorsque u tend vers 0 dans Un,0 existe comme

fonction généralisée sur sp(V,B) W (cf [Hör83, Theorem 3.1.15]). Notons F0 la
fonction généralisée sur sp(V,B) ainsi définie. On a :

Lemme 2.1. F0 = (2π)
n
2 Spf .

Démonstration: Il faut constater que F0 et Spf appliqués à une même densité
C∞ à support compact φD sur g donnent la même valeur. On a vu plus haut que∫
g exp(iµ)φD est à décroissance rapide sur V . Ces fonctions sont donc toutes dans

L1(V ). Il en est de même pour tout u ∈ Un,0 de la fonction sur V :
∫

g
exp(iµ)(x+ iu)φ(x)D(x).

où x ∈ g et D(x) est la mesure de Lebesgue sur g par rapport au système de
coordonnées (ai,j) défini plus haut.

Comme φ est à support compact, exp(iµ)(x+iu)(f)φ(x) converge uniformément
vers exp(2iσ∗ ◦ τ)(x)(f)φ(x) pour tout f dans V lorsque u tend vers 0 dans Un,0.
On a donc pour tout f dans V :

lim
u→0, u∈Un,0

( ∫

g
exp(iµ)(x + iu)φ(x)Dx

)
(f) =

( ∫

g
exp(iµ)(x)φ(x)Dx

)
(f)

De plus, on a pour tout u dans Un,0 et tout f dans V :

∣∣∣∣
( ∫

g
exp(iµ)(x+ iu)φ(x)Dx

)
(f)

∣∣∣∣ =
∣∣∣ exp(−µ(u))

∣∣∣
∣∣∣∣
( ∫

g
exp(iµ)(x)φ(x)Dx

)
(f)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
( ∫

g
exp(iµ)(x)φ(x)Dx

)
(f)

∣∣∣∣.

Or cette dernière fonction est dans L1(V ). Le théorème de convergence dominée
nous permet alors d’affirmer que l’on a pour toute fonction φ, C∞ à support com-
pact :

F0(φD) = (2π)
n
2 Spf(φD).

♦

Remarque: La même proposition est valable avec V 6= V0 et g = osp(V,B).
On a pour le superpfaffien la propriété suivante :
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Proposition 2.1. Soit U l’ouvert des éléments de osp(V,B), dont l’action sur
V0 est inversible (si X ∈ osp(V,B)0 alors X laisse stable V0). Alors la restriction
de Spf à U est égale comme fonction généralisée sur U à un élément de O(U).

On a de plus sur U :

Spf 2 = (−1)
n+m

2 Ber−1.

Remarque: Si m est impair, Spf est nul ainsi que Ber−1. On peut donc supposer
que m est pair pour les raisonnements.

Soit P une superalgèbre proche. Soit

M =

(
A B
C D

)
∈ osp(V,B)P .

Alors on a (cf. [Ber87]) :

Ber−1
(1,0)(M) = (

det(Ã)

|det(Ã)|
)det(A)−1det(CA−1B −D),

et

Ber−1(M) = det(A)−1det(CA−1B −D),

C’est polynomial en B,C et D.
La fonction Spf est dans C−∞(osp(V,B))⊗C. La conjugaison est le produit

tensoriel de l’identité sur C−∞(osp(V,B)) et de la conjugaison sur C.
Démonstration: La fonction µ est à valeurs dans les polynômes de degré 2 sur
V . On décompose iµ suivant le degré sur V0 en trois termes : α0, α1 et α2. Puisque
ces trois termes sont pairs, on a

exp(iµ) = exp(iα0) exp(iα1) exp(iα2).

On peut expliciter ces termes :

α0 =
∑

i≤j
α0
i,jxixj,

α1 =
∑

i,j

α1
i,jxiξj,

α2 =
∑

i<j

α2
i,jξiξj,

où α0
i,j et α2

i,j sont des fonctions paires sur osp(V ), et les α1
i,j des fonctions impaires.
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Calculons la restriction de Spf à U0. La restriction de α1 à U0 est nulle car α1

est impaire. On a donc pour la restriction de exp(iµ) à U0.
∫

V
exp(iµ) =

∫

V
exp(α0) exp(α2)D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm)

=
∫

V0

exp(iα0)D(x1, . . . , xn)
∫

V1

exp(iα2)D(ξ1, . . . , ξm).

La seconde intégrale donne, à i
m
2 près, le pfaffien classique sur so(V1,B|V1) ⊂

osp(V,B)0. Comme (2π)
n
2 Spf = F0, on a (avec les notation de la proposition ci-

dessus) pour toute fonction C∞ à support compact φ sur U0 si DX est la mesure
de Lebesgue associée au système de coordonnées ai,j sur U0 :
∫

V0

( ∫

U0

exp(iα0)φDX
)
D(x1, . . . , xn)

= lim
u→0,u∈Un,0

∫

V0

( ∫

U0

exp(iα0(X + iu))φDX
)
D(e∗1, . . . , e

∗
n)

Or cette dernière limite est égale à (cf [Hör83, Section 3.4]) :
∫

U0

(2π)
n
2 exp(

i(p− q)π

4
)
∣∣∣det(X)

∣∣∣
−1
2 φDX,

où le déterminant de X est pris pour la représentation standard. La restriction de
Spf à U0 est donc une fonction C∞ et son carré est bien égal à

(−1)
n+m

2
−qBer−1

(1,0).

De plus comme Spf est OSP (V )-invariante (U est OSP (V )-invariant ainsi que
µ), et que l’on a Spf 2|U0 = Ber(1,0)|U0, cette dernière égalité est vraie partout (car
OSP (V ).(Up,q)0 = Up,q). C’est-à-dire que l’on a comme fonction généralisée sur
U(p,q) :

Spf 2 = (−1)
n+m

2
−qBer−1

(1,0).

Or sur U(p,q), On a Ber = (−1)qBer(1,0). On en déduit sur U

Spf 2 = (−1)
n+m

2 Ber−1.

Ce qui termine la preuve. ♦

Remarques: Le choix de l’orientation opposée pour V change Spf en −Spf. Il y
a d’autre part dans la définition le choix d’une racine carrée de −1 (on aurait pu
considérer l’intégrale de exp(−iµ)). Ce choix change Spf en son conjugué.

On note WF (Spf) le front d’onde du superpfaffien. On va le majorer.
Tout d’abord la propriété précédente montre que l’ensemble des singularités du

superpfaffien, que l’on note Σ(Spf) est égal au complémentaire de la réunion des
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Up,n−p lorsque p varie entre 0 et n. En effet sur ∪
p
Up,n−p, Spf est analytique (donc

C∞). De plus, si x ∈ osp(V,B)0 \ ∪
p
Up,n−p et V est un voisinage de x, Spf est non

borné sur V ∩ ∪
p
Up,n−p. Donc x est une singularité. Finalement on a bien :

Σ(Spf) = osp(V,B)0 \
n∪
p=0

Up,n−p.

Soit U0
n,0 l’ensemble des f de sp(V,B)∗ ⊂ osp(V0,B|V0)

∗ (l’inclusion se fait grâce
à la décomposition osp(V,B) = sp(V0,B|V0)⊕ (so(V1,B|V1)⊕ osp(V,B)1)) tels que
f(Un,0) ≥ 0. On a d’après [Hör83, Theorem 8.1.6] :

WF (Spf) ⊂ Σ(Spf)× U 0
n,0.

On peut préciser le front d’onde en 0 (On le note WF (Spf)0) :

Théorème 2.1. On a :

WF (Spf)0 = U0
n,0.

Démonstration: Comme le problème ne dépend que de V0, on suppose pour
alléger la démonstration que V = V0. Tout d’abord on remarque que si ∆ est
une droite de sp(V,B) dont l’intersection avec Um,0 est vide alors il existe f dans
U0
n,0 tel que f(∆) = 0. Il suffit alors, pour montrer le théorème, de montrer que

la restriction à une droite ∆ d’intersection vide avec Un,0 n’a pas de sens dans
C−∞(∆).

Soit j l’injection d’une telle droite ∆ dans sp(V,B). Soit v un vecteur non nul
de ∆. Par hypothèse, la forme quadratique µ(X) sur V est de signature (p, q) avec
p < n. Il existe une base (e1, . . . , en) de V dans laquelle on ait :

µ(X) =
p∑

i=1

x2
i −

p+q∑

i=p+1

x2
i .

On a donc pour tout θ ∈ R :

exp(iµ(θX)) = exp
(
iθ
( p∑

i=1

x2
i −

p+q∑

i=p+1

x2
i

))

Soit maintenant φ ∈ C∞(∆). On peut considérer φ comme une fonction C∞ de θ.
La restriction de Spf à ∆ n’a un sens que si la fonction

∫

R

exp
(
iθ
( p∑

i=1

x2
i −

p+q∑

i=p+1

x2
i

))
φ(θ)dθ



72 III. SUPERPFAFFIEN

est intégrable sur V . Or cette fonction est égale à

φ̂(
( p∑

i=1

x2
i −

p+q∑

i=p+1

x2
i

)
),

où φ̂ désigne la transformée de Fourier de φ.
Si φ est une fonction C∞ positive non nulle à support compact sur R, alors

φ̂(0) 6= 0. Or l’intégrale sur R de 1
x

diverge. Donc l’intégrale de φ̂(x2 − y2) sur R2

diverge. Donc si q > 0 la restriction de Spf à ∆ n’existe pas.
Si q = 0 et p < n, il existe une direction de V dans laquelle la fonction ci-dessus

est constante. Elle n’est donc pas intégrable.
Finalement la restriction de Spf à ∆ n’existe pas. ♦

Le théorème s’énonce de la même façon pour un superespace vectoriel V muni
d’une forme bilinéaire superantisymétrique paire non-dégénérée et g = osp(V,B).
On a le corollaire suivant :

Corollaire 2.1. Soit h un sous espace vectoriel de osp(V,B), alors si h∩Un,0 6=
∅, Spf admet une restriction à h.

On peut légèrement étendre le domaine de définition du superpfaffien de la façon
suivante. Tout d’abord si z est un complexe tel que Re(z) ≥ 0 on note Arg(z) la

détermination de son argument comprise entre −π
2

et π
2

et on pose
√
z =

√
|z|eArg(z)

2 .
On a avec ces notations l’égalité suivante :

∫

R

e−zx
2

dx =

√
π

z
.

On peut alors étendre la définition du superpfaffien au sous ensemble de osp(V )⊗C

des matrices telles que leur partie imaginaire Z soit telle que la matrice symétrique
(B(Zek, el))(k,l) soit négative (pas forcément définie) et telles que les matrices
(B(Zek, el))(k,l) et (B(Xek, el))(k,l) commutent (dans ce cas elles sont alors simul-
tanément diagonalisables). Cet ensemble contient l’ouvert U de osp(V ), puisque
dans ce cas Z = 0.

3. Exemple : osp(2, 2)

Considérons maintenant plus en détail le cas g = osp(2, 2). Soit P une super-
algèbre proche. L’algèbre osp(2, 2)P est formée des matrices de la forme :




0 −a
a 0

α β
γ δ

β δ
−α −γ

b c
d −b
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où a, b, c, d ∈ P0 et α, β, γ, δ ∈ P1. Ici V = ΠR2,2 munie du superproduit scalaire
donné dans la base canonique (e1, e2, f1, f2) (|fi| = 1 et |ei| = 0) par B(ei, ej) = δi,j,
B(f1, f2) = −B(f2, f1) = 1, B(f1, f1) = B(f2, f2) = 0 et B(ei, fj) = B(fj, ei) = 0.
On note par les mêmes lettres (a, b, c, d, α, β, γ, δ) les fonctions coordonnées cor-
respondantes sur osp(2, 2). On note ξ, η, x, y les fonctions coordonnées sur ΠR(2,2).
On a alors :

µ = aηξ + αξx+ βξy + γηx+ δηy − d

2
x2 + bxy +

c

2
y2.

D’où :

∫

(ΠR(2,2))
exp(iµ) =

∫

R2

(
−ia +

(
αγx2 + βδy2 + (αδ + βγ)xy

))

exp i(−d
2
x2 + bxy +

c

2
y2) dx dy,

Où dx (resp. dy) représente la mesure de Lebesgue en x (resp. y). Comme −dx2 +

2bxy + cy2 = −d(x − b
d
y)2 + (c + b2

d
)y2 sur l’intersection de U et de l’ouvert de

osp(2, 2) où d 6= 0, on a, comme égalité de fonctions généralisées, sur l’intersection
de cet ouvert et de U(2,0) :

∫

ΠR(2,2)
exp(iµ) =

(∫

R

exp(ix2)

)2

( −2ia√
−(cd+ b2)

+
2i
(
− cαγ + dβδ + b(αδ + βγ)

)

(
− (cd+ b2)

) 3
2

)
.

Autrement dit, comme sur U(2,0) −(cd+ b2) est positif, on a :

Spf |U(2,0)
=
(

a√
−(cd+ b2)

− −cαγ + dβδ + b(αδ + βγ)
(
− (cd+ b2)

) 3
2

)
.
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De même on obtient sur U(0,2) :

Spf |U(0,2)
= −

(
a√

−(cd+ b2)

− −cαγ + dβδ + b(αδ + βγ)
(
− (cd+ b2)

) 3
2

)
.

Et sur U(1,1) :

Spf |U(1,1)
= −2iπ

(
a√

(cd+ b2)

− −cαγ + dβδ + b(αδ + βγ)

(cd+ b2)
3
2

)
.

On en déduit immédiatement sur U(2,0) :

Spf 2|U(2,0)
=
(

a2

|cd+ b2| −
2a(βγb+ βδd− αγc+ αδb)

|cd+ b2|2 + 2
αβγδ

|cd+ b2|2
)
;

c’est-à-dire

Spf 2|U(2,0)
= Ber−1

(1,0)|U(2,0)
.

On a de même :

Spf 2|U(0,2)
= Ber−1

(1,0)|U(0,2)
,

et

Spf 2|U(1,1)
= −Ber−1

(1,0)|U(1,1)
.

4. Superpfaffien et Transformée de Fourier d’une orbite coadjointe

L’application moment µ peut être vue comme un polynôme de degré 2 sur V à
valeurs dans osp(V,B)∗. On note µ(V0) l’image de V0 dans sp(V0)

∗ par µ. C’est la
réunion d’une orbite d’un élément nilpotent et de {0}, l’orbite nulle. La restriction
du superpfaffien à osp(V,B)0 est alors égal à la transformée de Fourier de cette
orbite multipliée par le pfaffien classique sur so(V1). En particulier, le superpfaffien
restreint à osp(V,B)0 est une fonction localement intégrable.

Cependant, le superpfaffien n’est pas en général une fonction localement intégra-
ble sur osp(V,B) comme on peut le voir sur l’exemple osp(2, 2) ci-dessus. En effet,
considérons le coefficient de αδ sur U(1,1) :

2iπ√
cd+ b2

b

cd+ b2
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Au voisinage d’un point du cône des éléments nilpotents et où d 6= 0 et b 6= 0, on
fait le changement de variables :

b′ =b

c′ =cd+ b2

d′ =d.

On obtient alors :
2iπb′

c′
3
2

,

Ce n’est donc pas une fonction localement intégrable.
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PARTIE IV

Cohomologie équivariante

1. Définitions et premières propriétés

1.1. Définitions. On se donne une supervariété M munie d’une action d’un
supergroupe G de superalgèbre de Lie g. On considère l’algèbre Ω̂(U,M) des fonc-
tions sur un ouvert U de g, à valeurs dans les formes pseudodifférentielles complexes
sur M . On a :

Ω̂(U,M) = O(U × M̂)⊗C = O(U)⊗̂Ω̂(M)⊗C.

On a une action de G sur M , donc une action naturelle de G sur Ω̂(M)⊗C. Si
U est un ouvert G-invariant de g, il y a également une action naturelle de G sur
O(U). On a donc une action de G dans Ω̂(U,M) égale au produit tensoriel des
deux actions précédentes. On peut donc considérer la sous algèbre des éléments
G-invariants. On la note :

Ω̂G(U,M) =
(
Ω̂(U,M)

)G
.

On appelle les éléments de cette algèbre, les formes pseudodifférentielles équi-
variantes ou plus simplement les formes équivariantes sur M .

On étend par O(U)-linéarité la différentielle extérieure sur Ω̂(M) à Ω̂(U,M).

On définit également sur Ω̂(U,M) un second opérateur différentiel, l’opérateur
de contraction, noté ι. Soient (xi, ξj) des coordonnées locales sur M. Considérons
(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) une base homogène de g. On note (y1, . . . , yn, ζ1, . . . , ζm)
sa base duale. Aux Yk et aux Zl on associe des champs de vecteurs sur M que l’on
note encore Yk et Zl. On pose :

ι =
∑

k

ι(Yk) yk +
∑

l

ι(Zl) ζl,

77
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où ι(Yk) (resp. ι(Zl)) est la dérivation de Ω̂M associée à Yk (resp. Zl) définie

plus haut (section I.2.3.2.). On a ainsi défini un champ de vecteurs sur U × M̂
qui vérifie ι2 = 0.

On définit sur Ω̂(U,M) la dérivation dg = d− iι. On a :

d2
g = −iL,

avec L :=
∑
k
L(Yk) yk +

∑
l
L(Zl) ζl, où L(Yk) (resp. L(Zl)) est la dérivée de Lie

sur Ω̂M par rapport à Yk (resp. Zl). On constate que d et ι commutent à l’action de

G, et donc laissent stable Ω̂G(U,M). Donc dg induit une dérivation de Ω̂G(U,M).

De plus sur Ω̂G(U,M), on a d2
g = 0. On définit alors la cohomologie équivariante

comme la cohomologie de
(
Ω̂G(U,M), dg

)
et on la note : ĤG(U,M).

On peut modifier cette définition dans deux directions. Tout d’abord, si l’on veut
intégrer de telles formes on peut considérer les formes équivariantes à valeurs dans
les formes pseudodifférentielles intégrables, c’est-à-dire telles que leur restriction
au fibré (M̂)0 = (ΠTM)0 soit à décroissance rapide le long des fibres et à support
compact sur M0. Ensuite, au lieu de se contenter des formes à coefficients C∞,
on peut considérer des formes dont les coefficients sont des fonctions généralisées
sur g. Nous serons ainsi amené à considérer plus particulièrement les deux espaces
suivants :

• L’espace Ω̂G,
∫ (U,M) des formes équivariantes intégrables.

• L’espace Ω̂−∞
G,
∫ (U,M) des formes équivariantes intégrables à coefficients gé-

néralisés.

Ce dernier espace se définit comme le sous-espace de Ω̂−∞
G (U,M) des formes α

telles que pour toute forme volume C∞, φ, de type (1, 0) sur g à support compact
inclus dans U , α(φ) soit une forme pseudodifférentielle intégrable.

La différentielle dg s’étend bien à ces espaces et on peut définir les espaces de
cohomologie correspondant. Si M est munie d’une orientation globale, l’intégrale
d’une forme équivariante intégrable (à coefficients généralisés) dg-exacte est nulle
(cf section I.4.2.2). La cohomologie équivariante non-super à coefficients générali-
sés est étudiée dans [KV93].

1.2. Premières propriétés fonctorielles. Les résultats sur les formes pseu-
dodifférentielles nous permettent d’énoncer :

Proposition 1.1. Soit G un supergroupe et deux G-supervariétés M et N. Soit
π : N −→ M un morphisme équivariant de G-supervariétés. On étend π∗ aux
formes équivariantes. On a la relation :

π∗dg = dgπ
∗.
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Donc π∗ induit une application en cohomologie équivariante.
Si de plus π définit un superfibré vectoriel équivariant dont les fibres sont munies

d’une orientation globale G-invariante, on a une application π∗ entre les espaces
de formes équivariantes intégrables qui vérifie, si les fibres de N sont de dimension
(k, l) :

dgπ∗ = (−1)(k+l)π∗dg.

En particulier si M est un point, ĤG(U,M) = O(U)G et ainsi ĤG(N) est une
O(U)G-algèbre.

2. Superconnexions équivariantes

Soit G un supergroupe, M une G-supervariété et V un superfibré vectoriel équi-
variant au dessus de M. On a une action naturelle de G sur l’espace des formes
pseudodifférentielles sur M ainsi que sur l’espace des formes pseudodifférentielles
à valeurs dans V (soit Ω̂(M,V)). On note LV la dérivée de Lie sur Ω̂(M,V) liée à

l’action de G sur Ω̂(M,V), c’est un morphisme de superalgèbres de Lie de g dans

les opérateurs différentiels du premier ordre sur Ω̂(M,V).
Soit A une superconnexion. Si A commute avec l’action de G on dit que A est

une superconnexion G-invariante et on a pour tout X dans g :

[A,LV(X)] = 0.

On peut considérer les formes équivariantes sur g à valeurs dans V, soit

Ω̂G(g, (M,V)) :=
(
O(g)⊗̂Ω̂(M,V)⊗C

)G
.

Si A est une superconnexion G-invariante, on note Ag la superconnexion équiva-
riante associée, soit :

Ag := A− iι.

On a alors pour α ∈ Ω̂G(g,M) homogène et ω ∈ Ω̂G(g, (M,V)) :

Ag(αω) = (dgα)ω + (−1)|α|αAgω.

C’est un opérateur différentiel qui laisse stable Ω̂G(g, (M,V)). On fait agir Ag sur

Ω̂G(g, (M,End(V))) par le crochet de supercommutation de la superalgèbre des

endomorphismes de Ω̂G(G, (M,V)). On note η l’application qui envoie une forme
θ sur la multiplication à gauche par θ. On définit alors la courbure équivariante
Fg de Ag comme l’élément de Ω̂G(g, (M,End(V))) vérifiant :

η(Fg) = A2
g + iLV .
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On a alors l’identité de Bianchi qui se prouve comme dans la situation classique
(cf [BGV92] proposition 7.4 p.210) :

AgFg = 0.

On définit le moment équivariant (relativement à la superconnexion G-invariante
A) par

µ := LV − [ι,A].

C’est un élément de
(
g∗⊗Γ(M,End(V))

)
0
⊂ Ω̂G(g, (M,End(V))) qui vérifie :

Fg = A2 + iµ.

3. Superforme de Thom équivariante

Soit π : V → M , un superfibré vectoriel, on a vu dans la section I.5 que
l’on a pas en général de forme pseudodifférentielle fermée telle que π∗θ = 1M .
Si on rajoute une action équivariante d’un supergroupe G, on peut construire
un forme équivariante vérifiant cette propriété. C’est ce que l’on fait maintenant.
Mais on ne peut le faire que si l’on suppose que θ est à coefficients généralisés.
En effet, considérons comme en I.5 M comme un superfibré vectoriel de rang
(0, m) au dessus de M0 (π : M → M0). Soit G un groupe compact (non super).
Alors il existe sur le fibré vectoriel (non super) π′ : (TM)∗1 → M0 une forme
équivariante θ′ à coefficients polynomiaux sur g telle que π′∗(θ

′) = 1M0 (c’est une
forme de Thom équivariante pour le fibré (TM)∗1). Si on applique la transformée
de Fourier F définie en I.5 on obtient une forme F(θ′) qui vérifie j∗F(θ′) = 1M0

et π∗(F(θ′)) = (−1)
m(m−1)

2 (2iπ)mEg la forme d’Euler équivariante de (TM)∗1. Si θ
est une forme équivariante telle que π∗θ = 1M0, alors comme en I.5 on obtient :

(−1)m|θ|j∗(θ)Eg = 1M .

Alors j∗(θ) est un inverse de la forme d’Euler équivariante Eg. Si m > 0 la forme
d’Euler n’est pas inversible pour X = 0 ∈ g, elle est donc nécessairement à coeffi-
cients généralisés sur g.

3.1. Construction d’une superforme de Thom équivariante. Soit G un
supergroupe de superalgèbre de Lie g. Soit M une G-supervariété. Soit V un
superfibré vectoriel équivariant sur M . On suppose que les fibres sont orientées
(c’est-à-dire V0 orienté) et que V C est muni d’une superstructure euclidienne, on
la note B(., .), toute ces structures étant G-invariantes. On note π la projection π :

V → M . On appelle forme de Thom équivariante sur V une forme θ ∈ Ω̂−∞
G (g,V)

équivariante fermée, intégrable le long des fibres, telle que π∗θ = 1
Ω̂−∞

G
(g,M)

. On va

construire une telle forme de Thom, cette forme sera à coefficients C∞ au dessus
d’un ouvert de g que l’on précisera plus tard. La construction est due dans la
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situation classique à Mathai-Quillen ([MQ86]). On la trouve également exposée
dans [BGV92] et dans [DV88].

On note C(ΠV) le fibré de Clifford sur M associé à ΠV et la superforme symplec-
tique ΠB. On note comme dans la partie précédente, τ l’isomorphisme entre osp(V)
et C2(ΠV) et σ∗ l’injection (de O(M)-supermodules) de C2(ΠV) dans O(ΠV). On
suppose que V possède une superconnexion G-invariante A qui laisse invariante la
superstructure euclidienne. Cela implique que A2 est à valeurs dans osp(V).

La courbure A2 est une forme pseudodifférentielle sur M (c’est-à-dire une fonc-

tion sur M̂) à valeurs dans osp(V). L’application σ∗◦τ envoie osp(V) sur S2(ΠV∗).
L’application σ∗ ◦ τ(A2) est donc une fonction sur M̂ à valeurs dans S2(ΠV∗). De
plus sa restriction à M est une section de S2(ΠV∗). Finalement, σ∗ ◦ τ est une

fonction homogène de degré 2 sur le fibré M̂ ×M ΠV. Alors σ̃∗ ◦ τ (A2) est une

fonction sur (M̂ ×M ΠV)0 = T1M0 ×M0 (ΠV)0, où T1M0 dénote la partie impaire
du fibré tangent de M restreinte à M0 et où on a oublié la parité, et (ΠV)0 dénote
la variété sous jacente à ΠV (c’est-à-dire V1 sans sa parité restreint à M0).

On suppose alors que σ̃∗ ◦ τ (A2) est négative. On note cette condition (∗).
Autrement dit, si v est une section de V1 (considéré comme fibré vectoriel),

B(A2v, v) est une forme pseudodifférentielle sur M , c’est-à-dire une fonction sur

M̂ . La condition (∗) veut dire que la restriction de cette fonction à la variété sous
jacente, c’est-à-dire T1M |M0 (où l’on a oublié la parité), est négative.

On note Ag la superconnexion équivariante associée à A. On note π∗C(ΠV) le
fibré de base V image réciproque de C(ΠV) par π. On a une injection naturelle de
π∗ΠV dans π∗C(ΠV). La section tautologique avec changement de parité de π∗ΠV
au dessus de V se prolonge en une section ε de π∗C(ΠV).

Précisons ε sur un ouvert de coordonnées U de M trivialisant V. Soit V la fibre
générique de V. Au dessus de U , π∗C(ΠV) est isomorphe à U × V × C(ΠV ). On
note (e′1, . . . , e

′
n, f

′
1, . . . , f

′
m) une base homogène de V , (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) sa

base duale et (e1, . . . , en, f1, . . . , fm) la base de ΠV telle que, pour tout i, ei = π̄e′i
et, pour tout j, fi = π̄f ′j. On considère les éléments de cette dernière base comme
des éléments de C(ΠV ). On a alors :

ε =
n∑

i=1

eixi +
m∑

j=1

fjξj ∈ ΠV ⊗V ∗ ⊂ O(U × V )⊗C(ΠV ).

On étend Ag et LV en des opérateurs différentiels sur Ω̂−∞
G (g, (M,π∗C(ΠV))) et

en des opérateurs A∗
g et (LV)∗ sur Ω̂−∞

G (g, (M,π∗S(ΠV∗))). Par abus de notation,

on écrit encore Ag et LV pour les opérateurs différentiels π∗(Ag) et π∗(LV)) sur
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Ω̂−∞
G (g, (V, π∗C(ΠV))). On pose :

ωV :=
ε2

2
+ iAg.ε+ τ(Fg) ∈ Ω̂G(g, (V, π∗C(ΠV))).

On a alors la proposition suivante :

Proposition 3.1. On a sous les hypothèses précédentes :

Ag.ωV +
i

2
[ε, ωV ] = 0.

On note σ∗ l’isomorphisme (de superfibrés vectoriels) entre les espaces π∗(C(ΠV))
et π∗(S(ΠV∗)) (π∗(S(ΠV∗)) étant plongé dans π∗(O(ΠV))), et on note encore ε la
section σ(ε) de π∗(ΠV). On a :

(A∗
g − iι(ε))σ∗(ωV) = 0,

où ι(ε) est la dérivation de π∗(O(ΠV∗)) associée à σ(ε) et étendue à l’espace

Ω̂−∞
G (g, (V, π∗(ΠV))). Si f est fonction entière de la variable complexe, on a :

(A∗
g − iι(ε))f(σ∗(ωV)) = 0.

Démonstration: Par la règle de Leibnitz, on a Ag.ε
2 = [ε,Ag.ε]. D’autre part on

a A2
g.ε + 1

2
[ε, τ(Fg)] = −iLVε = 0 et par l’identité de Bianchi, Ag.Fg = 0. Enfin

[ε, ε2] = 0.
Or pour tout ω on a A∗

gσ
∗(ω) = σ∗(Agω) et 2ι(ε)σ∗(ω) = −σ∗([ε, ω]) (Cf. II.1).

On en tire (A∗
g − iι(ε))σ∗(ω) = 0. La dernière égalité s’en déduit immédiatement,

A∗
g − iι(ε) étant une dérivation de Ω̂−∞

G (g, (V, π∗C(ΠV))). ♦

Remarque: L’application A∗+ i
2
[ε, .] définit une superconnexion sur le fibré π∗C(ΠV)

au dessus de V. En effet il suffit de constater que |ε| = 1 et si α ∈ Ω̂(V) et

ω ∈ Ω̂(V, π∗O(C(V)), on a :

[ε, αω] = (−1)|α|α[ε, ω].

Alors, Ag + i
2
[ε, .] est la connexion équivariante associée. Et on a :

ωV = τ
(
(Ag +

i

2
[ε, .])2 + iLV)

)
.

Autrement dit, τ−1(ωV) est la courbure équivariante associée.
De même, A∗− iι(ε) définit une superconnexion sur le fibré π∗O(ΠV) au dessus

de V et σ∗(ωV) est la courbure équivariante associée.
La proposition ci-dessus n’est alors rien d’autre que l’identité de Bianchi équiva-

riante pour ces deux superconnexions
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Soit π : N → N un superfibré vectoriel de rang (n,m) et A une superconnexion
surN . Alors A détermine une superconnexion surN ∗ qui s’étend en une dérivation
de S(Ω̂(N,N ∗)) = Ω̂(N, S(N ∗)) qui s’étend par continuité à Ω̂(N,O(N )). Soit
Vol(1,0)(N ) → N le superfibré des formes volumes de type (1, 0) sur les fibres
de N . C’est le superfibré vectoriel correspondant à la représentation Ber(1,0) du
superfibré GL(n,m)-principal associée. La superconnexion A détermine une su-
perconnexion sur Vol(1,0)(N ). Elle est définie de la manière suivante. Soit U un

ouvert de trivialisation de N (N|U ' U × R(n,m)). Sur U, on a A = d + ω où
d est la différentielle extérieure sur U et ω est une forme pseudodifférentielle sur
N à valeurs dans End(R(n,m)) impaire. Sur Vol(1,0)(N )|U , on a A = d + str(ω)

(str = d(Ber(1,0))). On a, pour toute forme φ dans Ω̂(N,O(N )) = Ω̂(N) ⊗
O(N)

O(N )

et toute forme volume D sur les fibres, en notant
∫
N/N l’intégration le long des

fibres et en supposant que (Aφ)D, A(φD) et φ(AD) sont intégrables :
∫

N/N
(Aφ)D =

∫

N/N
A(φD)− (−1)|φ|

∫

N/N
φ(AD).

Comme localement A est somme de d et d’une dérivation de O(N ) à coefficients
constants le long des fibres, on a :

∫

N/N
A(φD) = (−1)md

∫

N/N
φD.

Si on suppose de plus que AD = 0 alors on a :
∫

N/N
(Aφ)D = (−1)md

∫

N/N
φD.

Lemme 3.1. Soit N → N un superfibré vectoriel muni d’une superstructure
euclidienne (resp. symplectique et d’une orientation des fibres de N1). Soit A

une superconnexion sur N laissant la superstructure euclidienne (resp. symplec-
tique) invariante. La superstructure euclidienne (resp. symplectique et l’orienta-
tion) détermine une forme volume de type (1, 0) sur les fibres de N . On note T

l’intégration le long des fibres de N associée. On a, pour tout α dans Ω̂(N,O(N )),
à décroissance rapide le long des fibres,

T (Aα) = (−1)mdT (α).

Démonstration: Le problème étant local, on peut se placer sur un ouvert de
trivialisation U de N . On a N|U ' U × V, où V est une fibre générique de N .
On peut choisir la trivialisation de sorte que la superstructure euclidienne B soit
constante. Il suffit de prendre au dessus de U une base de sections de V0 que l’on
transforme en une base orthonormée par la procédé de Gram-Schmidt. Pour V1,
on considère une section f1 partout non nulle sur U . Comme B est non dégénérée
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on peut trouver une section partout non nulle f2 telle que B(f1, f2) = 1. Alors
f1 et f2 engendrent un plan symplectique. L’orthogonal est un supplémentaire de
dimension strictement inférieure. On recommence ainsi jusqu’à obtenir une base
symplectique de sections de V1 au dessus de U. On pose sur U : A = d+ω avec ω ∈
Ω̂(U, osp(V )). Soit (e1, . . . , en, f1, . . . , fm) une base orthosymplectique de V (resp.
symplectique de V0 et orthogonale orientée de V0) et (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) sa base
duale. Dans une telle base la forme volume choisie estD(e1, . . . , en, f1, . . . , fm). Elle
est donc à coefficients constants sur U . On a donc A.D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) =
str(ω).D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm). Or sur osp(V ) la supertrace est nulle. On en dé-
duit que A.D(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) = 0. Le résultat s’ensuit donc de ce qui a été
dit précédemment. ♦

Ce lemme s’étend naturellement à la situation équivariante.
Soit f une fonction entière de la variable complexe, f(σ∗(ωV)) est une fonction

sur le fibré p∗π∗ΠV = V̂ ×M ΠV de base V̂ (p étant la projection canonique

p : V̂ → V) à coefficients dans C−∞(g). De plus, comme il y a sur V un super produit
scalaire G-invariant et une orientation G-invariante, on a une orientation totale
G-invariante car B|V1 est une forme symplectique et induit donc une orientation
de V1. Le choix de B et d’une orientation induit une forme volume de type (1, 0)

canonique le long des fibres de p∗π∗ΠV → V̂ . On peut donc intégrer le long des
fibres de p∗π∗ΠV → V̂ . On note T cette intégration. On a alors pourvu que tout
soit intégrable :

T
(
(A∗

g − iι(ε))f(σ∗(ωV))
)

= (−1)mdgT
(
(f(σ∗(ωV))

)
,

où (k, l) est la dimension des fibres de V. Cela provient du lemme précédent et
de ce que l’on a sur un ouvert de coordonnées en notant (e∗1, . . . , e

∗
n, f

∗
1 , . . . , f

∗
m) la

base duale de (e1, . . . , en, f1, . . . , fm) :

ι(ε) =
n∑

i=1

xi
∂

∂e∗i
+

m∑

j=1

ξj
∂

∂f ∗j
.

Or on a vu que (A∗
g − 2iι(ε))f(σ∗(ωV)) = 0. Donc on a l’égalité suivante pour

toute fonction entière de la variable complexe, f, telle que f(σ∗(ωV)) soit intégrable
le long des fibres

dgT
(
f
(
σ∗(ωV)

))
= 0.

La forme T
(
f
(
σ∗(ωV)

))
est donc une forme équivariante fermée sur V. Il suffit

pour trouver une forme de Thom de trouver une “bonne” fonction f . En fait le
choix f = exp donne, à une constante près, une forme de Thom sur V. Avant
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d’énoncer une proposition nous avons besoin de préciser une notation. Soit µ
le moment équivariant de Ag. On a µ ∈ Ω̂G(g, (M, osp(V)), l’espace des formes
équivariantes sur M à valeurs dans osp(V). On peut considérer, pour tout couple
d’entiers (p, q) avec p+ q = m, l’ouvert UV

p,q de osp(V) tel que (UVp,q)0 soit l’ouvert
des éléments X de osp(V)0 tels que σ∗ ◦ τ(X)|Π(V1) soit une forme quadratique de

signature (p, q). On pose alors Up,q = µ−1
(
Ω̂(M,UVp,q)

)
. Plus généralement, si W

est un ouvert de M on pose Up,q(W ) = µ−1
(
Ω̂(W,UVp,q)

)
. En particulier on a :

(Un,0(W ))0 = {X ∈ g0, (∀v ∈ O(W,V1)/∀m ∈ W, ṽ(m) 6= 0), B̃(µ(X)v, v) > 0}
On a le lemme suivant :

Lemme 3.2. L’espace µ−1

(
Ω̂(M,UVp,q)

)
est ouvert.

Démonstration: Comme UVp,q est ouvert, Ω̂(M,UVp,q) = O(M̂, UVp,q) est ouvert

pour la topologie définie à la section 2.1.9. Or µ est continue donc µ−1

(
Ω̂(M,UVp,q)

)

est ouvert. ♦

Notation : On note PB le polynôme sur V défini de la façon suivante.
Soit (e′1, . . . , e

′
n, f

′
1, . . . , f

′
m) une base homogène de V telle que (e′1, . . . , e

′
n) soit

une base orthonormée orientée de V0, et (f ′1, . . . , f
′
m) une base symplectique de V1.

On note (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξ2m) les coordonnées associées sur V . On pose :

PB :=
∑

1≤i,j≤n
xixjB(e′j, e

′
i) +

∑

1≤i,j≤m
ξiξjB(f ′j, f

′
i)

=
n∑

i=1

x2
i − 2

m
2∑

j=1

ξ2j−1ξ2j.

Soit B0 la boule unité ouverte de V0 pour le produit scalaire B|V0. On pose
B = B0 ×M V1 ⊂ V. C’est un ouvert relativement compact de V. On note h
l’isomorphisme de supervariétés de B dans V défini de la façon suivante. D’une
part, il induit l’identité sur M. D’autre part soit U un ouvert de trivialisation
V|U ' U × V, soient (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) un système de coordonnées sur V , on

pose pour tout j, h∗ξj =
ξj√

1−PB et pour tout i, h∗(xi) = xi√
1−PB .

Considérons maintenant une fonction ψ sur V à décroissance rapide sur les fibres.
Alors h∗ψ est une fonction C∞ sur B que l’on peut étendre par la fonction nulle
en une fonction C∞, notée encore h∗ψ, sur V qui est alors à support compact. Plus
précisément, au dessus d’un ouvert de trivialisation U, on a :

h∗ψ =
∑

I

aI(x1, . . . , xn)ξ
I ,
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où les aI sont des fonction C∞ en les xi à coefficients dans les fonctions sur U.
Comme ψ est à décroissance rapide, les aI ainsi que toutes leurs dérivées en les xi
tendent vers 0 au voisinage de la sphère unité de V0. On peut donc les étendre en
des fonctions C∞ sur V0 nulles sur V \ B0. La fonction h∗ψ définie localement à
l’aide des aI ainsi étendus est bien une fonction C∞ sur V à support compact.

On pose alors :

θ′ = h∗T
(
exp(σ∗(ωV))

)
,

et

θ =
θ′

(−1)
n(n+1)

2 in(2π)
n
2
+m

.

Proposition 3.2. On suppose :

(∗) σ̃∗ ◦ τ (A2) négative.
(∗∗) Il existe un recouvrement de M par des ouverts W tels que Um,0(W ) 6= ∅.
La forme équivariante θ, définie ci-dessus, est intégrable le long des fibres et

définit une forme de Thom sur g qui est C∞ sur l’ouvert U = ∪
p+q=m

Up,q.

Démonstration: Au support compact près, il suffit de vérifier que la forme

T
(
exp(σ∗(ωV))

)
a les bonnes propriétés. On sait déjà que c’est une forme équiva-

riante fermée, il suffit donc de vérifier que T
(
exp(σ∗(ωV))

)
est intégrable le long

des fibres, et de calculer son intégrale. On note B le superproduit scalaire sur les
fibres et (n,m) la dimension des fibres. On se place au dessus d’un ouvert de trivia-
lisation W de V. On a alors π−1(W ) ' W × V, où V est une fibre générique de V.
On peut de plus supposer comme précédemment que la superstructure euclidienne
sur les fibres est constante.

On désigne à présent par ε la “section” tautologique du fibré π∗(ΠV) au dessus
de V. C’est une fonction sur le fibré π∗(ΠV). Soit ε∗ = σ∗ε la section −ΠB(ε, .) de
π∗(ΠV∗). On note (e1, . . . , en, f1, . . . , fm) la base de ΠV déduite par changement
de parité (ei = π̄e′i et fj = π̄f ′j), et (e∗1, . . . , e

∗
n, f

∗
1 , . . . , f

∗
m) la base duale de (ΠV)∗.

On a donc en coordonnées :

ε∗ = −
∑

1≤i,j≤n
B(e′i, e

′
j)xie

∗
j +

∑

1≤i,j≤m
B(f ′i , f

′
j)ξif

∗
j

= −
n∑

i=j

xie
∗
i +

m
2∑

j=1

ξ2j−1f
∗
2j − ξ2jf

∗
2j−1.

Dans ce cas Ag = dg + ω, et Fg = dω + 1
2
[ω, ω] + iµ où ω est une forme pseudo-

différentielle impaire g-invariante sur U à valeurs dans osp(V ) et µ est le moment
équivariant (c’est un élément de ΩG(g, (M, osp(V)))). Comme osp(V ) = osp(ΠV ),
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ω est également une forme pseudodifférentielle à valeurs dans osp(ΠV ). On note
ω∗ la forme à valeurs dans osp(ΠV ∗) telle que pour tout vecteur v ∈ V on ait
ω∗(σ∗v) = σ∗(ωv). On a alors :

σ∗(ωV) = −1

2
PB + idgε

∗ + iω∗ε∗ + iσ∗ ◦ τ(µ) + σ∗ ◦ τ(dω +
1

2
[ω, ω]).

On pose en coordonnées :

ω∗ε∗ =
n∑

i=1

ωi(x, ξ)e
∗
i +

m∑

j=1

ω′j(x, ξ)f
∗
j ,

où les ωi et les ω′j sont linéaires en les xi et les ξj et à coefficients dans les formes

pseudodifférentielles sur M. Et en posant Ω = dω+ 1
2
[ω, ω], on obtient (cf. section

II.1) :

2σ∗ ◦ τ(dω +
1

2
[ω, ω]) =

∑

i<j

B(Ωe′i, ej)e
∗
i e
∗
j +

∑

i,k

B(Ωe′i, f
′
k)e

∗
i f

∗
k

+
∑

k<l

B(Ωf ′k, f
′
l )f

∗
kf

∗
l +

1

2

∑

k

B(Ωf ′k, f
′
k)f

∗2
k ,

On a alors pour X ∈ g :

σ∗(ωV)(X) =− 1

2

n∑

i=1

x2
i +

m
2∑

j=1

ξ2j−1ξ2j + i
(
−

n∑

i=j

dxie
∗
i +

m
2∑

j=1

dξ2j−1f
∗
2j − dξ2jf

∗
2j−1

)

+ i
(∑

i

ωi(x, ξ)e
∗
i +

m∑

j=1

ω′j(x, ξ)f
∗
j

)

+
1

2

(∑

i<j

B((Ω + iµ(X))e′i, e
′
j)e

∗
i e
∗
j +

∑

i,k

B((Ω + iµ(X))e′i, f
′
k)e

∗
i f

∗
k

+
∑

k<l

B((Ω + iµ(X))f ′k, f
′
l )f

∗
kf

∗
l +

1

2

∑

k

B(((Ω + iµ(X))f ′k, f
′
k)f

∗2
k

)
.
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On écrit alors exp
(
σ∗(ωV)

)
(X) à l’aide de la formule de Taylor :

exp
(
σ∗(ωV)

)
(X) =P (X, ξj, dxi, e

∗
i , f

∗
k , ωi)

exp

(
−1

2

n∑

i=1

x2
i + i

m
2∑

j=1

(
(dξ2j−1 + ω′2j(x, ξ))f

∗
2j

− (dξ2j + ω′2j−1(x, ξ))f
∗
2j−1

)

+
(∑

k<l

B((Ω + iµ(X))f ′k, f
′
l )f

∗
kf

∗
l

+
1

2

∑

k

B((Ω + iµ(X))f ′k, f
′
k)f

∗2
k

))
,

où P est un polynôme à coefficients dans les formes pseudodifférentielles sur M
qui est linéaire en chacun des fk. L’intégration T consiste à intégrer par rapport
aux e∗i et aux f ∗k .

Vérifions que T (exp σ∗(ωV)) définit une fonction généralisée sur g. Soit φ une
fonction à support compact sur g, il faut vérifier que l’intégrale le long des fibres
de π∗ΠV de

∫
g exp(σ∗ωV)φD (où D est une forme volume de type (0, 1) sur g)

converge. Il nous faut de plus vérifier que le résultat de cette dernière intégration
est à valeurs dans les formes intégrables sur les fibres de V. On ne change pas le
problème en supposant que V = V1 et g = g0. On est alors amené à étudier la
dépendance en f ∗j d’une intégrale de la forme :

∫

g
exp

1

2

(∑

k<l

B(iµ(X)f ′k, f
′
l )f

∗
kf

∗
l +

1

2

∑

k

B(iµ(X)f ′k, f
′
k)f

∗2
k

)
φ(X)dX

où φ est une fonction C∞ à support compact sur g (chaque monôme en X provenant
de P pouvant être inclus dans φ), dX une mesure sur g, et µ est un morphisme
d’algèbres de Lie de g dans osp(V,B)A. L’intégration sur g1 fait apparâıtre des
termes polynomiaux en les f ∗j multipliés par une intégrale sur g0 du type :

∫

g0

exp
i

2

(∑

k<l

B(µ(X)f ′k, f
′
l )f

∗
kf

∗
l +

1

2

∑

k

B(µ(X)f ′k, f
′
k)f

∗2
k )
)
φ(X)dX.

(Ce n’est pas le même φ.)
L’hypothèse (∗∗) assure que µ−1(U(m,0))0 est non vide. Comme µ−1(U(m,0))0 est

ouvert, il existe une base (E1, . . . , Er) de g0 constituée d’éléments de µ−1(U(m,0))0.

Soit (y1, . . . , yr) sa base duale. On a µ =
r∑
i=1

µ(Ei)yi. On note φ̂ la transformée de
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Fourier de φ. Alors on a :

∫

g0

exp
i

4

( ∑

1≤k,l≤m
B(µ(X)f ′k, f

′
l )f

∗
kf

∗
l

)
φ(X)dX =

φ̂(−1

4

∑

1≤k,l≤m
B(µ(E1)f

′
k, f

′
l )f

∗
kf

∗
l , . . . ,−

1

4

∑

1≤k,l≤m
B(µ(E1)f

′
k, f

′
l )f

∗
kf

∗
l ).

Or φ̂ est à décroissance rapide et comme Ei sont dans µ−1(U(0,m))0 les formes
quadratiques − 1

4

∑
1≤k,l≤m

B(µ(E1)f
′
k, f

′
l )f

∗
kf

∗
l sont définies négatives. L’intégrale est

donc à décroissance rapide en les variables f ∗j .
Revenons maintenant au problème général. L’hypothèse (∗) assure que comme
˜σ∗ ◦ τ(Ω) est supposée négative, on a :

exp
(∑

k<l

B̃(Ω̃f ′k, f
′
l )f

∗
kf

∗
l +

1

2

∑

k

B̃(Ω̃f ′k, f
′
k)f

∗2
k

)

est une fonction bornée en les f ∗j . Donc,

exp
(∑

k<l

B(Ωf ′k, f
′
l )f

∗
kf

∗
l +

1

2

∑

k

B(Ωf ′k, f
′
k)f

∗2
k

)

est à croissance au plus polynomiale en les f ∗j . Enfin, il en est clairement de même
pour

exp(i

m
2∑

j=1

(
(dξ2j−1 + ω′2j(x, ξ))f

∗
2j − (dξ2j + ω′2j−1(x, ξ))f

∗
2j−1

)
).

Finalement,
∫
g exp(σ∗ωV)φD est à décroissance rapide en les f ∗j et donc intégrable.

Ainsi, T (exp(σ∗ωV)) définit bien une fonction généralisée sur g à valeurs dans les
formes pseudodifférentielles sur V.

Il nous faut maintenant considérer la dépendance en les dξj de cette fonction

généralisée. Les dξj n’apparaissent dans ωV que dans la somme

m
2∑

j=1
dξ2j−1f

∗
2j −

dξ2jf
∗
2j−1. On pose :

exp(iσ∗(ωV)) = exp(−i
n∑

i=j

dxie
∗
i + i

m
2∑

j=1

dξ2j−1f
∗
2j − dξ2jf

∗
2j−1)ψ.
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où ψ ∈ O(g× π∗ΠV). Or

T (exp(iσ∗ωV)) =

∫

ΠV
exp(−i

n∑

i=j

dxie
∗
i + i

m
2∑

j=1

dξ2j−1f
∗
2j − dξ2jf

∗
2j−1)ψD(e∗1, . . . , e

∗
n, f

∗
1 , . . . , f

∗
n)

est égale à ψ̂(dx1, . . . , dxn, dξ2,−dξ1, . . . , dξm,−dξm−1) où ψ̂ est la transformée de
fourier de ψ. C’est donc une fonction à décroissance rapide en les dξj. C’est-à-dire
que pour toute fonction φ, C∞ et à support compact sur g, si D est une forme
volume sur g, la fonction T (

∫
g exp(σ∗(ωV))φD) est une fonction à décroissance

rapide en les dξj.

D’autre part, le terme exp(−∑
i
x2
i ) peut se mettre en facteur et sortir de l’inté-

grale qui ne dépend alors plus des xi que par exp(i
∑
j
ω′j(x, ξ)f

∗
j ) et des termes po-

lynomiaux provenant de P (les ωj étant linéaires en les xi). La fonction généralisée
T (exp(σ∗(ωV))) est donc à valeurs dans les formes pseudodifférentielles dont les
coefficients sont à décroissance rapide sur les fibres de V. Le fait d’appliquer h∗ per-
met de la rendre à support compact sur ces mêmes fibres. Ainsi h∗T (exp(σ∗(ωV)))
est une forme équivariante intégrable à coefficients généralisés.

Pour vérifier que cela définit à une constante près une forme de Thom sur V,
il faut maintenant vérifier que son intégrale est une fonction généralisée constante
sur g.

Pour calculer l’intégrale, il faut exhiber le terme de plus haut degré en les va-
riables impaires c’est-à-dire les dxi et les ξj.

Tout d’abord, on remarque que les dxi proviennent exclusivement de la somme∑
i
dxie

∗
i . Par conséquent le terme de degré maximal en les dxi l’est aussi en les

e∗i et tous les autres termes contenant des e∗i ne participent pas à l’intégrale.
En particulier les termes de P provenant de exp(

∑
i,k
B((ω + iµ(X))e′i, f

′
k)e

∗
i f

∗
k ) ne

participent pas à l’intégrale.

D’autre part les termes ω′j(x, ξ)f
∗
j = (ω′j(x, 0) + ω′j(0, ξ))f

∗
j font apparâıtre

exp(
∑
j
ω′j(0, ξ)f

∗
j ) =

∏
j
(1 +

m∑
k=1

ω′
j
(0,ξ)k

k!
(f ∗j ))

k. On pose :

ψ′ = exp
(
− 1

2

∑

i

x2
i + i

m∑

j=1

ω′j(x, 0))f ∗j +
1

4

∑

1≤k,l≤m
B((Ω + iµ(X))f ′k, f

′
l )f

∗
kf

∗
l

)
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Or on a :

∫

ΠV
(f ∗2j) exp(−i

n∑

i=j

dxie
∗
i + i

m
2∑

j=1

dξ2j−1f
∗
2j − dξ2jf

∗
2j−1)

ψ′D(e∗1, . . . , e
∗
n, f

∗
1 , . . . , f

∗
n) =

i∂

∂(dξ2j−1)

∫

ΠV
exp(−i

n∑

i=j

dxie
∗
i + i

m
2∑

j=1

dξ2j−1f
∗
2j − dξ2jf

∗
2j−1)

ψ′D(e∗1, . . . , e
∗
n, f

∗
1 , . . . , f

∗
n).

Plus succinctement :

̂(
(f ∗2j)ψ

′
)
(dx1, . . . , dxn, dξ2,−dξ1, . . . , dξm,−dξm−1) =

i∂

∂(dξ2j−1)
ψ̂′(dx1, . . . , dxn, dξ2,−dξ1, . . . , dξm,−dξm−1).

De même on a :

̂(
(f ∗2j−1)ψ

′
)
(dx1, . . . , dxn, dξ2,−dξ1, . . . , dξm,−dξm−1) =

−i∂
∂(dξ2j)

ψ̂′(dx1, . . . , dxn, dξ2,−dξ1, . . . , dξm,−dξm−1).

On pose

P (X, ξj, dxi, e
∗
i , f

∗
k , ωi(x, ξ))

∏

j

(1 +
∑

k

ω′j(0, ξ)
k

k!
(f ∗j )

k)

= Q0(X, ξj, dxi, e
∗
i , ωi(x, ξ)) +Q1(X, ξj, dxi, e

∗
i , f

∗
k , ωi(x, ξ)),

où Q0 ne dépend pas des f ∗j et Q1 s’annule pour f ∗1 = · · · = f ∗m = 0. Alors :

∫

Rm
T

(
Q1(X, ξj, dxi, e

∗
i , f

∗
k , ωi(x, ξ))

exp
(
−1

2

∑

i

x2
i + i

m
2∑

j=1

(
(dξ2j−1 + ω′2j(x, 0))f ∗2j − (dξ2j + ω′2j−1(x, 0))f ∗2j−1

)

+
1

4

∑

1≤k,l≤m
B((Ω + iµ(X))f ′k, f

′
l )f

∗
kf

∗
l

))
df ∗1 . . . df

∗
m = 0.
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On a donc à calculer l’intégrale le long des fibres de V de :

T

(
Q0(X, ξj, dxi, e

∗
i , f

∗
k , ωi(x, ξ))

exp
(
−1

2

∑

i

x2
i + i

m
2∑

j=1

(
(dξ2j−1 + ω′2j(x, 0))f ∗2j − (dξ2j + ω′2j−1(x, 0))f ∗2j−1

)

+
1

4

∑

1≤k,l≤m
B((Ω + iµ(X))f ′k, f

′
l )f

∗
kf

∗
l

))
.

Il faut exhiber dans Q0 le terme de degré maximal en les variables e∗i , dxi et ξj.
Il est égal à :

(−1)
n(n+1)

2 inξ1 . . . ξmdx1 . . . dxne
∗
1 . . . e

∗
n.

On fait le changement de variables u2j = dξ2j−1 + ω′2j(x, 0) et u2j−1 = −dξ2j +
ω′2j(x, 0) puis on intègre par rapport aux xi. On obtient sur l’ouvert de coordonnées
considéré (π est la projection de V sur M) :

π∗θ
′ = (−1)

n(n+1)
2 in(2π)

n
2

∫

R2m
exp

(
i
m∑

j=1

ujf
∗
j

)

exp

(
1

2

∑

k<l

B((Ω + iµ(X))f ′k, f
′
l )f

∗
kf

∗
l

+
1

4

∑

k

B((Ω + iµ(X))f ′k, f
′
k)f

∗2
k

)
D(uj, f

∗
j ),

où D(uj, fj) la mesure de Lebesgue sur R2m par rapport aux variables uj et fj.

(Remarque : lorsque n est pair, alors (−1)
n(n+1)

2 in = 1.) La formule d’inversion de
Fourier nous donne alors :

π∗θ
′ = (−1)

n(n+1)
2 in(2π)

n
2
+m.

Par conséquent,

θ =
θ′

(−1)
n(n+1)

2 in(2π)
n
2
+m

,

est une forme de Thom sur g. De plus cette forme est C∞ sur U. ♦

Remarque: Si V = V1, les hypothèses impliquent que l’application moment µ est
propre. Le fait que

∫
g0

exp(σ∗ ◦ τ)(X)φ(X) définit, pour toute fonction φ C∞ à
support compact sur g1, une fonction intégrable sur l’espace vectoriel V1 est un
cas particulier du Lemme 12 de [Ver97].
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Exemple: Considérons le cas où M est réduite à un point, V = R(0,2) et g = RX
où

X =

(
0 1
−1 0

)

On note z l’élément de g∗ tel que z(X) = 1. On note (ξ, η) la base duale de la base
canonique de (R(0,2))∗ et comme précédemment (f ∗1 , f

∗
2 ) la base de ΠV ∗

1 obtenue à
partir de la base canonique de R(0,2). On a alors :

σ∗ωV = ξη + i(dξf ∗1 − dηf ∗2 ) +
i

2
z
(
(f ∗1 )2 + (f ∗2 )2

)
.

Calculons explicitement θ sur l’ouvert U. On a

θ =
∫

ΠR(0,2)
exp(σ∗ωV)df ∗1df

∗
2

= (1 + ξη)
∫

R2
exp

(
i

2
z
(
(f ∗1 +

dξ

z
)2 + (f ∗2 −

dη

z
)2
)
− i

2

(dξ2

z
+
dη2

z

))
df ∗1df

∗
2

=
2π

iz
(1 + ξη) exp

(
− i

2

(dξ2

z
+
dη2

z

))
.

Il apparâıt que θ′ n’est à décroissance rapide sur R̂(0,2) uniquement en tant que
fonction généralisée sur g. C’est-à-dire que pour toute fonction φ ∈ C∞(R) à
support compact et nulle en 0 :

∫

R

θ′(z)φ(z)dz =
̂(
zφ
(1

z

))(dξ2 + dη2

2

)
,

où
̂(
zφ
(

1
z

))
désigne la transformée de Fourier de la fonction z 7→ zφ

(
1
z

)
sur R\{0}.

Comme φ est à support compact, cette intégrale est bien à décroissance rapide en
dξ et dη.

3.2. Une relation entre classes de cohomologie. Soit G un supergroupe de
superalgèbre de Lie g. Soit π : V 7→M un superfibré vectoriel orienté équivariant.
On suppose les hypothèses générales du début de la section vérifiées. En particulier,
les hypothèses (∗) et (∗∗). Soit θ la forme de Thom définie précédemment.

Lemme 3.3. Soit U un ouvert G-invariant de g. Soit θ la forme de Thom définie
précédemment. Soit α ∈ Ĥ∞

G,
∫ (U,M), alors :

θ(π∗α) ∈ Ω̂−∞
G,
∫ (U,V).
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Remarque: Le produit existe bien puisque α est supposée à coefficients C∞.
Démonstration: Il faut montrer que ce produit définit bien une fonction généra-
lisée à valeurs dans les formes intégrables. En fait il suffit de vérifier localement que
l’on peut intégrer le long des fibres de V →M , puis, après intégration le long des
fibres, de vérifier que la forme ainsi obtenue est bien intégrable sur M . Or le long
des fibres π∗(α) est constante, donc l’intégrabilité provient simplement de celle de
θ. On a alors π∗(θ π∗(α)) = π∗(θ)α = α. La forme obtenue après intégration le
long des fibres est donc α qui est intégrable par hypothèse. ♦

On peut maintenant énoncer le théorème :

Théorème 3.1. Soit U un ouvert G-invariant de g. Soit α ∈ Ω̂∞
G,
∫ (U,M), alors

on a l’égalité suivante entre classes de cohomologie dans Ĥ−∞
G,
∫ (U,M) :

α ≡ θπ∗(π∗α).

Démonstration: La preuve de la situation paire (cf. [KV93]) peut être reprise
ici. On considère le superfibré V ⊕ V au dessus de M . On note pour t ∈ R, σt la
transformation linéaire sur les fibres de V ⊕ V définie pour toutes sections x et y
de V ⊕ V par :

σt(x, y) =
(
(cos t)x+ (sin t)y,−(sin t)x+ (cos t)y

)
.

On a l’identité pour t = 0 (i.e. σ0 = Id), et pour t = π
2

on a l’application σ définie
par σ(x, y) = (y,−x). On pose :

S =
d

dt
σt.

Comme pour tout t, σt commute avec l’action de G, L(S) et ι(S) préservent Ω̂−∞
G,
∫ .

On a alors la relation (entre dérivations sur Ω̂−∞
G,
∫ (g,V ⊗V)) :

L(S) = dgι(S) + ι(S)dg,

(S est un champ de vecteurs pair et donc [ι, ι(S)] = ιι(S) + ι(S)ι = 0).

On définit une application H : Ω̂−∞
G,
∫ (g,V ⊗V) → Ω̂−∞

G,
∫ (g,V ⊗V) en posant pour

ν ∈ Ω̂−∞
G,
∫ (g,V ⊗V) :

Hν =
∫ π

2

0
σ∗t (ι(S)ν)dt.

On obtient alors pour tout ν ∈ Ω̂−∞
G,
∫ (g,V ⊗V) :

σ∗ν − ν = (dgH −Hdg)ν.
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On note pi : V ⊗V → V, i = 1 (resp. 2), les projections sur le premier (resp.
le second) facteur. Soit α une forme équivariante fermée intégrable sur V. Alors
(pour des raisons analogues à celles utilisées au lemme précédent) (p∗1θ)(p

∗
2α) est

un élément bien défini de Ω̂−∞
G,
∫ (g,V ⊕ V). C’est une forme fermée car α et θ sont

fermées et donc, d’après la relation précédente, elle est dans la même classe de
cohomologie que σ∗((p∗1θ)(p

∗
2α)). On note β la forme τ ∗β où τ : V → V, v 7→ −v.

On a alors σ∗((p∗1θ)(p
∗
2α)) = (p∗2θ)( p

∗
1α). On intègre le long des fibres de p2 ces

deux formes équivalentes en cohomologie. On a (|π∗| = |θ| = n +m(mod2)) :

(p2)∗(p
∗
1θ p

∗
2α) = π∗(π∗θ)α,

(p2)∗(p
∗
2θp

∗
1α) = (−1)(n+m)|θ|θπ∗(π∗α),

= (−1)(n+m)(|θ|+1)θπ∗(π∗α),

= θπ∗(π∗α).

On obtient l’égalité en cohomologie :

θπ∗(π∗α) ≡ π∗(π∗θ)α ≡ π∗(π∗θ)α = α.

Ce qui est bien l’égalité cherchée. ♦

4. Superforme d’Euler équivariante

On reste sous les mêmes hypothèses et les mêmes notations que dans les deux
paragraphes précédents.

Définition 4.1. Soit G un supergroupe d’algèbre de Lie g. Soit M une G-super-
variété. Soit V un superfibré vectoriel équivariant supereuclidien orienté au dessus
de M, toutes ces structures étant G-invariantes. Soit j l’injection de M dans V
à l’aide de la section nulle. Soit θ une forme de Thom équivariante sur V. On
appelle superforme d’Euler (équivariante) de V la forme équivariante sur M :

Eg = j∗θ.

Soit Ag une superconnexion équivariante sur V, et Fg = A2
g + LV = A2 + iµ sa

courbure équivariante. Cette dernière est une forme équivariante à valeurs dans
osp(V).On garde pour σ∗ et τ les mêmes significations qu’aux sections précédentes.

On suppose que ˜σ∗ ◦ τ(A2) est négative sur (ΠV∗)0 (c’est l’hypothèse (∗)). L’hy-
pothèse (∗∗) assure alors que l’expression Spf(−iFg) a un sens.

Proposition 4.1. On a l’égalité suivante entre classes de cohomologie :

Eg ≡ (2π)
n+m

2 Spf(−iFg),

où (n,m) est la dimension des fibres de V.
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Démonstration: Il suffit de montrer que c’est une égalité pour la forme d’Euler
particulière obtenue à partir de la forme de Thom construite plus haut. L’égalité
provient de :

j∗θ′ = j∗
(
T (σ∗(ωV))

)
= T

(
exp(σ∗ ◦ τ(Fg))

)

= (2π)
m
2 Spf(−iFg) = (2π)

m
2 Spf(−iFg),

et de ce que si n est impair, Spf(−iFg) est nul et si n est pair, (−1)
n(n+1)

2 in = 1.
♦

5. Premières formules de localisation

5.1. Cas linéaire. Soit G un supergroupe de superalgèbre de Lie g et V un
superespace vectoriel de dimension (n,m) muni d’une représentation de G (notée
µ). On suppose que V est globalement orienté et muni d’une structure euclidienne
G-invariante, notée B. En particulier m est pair. On utilise la forme de Thom pour
calculer l’intégrale d’une forme équivariante fermée intégrable sur V. On note U
l’ouvert des éléments de g inversibles pour la représentation µ. On suppose que U
est non vide ce qui implique en particulier que n est pair.

Proposition 5.1. Soit α ∈ Ω̂∞
G,
∫ (U, V ) une forme pseudodifférentielle fermée

sur V . On note j l’injection canonique de {0} dans V . On a la formule :

∫

V
α = (2π)

n+m
2

(j∗α)

Spf ◦ µ ∈ C
∞(U)

Démonstration: D’après le théorème II.3.1 la classe de α dans Ĥ∞
G,
∫ (U, V ) est

égale à celle de θ(
∫
V α) où θ est une superforme de Thom équivariante sur V (θ

est C∞ sur U). Sur U , la fonction Spf ◦ µ est C∞ et inversible.

Il suffit donc de calculer j∗θ. Reprenons les notations de la section IV.3 en
remplaçant V par V et en remarquant que dans ce cas, on peut prendre A = d
et donc ω = Ω = 0. Le moment équivariant est la représentation µ de g dans V
(µ : g → osp(V )) et −iFg = µ. On obtient :

j∗θ′ = j∗
(
T (σ(ωV ))

)
= (2π)

m
2 Spf ◦ µ.

D’où la formule annoncée ♦
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5.2. Cas fibré. On peut généraliser la formule précédente au cas d’un super-
fibré supereuclidien orienté G-équivariant. Avec les notations de la section IV.3,
on note µ le moment équivariant de l’action de G sur V et UV l’ouvert des éléments
inversibles de osp(V,B). On obtient :

Proposition 5.2. Soit G un supergroupe et M une supervariété. Soit V un su-
perfibré euclidien orienté G-équivariant de base M. On suppose également donnée
une superconnexion vérifiant la condition (∗). On fait l’hypothèse que l’ouvert

U = µ−1(Ω̂(M,UV ∩ UV0,m)) est non vide, ce qui implique la condition (∗∗). On
suppose également donnée une superconnexion vérifiant la condition (∗). (cf. Pro-
position 3.2 section IV.3 pour les conditions (∗) et (∗∗).)

Soit α ∈ Ω̂∞
G,
∫ (U) une forme équivariante intégrable à coefficients C∞ définie

sur U . On note j l’injection de M dans V à l’aide de la section nulle, et Eg une
forme d’Euler équivariante associée. Alors on a la formule :

∫

V
α =

∫

M

j∗α

Eg

.

(Sur U, Eg est C∞ et inversible.)

Démonstration: Exactement la même que dans le cas où M est réduite à un
point. ♦

6. Inversion de la superforme d’Euler pour g = g0

Pour étendre la validité des formules de localisation précédentes à g tout en-
tier (et non plus seulement sur l’ouvert des éléments inversibles), il faut avoir une
fonction généralisée qui soit un inverse du superpfaffien (resp. de la forme d’Euler
équivariante) sur g. Dans cette section on construit un tel inverse sur certaines sous
algèbres de Lie de osp(V,B)0, où V est un superespace vectoriel et B un superpro-
duit scalaire sur V. On s’attachera ultérieurement à étendre cette construction à
osp(V,B).

Soit V (dim(V ) = (n,m)) un superespace vectoriel muni d’un superproduit
scalaire que l’on note B. Comme V1 a une forme symplectique m est pair. On
suppose que V est orienté. Soit g ⊂ osp(V,B)0 une algèbre de Lie. On suppose
que g vérifie la condition (∗∗), c’est-à-dire que l’intersection de g et de l’ouvert
U(m,0) de osp(V,B)0 est non vide (l’ouvert U(m,0) a été défini à la section III.1)
de sorte que la restriction du superpfaffien à g existe. On suppose qu’il existe des
éléments dans g0 tels que leur action sur V0 soit inversible (sinon le superpfaffien
est identiquement nul sur g). Cette condition implique que n est pair.
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On construit sur g une fonction généralisée ISpf qui est un inverse du superp-
faffien dans le sens suivant. Le produit de fonctions généralisées Spf.ISpf existe
et est égal comme fonction généralisée sur g à la fonction identiquement égale à 1.

On considère B comme une superstructure euclidienne constante sur V. On note
β la forme équivariante sur V (pour l’action canonique de G) définie par l’élément

suivant de osp(V,B)∗0⊗ Ω̂(V ) restreint à g

X 7→ B(XV , .).

La forme équivariante ιβ est définie par l’élément suivant de S2(osp(V,B)∗0)
restreint à g :

X 7→ B(XV , XV ).

C’est une forme équivariante à valeurs dans les fonctions sur V.

Proposition 6.1. Soit V un superespace vectoriel symplectique orienté muni
d’une superstructure euclidienne B. Soit g ⊂ osp(V,B)0 une algèbre de Lie telle
que g ∩ Um,0 6= ∅ et telle qu’il existe dans g des éléments tels que leur restriction
à V0 soit inversible.

Le superproduit scalaire sur V (dim(V ) = (n,m)) et son orientation déterminent
une forme volume canonique D sur V. L’intégrale

∫

V
exp(−ιβ)SpfD

définit une fonction généralisée sur g. C’est-à-dire que pour toute fonction C∞
à support compact φ sur g et toute densité C∞ sur g l’intégrale suivante sur V
converge : ∫

V
< Spf, exp(−ιβ)φD′ > D,

où < ., . > désigne la dualité entre les fonctions généralisées et les densités C∞ à
support compact sur g.

Soit U l’ouvert des éléments inversibles de g (pour la représentation standard
de g sur V définie par l’inclusion g ⊂ osp(V,B)0). Sur U, on a :

∫

V
exp(−ιβ)SpfD = (−π)

m
2 2

m
2 Spf−1.

Démonstration: Montrons tout d’abord que cela définit une fonction généralisée
sur g. Il s’agit de montrer que si φ est une fonction à support compact sur g et D′

une densité C∞ sur g, ∫

g
exp(−ιβ)SpfφD′
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est intégrable sur V . Comme Spf est une fonction généralisée il faut faire attention
à ce que signifie l’intégrale ci-dessus. On note < ., . > la dualité entre les fonctions
généralisées et les densités C∞ à support compact sur g. Alors on a par définition :

∫

g
exp(−ιβ)SpfφD′ =< Spf, exp(−ιβ)φD′ > .

On a :

exp(−ιβ) = exp(−ιβ|V0) exp(−ιβ|V1).

De plus ιβ|V0 est constante sur g∩ sp(V1) et ιβ|V1 est constante sur g∩ so(V0). De
même, on a :

Spf |g = Spf |g∩so(V0).Spf |g∩sp(V1).

On peut donc se contenter de considérer les cas où V = V0 et V = V1.
Supposons dans un premier temps que V = V0. Alors g ⊂ so(V0) et contient des

éléments inversibles pour la représentation standard sur V0.
A présent, comme B|V0 est un produit scalaire, d’une part on pose (v, w) =

B(v, w), pour v, w ∈ V0.
Soit S la sphère unité de V0 et R+ l’ensemble des réels strictement positifs. On

a un isomorphisme de variétés

ψ : V0 \ {0}−̃→R+ × S

v 7−→(ρ, y) =
(√

(v, v),
v√

(v, v)

)
.

On a alors si ψ(v) = (ρ, y) :

(Xv,Xv) = ρ2(Xy,Xy).

Il existe une mesure dy sur S telle que dx1 . . . dxn = ρn−1dρdy où dv est une mesure
sur V, dρ est la mesure de Lebesgue sur R+ et n = dim(V ).

On est donc amené à étudier le comportement en ρ indépendamment de y de :

ρn−1
∫

g
exp(−ρ2(Xy,Xy))SpfφdX.

On fixe maintenant y0 ∈ S, et on travaille au voisinage de y0. Soit g0 le noyau
dans g de

X 7→ X.y0,

et g1 un supplémentaire de g0 dans g. On a dim(g1) = 1. On suppose que pour
tout X non nul dans g1 l’action de X sur V est inversible. Il est toujours possible
de choisir un tel g1 puisqu’il existe dans g des éléments dont l’action sur V0 (ici
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V = V0) est inversible. Pour tout X dans g on pose X = X0 + X1 avec X i ∈ gi.
On a alors :

(Xy,Xy) = (X0y,X0y) + 2(X0y,X1y) + (X1y,X1y).

On pose

fX0(X1, y) = 2(X0y,X1y) + (X1y,X1y).

On a alors :
∫

g
exp

(
− (Xv,Xv)

)
Spf(X)φ(X)dX =

∫

g0
exp

(
− ρ2(X0y,X0y)

)

( ∫

g1
exp

(
− ρ2fX0(X1, y)

)
Spf(X0)X1)φ(X0 +X1)dX1

)
dX0.

Pour tout X dans g1, on identifie g1 avec l’espace tangent à g1 en X. On note
d1 la différentielle le long de g1. On a pour X0 dans g0, X1,Ξ dans g1 et y dans
S :

d1fX0(X1, y)(Ξ) = 2
(
(X0y,Ξy) + (X1y,Ξy)

)
.

On a donc d1fX0(0, y0) = 0.
On note HX0 la Hessienne par rapport à la variable X1 de fX0 . On a alors pour

Ξ,H dans g1 :

HX0(X1, y)(Ξ,H) = 2(Ξy,Hy).

Elle est donc inversible en (0, y0). Le théorème de la fonction implicite assure qu’il
existe au voisinage de y0 une solution de l’équation d1fX0(X1, y) = 0 vérifiant
X1(0) = 0 que l’on note X1(y) (X1(y) dépend de X0).

On a les égalités :

fX0(X
1(y), y) = 2(X1(y)y,X0y) + (X1(y)y,X1(y)y) = (X0y,X1(y)y),

HX0(X
1(y), y)(X1 −X1(y), X1 −X1(y)) = 2

(
(X1 −X1(y))y, (X1 −X1(y))y

)
,

et

X1(y)y = −X0y.

On en déduit :

fX0(X
1, y) = fX0(X

1(y), y) +HX0(X
1(y), y)(X1 −X1(y), X1 −X1(y)).

De plus, comme y ∈ V0, l’égalité (X1(Y )+X0)y = 0 implique p(X1(Y )+X0)y = 0

et donc Spf
(
p(X0) +X1(y)

)
= 0.

De plus, Spf (qui est ici simplement le pfaffien sur so(V0) associé à l’orientation
choisie sur V multiplié par i

n
2 ) est un polynôme homogène de degré n

2
sur g, et

comme les éléments non nuls de g1 sont inversibles, sa restriction à g1 également.
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Le théorème 7.7.6 de [Hör83] nous assure alors qu’il existe une fonction CX0,φ de
X0 (dépendant de φ) telle que sur un voisinage W de y0 dans S :

∣∣∣∣
∫

g1
exp

(
− ρ2fX0(X1, y)

)
Spf(X0 +X1)φ(X0 +X1)dX1

∣∣∣∣ ≤
CX0,ψl

ρn+1
.

Soit K un compact de g0 tel que ψl(X
0, X1, y) ≡ 0 pour X0 6∈ K. Alors CX0,φ

est nulle pour X0 6∈ K et on a :
∣∣∣∣ρ
n−1

∫

g
exp(−ρ2(Xy,Xy))Spf(X)φ(X)dX

∣∣∣∣≤
1

ρ2

∫

g0
CX0,φdX

0.

Or le membre de droite est une fonction intégrable en ρ et cela indépendamment
de y dans W. Or ceci peut être fait au voisinage de tout y0 dans S qui est compacte.
Par conséquent, l’intégrale suivante définit bien une fonction généralisée sur g :

∫

V
exp(−B(Xv,Xv))Spf(X)φ(X)dv.

Il nous faut maintenant voir que sur U cette intégrale est égale à π
n
2 Spf Ber−1

(1,0)

(ici m = 0).
On note ΦB le polynôme homogène de degré 2 sur V associé à B. Plus précisé-

ment, soit (e1, . . . , en, f1, . . . , fm) une base de V et (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) sa base
duale alors on a :

ΦB =
∑

1≤i,j≤n
xixjB(ej, ei) +

∑

1≤i,j≤n
ξiξjB(fj, fi).

Soit X ∈ U, on note ΨX l’endomorphisme X de V (via la représentation stan-
dard) considéré comme un endomorphisme de superespace vectoriel. Pour tout v
et tout w dans V on pose

BX(v, w) = B(Xv,Xw).

Alors BX est une forme bilinéaire supersymétrique sur V telle que sa restriction à
V0 soit un produit scalaire. Avec cette notation on a ιβ = ΦBX

et :

Ψ∗
X(ΦB) = ιβ.

La jacobienne de ΨX est égale à X. Par conséquent, la formule du changement
de variables nous donne sur U :

∫

V
exp(−ιβ(X))|Det(X)|D =

∫

V
exp(−ΦB)D,

ou encore : ∫

V
exp(−ιβ(X))D =

∫

V
exp(−ΦB)|Det(X)|−1D,
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On en déduit que sur U on a (comme V = V0 et g ⊂ so(V ), Ber = |Det|) :
∫

V
exp(−β)SpfD = π

n
2 SpfBer−1.

Or Spf 2 = (−1)
n
2Ber, on a donc bien le résultat annoncé sur U .

Dans le cas V = V1 on constate que
∫

V
exp(ιβ)D = (−2)

m

2
Det.

Les affirmations du lemme sont alors triviales en tenant compte de l’égalité Spf 2 =
(−1)

m
2 Ber. ♦

Exemple : On considère le cas g = so(2) On note (x, y) les coordonnées dans
R2. L’algèbre de Lie g est constituée des matrices de la forme :

(
0 θ
−θ 0

)

On a alors :
∫

R2
exp(−ιβ)Spf dxdy =

∫

R2
exp(−θ2(x2 + y2))(2iθ)dxdy.

Sur g \ {0}, on a alors bien :
∫

R2
exp(−ιβ)Spf dxdy =

2iπ

θ
.

C’est donc une distribution homogène de degré −1. Une telle distribution est
unique.

On peut maintenant énoncer :

Proposition 6.2. L’intégrale,

1

(−2π)
n+m

2

∫

V
exp

(
i(ιβ + dβ)

)
,

a un sens comme fonction généralisée sur osp(V,B)0. De plus cette fonction généra-
lisée est un inverse du pfaffien dans le sens donné plus haut.

Démonstration: Tout d’abord on remarque que ιβ est constante le long des fibres
de π : V̂ −→ V et que dβ est constante le long des fibres de V̂ ' ΠV ⊕V −→ ΠV.
On a donc

π∗
(

exp(idgβ)
)

= exp(−ιβ)π∗
(

exp(idβ))
)

= (2π)
m
2 Spf. exp(−ιβ)D.

La fonction généralisée ci dessus est donc celle considérée au lemme précédent.
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Le lemme précédent montre que l’ensemble des singularités de la fonction géné-
ralisée ainsi définie est inclue dans l’ensemble des éléments de osp(V,B)0 tels que
leur restriction à V0 ne soit pas inversible. Autrement dit, si X ∈ osp(V,B)0 s’écrit :

(
A 0
0 D

)
,

l’ensemble des singularités est inclus dans l’ensemble des X tels que A ne soit pas
inversible. De plus, le front d’onde en une singularité est inclue dans l’ensemble
des matrices de la forme : (

A 0
0 0

)
.

Or les singularités du superpfaffien sont concentrées sur l’ensemble des éléments
tels que leur restriction à V1 soit non inversible (c’est-à-dire tels que D ne soit
pas inversible) et le font d’onde en une singularité est inclus dans l’ensemble des
matrices de la forme : (

0 0
0 D

)
.

Ainsi, les fronts d’onde de la fonction généralisée définie ci-dessus et du super-
pfaffien sont d’intersection vide. On peut donc en calculer leur produit.

Soit Y ∈ osp(V,B)0 tel que pour t > 0, on ait X + tY inversible. On montre
grâce au théorème de convergence dominée que (comme fonction généralisée) :

( ∫

V
exp(idgβ)Spf

)
(X) = lim

t→0

( ∫

V
exp(idgβ)Spf

)
(X + tY )

= π
n
2 (−2)

m
2 lim
t→0

(
Spf 2Ber(1,0)

)
(X + tY )

)
.

Or Spf 2 = (2π)m(−1)
n+m

2
−qBer(0,1) sur U(p,q). De plus, (−1)qBer(1,0) = Ber(1,1)

sur U(p,q). Enfin, sur osp(V,B), Ber(0,1) = Ber(1,1) si B est un superproduit scalaire.
On en déduit que (comme m est pair)

1

(−2π)
n+m

2

∫

V
exp(idgβ)

est bien un inverse du superpfaffien dans l’ensemble des fonctions généralisées sur
osp(V,B). ♦

On généralise immédiatement cette proposition au cas d’une algèbre de Lie
g ⊂ osp(V,B)0 vérifiant les hypothèses de la proposition 5.1.
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Définition 6.1. Soit g ⊂ osp(V,B)0 vérifiant les hypothèses de la Proposition
5.1. On appelle inverse du superpfaffien et on note ISpf la fonction généralisée
sur g :

ISpf :=
1

(−2π)
n+m

2

∫

V
exp(idgβ).

On a immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 6.1. Soit G un supergroupe, M une G-supervariété et V un su-
perfibré vectoriel G-équivariant au dessus de M. On suppose de plus que V est
orienté et possède une superstructure euclidienne G-invariante. On suppose de
plus que V possède une superconnexion G-invariante laissant toutes ces structures
invariantes. On note Fg sa courbure équivariante. On suppose enfin que les hy-
pothèses (∗) et (∗∗) sont vérifiées. Soit µ le moment équivariant de V. On suppose
de plus qu’il existe un recouvrement de M par des ouverts de trivialisation de V
tel que pour chacun des ouverts W il existe X ∈ g tel que µ(X) soit inversible
dans End(V|U0)0. Ces hypothèses impliquent en particulier que n et m sont pairs.
La forme équivariante suivante est alors un inverse de la superforme d’Euler :

1

(2π)
n+m

2

ISpf(−iFg).

On note IEg la forme équivariante ainsi définie.
Remarque: Localement, si U est un ouvert de trivialisation de V et V une fibre
générique, la courbure équivariante Fg est une forme pseudodifférentielles équiva-
riante (à coefficients C∞) sur U à valeurs dans osp(V ). Les hypothèses faites assu-
rent alors que, si U est assez petit, ISpf est bien défini sur l’image de g× U par
−iFg dans osp(V ).



PARTIE V

Formule de Localisation

1. Préliminaires

1.1. Introduction. Soit M une supervariété réelle munie d’une action d’un
supergroupe connexe G et d’une superstructure euclidienne faible G-invariante
notée B. On suppose de plus que la variété sous jacente M0 est orientée, ainsi que
(M̂)0 (c’est-à-dire que M est totalement orientée). Soit α une forme équivariante
fermée à coefficients C∞ définie sur un ouvert G-invariant de g. Soit X ∈ g0, tel que
exp(RX) ⊂ G0 soit compact. On calcule

∫
M α sur un voisinage de X dans g(X)

comme somme d’intégrale sur les composantes connexes de la variété des zéros de
X dans M . Pour cela il nous faut de plus supposer que le fibré normal TN(M(X))
de la variété des zéros de X dans M est muni d’une superstructure euclidienne
G(X)-invariante, est orienté et possède une superconnexion G(X)-invariante A

laissant la superstructure euclidienne de TN (M(X)) invariante.

De plus on suppose la condition (∗) vérifiée. C’est-à-dire , en reprenant les
notations de la section III.3 (τ : osp(TN(M(X)))

∼→C2(ΠTN (M(X))) et σ∗ :

C(ΠTN(M(X))) → S(ΠTN (M(X))∗)), que l’on suppose que la fonction ˜σ∗ ◦ τ(A2)
sur ΠTN(M(X))0 est négative.

On va tout d’abord préciser ce que l’on entend par variété des zéros de X dans
M (on la note M(X)). Ensuite, on construit sur un voisinage ouvert de X dans g

une forme équivariante β telle que dgβ soit inversible comme forme équivariante
sur le complémentaire d’un voisinage ouvert de M(X). On montre alors la formule
de localisation dans le cas de zéros isolés, puis dans le cas général.

1.2. Notion de zéros de X. Soit X ∈ g0. Comme G agit sur M , on associe
à X une dérivation XM de OM .

Soit X ∈ g0 tel que exp(RX) ⊂ G0 soit compact. Soit I le faisceau d’idéaux de
OM défini de la façon suivante. Pour tout ouvert U de M, I(U) est l’idéal engendré

105
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par :
{XM .f, f ∈ O(U)}.

On note j l’injection canonique de M0 dans M . Le superfibré T (M) sur M se relève

en un fibré en superespaces vectoriels j∗(T (M)) sur M0. Nous le noterons T̃ (M).

On a une application naturelle de Der(U) dans Γ(U0, T̃ (M)) ; nous noterons ζ̃
l’image d’une dérivation ζ par cette application.

Comme exp(RX) est compact, l’ensemble des zéros de X̃M dans M0 est une
variété que l’on note M(X)0.

Proposition 1.1. Le faisceau d’idéaux I définit une supervariété M(X) de
variété sous-jacente M(X)0.

On pose alors :

Définition 1.1. On note M(X) et on appelle variété des zéros de X ∈ g0 dans
M , la sous-supervariété définie par le faisceau d’idéaux I ci-dessous. Pour tout
ouvert U de M, I(U) est l’idéal engendré par :

{XM .f, f ∈ O(U)}.
Proposition 1.2. Soit G un supergroupe connexe. Soit X ∈ g0 central dans

g tel que exp(RX) ⊂ G0 soit compact. Soit M(X) la sous supervariété des zéros
de X. Alors M(X) est stable par G. C’est-à-dire que l’application G×M(X) ↪→
G × M → M se factorise en G × M(X) → M(X) ↪→ M . Ce qui peut encore
se traduire en terme de faisceaux en disant que le faisceau I définissant M(X)
s’envoie par π∗ (π étant l’application qui définit l’action de G) dans le faisceau
d’idéaux qui définit G×M(X).

Démonstration: Soit U un ouvert de M . Montrons tout d’abord que I(U) est
stable par l’action de YM pour tout Y ∈ g. En effet, on a (XM ◦YM−YM ◦XM)f = 0
pour tout f ∈ O(U) (X ∈ g0 et [X, Y ] = 0). Donc YM(XM .f) = XM(YM .f) ∈
I(U). Or comme I(U) est engendré par les XM .f , I(U) est bien stable par l’action
de YM et ce pour tout Y ∈ g. Or, par définition, YM .f = j∗(Y π∗(f)) si j est
l’injection de M ' {e}×M dans M . Ce qui veut dire que si f ∈ I(U), Y.π∗(f) ∈
O(G)⊗̂I(U) pour tout Y ∈ g. Ceci implique le résultat car G est connexe. ♦

1.3. Construction d’une forme β telle que dgβ soit inversible. Soit X ∈
g0, central et tel que exp(RX) ⊂ G0 soit compact. Soit M(X) la variété des zéros
du champ XM . Soit α une forme équivariante fermée sur M définie sur un voisinage
G-invariant U de X dans g0 Nous allons montrer qu’en dehors d’un voisinage G-
invariant quelconque de M(X), si U est assez petit α est dg-exacte. Pour tout
voisinage ouvert G-invariant V de M(X), et tout ouvert G-invariant relativement
compact C de M , on construit une forme équivariante β définie sur U telle que
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dgβ soit inversible sur N = (M \ V ) ∩ C. L’ouvert U est à préciser en fonction de
X, de V et de C.

On sait associer à une application linéaire ψ de g dans Ω̂(M) un élément

de O(g)⊗̂Ω̂(M), soit (si (e1, . . . , en, f1, . . . , fm) est une base homogène de g et

(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) sa base duale) :
n∑
i=1

ψ(ei)xi+
m∑
j=1

ψ(fj)ξj. On définit alors une

forme équivariante β en posant pour tout Y dans g, β(Y ) = B(YM , .). Cette forme
est bien équivariante car B est G-invariante. On a alors dgβ(Y ) = −iB(YM , YM) +
dβ(Y ). Soit U un ouvert de g. Pour voir que dgβ est inversible comme fonction

sur U × N̂) il faut voir que d̃gβ(∈ C∞(U0 × (N̂)0)
C) est partout non nulle. Or

˜B(XM , XM) > 0 sur M0 \M(X)0. Il suffit donc de préciser un ouvert autour de X

tel que, pour tout Y dans cet ouvert, on ait ˜B(YM , YM) > 0 sur N̂ . On a le lemme
suivant :

Lemme 1.1. Soit X ∈ g0 central dans g et tel que exp(RX) ⊂ G0 soit com-
pact. Soit M(X) la variété des zéros de X dans M . Soit V un voisinage ouvert
G-invariant de M(X), et C un ouvert G-invariant relativement compact de M .
Il existe alors un ouvert G-invariant U(C, V,X) autour de X dans g tel que la

fonction φ : (Y,m) 7→ ˜B(YM , YM)m soit strictement positive sur U(C, V,X)0 × N̂0

avec N = (M \ V )× C.

Démonstration: La fonction φ est continue, (M\V )∩C est inclus dans (M\V )∩C̄
qui est compact et ˜B(XM , XM)m > 0 pour toutm dans (M\V )0×C0. Il existe donc

a > 0 tel que ˜B(XM , XM)m > a pour toutm dans (M\V )0×C0. On a φ−1([a,+∞])
ouvert dans (M \V )∩C, et la relative compacité de (M \V )∩C assure que l’on peut
trouver U tel que U0 ×N0 ⊂ φ−1([a,+∞]). Or φ est une fonction G-invariante et
N est un espace G-invariant, donc si l’on pose U(C, V,X) := G.U, U(C, V,X) est
un voisinage ouvert G-invariant de X dans G et U(C, V,X)0×N0 ⊂ φ−1([a,+∞]).
♦

Finalement on a :

Lemme 1.2. On garde les hypothèses et les notations précédentes.Soit X ∈ g0.
Soit M(X) la variété des zéros de X dans M . Soit V un voisinage ouvert G-
invariant de M(X) et C un ouvert G-invariant relativement compact de M . Alors
dgβ est inversible comme fonction sur U(C, V,X)× ((M \ V ) ∩ C).

On en déduit :
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Lemme 1.3. Soit α un forme équivariante fermée à coefficients généralisés dé-
finie sur U(C, V,X) et à support dans (M \ V ) ∩ C. Alors α est dg-exacte. De

plus si α est intégrable, α est dg-exacte dans Ω̂−∞
G,
∫ (M).

Démonstration: Il suffit d’écrire : α = dg

(
βα
dgβ

)
et de remarquer que βα

dgβ
est

intégrable car β
dgβ

est localement une fraction rationnelle sans pôles dans M \V .♦

Remarque: Le lemme reste vrai dans l’algèbre des formes équivariantes à coeffi-
cients C∞ car β est à coefficients C∞.

2. Formule de localisation

2.1. Cas des coefficients C∞ et des zéros isolés. Comme au paragraphe
précédent, on considère un supergroupe connexe G et une G-supervariété M munie
d’une superstructure euclidienne faible G-invariante. On suppose de plus que M
et M̂ sont orientées, c’est-à-dire que M est totalement orientée (dans la situation
classique ces deux conditions sont identiques). On fixe un ouvert G-invariant rela-
tivement compact C de M . On fixe X dans g0 tel que exp(RX) ⊂ G0 soit compact.
On suppose queX est central dans g. Si tel n’est pas le cas au lieu de considérer g on
considère le centralisateur g(X) de X dans g au lieu de g, et la composante neutre
du stabilisateur G(X) de X dans G (son algèbre de Lie est g(X)). On suppose
de plus que TN(M(X)), le fibré normal à M(X) dans M est orienté, muni d’une
superstructure euclidienne et possède une superconnexion G-invariante A laissant
la superstructure euclidienne de ΠTN (M(X)) invariante. De plus en reprenant les
notations des sections précédentes (τ : osp(TN(M(X)))

∼−−−−→C2(ΠTN (M(X))) et
σ : C(ΠTN (M(X))) −−−−→S(ΠTN(M(X)))), on suppose que la fonction σ̃ ◦ τ(A2)
est négative sur ΠTN(M(X)) (condition (∗)).

Nous considérons maintenant une forme équivariante intégrable α à support in-
clus dans C. Soit V un voisinage ouvert G-invariant de M(X) qui soit G-isomorphe
à un ouvert de TNM(X). La donnée de V est équivalente à la donnée d’un ou-
vert V0 de M0 assez petit. Or comme M0 est munie d’une structure euclidienne
G0-invariante, un tel ouvert existe. On introduit de plus un voisinage ouvert Va de
M(X) dansM tel que V a ⊂ V. On note U(C, Va, X) le voisinage ouvertG-invariant

de X construit à la section précédente. On considère α ∈ Ω̂∞
G,
∫ (M,U(C, Va, X)) à

support inclus dans C.
On pose, pour tout t de R, φt(x) = exp(−itx). Si β est la forme construite

à la sous section précédente, dgβ est paire et on peut définir φt(dgβ). Soit ψt la

fonction différentiable sur C telle que ψt(x) = (1−φt(x))
x

pour x 6= 0 et ψt(0) =
−it exp′(0) = −it. On pose γt = βψt(dgβ). On a (1 − φt(dgβ))α = dg(γtα). On a
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donc
∫
M α =

∫
M φt(dgβ)α et ce quel que soit t dans R donc en particulier

∫
M α est

égal à la limite lorsque t tend vers l’infini de
∫
M φt(dgβ)α. Ces intégrales ont un

sens car φt(dgβ) est C∞ bornée et α est intégrable. De plus, si α et
∫
M α admettent

une restriction à g(X) alors il en est de même pour φt(β
′)α, γ′tα et leurs intégrales.

Soit χ1 + χ2 = 1 une partition de l’unité telle que χ1 soit égale à 1 sur Va et
nulle sur le complémentaire de V. On a alors :

∫

M
φt(dgβ)α =

∫

C\V a

χ2φt(dgβ)α+
∫

V
χ1φt(dgβ)α.

Par construction de U(C, Va, X), la fonction ι̃β admet un minorant strictement

positif sur C \ V a. Par conséquent

lim
t→∞

∫

C\V a

χ2φt(dgβ)α = 0

Le calcul est donc ramené à celui de l’intégrale de χ1φt(dgβ)α sur V.
A présent on suppose que les zéros de X sont isolés. Soit p un tel zéro. On peut

supposer que M(X) = {p} et que V est un voisinage de p. L’ouvert V peut être
choisi G-isomorphe à un ouvert V ′ de TpM. Soit ρ ce G-isomorphisme. On est
ramené à calculer la limite de l’intégrale de ρ∗(χ1φt(dgβ)α) sur V ′. On transporte
grâce à ρ la forme B sur V en une forme B′ sur V ′. On note δt la contraction de
rapport 1√

t
sur TpM. La limite cherchée est alors :

lim
t→∞

∫

δt(V ′)
δ∗t ρ

∗(χ1φt(dgβ)α).

On note jp l’injection de l’origine dans Tp(M). On a alors

limt→∞ δt(V
′) = TpM,

limt→∞ δ∗t ρ
∗(χ1) = 1,

limt→∞ δ∗t ρ
∗(α) = j∗p(α).

Enfin limt→∞ tδ∗t ρ
∗(B) est un superproduit scalaire B0 sur TpM. Plus précisément,

on pose :

ai,j =ρ∗(B)(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
),

bi,j =ρ∗(B)(
∂

∂xi
,
∂

∂ξj
),

ci,j =ρ∗(B)(
∂

∂ξi
,
∂

∂xj
),

di,j =ρ∗(B)(
∂

∂ξi
,
∂

∂ξj
).
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Ce sont des fonctions sur TpM. Le super produit scalaire B0 est alors défini par
les coefficients j∗pai,j, j

∗
pbi,j, j

∗
pci,j et j∗pdi,j. Il est G invariant puisque à coefficients

constants. Soit β0 la forme équivariante sur TpM définie par β0(X) = B0(X, .)
pour X dans g. Alors on a :

limt→∞ δ∗t ρ
∗(φt(dgβ)) = φ1(dgβ0).

Par conséquent,

lim
t→∞

∫

δt(V ′)
δ∗t ρ

∗(χ1φt(dgβ)α) = j∗pα
∫

TpM
exp(−idgβ0).

Or la forme sous l’intégrale du membre de droite est équivariante fermée. Le calcul
de cette intégrale a déjà été fait à la section III.2.2. On a donc obtenu :

Théorème 2.1. Soit M une supervariété réelle orientée munie d’une action
d’un supergroupe connexe G et d’une superstructure euclidienne G-invariante notée
B. Soit α une forme équivariante fermée à coefficients C∞ définie sur un ouvert
G-invariant de g. Soit X ∈ g0, tel que exp(RX) ⊂ G0 est compact et tel que α soit
définie au voisinage de X. On suppose que les zéros de X dans M sont isolés.

Soit p ∈ M(X). On note τp la représentation de g dans TpM. Il existe un
voisinage ouvert W de X dans g(X) sur lequel on a l’égalité (entre fonctions
C∞) :

∫

M
α = (2π)

n+m
2

∑

p∈M(X)

j∗p(α)

τ ∗p (Spf)
.

Démonstration: On reprend les notations précédentes. Comme les points fixes
sont isolés, τp(X) est inversible au voisinage de X. On note O(p) l’ouvert τ−1

p U
(l’ouvert U de ospTpM a été introduit lors de la définition du superpfaffien). On
considère W = U(X, Va, C) ∩ O(p). Sur W, Spf est C∞ et inversible et comme
j∗p(exp(−idgβ0)) = 1 et que les hypothèses impliquent que n est pair, on obtient
la formule annoncée. ♦

.

2.2. Formule de localisation pour les zéros non-isolés. On a ramené
dans la section 2.2 l’intégrale à un voisinage G-invariant de M(X) dans M. Or
un tel voisinage est isomorphe à un voisinage ouvert de M(X) dans TN(M(X)).
Ici au lieu d’appliquer la proposition III.1.2, nous allons appliquer la proposi-
tion III.4.2. On se fixe comme précédemment un ouvert C de M relativement
compact, et on intègre des formes équivariantes à support dans C. Pour pouvoir
appliquer la proposition III.4.2 il nous faut savoir que X est bien dans l’ou-
vert sur lequel une forme de Thom (et donc une forme d’Euler) est définie pour
le fibré TN (M(X) ∩ C). C’est-à-dire qu’il faut vérifier que X est dans l’ouvert
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µ−1(Ω̂(M(X) ∩ C,UTNM(X)|M(X)∩C)), où µ est le moment équivariant de Ag. On a
le lemme :

Lemme 2.1. Le sous ensemble U = µ−1(Ω̂(M(X)∩C,UTNM(X)|M(X)∩C)) de g est
ouvert et contient X.

Démonstration: Comme C est relativement compact, l’espace Ω̂(M(X) ∩ C,
UTNM(X)|M(X)∩C) est un ouvert. Donc, puisque µ est continue, U est ouvert. D’autre
part µ(X) est un élément de O(M(X), End(TN(M(X)))), et comme M(X) est la
variété des zéros de X, l’action de X sur les fibres de TN(M(X)) est inversible et
donc µ(X) ∈ UTNM(X)|M(X)∩C . ♦

On peut alors énoncer le théorème :

Théorème 2.2. Soit M une supervariété réelle orientée munie d’une action
d’un supergroupe connexe G et d’une superstructure euclidienne faible G-invariante
notée B. On suppose que M̂ est orientée. Soit α une forme équivariante fermée
à coefficients C∞ définie sur un ouvert G-invariant de g. Soit X ∈ g0, tel que
exp(RX) ⊂ G0 est compact et tel que α soit définie au voisinage de X.que le fibré
normal TN(M(X)) de la variété des zéros de X dans M est muni d’une super-
structure euclidienne G(X)-invariante, est orienté et possède une superconnexion
G-invariante A laissant la superstructure euclidienne de ΠTN(M(X)) invariante.

De plus on suppose la condition (∗) vérifiée. C’est-à-dire , en reprenant les
notations des sections précédentes (τ : osp(TN(M(X)))

∼→C2(ΠTN (M(X))) et σ :

C(ΠTN(M(X))) → S(ΠTN (M(X)))), que l’on suppose que la fonction ˜σ ◦ τ(A2)
sur ΠTN(M(X))0 est négative.

On désigne par j l’injection de M(X) dans M, et Eg la classe d’Euler équivarian-
te du fibré normal TN (M(X) ∩ C) dans un ouvert relativement compact C de M.
Soit α une forme équivariante fermée intégrable à support dans C. Alors on a sur
un voisinage de X dans g(X), comme égalité de fonctions C∞ :

∫

M
α =

∫

M(X)

j∗α

Eg

.

Démonstration: Comme celle des zéros isolés, elle analogue à celle du cas non
super (Cf. par exemple [BGV92]). On peut noter que l’intégrale de droite est une
somme d’intégrales sur les composantes connexes de M(X)∩C qui sont en nombre
fini. ♦
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PARTIE VI

Transformées de Fourier d’orbites coadjointes : exemples

1. Transformée de Fourier d’orbites coadjointes

Soit G un supergroupe connexe. On note g son algèbre de Lie. Soit Mf l’or-
bite coadjointe passant par f ∈ g∗0. Sur Mf on a la superforme symplectique ωf
déterminée par la forme ω̃f = f([., .]) sur g/gf , gf étant l’algèbre de Lie du stabi-
lisateur de f (cf. [Kos77]). On définit grâce à ωf une orientation de (Mf)0 donc de

Mf . On suppose également que l’on a orienté M̂f de manière G-invariante. Cette
dernière condition équivaut à supposer que l’on s’est donné une orientation de
(g/gf)1 qui soit (Gf)0-invariante. Si exp(ωf) est à décroissance rapide le long des

fibres de M̂f , on peut définir π̂∗(exp(ωf)) (π̂ étant la projection de M̂f sur Mf et π̂∗
la transformation de Baranov-Schwarz cf. I.4.2.2). C’est une forme volume de type
(1, 0) sur Mf , cela définit donc, étant donné que l’on a orienté Mf , une mesure sur

Mf . Soit j l’injection de Mf dans g∗. On a alors une mesure j∗
(
π̂∗(exp(ωf ))

)
sur

g∗. Si elle est tempérée, on peut en calculer la transformée de Fourier. On dira alors
que l’orbite est tempérée si les deux conditions ci-dessus (exp(ωf) à décroissance
rapide le long des fibres et j∗π̂∗(exp(ωf)) tempérée) sont vérifiées. Pour définir la
transformée de Fourier dans ce cas, on va introduire quelques notations.

On note pour tout X ∈ g, µ(X) la forme linéaire sur g∗ telle que que µ(X)(g) =
(−1)|X||Y |g(X). On interprète µ comme une fonction sur g à valeurs dans O(g∗).
Soit (y1, . . . , yn, η1, . . . , ηn) une base de g et (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) sa base duale,
alors, on a :

µ =
n∑

i=1

yixi +
m∑

j=1

ηjξj.

On note µf l’application linéaire et la fonction associée qui envoie X ∈ g sur
µ(X)|Mf

. On a alors sur Mf une structure hamiltonienne d’application moment
µf . Pour ces constructions on pourra consulter Kostant[Kos77].

On note alors pour tout f ∈ g∗0 :

113
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αf = iµf + ωf .

C’est une forme G-équivariante fermée (cela se montre comme dans la situation
classique). Il en est alors de même de exp(αf).

Définition 1.1. Si exp(αf) est une fonction à décroissance rapide le long des

fibres de M̂f , et si j∗π̂∗(exp(αf)) est une mesure tempérée, on appelle transformée
de Fourier de Mf la fonction généralisée sur g :

Φf :=
∫

M̂f

exp(αf).

Remarques: D’une part la condition exp(αf) à décroissance rapide le long des fibres

équivaut à exp(ωf) à décroissance rapide (car ˜exp(iµf) est de module 1). D’autre
part on a :

∫

M̂f

exp(αf ) =
∫

g∗
exp(iµf )j∗π̂∗(exp(ωf)).

La condition d’être à décroissance rapide pour exp(αf) sélectionne un certain
nombre d’orbites. Précisons lesquelles. La forme ωf détermine pour chaque point
m de (Mf)0 une forme quadratique sur Tm(Mf )1. La forme exp(αf) sera alors à
décroissance rapide si cette forme quadratique est définie négative pour tout m.
Comme Mf est une orbite de la représentation coadjointe, il suffit de vérifier que
la forme quadratique définie par ωf sur g/gf , est définie négative.

Les orbites pour lesquelles on peut définir une transformée de Fourier sont donc
les orbites tempérées définies par un f de g∗0 tel que pour tout X ∈ g1, on ait :

f([X,X]) ≤ 0.

Remarque: Si on a f([X,X]) ≥ 0 sur g1, il suffit pour définir une transformée de
Fourier de modifier un peu la théorie en considérant dg = d + iι, et on est alors
amené à considérer αf = iµf − ωf .

2. Cas d’un supergroupe de Heisenberg

2.1. Transformée de Fourier. Soit G un supergroupe de Heisenberg, c’est-à-
dire un supergroupe G connexe simplement connexe tel que sa superalgèbre de Lie
soit une superalgèbre de Heisenberg. Plus précisément on considère le cas spécial
de superalgèbre de Heisenberg où g est une superalgèbre de Lie telle que g0 soit
central de dimension 1 (g0 = RZ), et telle que l’espace vectoriel g1 de dimension m
soit muni d’une forme bilinéaire symétrique définie positive telle que pour tout X
et pour tout Y dans g1, on ait [X, Y ] = (X, Y )Z. Soit f ∈ g∗0, f = λZ∗ (Z∗(g1) = 0
et Z∗(Z) = 1). Soit Mf l’orbite coadjointe de G dans g∗ passant par f . Elle est
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isomorphe comme espace affine à l’espace g∗1 car on a gf = g0. Soit X ∈ g0, alors

g(X) = g. On suppose de plus M̂f orientée, ce qui revient à supposer g1 orientée.
La formule de localisation est inefficace ici pour calculer la transformée de Fourier
de Mf . Cependant on peut la calculer directement. On note (η1, . . . , ηm) une base
orientée de g1, et (ξ1, . . . , ξm) la base duale associée. Les ηi sont des générateurs
de l’anneau des fonctions sur Mf (i.e. S(g1), g1 étant pris avec sa parité). On pose
αi,j = (ηi, ηj). On a alors pour X =

∑
ηiai :

XMf
= λ

∑

i,j

αi,jai
∂

∂ηi
,

et

ι = λ
∑

i,j

αi,jξi
∂

∂dηj
.

On pose encore (αi,j)
−1
{i,j} = (βi,j){i,j}. On a alors :

ωf =
1

2λ

∑

i,j

βi,jdηidηj.

Enfin, on a :
µf = λZ∗ +

∑

i

ηiξi = f +
∑

i

ηiξi.

Pour pouvoir intégrer exp(iµf + ωf ) on suppose que λ < 0. On en tire :
∫

Mf

exp(iµf + ωf) = im(−1)
m(m−1)

2 eiλZ
∗

ξ1 . . . ξm

∫
exp(ωf)D(dη1, . . . , ηm)

= im(−1)
m(m−1)

2 |2λ|m
2

√∣∣∣∣det
(
αi,j

)

{i,j}

∣∣∣∣(
√
π)mξ1 . . . ξm.

Ce qui se simplifie si l’on suppose (η1, . . . , ηm) orthonormée pour −f([., .]) en :
∫

Mf

exp(iµf + ωf) = im(−1)
m(m−1)

2 (2π)
m
2 eifξ1 . . . ξm.

On peut remarquer la similitude avec le cas d’une superalgèbre de Heisenberg
classique. Soit g = g0 +g′ une algèbre de Heisenberg de centre g0 et avec dim(g′) =
2. Soit Z une base de g0 et (E, F ) une base de g′ avec [E, F ] = Z. On pose z = Z∗,
x = E∗ et y = F ∗. soit f = λz alors on a (Mf est l’orbite de coadjointe passant
par f) pour λ 6= 0 :

<
∫

Mf

exp(iµf + ωf), φ >=
2π

λ

∫

R

eiλzφ(z, 0, 0)dz.

Soit maintenant g une superalgèbre de Heisenberg avec dim(g1) = 2. Soit φ =
φ0(z) + φ1(z)ξ1 + φ2(z)ξ2 + φ12ξ1ξ2 une fonction à support compact sur g. On
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suppose (η1, η2) orthonormée pour (., .), ce qui est l’analogue de [E, F ] = Z, et
possédant l’orientation de g1. Le calcul fait ci-dessus donne alors :

<
∫

Mf

exp(iµf + ωf), φ >= 2π|λ|
∫

R

eiλ0zφ0(z)dz.

2.2. Calcul des caractères des représentations irréductibles complexes

d’un supergroupe de Heisenberg réel. On calcule maintenant les caractères
des représentations irréductibles unitaires de G, et on les compare à la transformée
de Fourier de Mf pour un f ∈ g∗0 correspondant.

2.2.1. Cas m pair (m = 2d). On note tout d’abord qu’il suffit de travailler
avec la superalgèbre de Heisenberg associée. De plus, on suppose toujours que
g1 est orientée. Se donner une représentation irréductible complexe d’une algèbre
de Heisenberg réelle, c’est se donner une représentation irréductible de son com-
plexifié. Or celles-ci sont paramétrées par g∗0. A chaque f ∈ g∗0 on fait corres-
pondre l’unique (modulo le changement de parité Π ) représentation irréductible de
C(g1,

−i
2
ω̃f(., .)), l’algèbre de Clifford de g1 muni de la forme bilinéaire −i

2
ω̃f(., .) =

−i
2
f([., .]). Plus précisément la représentation ρf considérée est l’injection de g dans

C(g1,
−i
2
ω̃f) ' End(Sf ) (Sf est l’espace des spineurs de C(g1,

−i
2
ω̃f)) qui envoie

g1 sur lui même et Z sur if(Z). De plus, on sait que puisque ω̃f est définie, on
peut munir Sf d’une superstructure riemannienne qui en fasse une représentation
unitaire. On peut considérer ρf comme un élément de C(g1,

−i
2
ω̃f)O(g), et même

de (R⊕ g1)O(g). On note exp l’application exponentielle de g dans G. On a alors :

Str(ρf ◦ exp) = Str
(
expC(g1,

−i
2
ω̃f )O(g)

(ρf )
)
).

D’où d’après le corollaire II.2.2, si (η1, . . . , ηm) est une base de V ⊗C orthonormée
orientée pour −i

2
ω̃f :

Str(ρf ◦ exp) = (−2i)d
∫

g∗1

expS(g∗1)(σ(ρf ))

= (2i)deifξ1 . . . ξm.

D’où si (η1, . . . , ηn) est une base de V orthonormée orientée pour −f([., .])

Str(ρf ◦ exp) = (2i)d
(e iπ

4√
2

)m
eifξ1 . . . ξm,

= (−1)deifξ1 . . . ξm.

On a donc prouvé la proposition suivante :

Proposition 2.1. Soit G un supergroupe de Heisenberg d’algèbre de Lie g telle
que dim(g1) = 2d et g1orientée. Soit f ∈ g∗0, f 6= 0 tel que f([., .]) soit définie
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négative sur g1. On a la relation suivante entre la transformée de Fourier de
l’orbite coadjointe Mf passant par f et la trace de la représentation complexe
irréductible déterminée par f :

Str(ρf ◦ exp) =
1

(i
√

2π)m

∫

Mf

exp(iµf + ωf).

Ce qui peut encore s’écrire :

Str(ρf ◦ exp) =
(−2i)d

(2e
iπ
4
√
π)m

∫

Mf

exp(iµf + ωf).

2.2.2. Cas m impair (m = 2d − 1) . Tout se passe pour l’essentiel comme
dans le cas m pair. Cette fois-ci la représentation Sf est isomorphe à ΠSf . Elle est
donc unique (au sens strict). La supertrace est donc nulle. Par contre le corollaire
II.3.2 nous donne la formule suivante pour la trace “étrange” Qtr si (η1, . . . , ηn)
est une base de V orthonormée orientée pour −f([., .]) :

Qtr(ρf ◦ exp) = (−2i)d
∫

g∗1

expS(g∗1)(σ(ρf ))

= (−2i)d(−1)
m(m−1)

2

(e iπ
4√
2

)m
eifξ1 . . . ξm.

On a donc la proposition suivante analogue à la proposition 1.1 :

Proposition 2.2. Soit G un supergroupe de Heisenberg d’algèbre de Lie g telle
que dim(g1) = m = 2d + 1 et g1 orientée. Soit f ∈ g∗0, f 6= 0 tel que f([., .]) soit
définie négative sur g1. On a la relation suivante entre la transformée de Fourier
de l’orbite coadjointe Mf passant par f et la trace “étrange” de la représentation
complexe irréductible déterminée par f :

Qtr(ρf ◦ exp) =
(−2i)d

(2e
iπ
4
√
π)m

∫

Mf

exp(iµf + ωf).

3. Cas d’une superalgèbre pseudo-abélienne

3.1. Transformée de Fourier. On peut étendre ce qui précède au cas d’une
supergroupe de Lie G tel que son algèbre de Lie g soit pseudo-abélienne. C’est-
à-dire le cas où g0 est centrale mais de dimension quelconque. Dans ce cas on a
g0 = ⊕RZk. On a donc n formes bilinéaires symétriques sur l’espace vectoriel g1,
(., .)k telles que pour tout X, Y dans g1, [X, Y ] =

∑
(X, Y )kZk. On pose de façon

analogue au cas précédent αki,j = (ηi, ηj)k avec toujours (η1, . . . , ηm) base de g1.



118 VI. TRANSFORMÉES DE FOURIER D’ORBITES COADJOINTES

Soit maintenant f ∈ g∗0. On a f =
∑
λkZ

∗
k , d’où gf = g0 ⊕ (gf )1. ainsi l’orbite

coadjointe de Mf est isomorphe à g1/(gf)1. On a si X =
∑
aiηi :

XMf
=
∑

i,j,k

λkα
k
i,jai

∂

∂ηj
,

d’où :

ι =
∑

i,j,k

λkα
k
i,jξi

∂

∂ηj
.

On pose ω̃f = f([., .])|g/gf
et αi,j := ω̃f(ηi, ηj) =

∑
k
λkα

k
i,j. On suppose mainte-

nant que la base (η1, . . . , ηr) est telle que (η1, . . . , ηr) soit, après passage au quo-
tient, une base orientée de g/gf . On pose comme précédemment (αi,j)

−1
{1≤i,j≤r} =

(βi,j){1≤i,j≤r}. On a alors :

ωf =
∑

i,j

βi,j
2
dηidηj,

et l’application moment :

µf = f +
m∑

j=1

ηjξj =
n∑

i=1

λiZ
∗
i +

m∑

j=1

ηjξj.

Pour pouvoir intégrer exp(iµf + ωf) on impose ωf et donc ω̃f définie négative sur

g/gf = g1/(gf)1. On pose enfin det(ωf) = det
(
(βi,j){i,j}

)
. On a alors :

∫

Mf

exp(iµf + ωf) = ir(−1)
r(r−1)

2 (
√

2π)r
eifξ1 . . . ξr√
|det(ωf)|

.

Ce qui se simplifie si (η1, . . . ηr) est orthonormée pour −ω̃f en :
∫

Mf

exp(iµf + ωf) = ir(−1)
r(r−1)

2 (2π)
r
2 eifξ1 . . . ξr.

3.2. Représentations irréductibles et caractères de G. Comme dans le
cas où g0 = 1, les représentations irréductibles complexes de g pseudoabélienne
sont données par un élément de g∗ et la représentation irréductible de C(g/gf , ω̃f).

3.2.1. Cas r pair (r = 2d). Si r est pair (r = 2d), on obtient, pour le caractère
sur G (supergroupe d’algèbre de Lie g pseudo-abélienne) composé avec exp, la
formule :

Str(ρf ◦ exp) = (−2i)d(−1)
r(r−1)

2

(e iπ
4√
2

)r
eifξ1 . . . ξr,

= (−1)deifξ1 . . . ξr,
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D’où un même rapport (toujours avec r = 2d) entre cette supertrace et la trans-
formée de Fourier de Mf :

Str(ρf ◦ exp) =
(−2i)d

(2e
iπ
4
√
π)m

∫

Mf

exp(iµf + ωf),

=
1

(2iπ)d

∫

Mf

exp(iµf + ωf).

3.2.2. Cas r impair (r = 2d + 1). Si r est impair la représentation obtenue
est alors égale à la représentation avec changement de parité. On a des relations
similaires au cas dim(g0) = 1 :

Qtr(ρf ◦ exp) = (−2i)d(−1)
r(r−1)

2

(e iπ
4√
2

)r
eifξ1 . . . ξr,

et

Qtr(ρf ◦ exp) =
(−2i)d

(2e
iπ
4
√
π)m

∫

Mf

exp(iµf + ωf).

4. Cas pseudo-abélien tordu par l’action d’un tore

Soit a une superalgèbre de Lie pseudo-abélienne et T un tore d’algèbre de Lie t

agissant (de manière semi-simple) sur a1 de sorte que les formes bilinéaires (., .)k
définies plus haut soient toutes T -invariantes (on vérifie que cela ne dépend pas de
la base (Z1, . . . , Zn) de a0 choisie). On étend l’action de T à a de manière triviale
sur a0. On pose alors g = t⊕ a. L’action de t sur a et les crochets dans t (trivial)
et dans a munissent naturellement g d’une structure de superalgèbre de Lie. On
note G un supergroupe connexe, simplement connexe, d’algèbre de Lie g. C’est le
produit semi-direct de T et d’un supergroupe A d’algèbre de Lie a.

4.1. Transformée de Fourier. Soit f ∈ g∗0. On a gf ⊃ g0, Mf est donc de
dimension (0, r). On écrit f = f ′+f ′′ avec f ′′ ∈ a∗0 et f ′ ∈ t∗. On suppose toujours
que pour tout X dans g1, f([X,X]) ≤ 0

Si f ′′ = 0, alors gf = g (car [g, g] ⊂ a), et Mf = {f}. On conserve les mêmes
notations que précédemment pour ωf , ω̃f et µf . Dans ce cas, on a :

∫

Mf

exp(iµf + ωf) = eif .

On a de façon générale gf = af ′′ ⊕ t(⊃ g0). L’orbite Mf est donc isomorphe à
g/gf . On suppose donnée une orientation de g/gf . Soit X ∈ g0. On veut calculer
la transformée de Fourier de l’orbite au voisinage de X dans g(X). Ici g0 n’est pas
central dans g. En fait, si l’on écrit X = X ′ + X ′′ avec X ′′ ∈ a0 et X ′ ∈ t, on
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a g(X) = g(X ′) = g0 ⊕Kerg1(ad(X
′)). Distinguons maintenant deux cas suivant

que g(X) ⊂ gf ou non.

Supposons dans un premier temps g(X) ⊂ gf . Dans ce cas on a Mf (X) = {f}.
On note τ la représentation de g(X) dans g/gf . Comme g(X) ⊂ gf , τ(X) est
inversible, et comme −ω̃f est un produit scalaire sur l’espace vectoriel g/gf ,
nécessairement, dim(Mf ) = dim(g/gf ) = (0, m) avec m pair (i.e. m = 2d).
Afin d’écrire la formule de localisation pour la transformée de Fourier de Mf

au voisinage de X dans g(X), il nous faut de plus une forme symplectique g(X)-
invariante sur l’espace vectoriel g/gf . Une telle forme nous est donnée par B(., .) :=

ω̃f(ad(X)., .). Cela nous fournit en outre une orientation de M̂f . On pose ε(X) = 1
si cette orientation est égale à celle choisie à priori et ε(X) = −1 dans le cas con-
traire. La formule de localisation donne alors au voisinage de X dans g(X) :

∫

Mf

exp(iµf + ωf) = ε(X)(2π)d
eif

Spf ◦ τ .

Or comme B(ad(X)., .) est un produit scalaire, on a
(
Spf ◦ τ(X)

)−1
=

1

id

√
|det(τ(X))|,

On note Spf−ω̃f
le superpfaffien obtenu avec la forme supersymplectique −ω̃f sur

g/gf (c’est simplement le pfaffien ordinaire définit sur so(g/gf ,−ω̃f)). On a alors
la relation suivante :

ε(X)
(
Spf ◦ τ(X)

)−1
= Spf−ω̃f

τ(X).

On en déduit : ∫

Mf

exp(iµf + ωf) = (2π)d
(
Spf−ω̃f

◦ τ
)
eif .

On ne suppose plus maintenant que g(X) ⊂ gf . La variété des zéros de X,
Mf(X) est isomorphe à g(X)/(g(X) ∩ gf). De plus on a Mf = Mf (X)× N avec
N isomorphe à g/(gf + g(X)). C’est-à-dire Mf est isomorphe au fibré normal
à Mf (X) dans Mf , et ce en tant que fibré g(X)-équivariant. En effet on a une
représentation τ de g(X) dans N car [g(X), gf ] ⊂ gf ⊕ g(X) ([g0, g(X)] ⊂ g(X),
[(gf)1, g(X)1] ⊂ g0 ⊂ gf et enfin comme g(X)0 ⊂ gf , [g(X)0, gf ] ⊂ gf).

Les mêmes raisonnements que plus haut permettent de définir une superstruc-
ture euclidienne g(X)-invariante sur N (c’est-à-dire une forme symplectique g(X)-

invariante sur l’espace vectoriel N), une orientation sur N̂ (remarque : la donnée
de ωf donne une orientation de N , Mf(X) et Mf ), et assurent dim(N) = 2d. On
pose comme précédemment ε(X) = ±1 suivant que cette orientation correspond
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à l’orientation donnée à priori ou non. On note τ la représentation de g(X) sur
N . La forme d’Euler équivariante de Mf (qui est un fibré équivariant trivial sur
Mf(X) donc il a une connexion G-invariante triviale de courbure nulle) est alors

Eg = Spf◦τ
(−2π)d . La formule de localisation donne sur un voisinage ouvert U de X dans

g(X) :
∫

Mf

exp(iµf + ωf) = (−2π)d
(
Spf−ω̃f

◦ τ
) ∫

Mf (X)

(
exp(iµf + ωf |Mf (X))

)
.

Soit X ∈ g0, on note h(X) le centralisateur de g(X)1 dans g(X) (on a X ∈ h(X)).
L’algèbre de Lie h(X) est pseudo-abélienne, et, si f = f ′ + f ′′, Mf (X) est l’orbite
de f ′′ ∈ a∗0 ⊂ h(X)∗ dans h(X)∗ pour l’action coadjointe du sous groupe de Lie
connexe de G d’algèbre de Lie h(X). L’intégrale du second membre se calcule
alors comme précédemment. On pose dim(Mf (X)) = r et on suppose choisi une
base (η1, . . . , ηm) de g1 telle que après passage au quotient, (η1, . . . , ηr) soit une
base orientée, orthonormée de g(X)/(g(X)∩gf ). On note (ξ1, . . . ξm) la base duale
associée. On obtient la formule suivante sur un voisinage ouvert U ′ de X dans
h(X) inclus dans U ∩ h(X) :

∫

Mf

exp(iµf + ωf) = ir+m(−1)
r(r−1)

2 (2π)
r+m

2

(
Spf−ω̃f

◦ τ
)
eifξ1 . . . ξr.

4.2. Représentations irréductibles de g et caractères des représenta-

tions de g associées. Une représentation complexe irréductible de g est donnée
par un élément de g∗0. Soit f ∈ g∗0, on écrit f = f ′ + f ′′, avec f ′ ∈ t∗ et f ′′ ∈ a∗0.
La donnée de f ′ permet de définir une représentation Vf ′ unitaire irréductible de
dimension 1 de t sur laquelle on fait agir a de manière triviale. La donnée de f ′′ per-
met de définir une représentation irréductible Vf ′′ de a comme précédemment. Or
t agit sur g/gf en préservant ω̃f . On a donc un morphisme de t dans C(g/gf ′′ ⊗C,
−i
2
f ′′([., .])). On fait donc agir t sur Vf ′′ par composition de ce morphisme et de

l’action de C(g/gf ′′ ⊗C, −i
2
f ′′([., .])). On pose alors Vf := Vf ′ ⊗Vf ′′ . Si la forme

bilinéaire f([., .]) est définie sur g/gf ′′, cette représentation est unitaire. On note
ρf (resp. ρf ′ , resp. ρf ′′) la représentation de G dans Vf (resp. Vf ′, resp. Vf ′′). On
a comme fonction sur G :

Str ◦ ρf = (Str ◦ ρf ′)(Str ◦ ρf ′′).
Si exp désigne l’application exponentielle de g dans G, on a :

Str ◦ ρf ′ ◦ exp = eif
′

.

Reste donc à calculer Str ◦ρf ′′ ◦ exp. On garde les mêmes notations que précédem-
ment pour les fonctions coordonnées sur a. En fait pour vérifier la compatibilité
avec la formule de Kirillov là où l’on sait calculer la transformée de Fourier de
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l’orbite correspondant à f , il suffit de connâıtre cette fonction sur un voisinage deX
dans g(X) pourX dans g0. On écrit g/gf ′′ = q⊕p (avec q = g(X)/(g(X)∩(gf ′′)1) et
p = g/(gf ′′ + g(X))), la somme étant orthogonale pour f ′′([., .]). La représentation
de g(X) dans Vf ′′ est un élément de C2(g/gf ′′ ⊗C, −i

2
f ′′([., .]))O(h(X)). Plus précisé-

ment, soient (e1, . . . , er) une base de q et (f1, . . . , f2d) une base de p, on a si
on considère les ei et les fj comme des éléments de C(g/gf ′′ ⊗C, −i

2
f ′′([., .])) ⊂

End(Vf ′′) :

ρf ′′ = f ′′ +
r∑

i=1

eiξi +
d∑

j=1

f2j−1f2jxj,

où les ξi sont des fonctions coordonnées sur g1 (duales d’une base (e′1, . . . , e
′
r)

de g(X)1 qui donne (e1, . . . , er) après passage au quotient) et les xi sont des

éléments de O(t) ⊂ O((h(X))0). On pose ρf ′′ = ρ1 + ρ2 avec ρ1 = f ′′ +
r∑
i=1

ξiei et

ρ2 =
d∑
j=1

xjf2j−1f2j . On a ρ1ρ2 = ρ2ρ1. On note ω̃f la forme f([., .]) sur g/gf . On

note enfin J, j
1
2 et H les fonctions sur so(g/gf ′′) définies à la section II.2. On note

ad la représentation de h(X) sur g/gf ′′ issue de la représentation adjointe de g. Sa
restriction à a ∩ h(X) est nulle. De plus, soit X ∈ h(X), alors ad(X)|q = 0. Donc
(H ◦ ad)|q = Idq. On pose pour alléger la notation C = C(g/gf ′′ ,

−i
2
ω̃f ′′)O(h(X)) et

S = S(g/gf ′′)O(h(X)) et on note σ l’isomorphisme de superespaces vectoriels entre
C et S. On obtient la formule suivante grâce à la commutation de ρ1 et ρ2, au fait
que (H ◦ ad)|q = Idq et aux formules de la section II.2 :

σ(expC(ρf ′′)) = (j
1
2 ◦ ad)Det(H 1

2 ◦ ad)
(
(H

1
2 ◦ ad). expS(σ(ρf ′′))

)
.

On note encore ρf ′′ la représentation de G déduite de la représentation ρf ′′ de g

et exp l’application exponentielle de g dans G. On obtient sur un voisinage ouvert
U de X dans h(X) grâce à la proposition II.2.3 si (e1, . . . , er) est orthonormée
orientée pour −ω̃f :

-si r = 2d :

Str ◦ ρf ′′ ◦ exp = (−1)
r(r−1)

2

(e i3π
4√
2

)r
(−2i)d(j

1
2 |U)

(
Spf−ω̃f

◦ τ
)∣∣∣
U
eif

′′

ξ1 . . . ξr,

= (j
1
2 |U)

(
Spf−ω̃f

◦ τ
)∣∣∣
U
eif

′′

ξ1 . . . ξr.

-si r = 2d− 1 :

Qtr ◦ ρf ′′ ◦ exp = (−1)
r(r−1)

2

(e i3π
4√
2

)r
(−2i)d(j

1
2 |U)

(
Spf−ω̃f

◦ τ
)∣∣∣
U
eif

′′

ξ1 . . . ξr.

= −
√

2e
−i3π

4 (j
1
2 |U)

(
Spf−ω̃f

◦ τ
)∣∣∣
U
eif

′′

ξ1 . . . ξr.
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Remarque: τ est ici la représentation de g sur g/(g(X) + gf ), c’est bien le même
que dans la sous-section précédente.

On obtient finalement :

Théorème 4.1. On a sous les conditions précédentes pour tout X dans g0 sur
un voisinage ouvert U de X dans h(X) :

-si r = 2d :

Str ◦ ρf ◦ exp |U =
(e iπ

4√
2

)r (−2i)dj
1
2 |U

im(−1)
r(r+1)

2 (2π)
r+m

2

∫

Mf

exp(iµf + ωf )
∣∣∣
U
.

-si r = 2d− 1 :

Qtr ◦ ρf ◦ exp |U =
(e iπ

4√
2

)r (−2i)dj
1
2 |U

im(−1)
r(r+1)

2 (2π)
r+m

2

∫

Mf

exp(iµf + ωf)
∣∣∣
U
.

5. Transformées de Fourier d’orbites coadjointes de supergroupes

basiques classiques

Soit G un supergroupe de superalgèbre de Lie g. On suppose que gC est basique
classique et que g contient une sous superalgèbre de Cartan h telle que h(= h0)
soit compacte.

On note B une forme bilinéaire supersymétrique paire G-invariante et non-
dégénérée de g (gC est basique classique). On se donne f ∈ h∗(⊂ g∗ grâce à
B) tel que pour tout X dans g1 on ait f(X2) ≤ 0. On note Mf l’orbite coad-
jointe de f dans g∗. On a Mf ' G/Gf où Gf est le stabilisateur de f dans G. On
note gf la superalgèbre de Lie de Gf . On suppose que gf = (gf )0, et que Gf est
connexe compact. Soit Hf ∈ h tel que f = B(Hf , .). Alors gf = Ker(ad(Hf)) et
g = gf ⊕ Im(ad(Hf)) car l’action adjointe de Hf sur g est semi-simple. On pose
r := Im(ad(Hf)). Comme Gf est un groupe compact Il existe sur r0 un produit
scalaire Gf -invariant. De plus B fournit un forme symplectique Gf -invariante sur
l’espace vectoriel r1. On en déduit une superstructure euclidienne Gf -invariant sur
r que l’on note (., .). DoncMf possède une superstructure euclidienne G-invariante.
On reprend les notations de la section VI .1 pour αf , µf et ωf . Pour calculer la
transformée de Fourier de Mf il nous faut de plus supposer que Mf est tempérée.

On note W le groupe de Weil de G0 et on pose Wf = {w ∈ W,w.f = f}. On se
place maintenant au voisinage d’un élément X régulier de h, c’est-à-dire tel que
g(X) = h. Les points fixes de X sont alors isolés, et plus précisément comme dans
la situation classique analogue on a :

Mf (X) = {w.f, w ∈ W/Wf}.
On note encore ωf la superstructure symplectique sur Mf et µf l’application
moment associée. On peut dans ce cas appliquer la formule de localisation à
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la transformée de Fourier de Mf . En effet toutes les hypothèses sont remplies.
En particulier la condition (∗) est ici triviale puisque le fibré normal au dessus
d’une composante connexe de Mf (X) est un espace vectoriel, il possède donc
une superconnexion triviale g(X)(= h)-invariante. Il suffit simplement de calcu-
ler τ ∗w.f(Spf) pour tout w ∈ W/Wf où τw.f est la représentation de g(X) dans
Tw.fMf ' g/gw.f . On note ∆ le système de racines de (gC, hC). Pour α ∈ ∆ on
pose gα = {X ∈ gC, ∀H ∈ hC, [H,X] = α(H)X}. Comme h0 est compacte on
a ∆ ⊂ ih∗0. On définit pour toute racine α, Hα ∈ ih0 tel que pour tout H ∈ h0

α(H) = B(Hα, H). On note comme d’habitude ∆0 l’ensemble des racines α telles
que (gC)0 ∩ gα 6= {0} et ∆1 l’ensemble des racines α telles que (gC)1 ∩ gα 6= {0}.

On pose ∆+
f = {α ∈ ∆, if(Hα) > 0}. On pose pour toute racine α, giα =

(gα ⊕ g−α) ∩ g. On a :

r = ⊕
α∈∆f

giα.

Soit α dans ∆+
f . Soit Xα dans gα. Alors Xα ∈ g−α. On pose :

eα = Xα +Xα et fα = i(Xα −Xα).

Si gC 6= psl(2, 2), les vecteurs eα et fα forment une base de giα. On peut alors choisir
les Xα de sortent que la base de r constituée des eα et des fα soit orthonormée
et que l’élément

∏
α∈(∆+

f
)0

eα ∧ fα détermine la même orientation de r0 que ωf . Si

gC = (2, 2), ce qui précède demeure pour g0. Par contre, il y a deux racines
impaires, soit α et β, et elles vérifient dim(giα) = dim(giβ) = (0, 4). Dans ce cas
Il faut choisir une base (Xα, X

′
α) de gα (resp. (Xβ, X

′
β) de gβ) et on obtient une

base (eα, e
′
α, fα, f

′
α) de giα ((eβ, e

′
β, fβ, f

′
β) de giβ). Là encore, les choix peuvent être

ajustés de sorte que ces bases soient symplectiques.
Si α ∈ ∆1 alors par hypothèse on a f(e2

α) ≤ 0. Or f(e2
α) = −λ2

αf([Xα, X−α]) =
−λ2

αB(Xα, X−α)f(Hα), donc B(Xα, X−α) ∈ iR−. D’autre part on a B(eα, fα) =
2iλ2

αB(Xα, X−α) et le choix de λα = 1√
2iB(Xα,X−α)

assure B(eα, fα) = 1.

Si α ∈ ∆0 alors B(eα, eα) = B(fα, fα) = −2λ2
αB(Xα, X−α). De plus, si α et β sont

deux racines distinctes avec α 6= ±β, alors B(giα, g
iβ) = 0 giα. On définit alors un

produit scalaire h-invariant en posant pour (giα, giβ) = 0 pour α, β ∈ ∆+
f et α 6= β

et (., .)
∣∣∣
giα

= ααB
∣∣∣
giα

où εα = −B(Xα,X−α)
|B(Xα,X−α)| . Le choix de λα = 1√

−2εαB(Xα,X−α)
assure

alors que la base (eα, fα) est orthonormée. De plus avec ce choix f([eα, fα]) =
if(Hα) > 0. L’élément

∏
α∈∆f

eα ∧ fα détermine donc la même orientation de
r0 ' TfMf que ωf .

On a pour tout Y dans h0, τf (Y ).eα = −iα(Y )fα et τf (Y ).fα = iα(Y )eα. Pour
la représentation τω.f de g sur r, on a en posant dim(r) = (2n, 2m), Y ∈ U(n,n)
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(l’ouvert Up,q a été défini à la partie II). Finalement on a, pour tout Y dans un
voisinage de X dans h0 :

∫

Mf

exp(iµf + ωf)(Y ) = (−2iπ)n
∑

w∈W/Wf

exp(w.f(Y ))

∏
α∈(∆f )+1

iw.α(Y )
∏
α∈(∆f )+0

iw.α(Y )
.

5.1. Transformée de Fourier de SU(2, 4) au voisinage d’un élément

singulier de h. On considère le supergroupe SU(2, 4) de superalgèbre de Lie
g = su(2, 4). On a alors su(2, 4)C = sl(2, 4) = A2,4. On réalise su(2, 4) comme la
superalgèbre de Lie de matrices de la forme :

(
A B
C D

)
,

où A ∈ su(2), D ∈ su(4) et C = itB. On considère la sous-algèbre de Cartan
h des matrices diagonales imaginaires pures de trace nulle. On la munit de la
forme bilinéaire supersymétrique non-dégénérée gC-invariante notée B telle que
B(X, Y ) = str(XY ) pour tout X et tout Y dans gC. On note δi la forme linéaire
qui envoie une matrice M de h sur le ième coefficient de A, et εj celle qui envoie
M sur le j ème coefficient de D. Un système positif de racines paires de sl(2, 4) est
donné par

∆+
0 {δ2 − δ1, ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3},

et de racines impaires

∆+
1 = {ε1 − δ1, ε2 − δ1, ε3 − δ1, ε4 − δ1, ε1 − δ2, ε2 − δ2, ε3 − δ2, ε4 − δ2}.

Soit α ∈ ∆. On reprend les notations de la section précédente. On peut préciser
Xα, eα, fα. En effet, on peut imposer [Xα, X−α] = Hα et prendre :

eα = Xα +X−α, fα = i(Xα −X−α).

Soit f ∈ h∗. On note gf le stabilisateur de f dans g. On suppose f typique,
c’est-à-dire gf = (gf)0. On suppose également que pour tout X dans g1 on a
f(X2) ≤ 0. On pose ∆f = {α ∈ ∆, giα ⊂ gf}. Comme f est typique, ∆f = (∆f )0.
En particulier, on a Gf compact.

On pose r = ⊕
α6∈∆f

giα. C’est un supplémentaire gf -invariant de gf isomorphe à

l’espace tangent de Mf en f. La forme B restreinte à l’espace vectoriel (rf)1 définit
une forme symplectique Gf -invariante. Comme Gf est compact, il existe sur r0 un
produit scalaire Gf -invariant. Finalement il existe sur r un superproduit scalaire
Gf -invariant. On a donc une superstructure euclidienne G-invariante sur Mf .

De plus comme G et Gf sont compact, Mf est une supervariété compacte et
donc la transformée de Fourier de Mf a un sens et est une fonction de O(g) et non
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seulement une fonction généralisée sur g. On la note F(Mf). Comme F(Mf) ∈
O(g), la valeur de F(Mf) en un élément singulier H de h est égale à la limite de
F(Mf)(H

′) pour H ′ → H, H ′ régulier.

On calcule la transformée de Fourier de Mf au voisinage de H ∈ h. On note
G(H) le stabilisateur de H dans G. C’est un supergroupe connexe de superalgèbre
de Lie g(H) le centralisateur de H dans g. La variété Mf (H) des zéros de H est
alors isomorphe à G(H)/(G(H)∩Gf). On pose encore nf (H) := {Y ∈ g, [Y,H] ∈
gf}. L’espace tangent en f à Mf(H) est alors isomorphe à g(H)/(g(H) ∩ gf ) et
la fibre de son fibré normal TN (Mf (H)) en f est isomorphe à g/nf (H). On pose
enfin pour alléger l’écriture Gf(H) := G(H) ∩Gf et gf(H) := g(H) ∩ gf .

On pose r′ = ⊕
α∈D,giα 6⊂nf (H)

giα. C’est un supplémentaire gf(H)-invariant de

nf(H) dans g.

D’autre part, q = r ∩ g(H) est un supplémentaire gf(H)-invariant de gf(H)
dans g(H). La fibration G(H) −→ G(H)/Gf(H) admet donc une superconnexion
Gf(H)-invariante et par conséquent le fibré TN(Mf (H)) également.

Pour appliquer la formule de localisation il nous faut maintenant une structure
euclidienne Gf (H)-invariante sur TN(Mf (H)) et vérifier la condition (∗). Pour cela
nous allons particulariser f et H (en particulier (∗) n’est pas automatiquement
réalisée pour f et H quelconques dans h∗ et h).

On considère f ∈ h∗ tel que f = i(δ1 + δ2 + 2ε1 + 3ε2 + 4ε3 + 5ε4). On a alors
gf = gi(δ2−δ1) ⊕ h, c’est-à-dire les matrices telles que B = C = 0 et D diagonale.
De plus on a f(X2) < 0 pour tout X non nul dans g1.

On note hi la matrice (6, 6) qui a des zéros partout et un 1 sur le i(ème) élément
de la diagonale. On considère H = h1 + 2h2 + h3 + h4 + h5 + h6 ∈ h. On a alors :

g(H) =h⊕ gi(δ1+ε1) ⊕ gi(δ1+ε2) ⊕ gi(δ1+ε3) ⊕ gi(δ1+ε4)

⊕ gi(ε1−ε2) ⊕ gi(ε1−ε3) ⊕ gi(ε1−ε4)

⊕ gi(ε2−ε3) ⊕ gi(ε2−ε4) ⊕ gi(ε3−ε4),

r′ =gi(δ2+ε1) ⊕ gi(δ2+ε2) ⊕ gi(δ2+ε3) ⊕ gi(δ2+ε4).

q =gi(δ1+ε1) ⊕ gi(δ1+ε2) ⊕ gi(δ1+ε3) ⊕ gi(δ1+ε4)

⊕ gi(ε1−ε2) ⊕ gi(ε1−ε3) ⊕ gi(ε1−ε4)

⊕ gi(ε2−ε3) ⊕ gi(ε2−ε4) ⊕ gi(ε3−ε4),

Le fibré TN (Mf(H)) est donc un fibré totalement impair. La restriction de −B à
r′ est alors un superproduit scalaire gf (H)-invariant sur r′. Par conséquent le fibré
TN(Mf (H)) est muni d’une superstructure euclidienne Gf(H)-invariante.
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On a alors pour X ∈ r′1 = r′ et Y ∈ q1 ;

−B([Y 2, X], X) = −2B(Y 2, X2) ≤ 0.

En effet, on a :

X =




0

(
0
LX

)

(
0 tLX

)
0


 ,

où LX = (x1, . . . , x4) est une un matrice complexe (1, 4). De même on a :

Y =




0

(
LY
0

)

(
tLY 0

)
0


 ,

où LY = (y1, . . . , y4) est également une un matrice complexe (1, 4). On a alors :

−B(X2, Y 2) = −
∑

1≤i,j≤4

(xiyi)(xjyj).

Or les valeurs propres de la matrice :



1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1




sont 0 et 4. La forme hermitienne qu’elle définit est donc positive. Ceci implique
le résultat.

La condition (∗) est donc vérifiée.
Il faut en fait vérifier ces condition en remplaçant f par wf et ce pour tout

w ∈ W/Wf . Or pour tout w on a gwf = gf et tout ce que l’on vient de dire
demeure inchangé.

On peut donc appliquer la formule de localisation pour calculer la transformée
de Fourier de Mf au voisinage de H dans g(H)(= {X ∈ g, [X,H] = 0} ⊂ nf (H)).

On note Mf (H)0 la composante connexe de Mf (H) contenant f. On note Ewf
la forme d’Euler G(H) équivariante du fibré TN(Mwf (H)0) et jw l’injection de
Mwf(H)0 dans Mwf . On a alors la formule :

∫

Mf

exp(αf) = (2π)
n+m

2

∑

w∈W/Wf

∫

Mwf (H)0

j∗w(exp(αwf))

Ewf
,

où (n,m) est la dimension des fibres de TNM(H)0.
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On identifie Mf (H)0 avec G(H)/Gf(H).On note f̂ la restriction de f à g(H).On
peut alors identifier Mf (H)0 avec l’orbite coadjointe de G(H) dans g(H) passant

par f̂ . On la note Mf̂ On peut alors écrire au voisinage de H dans g(H) :

∫

Mf

exp(αf) = (2π)
n+m

2

∑

w∈W/Wf

∫

M
f̂

exp(αf̂ )

Ewf
.
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Astérisque, 215 : 109–188, 1993.
[Lei80] D. A. Leites. Formulas for the caracters of irreductible finite-dimensional representa-

tions of simple lie superalgebras. Functional Analysis, 14 : 35–38, 1980.
[MQ86] V. Mathai and D. Quillen. Superconnections, thom classes, and equivariant differen-

tial forms. Topology, Volume 25, No 1 : 85–110, 1986.
[Nee93] K-H Neeb. Invariant subsemigroups of lie groups. In Memoirs of the AMS, Number

499. AMS, 1993.
[Nee94] K-H Neeb. The classification of lie algebras with invariant cones. Journal of Lie

theory, 4 : 139–183, 1994.
[Par96] P. Paradan. Formule de localisation en cohomologie équivariante. PhD thesis, Uni-

versité de Paris VII, 1996.
[Pen86] I. B. Penkov. Characters of typical irreducible finite dimensional qn-modules. Func-

tional Analysis, 20 : 37–45, 1986.
[Pen88] I. B. Penkov. Classical lie supergroups and lie superalgebras, and their representa-
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