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Exercice 1

On définit les suites réelles (un)n∈N et (vn)n∈N par{
u0 = 2

∀n ∈ N, un+1 =
u2
n+5
2un

et

∀n ∈ N, vn =
un −

√
5

un +
√

5

(1) Montrer que pour tout n ≥ 0 on a vn+1 = v2n. En déduire la relation vn = v
(2n)
0 pour tout n ≥ 0.

(2) Montrer que v0 = −1
(2+
√
5)2

et en déduire la majoration |v0| < 1
16 . Déterminer alors la limite de la

suite (vn) puis celle de la suite (un).

Exercice 2

(1) Déterminer (un)n∈N ∈ RN, telle que u0 = 1, u1 = 3, un+2 = 4un+1 − 4un.

(2) Déterminer (vn)n∈N ∈ CN, telle que v0 = 1, v1 = i, vn+2 = 4vn+1 − 5vn.

Exercice 3

Déterminer la limite des suites (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N, définies par:

un =
(n2 + 1) lnn− n

√
n2 + 3− cos(n2)

e−n + ln(n5)− 3n
(1)

vn =
3 + 2n

1 + n
;(2)

wn = n ln
(

1 +
a

n

)
a ∈ R+(3)

(On utilisera les théorèmes usuels sur les limites et les limites connues sans revenir à la définition en
ε,Nε)

Exercice 4

Soit (un)n∈N ∈ RN définie par u0 = u1 = 1 et un+1 = un + un−1 pour n ≥ 1.

(1) Montrer que pour tout n ∈ N, un > 0.

(2) Soit an =
un+1

un
. Exprimer an+1 en fonction de an.

(3) Montrer que a0 < a2 < a3 < a1.
(4) En déduire que pour tout n ∈ N∗:

a2 < a2n < a2n+2 < a2n+3 < a2n+1.

(5) Montrer que pour n ≥ 2: ∣∣an+2 − an+1

∣∣ < 1

a22

∣∣an+1 − an
∣∣.

(6) Montrer que 0 < 1
a22
< 1.

(7) Montrer que (a2n)n∈N et (a2n+1)n∈N sont adjacentes.
(8) En déduire que (an)n∈N converge et déterminer sa limite.
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Exercice 5

(1) Montrer que pour tout nombre complexe z différent de 1 on a l’égalité :

(4)
z4 − 1

z − 1
= z3 + z2 + z + 1

(On vous demande une démonstration: pas de dire que c’est vrai parce que vous le savez!)
(2) Résoudre dans C l’équation z4 = 1.
(3) En déduire l’ensemble des solutions de l’équation dans C:

(5)
(z + i

z − i

)3
+
(z + i

z − i

)2
+
z + i

z − i
+ 1 = 0.

Exercice 6: Polynômes d’interpolation de Lagrange

Soient (n+1) nombres complexes (resp. réels) distincts x1, . . . , xn+1 et n+1 nombres complexes (resp.
réels) quelconques y1, . . . , yn+1.

Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe un unique polynôme P à coefficients complexes (resp.
réels) de degré inférieur ou égal à n tel que pour tout i ∈ [1, n+ 1]N on ait:

(6) P (xi) = yi.

(1) Montrer que le polynôme:

(7) P (X) =

n+1∑
k=1

(
yi

∏
1≤i≤n+1,i6=k

X − xi
xk − xi

)
répond au problème.

Ce Polynôme s’appelle le Polynôme d’interpolation de Lagrange associé aux xi et aux yi.
(2) Montrer que c’est le seul polynôme répondant au problème.
(3) Application: Déterminer le polynôme P (X) ∈ R[X] de degré inférieur ou égal à 3 tel que

(8) P (1) = 1, P (2) = 2, P (3) = 3, P (4) = 4.


