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(1) Soit

ab
c

 ∈ E il faut résoudre :

fα(

xy
z

) =

ab
c


⇔


−n2x = a

−αy +(α− n2)z = b

y −(1 + n2)z = c

⇔


−n2x = a(

(α− n2)− α(1 + n2)
)
z = b+ αc

y −(1 + n2)z = c

⇔


−n2x = a

−(1 + α)n2z = b+ αc

y −(1 + n2)z = c

Comme n 6= 0, on a deux cas :

Premier cas : α 6= −1 alors le système précédent est un système de Cramer donc fα est
bijective et on a :

(1) rang(fα) = 3.

Dans ce cas :

(2) Ker(fα) = {0E} dim(Ker(fα)) = 0 base ∅.
D’autre part :

(3) Im(fα) = E dim(Im(fα)) = 3 base : par exemple la base canonique de E = R3

Second cas : α = −1

Le système devient :
−n2x = a

0 = b− c
y −(1 + n2)z = c

On en déduit :

(4) Im(fα) =
{ab

c

 ∈ E / b− c = 0
}

=
{ab

b

 / a, b ∈ R
}

= V ect
(1

0
0

 ,

0
1
1

)
En particulier :

(5) rang(fα) = dim(Im(fα)) = 2 base de Im(fα) :
(1

0
0

 ,

0
1
1

)
D’autre part pour le noyau on résout le système avec a = b = c = 0 :
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(6)

Ker(fα) =
{xy

z

 ∈ E /x = 0, y = (1 + n2)z
}

=
{ 0

(1 + n2)z
z

 / z ∈ R
}

= V ect
( 0

1 + n2

1

)
En particulier :

(7) dim(Ker(fα)) = 1 base de Ker(fα) :
( 0

1 + n2

1

)
(2) L’endomorphisme de l’espace vectoriel de dimension finie E n’est pas bijectif si et seulement

si il n’est pas injectif. On doit donc résoudre :

(fα − λIdE)(

xy
z

) =

0
0
0


⇔


(−n2 − λ)x = 0

(−α− λ)y +(α− n2)z = 0

y (−(1 + n2)− λ)z = 0

⇔


−(n2 + λ)x = 0(

(α− n2)− (α+ λ)(1 + n2 + λ)
)
z = 0

y −(1 + n2 + λ)z = 0

⇔


−(n2 + λ)x = 0

−
(
(1 + α)n2 + λ(1 + n2 + α) + λ2

)
z = 0

y −(1 + n2 + λ)z = 0

Le noyau n’est pas nul si et seulement si le système n’est pas de Cramer c’est à dire si
et seulement si l’un des termes diagonaux est nul. Or (1 + α)n2 + λ(1 + n2 + α) + λ2 =
(λ+ n2)(λ+ 1 + α) :

−(n2 + λ) = 0 ⇔ λ = −n2; (1 + α)n2 + λ(1 + n2 + α) + λ2 = 0 ⇔ λ = −n2 ou λ = −(1 + α).(8)

Donc les valeurs de λ pour lesquelles fα − λIdE n’est pas bijectif si et seulement si :

(9) λ ∈ {−n2,−(1 + α)}.

(3) Maintenant α = n2 − 1

(a) D’après le système ci dessus :xy
z

 ∈ Ker(fn2−1 + n2IdE)⇔


0x = 0

0z = 0

y −z = 0

⇔ y = z(10)

D’où

(11) Ker(fn2−1 + n2IdE) =
{xz

z

 / x, z ∈ R
}

= V ect
(1

0
0

 ,

0
1
1

)
En particulier :

(12) dim(Ker(fn2−1 + n2IdE)) = 2 base de Ker(fn2−1 + n2IdE) :
(1

0
0

 ,

0
1
1

)

(b) Posons v1 =

1
0
0

 et v2 =

0
1
1

. D’après la question précédente (v1, v2) base deKer(fn2−1+

n2IdE) ; donc pour i = 1 et i = 2 :

(13) fn2−1 + n2IdE)(vi) = 0E ⇔ fn2−1(vi) + n2vi = 0E ⇔ fn2−1(vi) = −n2vi.
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Posons v3 =

0
0
1

 on a :

(14) fn2−1(v3) =

 0
−1

−(1 + n2)

 = v2 − n2v3.

(c) Notons (ε1, ε2, ε3) la base canonique de E = R3. Par le pivot de Gauss on obtient :


v1 = ε2

v2 = ε2 + ε3

v3 = ε3

⇔


v1 = ε1

v2 − v3 = ε2

v3 = ε3

(15)

On en déduit :

Xv1 + Y v2 + Zv3 = e = xε1 + yε2 + zε3

= x v1 + y(v2 − v3) + zv3

= x v1 + y v2 + (−y + z)v3

(16)

D’où par unicité des coordonnées dans une base :

(17)

XY
Z

 =

 x
y

−y + z

 .

(4) (a) En reprenant le système de la question 2) on obtient

xy
z

 ∈ Ker(fα + n2IdE)⇔


0x = 0

−
(
(1 + α)n2 − n2(1 + n2 + α) + n4

)
z = 0

y −z = 0

⇔


0x = 0

0z = 0

y −z = 0

⇔ y = z

(18)

D’où

(19) Ker(fα + n2IdE) =
{xz

z

 / x, z ∈ R
}

= V ect
(1

0
0

 ,

0
1
1

)
En particulier :

(20) dim(Ker(fα + n2IdE)) = 2 base de Ker(fα + n2IdE) :
(1

0
0

 ,

0
1
1

)

(b) Encore une fois :
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xy
z

 ∈ Ker(fα + n2IdE)⇔


−(n2 + α+ 1)x = 0

−
(
(1 + α)n2 − (α+ 1)(1 + n2 + α) + (α+ 1)2

)
z = 0

y +(α− n2)z = 0

⇔


x = 0 car n2 + α+ 1 6= 0

0z = 0

y +(α− n2)z = 0

⇔

{
x = 0

y = (n2 − α)z

(21)

D’où

(22) Ker(fα + (1 + α)IdE) =
{ 0

(n2 − α)z
z

 / z ∈ R
}

= V ect
( 0

n2 − α
1

)
En particulier :

(23) dim(Ker(fα + (1 + α)IdE)) = 1 base de Ker(fα + (1 + α)IdE) :
( 0

n2 − α
1

).
(c) Posons e1 = v1 = ε1 =

1
0
0

, e2 = v2 = ε2 =

0
1
1

 et e3 =

 0
n2 − α

1

 = (n2 − α)ε2 + ε3.

Alors comme à la question 3)b) :

e1, e2 ∈ Ker(fα + n2IdE)⇔ fα(e1) = −n2e1 et fα(e2) = −n2e2;

e3 ∈ Ker(fα + (α+ 1)IdE)⇔ fα(e3) = −(α+ 1)e3.
(24)

(d) On a : 
e1 = ε1

e2 = ε2 + ε3

e3 = (n2 − α)ε2 + ε3

⇔


e1 = ε1

e2 − e3 = (1 + α− n2)ε2

(α− n2)e2 + e3 = (1 + α− n2)ε3

⇔


e1 = ε1

1
1+α−n2 (e2 − e3) = ε2

1
1+α−n2 ((α− n2)e2 + e3) = ε3

(25)

On en déduit (1 + α− n2 6= 0 par hypothèse) :

Xe1 + Y e2 + Ze3 = e = xε1 + yε2 + zε3

= x e1 +
y

1 + α− n2
(e2 − e3) +

z

1 + α− n2
((α− n2)e2 + e3)

= x e1 +
1

1 + α− n2

(
(y + (α− n2)z)e2 + (−y + z)e3

)(26)

D’où par unicité des coordonnées dans une base :

(27)

XY
Z

 =

 x
y+(α−n2)z

1+α−n2

−y+z
1+α−n2

 .


