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Algebre

TD9 : calculs de groupes de Galois

Exercice 1:

Soit P(x) = x°> — 4x + 2 et L/Q une extension de décomposition.
1. Montrer que P(x) = x° — 4x + 2 est irréductible sur Q.
2. Montrer que P(x) a trois racines réelles (regarder en x = 1).
3. Montrer que Gal(L/Q) ~ &5
Exercice 2 :
On pose P(x) = x* +3x3 — 3x — 2.
1. Factoriser P(x) modulo 2.
2. Factoriser P(x) modulo 3.
3.En déduire que P est irréductible sur Q.

4.On vérifie facilement que P a exactement deux racines modulo 11 : en déduire son groupe de Galois.

Exercice 3 :

On pose P(x) = x” — 3, et L son corps de décomposition sur Q.
1. Montrer que L = Q({7, «) ott « est une racine de P.
2. Montrer que [L = Q] = 42.

3.0n note G le groupe de Galois de P. Montrer que G est ’ensemble des

0ap : P(C,a) = P, ag”)
poura,b € (Z/72)* x Z]7Z.

4. Montrer que 0,0y v = Oya a1/ +b, de sorte que G est isomorphe au groupe de matrices

(1) comn

(c’est le groupe des applications affines de la droite [F7).
5. Montrer que G contient un sous-groupe d’ordre 7 qui est distingué. C’est I'unique 7-Sylow de G.
6. Montrer que G contient 7 sous-groupes d’ordre 6 qui sont conjugués.
Exercice 4 :
On considere I’extension Q(49)/Q).
1. Montrer que Gal(L/Q) ~ Z/7Z x Z/6Z.

2. Faire le diagramme de tous les sous-corps de L.



