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TD5 : extensions de corps

Exercice 1 :

On considère l’extension K = Q(
√

1 +
√

2) ⊂ R.

1. Montrer que
√

2 ∈ K.

2. En considérant une éventuelle décomposition sur une base, montrer que
√

1 +
√

2 6∈ Q(
√

2).

3. En déduire [K : Q].

4. Obtenir le même résultat en déterminant le polynôme minimal de α =
√

1 +
√

2 sur Q.

Exercice 2 :

On considère α =
√

2 +
√

2.

1. Montrer que α est algébrique sur Q, et en déterminer un polynôme annulateur P(x) ∈ Z[x].

2. Déterminer [Q(α) : Q].

3. On pose β =
√

2−
√

2, calculer αβ et montrer que β ∈ Q(α).

Exercice 3 :

1. Quels sont les degrés de
√

3 et 3
√

7 sur Q?

2. Montrer que
√

3 6∈ Q( 3
√

7).

Exercice 4 :

Soient α et β deux éléments algébriques de degrés m et n premiers entre eux.
Montrer que Q(α) ∩Q(β) = Q.

Exercice 5 :

1. Montrer que si k + l 6 n, alors k!× l! | n!.

2. Soit P un polynôme de degré n sur K, et L un corps de décomposition. Montrer que [L : K] | n!.

3. On suppose P irréductible, montrer que n | [L : K] | n!.

Exercice 6 :

1. Montrer que l’on a une extension Fpk → Fpn si et seulement si k | n.

2. En déduire qu’un polynôme irréductible de degré k a une racine dans Fpn si et seulement si k | n.

3. Redémontrer le fait que xpn − x est produit de tous les irréductibles de degré k | n sur Fp.

Exercice 7 :

Soient F ⊂ K ⊂ L des extensions. Montrer que si α ∈ L est algébrique sur F, il l’est sur K, et que le degré
de α sur K est inférieur au degré de α sur F.

Exercice 8 :

On considère K = Q( 4
√

2, 3
√

3).

1. Montrer que x4 − 2 et x3 − 3 sont irréductibles sur Q.

2. En déduire [K : Q].
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Exercice 9 :

Soient p1, . . . pr des nombres premiers distincts, et Kr = Q(
√

p1, . . .
√

pr).

1. En raisonnant par récurrence, calculer [Kr : Q] ainsi qu’une base de Kr sur Q.

2. En déduire que
√

p1 + . . .
√

pr 6∈ Q.

Exercice 10 :

1. Montrer que P(x) = x5 − x− 1 est irréductible sur Q.

2. On note α ∈ C une racine de P. Montrer que Q(α + 1
α ) = Q(α).

3. Montrer que Φ8(x) = x4 + 1 est irréductible sur Q.

4. On note β ∈ C une racine de Φ8. Montrer que Q(β + β−1) 6= Q(β).

5. Déterminer le minimal de β + β−1.

Exercice 11 :

1. Montrer qu’une extension [L : K] de degré premier est monogène (de la forme K(a)).

2. Soient K ⊂ L des corps. Montrer que si P est irréductible sur K et de degré premier à [L : K], alors P
est également irréductible sur L.

3. Soit x algébrique sur K de degré impair. Montrer que K(x2) = K(x).

Exercice 12 :

Donner un élément primitif de K = Q(
√

2, i).

Exercice 13 :

Soit p un nombre premier et x, y deux indéterminées. On considère les corps K = Fp(xp, yp) ⊂ L =
Fp(x, y).

1. Montrer que P(t) = tp − xp est scindé sur L, puis que c’est le polynôme minimal de x sur K.

2. Montrer que [L : K] = p2.

3. Soit z = P(x,y)
Q(x,y) ∈ L. Montrer que [K(z) : K] 6 p.

4. Montrer qu’il n’existe pas d’élément z ∈ L tel que L = K(z).

Exercice 14 :

Soit L/K une extension finie, et α, β ∈ L de polynôme minimal respectif P, Q ∈ K[x]. Montrer que P est
irréductible sur K(β) si et seulement si Q est irréductible sur K(α).
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