Université de Paris 25 novembre 2021
M2 — Théorie des nombres

Feuille 7 : Fourier

1 GROUPES ABELIENS FINIS

Dans cette partie, G désigne un groupe abélien fini d’ordre n, muni de la mesure de comptage normalisée
n(G) =1

Exercice 1:

1. Vérifier que les caracteres xX:G — CX forment une base orthonormée de L%(G) pour le produit

scalaire hermitien (f, g) E f(x)g(x) (décomposer l'indicatrice 1 (o)

Il s’agit des relations d’orthogonalité. (x, ) = 0si x # ¥ donc les caracteres sont orthogonaux, ils
sont normés par définition du produit. Enfin ) x(x) = #Glyy(x) par le méme argument (et par

x
décalage on exprime les autres indicatrices) donc la famille est génératrice, c’est une base et cela
donne #G = #G.

2. Montrer la formule d’inversion de Fourier f(x Z ), la formule de Plancherel || f|| 12(G) =
X

2(6) et l'identité de Parseval <f,g>Lz(G) = (f, 3) 12 )

~

On décompose f sur la base des caracteres f = Y (f, x)x, avec (f,x) = f(x) pour la mesure

X
normalisée.

Cette formule d’inversion correspond a prendre la mesure de comptage (non normalisée) sur G.
La formule de Plancherel est l'identité de Parseval sont immédiates en décomposant sur la base
orthonormale des caracteres.

3.0n munit L?(G) du produit de convolution (f x g)(z) = % Y f(x)g(y). Vérifier que f/*\g = f3.

x+y=z
Fairelecaleul fxg(0) = L T f(300XC) = 7 LAWSWXETH) = 00
z x+y=z Xy

Exercice 2 : Formule de Poisson

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On définit I'orthogonal

Hi:{xeé:x(H)zl}.

1. Montrer que H+ ~ G/HetG/H* ~ .

Par définition,onal — H+- — G — H — 1, que 'on identifiea 0 — (T/?I +G—-H—0 qui est
la suite dualede0 - H - G — G/H — 0.
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—~ #H
2. Montrer que 15 (x) = 0 — 1 (x)-

#Glg(x) = Y X(x) vaut #H si x est trivial sur H, et 0 sinon.
xeH

3. En déduire la formule de Poisson #— Y flx Z x) pour tout f € L3(G).
xeH cHL

En injectant la fonction caractéristique 1;-, le membre de droite vaut ) fOoO1Tu(x) =
xeG

Y f) = (f*1u)(0g) = flu(0g) = Y f(x)

xeG xeH

4. Montrer plus généralement que la transformée de Fourier d’une restriction a un sous-groupe est la
projection sur 1’orthogonal de ce sous-groupe.

Flux) = #Hi Y. fx+v)

peHL

#H
méme calcul que précédemment, on simplifie #H" = rrel

Exercice 3 : principe d’incertitude

Soit f € L*(G), on note Supp( f) son support.
1. Montrer que #Supp(f)#Supp(f) > #G

Notons sy = #Supp(f) et s P = #Supp(f). On écrit la formule d’inversion, en majorant chaque

A S £ Y A
somme avec des sup : |f(x)| = %Zf()())((x) < ;f max ‘f(x)‘ On majore également ‘f(x)‘ =
X

< sgmax|f(x)|. En prenant x et x en lesquels le maximum est atteint, on obtient

Y fx(=

S fS f
If(x)] < — |f(x)|, d’ou l'inégalité.
Une autre démonstration reposant sur Cauchy-Schwartz et Parseval, mettre ensemble les inégalités
suivantes, ot I’on note 1 I'indicatrice du support de f :

— 7B =|ir 6] < LR

2

P

12
Fl, ss¢)lf
foo<||f||1

[e9)

Exercice 4 : transformée de Fourier rapide
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Soit H un sous-groupe d’indice m de G. Pour x € G on note yy la restriction de y a H. Si feL*G)et
g € G on définit f, € L?(H) par fo(x) = f(x +g).

1. Montrer que le calcul d’une transformée de Fourier sur G se rameéne au calcul de m transformées de
Fourier sur H.

On note G = U gi + H une partition de G en translatés de H. Alors flx Z fx
i=1 xeG

Zfo+gz (x +8i) ZX 8i)fa (x|

i=1xeH

2.0n note C(n) la complexité du calcul des 7 coefficients de Fourier ( f(x))
H et G selon H*, montrer que C(n) = mC(n/m) + n +n/mC(m).

e En décomposant G selon

On calcule d’abord les transformées de Fourier des fg, sur H en complexité mC(n/m).
Puis on écrit de méme une partition G = U X]-H L pour des caracteres X1, ... xm distincts sur H, de

sorte que pour tout xy € H f flxix) = ZX (8i)x 8z)fz(X])

Mais x € H™ est trivial sur H, donc on peut le voir comme un caractere du groupe G/H, et on a
fxix) = Y x '(8)hj(gi) otron note h;(g;) = X]'_l(gi)fi(?(j)~

g,EG/H
Ainsi on calcule 'ensemble des hj(g;) en n opérations, puis les transformées de Fourier avec
n/mC(m) opérations.

2 FONCTIONS L DE DIRICHLET

Soit g > 1, on pose G = (Z/qZ,+) et on l'identifie a son dual via 'accouplement x,y € G*
exp(—2i77:xq—y) € C. De méme on identifie R a R via x, y — exp(—2imxy).

Exercice 5: Sommes de Gauss
Soit g > 1, on considere x un caractére de Dirichlet primitif modulo g (c’est donc un caractere multi-
plicatif). On rappelle que x est primitif si x est non trivial sur 1+ ¢q'Z pour tout diviseur strict q' de
q.
On le voit également comme un élément de L?(G), muni de la mesure de comptage, et on pose la somme
de Gauss

1. Montrer que pour tout 1, X(n) = x(n)7t(x)

La formule x(b) = Y x(a)e 2y _ = x1(b)T(x) est valable pour tout b premier a q.

a
Montrons donc que x(b) = 0si x est primitif et b n’est pas premier a 4.

j 77 ab
Dans ce cas, notons 4 = g/d, on a x(b) = Z Z X(a)ezm ; _
a’ mod ¢' a=a’ mod ¢’
b

& Z x(a). Si pged(a’,q') > 1 la somme interne est nulle, sinon elle vaut
a’ mod ¢’ a=a’ mod ¢’
x(a) Y x(a). C’est une somme sur le sous-groupe H = 1 mod 4', donc elle est nulle sauf si

a=1mod g’

X est trivial sur ce sous-groupe, auquel cas x ne serait pas primitif. Ainsi la somme est nulle..
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2. Montrer que |7(x)| = /7.

On écrit l'égalité de Parseval q) _ |x(n) Z |X(n)|” (attention a la normalisation, ici on a la
n

mesure de comptage partout), d’ott g¢(q) = \T()()| ¢(q).

Exercice 6 : Equation fonctionnelle

1.Soit f : R — C une fonction de la classe de Schwartz, et soit ¢ € L?(G). Montrer la formule de Poisson

étendue - A
Y cm)f(—) =) é(=n)f(n)
mez q nezZ
On regroupe par classe modulo g et on applique la formule de Poisson ) c(m)f (%) =
meZ
a i im
Y, ey € zZf(-=+m) = ) ¢ Zt fn) = Y Y clae Ti"f(n) =
amod g m 1 amodq nez neZamod q
Y flm)e(=
nez
2.0npose O(x, t) = Y x(m _”mzt, montrer 1'équation fonctionnelle
mezZ
7(x) 1 1
@ X/ ) @ X 7 7)
(o) =T Heu
(considérer f(x) = e~ ™(3)” et utiliser I'exercice précédent).
On a O(x,t) Z x(m q , donc en utilisant la formule de Poisson étendue O(x,t) =
meZ
> k(=
nezZ
Or f(—n) = x "' (-n )1( X) = x(=Dt(x)x "' (n). ()
. _mny2 -Dt(x _ .
D’autre part —e w(7) ,donc O(x, t) = Xié) X 1 ). comme souhaité.
part f(4) = - (oh) = B oG, o)

3.On suppose de plus x(—1) = 1. Montrer que A(x,s) = % / O(x, )t % converge pour touts € C
0

et est un prolongement holomorphe de (— 1 )2 F( YL(x, 9).

mt

Six(-1) =1, ona®(xt) =2) x(n e avec O(x,t) = O(e™™), donc la transformée de
n>1

Mellin est bien définie pour tout s € C.
Pour Re(s) > 1, on a bien I’égalité avec la fonction complétée en intervertissant les sommes.

4. Montrer 1'équation fonctionnelle
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On applique I’équation fonctionnelle de la fonction 6.

5.On suppose a présent x(—1) = —1. En considérant cette fois O(x,t) = ) nx(n)efgt

nezZ

2
n
, montrer que

Aps) = (D F T L(s)

vérifie I'équation

AGps) = f(f;ml,l )
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