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M2 – Théorie des nombres

Feuille 7 : Fourier

1 GROUPES ABÉLIENS FINIS

Dans cette partie, G désigne un groupe abélien fini d’ordre n, muni de la mesure de comptage normalisée
µ(G) = 1.

Exercice 1 :

1. Vérifier que les caractères χ : G → C× forment une base orthonormée de L2(G) pour le produit

scalaire hermitien 〈 f , g〉 = 1
n ∑

x
f (x)g(x) (décomposer l’indicatrice 1{0}).

2. Montrer la formule d’inversion de Fourier f (x) = ∑
χ

f̂ (χ)χ(x), la formule de Plancherel ‖ f ‖L2(G) =∥∥∥ f̂
∥∥∥

L2(Ĝ)
et l’identité de Parseval 〈 f , g〉L2(G) = 〈 f̂ , ĝ〉L2(Ĝ).

3. On munit L2(G) du produit de convolution ( f ? g)(z) =
1
n ∑

x+y=z
f (x)g(y). Vérifier que f̂ ? g = f̂ ĝ.

Exercice 2 : Formule de Poisson

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On définit l’orthogonal

H⊥ =
{

χ ∈ Ĝ : χ(H) = 1
}

.

1. Montrer que H⊥ ' Ĝ/H et Ĝ/H⊥ ' Ĥ.

2. Montrer que 1̂H(χ) =
#H
#G

1H⊥(χ).

3. En déduire la formule de Poisson
1

#H ∑
x∈H

f (x) = ∑
χ∈H⊥

f̂ (χ) pour tout f ∈ L2(G).

4. Montrer plus généralement que la transformée de Fourier d’une restriction à un sous-groupe est la
projection sur l’orthogonal de ce sous-groupe.

f̂ 1H(χ) =
1

#H⊥ ∑
ψ∈H⊥

f̂ (χ + ψ)

.

Exercice 3 : principe d’incertitude

Soit f ∈ L2(G), on note Supp( f ) son support.

1. Montrer que #Supp( f )#Supp( f̂ ) > #G.

Exercice 4 : transformée de Fourier rapide

Soit H un sous-groupe d’indice m de G. Pour χ ∈ Ĝ on note χH la restriction de χ à H. Si f ∈ L2(G) et
g ∈ G on définit fg ∈ L2(H) par fg(x) = f (x + g).

1. Montrer que le calcul d’une transformée de Fourier sur G se ramène au calcul de m transformées de
Fourier sur H.

2. On note C(n) la complexité du calcul des n coefficients de Fourier ( f̂ (χ))χ∈Ĝ. En décomposant G selon

H et Ĝ selon H⊥, montrer que C(n) = mC(n/m) + n + n/mC(m).
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2 FONCTIONS L DE DIRICHLET

Soit q > 1, on pose G = (Z/qZ,+) et on l’identifie à son dual via l’accouplement x, y ∈ G2 7→
exp(−2iπ

xy
q
) ∈ C. De même on identifie R̂ à R via x, y 7→ exp(−2iπxy).

Exercice 5 : Sommes de Gauss

Soit q > 1, on considère χ un caractère de Dirichlet primitif modulo q (c’est donc un caractère multi-
plicatif). On rappelle que χ est primitif si χ est non trivial sur 1 + q′Z pour tout diviseur strict q′ de
q.
On le voit également comme un élément de L2(G), muni de la mesure de comptage, et on pose la somme
de Gauss

τ(χ) = χ̂(1).

1. Montrer que pour tout n, χ̂(n) = χ(n)τ(χ)

2. Montrer que |τ(χ)| = √q.

Exercice 6 : Equation fonctionnelle

1. Soit f : R→ C une fonction de la classe de Schwartz, et soit c ∈ L2(G). Montrer la formule de Poisson
étendue

∑
m∈Z

c(m) f (
m
q
) = ∑

n∈Z

ĉ(−n) f̂ (n)

2. On pose Θ(χ, t) = ∑
m∈Z

χ(m)e−πm2t, montrer l’équation fonctionnelle

Θ(χ, t) =
τ(χ)

q
√

t
Θ(χ−1,

1
q2t

)

(considérer f (x) = e−πt(qx)2
et utiliser l’exercice précédent).

3. On suppose de plus χ(−1) = 1. Montrer que Λ(χ, s) =
1
2

∫ ∞

0
Θ(χ, t)t

s
2

dt
t

converge pour tout s ∈ C

et est un prolongement holomorphe de (
q
π
)

s
2 Γ(

s
2
)L(χ, s).

4. Montrer l’équation fonctionnelle

Λ(χ, s) =
τ(χ)
√

q
Λ(χ−1, 1− s).

5. On suppose à présent χ(−1) = −1. En considérant cette fois Θ(χ, t) = ∑
n∈Z

nχ(n)e−
π
q tn2

, montrer que

Λ(χ, s) = (
q
π
)

s+1
2 Γ(

s + 1
2

)L(χ, s)

vérifie l’équation

Λ(χ, s) =
τ(χ)

i
√

q
Λ(χ−1, 1− s)
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