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13. Groupes réductifs ou semi-simples

Soit k un corps algébriquement clos, G un k-groupe algébrique connexe, A la variété des
sous-groupes de Borel de G. Si H est un k-groupe algébrique résoluble connexe, on rappelle que les
éléments unipotents de H (k) forment un sous-groupe fermé connexe distingué de H, noté H,.

Définitions 13.1. — (1) L’intersection des B(k), pour B décrivant 4, est un sous-groupe
fermé lisse résoluble Z de G, caractéristique (i.e. invariant par tout automorphisme de G),
et il en est de méme de sa composante neutre Z°, qu'on note R(G) et qu’on appelle le

0
radical de G. On a donc R(G) = (ﬂBe% B) . On le notera aussi rad(G). )

C’est le plus grand sous-groupe fermé lisse résoluble connexe distingué de G. En effet,
soit S ayant ces propriétés; comme S est résoluble connexe, il est contenu dans un Borel
B, et comme S est distingué, alors S = gSg~! est contenu dans gBg~! pour tout g € G(k),
donc S C Z, et comme S est connexe, on a S C R(G).

(2) De méme, 'intersection des B, (k), pour B décrivant 4, est un sous-groupe fermé lisse
unipotent % de G, caractéristique, et il en est de méme de sa composante neutre %, qu’on

0
note R, (G) et qu’'on appelle le radical unipotent de G. On a donc R,(G) = (ﬂBe@ Bu> :

C’est le plus grand sous-groupe fermé lisse unipotent connexe distingué de G. En effet,
soit S ayant ces propriétés; comme S est connexe unipotent (en particulier, résoluble), il est
contenu dans un Borel B et donc dans B, et comme S est distingué, alors S = gSg~! est
contenu dans gB,g~! pour tout g € G(k), donc S C %, et comme S est connexe, on a
S C Ry(G). (Cet argument montre aussi que linclusion R, (G) C R(G),, est une égalité.)

(3) G est dit semi-simple (resp. réductif) si R(G) = {e} (resp. si R,(G) = {e}). On
a donc : « semi-simple = réductif ». La réciproque est évidemment fausse, car tout tore
T # {e} est un groupe réductif qui n’est pas semi-simple.

(4) Soit H un k-groupe algébrique résoluble connezxe. Alors il résulte de la définition que
R.(H) = H,. D’autre part, on a vu que H ~ H, x T, ou T est un tore maximal. Il en
résulte que si : st H est connexe, résoluble et réductif, alors c’est un tore.

Notation. — Comme Ng(B) = B pour tout Borel de G, alors pour tout sous-groupe fermé S de G,
la variété des points fixes Z° est formée des sous-groupes de Borel qui contiennent S.

Définition 13.2. — Soit T un tore maximal de G.

(WPour éviter une confusion avec le systeme de racines R d’un groupe réductif.



0

(i) Onnote I(T) = <ﬂ BeaT B) . C’est un groupe résoluble connexe contenant 7' comme
tore maximal, donc on a I(T") ~ I(T), xT.

(ii) D’apres le th. 12.11, on a Ce(T') C I(T).

Le théoréme fondamental suivant est dit & Chevalley (en 1956) mais, pour le distinguer des nombreux
autres théorémes de Chevalley, et comme Luna en a donné un démonstration plus courte (et plus concep-
tuelle) en 1999, nous l'appellerons « th. de Chevalley-Luna ».

Théoréme 13.3. — Si G est réductif alors I(T), = {e} et donc Cq(T) =T.
Démonstration. — Voir [Po, §17] ou l'article de Luna, cité dans loc. cit. O
Corollaire 13.4. — Soit S un tore contenu dans T. Alors Cg(S) est réductif.

Démonstration. — D’apres le th. 12.7, C(S) est connexe et contenu dans tout Borel de
G contenant S. Comme %° D %7 (i.e. tout Borel contenant T' contient S) on a donc :

Ru(CS(G))C< N Bu) ( N B) c I(T),
Be#S Be#AT

et comme [(T), = {e} ceci montre que Cg(S) est réductif. O

Considérons I'action adjointe de T" sur g = Lie(G). Comme T est diagonalisable, on a

- D

XEX(T
oug, ={Xeg|VteT(k), t-X=x(t)X}. Comme dim(g) < oo, I’ensemble
R=R(G,T)={acX(T)—{0} [ ga # 0}
est fini.® D’autre part, pour x = 0 on a, en combinant 11.13 (v) et 13.3:
go = g° = Lie(G)" = Lie(Cx(T)) = Lie(T).

On posera Lie(T') = b. ® On peut donc écrire :

(*) 0=0DD.ck 0o

On veut maintenant montrer que R est un « systeme de racines » (voir plus bas) et que
dimg, = 1 pour tout a € R. Pour cela, fixons a € R. C’est un caractere T"— G,, non
trivial donc S, = (Kera)® est un sous-tore de T de dimension n — 1, ott n = dim(7T).
Posons Z, = Cg(Sa).

Proposition 13.5. — Ona :¥

(%) Lie(Z,)=he P a=be P o

BER BERNQa
Sa CKer(B)

En particulier, Lie(Z,) contient g, donc Z, n’est pas résoluble.

(2) Anticipant sur ce qui va suivre, on I'appelle le « systéme de racines » de (G, T).

(3)C’est la notation introduite par Elie Cartan dans ses travaux sur les algebres de Lie.

() Comme X (T) ~ Z", il se plonge dans le Q-espace vectoriel V = X(T) ®z Q et donc on peut considérer
dans V lintersection R N Qa.



Démonstration. — Comme Z, = Cg(S,) on a Lie(Z,) = g% ; ¢’est un sous-T-module de g
donc c’est la somme directe des g, qu'il contient. Il contient bien str h. D’autre part, pour
tout S € R, X €ggette Sy(k),onat-X=p(t)X, donc gg C Lie(Z,) ssi S, C Ker(5).
Ceci prouve la lere égalité.

Prouvons la seconde. La suite exacte 1 =+ S, =T — T — 1, ou T = T/S,, induit une
suite exacte

0— X(T)— X(T) — X(S,) —=0

et comme X (T) =~ Z" et X(S,) = Z"~" (car ce sont des tores de dimension n et n — 1)

alors X (7T') = 70 pour un certain ¢ (unique a +1 pres) et de plus cette suite exacte de
Z-modules est scindée, i.e. on a :

X(T) = 25 & Ker(r) ~ Z5 © X (T)

et donc ¢ fait partie d’'une base (6, e, ..., ¢e,) du Z-module libre X (7). En se placant dans
'espace vectoriel V = X (T)®zQ, on voit alors que X (T)NQJ = Zd et donc RNQH = RNZJ.
D’autre part, pour tout 5 € R, on a :

Ker(8) D S, <= 7(8) =0<= 5 € RNZ6.

Or Ker(a) D S, donc av = ¢d pour un certain entier ¢ # 0 (car o # 0). On a donc dans V
I'égalité Qa = Qd, d’ou

RNZé=RNQ)=RNQu
ce qui prouve la 2éme égalité. (Comme on ne sait pas si a = £§, noter que Qa N X(T) = Z4 est a
priori plus grand que Za.)

En particulier, Lie(Z,) contient g,. Ceci entraine que Z, n’est pas résoluble. En effet,
sinon Z, serait connexe, réductif et résoluble, donc un tore (cf. 13.1(4)), donc égal au tore
maximal 7" et 'on aurait Lie(Z,) = b! O

Terminologie 13.6. — Soit H un k-groupe algébrique connexe. La dimension d’un tore
maximal de H (resp. d'un tore maximal de H/R(H)) s’appelle le rang réductif (resp. rang
semi-simple) de H. On les notera rg-réd.(H) et rg-ss.(H).

Remarques 13.7. — (1) Supposons H de rang réductif 0 et soit B un sous-groupe de
Borel de H. Alors B = B, donc B est nilpotent. D’apres un résultat déja utilisé, ceci
entraine que H = B, donc H est nilpotent.

(2) Posons Z, = Z,/S,. Considérant la suite exacte :

1 S, Z,——= 7, 1

on voit que Z, est connexe, non résoluble (car sinon Z, le serait aussi), et que T = T/S,,
en est un tore maximal (car si T est contenu dans un tore 7" alors 7—'(7”) est un groupe
connexe, contenant 7', commutatif et formé d’éléments semi-simples, donc un tore, donc
égal & T). Comme dim(7T) = dim(T) — dim(S,) = 1, on voit que Z, est justiciable du
théoreme suivant, que 'on admet :

Théoréme 13.8. — Soit H un k-groupe algébrique connexe, non résoluble, de rang ré-
ductif 1. Alors la variété des drapeauz de H est isomorphe a P} et H est isomorphe soit
SLQ,k soit a PGLQ’]C.

Démonstration. — Voir [Po, §20.1] ou [Bo, Hu, Sp]. O

Avant de pouvoir tirer bénéfice de ce théoreme en étudiant la « donnée radicielle » de
SLoj et de PGLgyy, on a besoin de la :



Définition 13.9. — Soit T un tore (de dimension n). On note X.(T') l'ensemble des
cocaracteres de T', i.e. morphismes de k-groupes algébriques G, — 1. C’est un groupe
abélien : la somme p + v est le morphisme ¢ — p(t)v(t) et donc —pu désigne le morphisme
t — p(t)~!. On dit que c’est le groupe des cocaractéres de T.

Remarquons que 'ensemble des morphismes de k-groupes algébriques G, — Gy
s’identifie au groupe abélien Z, en identifiant I’entier » au morphisme z — 2z".

On a donc un accouplement naturel X (7') x X,(T') — Z qui a tout couple (x, i) associe
I'entier r, noté (x, p), tel que le morphisme composé x o i : Gy — Gy S0it 2 — 27

Proposition 13.10. — (i) L’accouplement X(T') x X.(T) — Z est bilinéaire et parfait,
i.e. il identifie X (T) au Z-dual Homy(X,(T),Z) de X.(T) et vice-versa.
)

(ii) D’autre part, W = W(G,T) agit sur X,.(T
invariant, i.e. pour tout x € X(T'), u € X.(T) et w € W, on a|{wx,wu) = (x,p) | ce qui

et sur X(T), et l'accouplement est W -

équivaut a | (wx, p) = (x,w ' p).

Démonstration. — Choisissons un isomorphisme 7" =~ (G, )". Alors X (T') s’identifie a Z"
en notant X(a,,..q,) le caractere (21,...,2,) — 27" - 20",
D’autre part, X, (T) s'identifie & Z" en notant ju,, _p,) le cocaractere z — (2%, ..., zb).

On voit alors que

Ceci prouve (i).
D’autre part, le groupe I' des automorphismes de 7' (isomorphe a Aut(X (7)) agit a
gauche sur X, (T) et sur X(T) par o+ =0 opu, resp. c-x = xoo !, et 'on a donc

(0-x;0-p)=xo00 tooou=xou={x,pu.

Enfin, le morphisme de groupes Ng(T') — I' a pour noyau C (7)) = T, donc W = W(G,T)
s’identifie a un sous-groupe de I'. La proposition est démontrée. O

13.11 (Le cas de SLj). — Soit G = SLa, = Spec(A4) ou A = kfa, b, c,d]/(ad — be — 1)
donc

sa() = {a= (3 ) € GLa®
et donc, posant kle] = k[T]/(T?), on a :

Lie(SLy) = {g _ (1 e 1fed) € GLy(k[e)) ‘ 1:1—|—6(a+d)}

~ {X = (Z CCZ) € My(k) ‘ Tr(X) = 0} = sy,

D’autre part, les matrices diagonales de SLyj forment un tore 7' de dimension 1 et 1'on
a X.(T) = Zuo ol g est Visomorphisme G, ;, — T donné par

fo(z) = (g 201)

et X(T) ~ Zw on w : T — Gy, est le caractere donné par w(ig(z)) = z. (On a donc
(w, o) = 1.) Posons a = 2w, i.e. a(uo(z)) = 2z2. On vérifie que le sous-groupe fermé U

ad—bc:l}



(resp. U’) de SLyy défini par les équations a =d =1et b=0 (resp.a=d =1 et ¢ = 0),
i.e. pour toute k-algebre A,

U(A) = {g— ((1] f) e GLQ(A)} U'(A) = {g _ (; ?) E GLQ(A)}

est isomorphe & G,, normalisé par T, et a pour algebre de Lie : Lie(U) = kFEs,
resp. Lie(U’) = kEs;, ou E;; désigne la matrice élémentaire ayant des 0 partout sauf un
1 & la place (i,7). On vérifie de plus que pour tout ¢t € T(k), on a t - Ey5 = «a(t)Es et
t+ Fy = a(t)™'Ey. Donc, posant b = Lie(T) = k(Fy; — Fa) et g = sly, on a
g=5l=b® gD ga-

On pose U, = U et U_, = U’, de sorte qu'on a gy, = Lie(Uy,).

Par ailleurs, Auty g ag(T) =~ Auty, (X(7T)) ~ {£1}, et W = W(G,T) s’injecte dans ce
groupe. Or I'élément

(0 -1
= (1)

-1
normalise 7' : on a n (g z(_)l n~t = ZO 2) donc W # {e} et I'élément non trivial

de W, qu’on notera s, agit sur X,(7') et sur X (7)) par s(u) = —p et s(x) = —x. Posons
¥ = g, c’est I'unique élément de X, (T') ~ Z tel que (o, a¥) = 2; on l'appelle la coracine
associée & a. Remarquons que la coracine associée & —a est —aY. Alors, pour tout u €
X (T)et x € X(T),on a:
2= (a,pya’ et 2x={(x,a")a

et donc :

s(p) =p—2p=p—(o,ma’ et s(x)=x—-2x=x—{x,a")
Et ici, oY = p engendre X, (T') tandis que « égale 2 fois le générateur w de X (7).
13.12 (Le cas de PGLy). — Posons G = PGLy = SLy/poy et notons T I'image de T
dans G. C’est un tore maximal de G et la suite exacte :

1 2,k T T 1

™

donne une suite exacte

0— X(T)— X(T) —=Z/2Z—0

donc X(T') est un sous-groupe d’indice 2 dans X (7') = Zw; c¢’est donc le sous-groupe Za.

Posons g = pgl, = Lie(G) et §’ = Lie(T).® Comme chaque UL, est unipotent, son
intersection avec fig, est triviale, donc la projection 7 : G — G induit un isomorphisme de
chaque Uy, sur son image, notée U.y,. De plus, comme o) agit trivialement sur g = sl,
(car contenu dans le noyau de +«), 'action adjointe de G sur g se factorise en une action
de G, et l'on voit donc que T agit sur chaque Lie(Uy,) par le caractére t+a.

Donc g’ contient les espaces de poids gy, et g5 = b’ (qui sont en somme directe) et comme
dim g’ = 3 car G est lisse de dimension 3, on en déduit que

g=pglb=badg, g,

D’autre part, ’élément n de G(k) agit non trivialement (via son image dans G(k)) sur T
et donc W = W(G,T) est non trivial et son élément non trivial, noté encore s, agit par

—id sur X (7)) et sur X, (7).

®)On note g’, " plutdt que g, b car si car(k) = 2 les projections h — b’ et g — ¢’ ne sont pas surjectives.



Enfin, reprenant le yio de SLoy, on a mo py € X.(T) et comme (o, o p19) = 2 et que le
couplage X (T') x X.(T') — Z est parfait, alors m o ug est égal a 2 fois un générateur py de
X, (T). On pose o = 7 o g, c’est I'unique élément de X,(T') ~ Z tel que (a,a¥) = 2; on

Pappelle la coracine associée & . Remarquons que la coracine associée a —a est —a/”.

On a alors, pour tout p € X, (T) et x € X (7)),

p= (o, ppy et donc  2u=(a,pa’
et
X = () etdonc  2x = (y,a")a
d'ou :
s(p) =p—2p=p—(o,ma’ et s(x)=x-2x=x—{x,a)a

Mais ici, c’est o qui engendre X (7") tandis que ¥ égale 2 fois le générateur pf, de X,.(T).

On va obtenir un certain nombre de conséquences en comparant 13.5 (%) aux résultats
de 13.11 et 13.12. « Rappelons » d’abord le lemme suivant (utilisé sans commentaire dans la
démonstration de 12.2).

Lemme 13.13. — Soient G un k-groupe algébrique, H un sous-groupe fermé (i.e. un
sous-schéma en groupes fermé réduit) de G, distingué. Alors la suite

0 — Lie(H) — Lie(G) —— Lie(G/H) —=0
est exacte, donc Lie(G/H) s’identifie a Lie(G)/Lie(H).
Démonstration. — Par hypothese G est lisse, donc le quotient G/H l'est aussi. Donc
dim Lie(G/H) = dim(G/H) = dim(G) — dim(H ) = dim Lie(G) — dim(H).

De plus, comme H est réduit et k = k, alors H est lisse, donc dim(H) = dim Lie(H).
D’autre part, on sait que Lie(H) = Ker(w), donc pour une raison de dimension 7 est
surjective. L]

Appliquant ceci & Z, = Z,/Sa, et posant h = h/Lie(S,), on obtient
Za)

Lie(Z.) = Lie(Z,)/Lie(S.) =h & @D a5,
BERNQa

ot dimb = 1. De plus, S, agit trivialement sur Lie(Z,) donc les 3 ci-dessus se factorisent
par le quotient T' = T'/S,, donc appartiennent au sous-groupe X (7') C X(T').

D’autre part, on a admis que Z, est isomorphe a SLj ;, ou bien a PGL5, et I'on a donc :
Lie(Zy) = b @ go ® 9o et dim(gea) = 1.
Conséquences 13.14. — (1) Pour tout @« € R, on a —a € R et dim(g4,) = 1.

(2) De plus, les seuls multiples rationnels de a qui appartiennent a R sont +a, i.e. si
B € Ret f=qaavec g € Q, alors ¢ = +£1.

Remarque 13.15. — On a ainsi construit les «racines » ta € X (T') en les faisant apparaitre dans
le sous-groupe X(T') de X(T), ou T = T/S, est un quotient de T. On va construire les « coracines »
a¥ € X.(T) dans un certain sous-tore T, de T'. Introduisons pour cela la :

Définition 13.16 (Groupe dérivé). — Soit G un k-groupe algébrique conneze.

(i) Le sous-groupe fermé engendré par les commutateurs ghg~'h™!, pour g, h € G(k) est
appelé le groupe dérivé de G et noté Z(G); c’est un sous-groupe caractéristique.

(ii) On peut de plus montrer, et nous 'admettrons, que Z(G) est connexe.



Proposition 13.17. — Soit G un k-groupe algébrique connezxe réductif. Alors :
(i) Le radical rad(G) est un tore central S de G, qui est le plus grand tore central de G.
(ii) 2(G) NS est un groupe diagonalisable fini, i.e. un produit fini de groupes fi, .
(i) 2(G) est semi-simple, et l'on a rg-réd.(2(G)) < rg-réd.(G) — dim(S).

Démonstration. — (i) rad(G) est résoluble et connexe et rad(G), = {e} puisque G est
réductif, donc rad(G) est un tore S. Il est normalisé par G donc, par le th. de rigidité des
tores (12.8), il est central dans G. C’est le plus grand, car tout tore central est, a fortiori,
distingué donc contenu dans rad(G). Par ailleurs, S est contenu dans tout tore maximal 7’
de G, car S C Ce(T) =T.

(ii) On peut considérer G comme sous-groupe fermé d'un certain GL(V'). Sous I'action
de S, V se décompose en somme directe

V=V,® @V,

pour certains y; € X (5) et, S étant central dans G, chaque V; = V,, est un sous-G-module
(pour v € V;, g € G(k) et s € S(k), on a sgv = gsv = x;(s)gv). Donc on a :

G C GL(W}) x --- x GL(V;) et S CGpp X X Gy
ou dans le dernier produit, chaque G,, ;, désigne le groupe des homothéties de GL(V;).
Or 2(GL(V;)) C SL(V;) (et c’est en fait une égalité) donc on a
2(G) C SL(V;) x --- x SL(V;) et D(G)NS C frayk X -+ X fhdy ks

ot d; = dim(V;). Posant M = @._, Z/d;Z, on obtient donc que Z(G) N S est un sous-
groupe fermé de Dy, (M), donc isomorphe & Dy (M) pour un certain quotient M de M. Ceci
prouve (ii).

(iii) Soit Z le radical de Z(G). Comme Z(G) est caractéristique dans G, il en est de
méme de #Z, donc Z est contenu dans rad(G) = S, donc dans S N Z(G). Comme Z est
lisse et connexe, ceci entraine que Z = {e}, donc Z(G) est semi-simple.

Soit 7" un tore maximal de Z(G), contenu dans un tore maximal 7' de G. D’une part,
T =T/S est un tore maximal de G, donc

rg-réd.(G/S) = dim(T") — dim(S) = rg-réd.(G) — dim(S).

D’autre part, 'image 7" de 7" dans G est de méme dimension que 7", puisque 77 N S est
de dimension 0. On a donc

rg-16d.(2(G)) = dim(T") = dim(T") < rg-1éd.(G/S) = rg-1éd.(G) — dim(S).
Ceci prouve (iii). () O

Conséquences 13.18. — Revenons a notre groupe réductif 7, = Cg(S,) et posons
Go = 92(Z,). Comme Z, = Z,/S, est de rang réductif 1, alors G, est de rang ré-
ductif < 1, donc égal a 1 car G, n’est pas nilpotent (car sinon Z, serait résoluble).

Soit alors T}, un tore maximal (de dimension 1) de G,, contenu dans 7" (un tel tore existe,
car les tores maximaux de G sont conjugués et Z(G) est distingué dans G ; notons T}, son
image dans Z,. Comme T = T/S, est de dimension 1, on a T, = T et donc +a € X(T)
sont des caracteres de T, donc de Tj,.

De plus, I’égalité T, = T entraine que le morphisme de groupes T,, x So — T, (t, 5) > ts
est surjectif, donc T est engendré par T, et .S,.

(6)On verra plus loin que cette inégalité est en fait une égalité.
(M Ceci entraine, au passage, que l'inclusion S, C rad(Z,) est une égalité.



D’autre part, G, est connexe, non résoluble et de rang réductif 1, donc d’apres le théo-
reme 13.8, il est isomorphe a SLy ;, ou a PGLy . Il en résulte que

Lie(G,) = Lie(T,) ® go ® 9_q

et que G, contient un sous-groupe U, (resp. U_,) isomorphe & G, , normalisé par T, et
dont l'algebre de Lie est g, (resp. g_a).

De plus, d’apres les résultats pour SLyy et PGLyy, il existe un unique cocaractere o
de Ty, tel que (a, @) =2 et un élément n de G, (k) qui normalise T, mais ne le centralise
pas (donc qui induit sur T, 'automorphisme non trivial t — t_l). Comme T est engendré par T,
et le tore central S,, on a donc n € Ng(T)(k). Notons s, son image dans W (G, T) et
remarquons que I'action de s, dans X (7,,) échange o et —a.

Soit p € X,(T). Alors le cocaractere so(p) — p : 2z — nu(z)n " u(z)~! est a valeurs
dans 2(Z,) N'T; notons provisoirement H le sous-groupe fermé réduit de 7" engendré par
T(k) N Gu(k), c’est un sous-groupe diagonalisable lisse de T', donc sa composante neutre
HO est un tore. Or T, est contenu dans H et donc dans H®, d’ou T,, = H°.

Comme G, est réduit et connexe, alors tout cocaractere G, — Z(Z,)NT se factorise
par H et par H® = T,, donc s,(it) — p est & valeurs dans T, donc comme X, (T,) = Zuy,
il existe r € Z tel que

Sa() — = —rig,
ou i est le générateur de X, (7,,) tel que (a, p) soit > 0. Comme le couplage est bilinéaire
et W-invariant, on a

—r(oz,,u6> = <Sa<a)7:u> - (oz,,u> = _2<aau>'
Or, pour SLyj on a a¥ = pg, d’'ou r = («, pu) et
Y

rip = {a, i) po = (o, pa’
tandis que pour PGLyj on a o = 2u(, d’ou r = 2(a, i) et

rig = 2{a, g = (o, o’

a nouveau. On a donc dans tous les cas | s, (1) = u — (o, pya.

Comme le couplage est W-invariant et bilinéaire on obtient, pour tout x € X(7T) et
e X (T) :

(a2 1) = (X sabt) = (O 1) — (o, ) (x, o) = (x — (x, "), )

et comme le couplage est parfait ceci donne |s,(x) = x — (x, @")a.

Notation. — On note RY le sous-ensemble {a" | @ € R} de X,(T) et on lappelle 1'en-
semble des coracines de (G, T).

Remarque 13.19. — Rappelons (cf. la preuve de 13.10) que N = Ng(T') agit sur X, (7T')
et sur X (7") et que cette action se factorise par W = W (G, T) = N/T (car T agit trivialement) :
pour tout w € W, notant n,, un élément de N (k) dont I'image dans W est w, on a, pour

tout p € Xu(T), x € X(T) et t € T(k) :
(w - 1) () = (- ) (£) = npa(t)ng! (w - X)(£) == (ny - )(t) = x(ng' p(t)na).

Revenant a la décomposition g = h @ P ser 9p de g en T-espaces de poids, on voit que
les g sont permutés par l'action de W = W(G,T) : pour w € W et n,, € N(k) comme
ci-dessus, et pour tout f € R, X € gget t € T'(k), on a :

teng - X =ny - (ny'tny) - X = By tny)ng - X = (w- B)ny - X,



ce qui montre que n,(gs) C Gu(s) et donc n,(gs) = guw(s)- Pour tout w € W, on a donc
w(R) C Ret w™(R) C Rdou|w(R)=R.

De plus, comme n,(a) est la racine 8 = w(a), alors n,Gan,' égale G4 et donc sg, qui
est 'unique élément non trivial de W (Gp,T), coincide avec 1'élément n,s,n,', i.e. pour
tout x € X(T') on a :

X~ <X7 5v>6 = nwsan;l(X) = Ny (wle - <w71X7 av>a) =X <X7 U}(Oév»ﬁ
et donc |w(a’) = w(a)" |d’ou|w(RY) = RY | pour tout w € W(G,T). En particulier, pour
tout @ € R, on a|s,(R) = R|et |so(RY) = RY.

Lemme 13.20. — L’application o — o est bijective.

Démonstration. — Par définition, elle est surjective donc il suffit de montrer qu’elle est injective.
Supposons ¥ = Y. Alors so(3) = B — (8,a¥)a = B — 2a et de méme sg(a) = a — 23. Alors on
a:
sgsala) = —sg(a) =2 —a=a+2(8 —a)
spsa(B) = =B —2(a —2B) = 38 — 20,
et donc sgsq(B—a) = 38—2a— (28 —a) = B—a. Donc, supposant avoir montré que (sgsq)™ (o) =
a+2n(S — «a), ce qui est le cas pour n = 0,1, on obtient
(sgsa)" (@) =a+2(8—a)+2n(B—a) =a+2(n+1)(8 — ).

Donc, pour tout n € N, on a (sgsq)™ (@) = a+ 2n(f — a) et ceci est un élément de R. Comme R
est fini, ceci entraine que f — a =0, d’ou § = a. ]

On en déduit le :

Théoréme 13.21. — Soit G un k-groupe réductif connexe, T" un tore maximal, g, b leurs
algebres de Lie; considérons la décomposition de g en T'-espaces de poids :

g:h@@ga
a€R

(i) Pour tout o« € R, on a dimg, =1 et il existe un sous-groupe U, de G, isomorphe a
Gy et normalisé par T, tel que Lie(U,) = ga.

(i) Le quadruplet (X(T'), X.(T), R, R") est une donnée radicielle réduite, au sens
de la définition plus bas.

(iii) En particulier, R est un systéme de racines réduit dans le sous-espace vectoriel
V de X(T) ®z R qu’il engendre, et RV est le systéme de racines dual dans V*.

Définitions 13.22 (Systémes de racines et groupes de Weyl)
Soit V' un R-espace vectoriel. On dit qu’une partie R de V' est un systéme de racines si :

(i) R est fini, ne contient pas 0 et engendre V.
(ii) Pour tout a € R, il existe un élément o de V* tel que (o, @) = 2 et que I'involution

So de V' définie par | s,(v) = v — (v, a")« | laisse stable R.
(iii) Pour tout o, f € R, on a a¥(f3) € Z.

Dans ce cas, les a¥ sont uniquement déterminés et forment dans V* un systéme de racines
noté RY et appelé le systeme de racines dual.

Le groupe de Weyl de R est le sous-groupe W (R) de GL(V) engendré par les s,.
L’isomorphisme canonique GL(V) — GL(V*), g + g~!, envoie chaque s, sur s,v et

induit donc un isomorphisme canonique entre W(R) et W(RY).
Enfin, R est dit réduit si pour o, 5 € R I'égalité Ra = R entraine § = +a.
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Définition 13.23. — Une donnée radicielle est un quadruplet (M, MY, R, RY) ou :
a) M et MY sont deux Z-modules libres de rang fini, en dualité par un couplage parfait

()
b) R et RY sont des parties finies de M et MV, en bijection par une application o — "
telle que (o, @) = 2 et que les involutions s, et s,v de M et M"Y définies par :

\Y% \Y%

So(m) =m — (m,a")a, Sov(m”) =m" — (a,m")a

vérifient | s,(R) = R|et [sqv(RY) = R".

¢) On dit que la donnée radicielle est réduite si elle vérifie de plus la condition suivante :
si a, f € R vérifient Za N ZS # {0}, alors f = . Dans la suite, on ne considérera que des
données radicielles et systémes de racines réduits et 'on omettra 'adjectif « réduit(e) ».

Remarques 13.24. — 1) La condition (o, a") = 2 implique « # 0, pour tout a € R.
2) Soit V le sous-espace vectoriel de M ®7 R engendré par R. Alors R est un systéme de racines dans

V, et RV s’identifie au systéme de racines dual dans V*.
Définitions 13.25. — Soit (M, MV, R, RY) une donnée radicielle.

(i) Elle est dite semi-simple si le sous-groupe ZR a méme rang que M. On peut montrer
que ceci a lieu si et seulement si ZRY a méme rang que MV, donc cette condition est
symétrique en R et RY.

(ii) Elle est dite adjointe (resp. simplement connexe) si ZR = M (resp. ZRY = MY).

(iii) 11 existe des données radicielles semi-simples qui ne sont ni adjointes ni simplement connexes, par
exemple celle de SOs,,, pour n > 2. D’autre part, il peut arriver qu'une donnée radicielle soit a la fois
adjointe et simplement connexe (il y a essentiellement trois cas, nommés G, Fy et Eg).

Remarque 13.26. — La terminologie provient du fait que si G est un C-groupe algébrique réductif
connexe et si g = Lie(G), alors la donnée radicielle de G est :

(i) adjointe ssi G est isomorphe & son image par Ad dans GL(g).
(i) simplement conneze ssi le groupe de Lie G(C) est simplement connexe.

Exemples 13.27. — On a déja vu les données radicielles de SLy; et de PGLgyy : la
premiere est simplement connexe, la seconde adjointe.

Donnons un exemple de donnée radicielle non semi-simple. Soit G = GLyj, et T le tore
des matrices diagonales. On a X, (T') = Zuy @ Zpig, ot fy, pio : Gy — T sont définis par

wo =5 9) e me=(g Y

et X(T) = Zey @ Zey ou (g1,e2) est la base duale de (pq, o), i.e. pour tout élément
_ (= 0 on ae1(t) = z; et e9(t) = 29. On a
0 Z9

Lle(G) = Lle(T) ) kElQ ©® k’EQl

et pour tout ¢ comme ci-dessus, on a t - Ejy = 21251E12 = a(t)E2, ot a = 1 — &9, et
t- E21 = Oé(t)_lEgl.
De plus, on a Z(GLyy) = SLay et @Y = g — pig, i.e. pour toute k-algebre A et z € A* :

aV(z) = (g 291) € SLa(A).

(Pour les données radicielles de SL,, x, PGL,, 1, et GL,, %, voir [Po, §18.4], [Sp, 7.4.7] ou le TD no. 5.)




