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Classification des groupes réductifs sur un corps k
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(1) On fixe un corps de base k et une cloture algébrique k. Soit k, la cloture séparable
de k dans k, i.e. 'ensemble des A € k dont le polynéme minimal sur k£ n’a que des racines
simples. (On a k, = k si k est parfait, en particulier si car(k) = 0 ou si k est un corps ﬁni.) Alors
ks/k est une extension galoisienne, i.e. posant I' = Auty(ks), le sous-corps des invariants
kKl ={z € ks | Vy €T, v(z) = 2} égale k. On écrira I' = Gal(k,/k). (Pour tout ceci, voir
par exemple [BAlg, §V.10].)

Dans toute la suite, « k-groupe algébrique » signifie : « k-schéma en groupes G affine de
type fini, géométriquement réduit », i.e. G est donné par une k-algebre de Hopf A = k|G|
de type fini, telle que A; = A® k est réduite. Si X = Spec(B) est un k-schéma affine et
K un corps contenant k, on notera X ® K ou simplement X le K-schéma Spec(Bg), ou
By =B® K.

1. k-groupes réductifs

Définition 1.1 (k-tores). — Soit S un k-groupe algébrique.

(i) On dit que S est un k-tore de dimension r si S ® k est isomorphe au produit de r
copies de G, 7.

(ii) Attention, un k-tore de dimension r n’est pas nécessairement isomorphe a G
cf. exemples plus bas.

(iii) Si S =~ (G, k)", on dit que S est un tore déployé (de dimension 7).

r
m,k?

Exemple 1.2. — Supposons car(k) # 2. Soit  un élément de k qui n’est pas un carré
dans k. Le polynéme X2 — § a deux racines distinctes +v/6 dans & et elles sont donc dans
kg ; soit k' = k(\/g) I'extension quadratique correspondante. Pour toute k-algebre R, on a
R® kK = R® RVJ et Papplication qui & tout z = z + yv/d associe Z = x — yv/d est un
automorphisme de R-algebre; par conséquent lapplication z +— N(z) = 2z = * — dy? est
un morphisme de groupes G,,(R ® k') — k* ; notons S(R) son noyau, i.e.

S(RY={z+yVoe (RoK)" |2* —dy* =1}
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Ceci définit un k-foncteur en groupes, qui est représenté par la k-algebre (de Hopf) A =
k[X,Y]/(X?—=6Y?—1). En faisant dans k¥'[X, Y] le changement de variables T' = X 4++/0Y
et T" = X — /Y (C’est bien un changement de variables car X = (T +T")/2 et Y =
(T —T")/2+/3), on obtient que

Ap ~ KT, T)(TT' —1) = KT, T

et la loi de groupe est donnée par ¢, -ty = t1tg, i.e. Sy =~ Gy, 1r. Donce S est un k-tore de
dimension 1.
Par contre S n’est pas déployé. En effet, S est isomorphe au sous-groupe H de SLg

défini par
H(R) = { (g (Z/) € GLy(R) | 2° — 0y* = 1}

donc V' = k? est une représentation de S. Si S était isomorphe a G,  alors V serait somme
d’espaces de poids donc les éléments de S(k) seraient tous diagonaux dans une certaine
base de V. Or les valeurs propres (dans k') de la matrice ci-dessus sont x4 yv/9 et celles-ci
ne sont pas dans k (sauf si y = 0).

Remarque 1.3. — On peut montrer (voir plus bas) que les classes d’isomorphisme de
k-tores de dimension 1 non déployés sont en bijection avec les sous-groupes d’indice 2 de
I' = Gal(k;/k), i.e. avec les extensions quadratiques de k contenues dans k.

En particulier, si £ = R il existe a isomorphisme pres un unique R-tore de dimension 1
non déployé; c’est le groupe SO, g, dont les R-points sont :

S04(R) = { (z ‘xy) € GLy(R) | 22+ 42 = 1} .

Terminologie 1.4 (Données radicielles simplement connexes ou adjointes)

Soit #Z = (M, M, R, R) une donnée radicielle réduite.

(i) Son rang, noté rang(Z), est le rang des groupes abéliens libres M et MY =
Homy (M, Z).

(ii) Le rang semi-simple de %, noté rang. (%), est le rang du sous-groupe Q(R) = ZR
de M. On dit que Z est semi-simple si rang (#) = rang(#), ce qui équivaut a dire que
R (resp. RY) engendre M ® Q (resp. MY ® Q) comme Q-espace vectoriel.

(

iii) On dit que Z est simplement connexe, resp. adjointe, si ZR = M, resp. ZR" =
M. (Ceci entraine bien stir que % est semi-simple. )

(iv) Nous dirons que Z est irréductible si elle est semi-simple et si le systeme de racines
R est irréductible.

Définition 1.5 (k-groupes réductifs). — Soit G un k-groupe algébrique. On dit que
G est un k-groupe réductif si G ® k est un k-groupe réductif.

Dans ce cas, tous les tores maximaux de G ® k sont conjugués par G(k), leur dimension
commune est notée r et s’appelle le rang réductif de G; de plus, si T" est 'un d’eux
I'ensemble R des poids non nuls de 7' dans Lie(G) ® k est un systéme de racines et Z =
(X(T), X.(T), R, RY) est une donnée radicielle réduite dont la classe d’isomorphisme ne
dépend pas du choix de T. On dira que G est un k-groupe réductif de type Z ; son rang
réductif est alors r = rang(%).

Définition 1.6 (k-groupes réductifs déployés). — Soit G un k-groupe réductif de
type Z = (M, MY, R, R).



(i) On dit que G est déployé (sur k) s’il contient un k-tore déployé T' de dimension
r = rang(Z#). Dans ce cas, I'ensemble des poids non nuls de 7" dans g = Lie(G) est R et
I'ona %~ (X(T),X.(T),R,RY).

(ii) Attention, G' n’est pas nécessairement déployé, cf. exemple plus bas.
On admet la proposition suivante (cf. [SGA3, Exp. XXIII et XV 1.2] ou [Sp, §16.3]).

Proposition 1.7 (Unicité des groupes déployés). — Soit #Z une donnée radicielle
réduite. Il existe un k-groupe réductif déployé H de type X, unique a isomorphisme pres.

Exemples 1.8. — 1) GLy, SLyx, PGL, et le groupe symplectique Spy, ;. sont des k-
groupes réductifs déployés. Si car(k) # 2 et si J,, désigne 1'élément de GL, (k) dont tous
les coefficients sont nuls sauf ceux de la seconde diagonale qui valent 1 (i.e. J;; = 1 si
i+ j =mnet =0sinon), il en est de méme du groupe spécial orthogonal SO(.J,, ), défini par
SO(J,)(R) = {A € SL,(R) | *AJ, A = J,} pour toute k-algebre R. (On peut aussi définir
le groupe orthogonal déployé sur un corps de caractéristique 2, mais la définition est un
peu différente.)

2) Le R-groupe G = SO(3)g, défini par SO(3)(R) = {A € SL,(R) | *tAA = I3} pour
toute R-algebre R, est un R-groupe réductif de rang réductif 1 car G ® C est isomorphe
a SO(J3)c. Mais G ne contient aucun R-tore déployé T' ~ G,, g, car sinon le T-module
V = R3 serait somme directe d’espaces de poids, donc tous les éléments de T'(R) seraient
diagonaux dans une certaine base de V. Or tout élément f # idy de T(R) C SO(3)(R) est
une rotation, si elle est diagonalisable alors sa matrice dans une certaine base orthonormée

10 0 .
P est (8 o _01) ; alors un élément diagonalisable g de T'(R), commutant a f, ne peut étre

. e0 0 N
que 1'une des matrices (0 e 0 ), one?=1=¢?
00 ee
Remarques. — 1) 11 existe des données radicielles semi-simples qui ne sont ni simplement

connexes ni adjointes; par exemple celle du groupe SL,, /ftq%, ot d est un diviseur strict de
n, ou celle du groupe SO(Ja2,) pour n > 2.

2) Si # est une donnée radicielle simplement connexe (resp. adjointe) de systéme de racines R
et si R = Ry X--- X Ry, est la décomposition de R en produit de systemes de racines irréductibles,
alors Z est isomorphe au produit %1 X - - - X %y, ou chaque Z; est la donnée radicielle simplement
connexe (resp. adjointe) de type R;. Ceci explique I'importance des données radicielles simplement
connexes ou adjointes pour les questions de classification, car elles permettent de se ramener au
cas d’un systeme de racines irréductible. En dehors du cas simplement connexe ou adjoint, ceci
n’est pas toujours possibe, cf. 3) ci-dessous.

3) La donnée radicielle du k-groupe semi-simple G = (SLy, . X SLy, 1)/ ftn i, o1t le centre p,,  de
SL,, 1, est plongé diagonalement dans SL,, j, x SL,, ; ne se décompose pas comme un produit de
deux données radicielles irréductibles.

Tenant pour acquise la classification des données radicielles réduites Z, le principe de la classification
des k-groupes réductifs est le suivant : on fixe une donnée radicielle réduite Z et, notant H 'unique k-
groupe réductif déployé de type Z, on va chercher a classifier tous les k-groupes réductifs G de type %,
en montrant d’abord que G ® ks ~ H ® ks puis en procédant par « descente galoisienne » (cf. la section
suivante). Pour cela, on aura besoin de la description suivante du groupe d’automorphismes de H ® k; (et,
plus généralement, de H ® K pour tout corps K contenant k).

Rappels 1.9 (Morphismes de données radicielles). — Soient # = (M, M", R, R")
et # = (M',M",R',R") deux données radicielles. Soit f : M — M’ une application
Z-linéaire et ' f : M’V — MV sa transposée.



(i) On dit que f est un morphisme de # vers #’ si f induit une bijection de R sur R’
et 'f une bijection de RV sur R".

(ii) Un tel morphisme est appelé une isogénie si, de plus, f est injectif de conoyau fini.

(iii) On note Aut(Z) le groupe des morphismes bijectifs f : Z — Z; c’est un sous-
groupe de Autz(M) = GL(M).

Définitions 1.10 (Données radicielles épinglées). — Une donnée radicielle réduite
épinglée est un couple (Z,A), ou Z = (M, MY, R, R") une donnée radicielle réduite et
A est une base de R. Le groupe d’automorphismes de cette donnée épinglée est :

Aut(Z,A) = {f € Aut(Z) | f(A) = A}
Alors, on a le théoréme suivant (cf. [SGA3, §XXIII 6.7 et §XXIV 1]).

Théoréme 1.11. — Soit H un k-groupe réductif déployé de type # = (M, M"Y, R, R"),
et H,q le quotient de H par son centre. Pour tout corps K contenant k, notons </ (K) le
groupe des automorphismes du K -groupe algébrique Hy . Soient A une base de R et & son
diagramme de Dynkin.

(i) & (K) est isomorphe® au produit semi-direct Hoq(K) x Aut(Z, A).
(ii) Si H est semi-simple, on a Aut(Z,A) C Aut(2), et cette inclusion est une égalité
st H est simplement connexe ou bien adjoint.

Exemple 1.12. — Soit Z le diagramme de Dynkin de type A; x Ay, i.e. Z est formé de
deux points 1 et 2, sans aréte. On a Aut(Z) = Sy. Il y a quatre k-groupes semi-simples
déployés dont le diagramme de Dynkin est & :

H,. = (SLZ,k>27 H, = Hsc/,u2,k7 Hyq = (PGLQ,k)27 Hy, = SLQ,k X PGsz,

ou dans la définition de H; le centre py de SLyj est plongé diagonalement dans Hy. =
SLg ;. X SLy .. Pour tous ces groupes, le groupe d’automorphisme de Hy contient H,q(K) =
PGLy(K)?2 Dans les trois premiers cas, 'automorphisme non trivial de 2 se releve en un
automorphisme de H, qui est I’échange des deux facteurs, donc dans ces trois cas on a
2 (K) ~ Hu(K) x Sy.® Par contre, dans le cas de H, on ne peut échanger les facteurs
SLy ;. et PGLo, non isomorphes, et I'on a &7 (K) = Haq(K).

La fin de ce paragraphe peut étre omise en premiere lecture, ceci ne sera utilisé que pour
ramener la classification des k-groupes réductifs de type # au cas ou Z# est semi-simple et
simplement connexe, puis au cas ou & est irréductible.

Définition 1.13. — On dit qu'une donnée radicielle Z = (M, MV, R, RV) est « triviale » de
rang s si R = @, i.e. si Z est la donnée de deux groupes abéliens de rang s duaux I'un de l'autre
(M, MV), i.e. si Z est la donnée radicielle d’'un k-tore déployé S de dimension s.

On peut démontrer les résultats suivants (cf. [SGA3], §XXI.6 et §XXIV.1).

Théoréme 1.14. — Soient H un k-groupe réductif déployé de type Z, T un k-tore déployé de
dimension rang(Z), de sorte que Z ~ (X (T), X«(T), R, RY). Soit Z la composante conneze du
centre de H et soit Hy. l'unique k-groupe semi-simple déployé simplement connexe de type R ;
notons sc(Z) sa donnée radicielle. Soit A une base de R et 9 son diagramme de Dynkin.

(i) Z est le sous-groupe fermé Spec(kM) de T, ots M = X(T)/X(T) N QR. On note rad(Z%)
la donnée radicielle triviale (M,Homz(M,Z)).

(2)Pour obtenir cet isomorphisme, il faut fixer un « épinglage » de H, i.e. un k-tore déployé T de rang
rang(Z#) et pour tout o € A un générateur X, de Lie(H)q.

(3)Ceci montre que la condition « simplement connexe ou adjoint » est une condition suffisante, mais pas
nécessaire, pour avoir ’égalité Aut(Z,A) = Aut(2).



(ii) Posons H = 7 x Hg.. Il existe un morphisme surjectif canonique 7 : H — H, dont le
noyau est isomorphe a un sous-schéma en groupes fermé du centre de Hgc.

(iii) 7 correspond a un morphisme de données radicielles # — rad(Z) x sc(Z) et l'on a

Aut(Z,A) C Autz(M) x Aut(Z). Par conséquent, comme H et H ont le méme groupe adjoint
associé, on a pour tout corps K contenant k :

AutK_gpe(HK) - AUtK-gpe(ﬁIK)-

Remarques 1.15. — 1) Le dual de M s’identifie &8 R = {u € MV | (a, ) = 0, Yo € R}.

2) Posons N = (RV)t = {x € M | (x,a") = 0,Va € R} et notons 7 la projection M — M/N. Alors
(M/N,MY NQRY,n(R), RY) est une donnée radicielle semi-simple, notée dér(Z).

3) Posons P(RY) ={x € (M/N)® Q| (x,aY) € Z, Ya € R}. Alors sc(#) = (P(RY),ZR",7(R),R").

2. Descente inséparable

Soient H un k-groupe réductif déployé de type Z et G un k-groupe réductif tel que
G®k~ H®k. Le but de cette courte section est de montrer qu’alors on a déja G ® k, ~
H ® k. Si car(k) = 0 alors k, = k et il n’y a rien & montrer. On peut donc supposer que
car(k) = p > 0.

D’apres un théoréeme de Grothendieck ([SGA3, t. II, Exp. XIV, Th. 3.20], voir aussi [Sp,
Th. 13.3.6]), G contient un k-tore S de dimension r = rang(Z#). Posons A = k[S]. Alors
S @ k est déployé, et il suffit de montrer que S ® k, est déployé, car ceci entrainera que
G ® kg est un k-groupe réductif déployé de type &, donc isomorphe & H ® k, par unicité.
Posons A = 7.

Lemme 2.1. — I existe un corps L tel que ky C L C k et [L : ky] < oo et un isomor-
phisme d’algébres de Hopf ¢ : LA —+ A® L.

Démonstration. — Par hypothese, il existe un tel isomorphisme v : kA — A ® k. Notant

(x1,---,Xr) la base canonique de A = Z" on peut écrire :
N
V) =Y a; @ N
j=1

avec a;; € Aet \j; € k. Le sous-corps L de k engendré sur k, par les \;; est de degré fini sur
ks et v induit un isomorphisme ¢ de LA sur une sous-L-algebre de Hopf A" de A;, = A® L.
Et, comme A’ @7 k =Im(¢)) = A® k = ApL ® k, on a nécessairement A’ = Aj. O

D’autre part, comme k; est la cloture séparable de k dans k alors tout « € L est radiciel
sur kg, i.e. il existe n € N tel que 2" € k,. On en déduit qu’il existe une suite de sous-corps

ks=KoCK,C---CK,,=1L
telle que chaque K soit radiciel d’exposant 1 sur K;_1, c.-a-d. 2P € K;_ pour tout =z € K,

condition qu’on écrit : K¥ C K; 1. (Pour tout ceci, voir [BALg, Chap. V, §5 et §7].) En procédant
par récurrence sur m, on voit donc qu’il suffit de démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.2. — Soient K C L des corps contenant k, et tels que LP C K. Alors
tout isomorphisme de L-algébres de Hopf ¢ : LA —+ A ® L envoie A dans A ® K donc
provient d’un isomorphisme de K -algébres de Hopf KA —+ A® K.

Pour démontrer la proposition, on a besoin de la généralisation suivante de la théorie de
Galois, due a Nathan Jacobson (cf. [BAlg, §V.13]).



Définition 2.3. — Soit K C L une extension de corps. L’ensemble g = Derg (L) des K-
dérivations de L est I'ensemble des applications K-linéaires 0 : L — L telles que d(ab) =
d(a)b + ad(b) pour tout a,b € L.

Noter que cette condition entraine que 9(1) = 9(1)4+9(1) d’ou (1) = 0 et donc d(a) =0
pour tout a € K puisque 0 est K-linéaire. Notant L9 = {x € L | V0 € g, d(z) = 0}, on a
donc K C LS.

(Si 9,0 € g, on vérifie facilement que le crochet [9,0'] = 90 & — & o § appartient & g, donc g est une
sous-algebre de Lie de Endg (L).)

Proposition 2.4. — Awvec les notations précédentes, supposons que car(K) = p et que
Uextension L/ K soit radicielle de hauteur < 1, i.e. telle que zP € K pour tout z € L. Alors
onal®=K.

Conservons les hypotheses de la proposition précédente. Pour tout K-espace vectoriel V,
I'espace vectoriel V, = V ® L est muni d’une action de g, définie par dy (v®z) = x®0(x),
pour tout v € V., x € L et 0 € g. Identifiant V & V ® 1, on obtient le :

Corollaire 2.5. — V égale V ={w €V, |VO € g, I(w)=0}.

Démonstration. — En effet, l'inclusion C est claire. Réciproquement, soit w € V7. On peut
écrire w = Z?zl v; ® a; avec a; € L et les v; € V linéairement indépendants. Alors ’égalité

0=0(w) = v;®0(a;)
i=1
entraine que d(a;) = 0 pour tout 0 € g, d'ou a; € K d’apres 2.4 et donc w € V. ]

La construction précédente est clairement fonctorielle, i.e. pour toute application K-
linéaire f: U -V onadyo(f®idy)=f®0=(f®idy) o dy. En particulier, si V = A
est une K-algebre, alors pour tous a,b€ Aet \,u € L, posant c =a®@ X et y=0® pu, on
a pour tout 0 € g :

d(zy) = dab@ Ap) = ab@ (M) = (a@IN))(b@ pu) + (a@N) (b I(1n)) = 9(x)y + xd(y),
donc 94 est une K-dérivation de A.

A® L

On peut maintenant démontrer la proposition 2.2 : soit x € A et y = ¢(x) € A® L.
Derg (L).

Notons Ay (resp. A) la comultiplication de A (resp. de LA) et soit 0 € g
Comme ¢ est un morphisme d’algebres de Hopf, on a :

AA(0a(y)) = (Aa00a09)(x) = (Oapac Dacd)(x) = (Oapac(9®¢)oA)(x) =y ®y)

et comme 0 = Jgga est une dérivation de A ® A, on a :

yoy)=0((ye D1 ey) =y ©y+y @)

Et comme =1 = ¢(x ') vérifie Aa(y!) =yt @y~ !, on obtient que x = y~'d(y) vérifie
Agz) =z 1+1®x.

Donc x définit un morphisme de L-algebres de Hopf L[G, 1] = A® L, i.e. un morphisme de
L-groupes algébriques S ® L — G, 1. Par extension des scalaires, on obtient un morphisme
de k-groupes algébriques de S®k =~ (G, z)" vers G, 7, qui est nécessairement trivial puisque

(G,,5)" est diagonalisable et G,z unipotent. Donc x = 0.



Une autre fagcon de montrer que z = 0 est la suivante. Notant 2’ = ¢~ '(x) € LA, on peut écrire de
facon unique 7’ = Z#E A Cult, avec les ¢, dans L et nuls sauf pour un nombre fini d’indices. L’égalité
A(r')=2'"® 14+ 1® z’ donne alors :

ZCMN®M:Z%N®1+21®CMN:(Cl"'zcuﬂ)@l"‘ZC#@ﬁ“
Iz 1 1

Iz pF#L
Comme les p/ ® p sont linéairement indépendants, on en déduit que ¢, = 0 pour p # 1, puis que ¢; = 0,
d’ott ' = 0 et donc z = 0.
Comme 0 =z = y~'9(y), on obtient d(y) = 0 pour tout d € g, donc y = ¢() appartient
a A d’apres 2.5. 1l en résulte que ¢p(A) C A, donc ¢ induit un isomorphisme de KA sur une
sous-K-algebre A’ de A, et comme A’ ® L = ¢(LA) égale A® L, on obtient que A" = A.
Ceci acheve la preuve de la proposition 2.2.

Par conséquent, on a obtenu le théoreme suivant :

Théoréme 2.6. — Soient H un k-groupe réductif déployé de type # el G un k-groupe
réductif qui est isomorphe a H surk, i.e. tel que Gk ~ HRk. Alors G est déja isomorphe
a H sur kg, i.e. ona GR ks~ H® k.

3. Descente et cohomologie galoisiennes

Soit K /k une extension galoisienne, de groupe de Galois I'. (On n’impose pas [K : k] < oo,
en particulier on pourra prendre K = k:s.)

Définition 3.1 (Actions continues de I'). — Une action de I" sur un ensemble X est
dite continue si, pour tout z € X, il existe une extension galoisienne finie L, /k telle que
le sous-groupe A, = Gal(K/L,) = {y € T' | VA € L., v(\) = A} soit contenu dans le
stabilisateur I', de =x.

Comme I'/A, ~ Gal(L,/k) est fini, ceci entraine en particulier que l'orbite 'z est finie.

Remarque 3.2. — La terminologie s’explique comme suit : on munit I' d’une structure de groupe topolo-
gique en déclarant qu’un sous-groupe est ouvert ssi il contient un sous-groupe Gal(K /L) pour une certaine
extension galoisienne finie L/k. (Si K/k est elle-méme finie, on peut prendre L = K et l'on obtient ainsi
la topologie discrete.) Alors, munissant X de la topologie discréte, la condition plus haut équivaut & dire
que pour tout x € X lapplication I' = X, v — ~x est continue.

Soit U un k-espace vectoriel et V = K ® U. L’action de I" sur V, définie par y(A® u) =
¥(A) ® u, vérifie les deux propriétés suivantes :

(1) Elle est semi-linéaire, i.e. pour tout v € Vet A € K, on a y(Av) = v(A\)y(v).

(2) Elle est continue : en effet, soit v € V', on peut écrire v = Z?:l A Qu,; aveec u; € U

et \; € K, alors les \; sont contenus dans une sous-extension galoisienne L de degré fini
sur k et I';, contient Ay, = Gal(K/L).

Définition 3.3 (Actions semi-linéaires de I' sur un K-ev)
Soit V un K-ev muni d’'une action continue de I'. On dit qu’elle est semi-linéaire si
elle vérifie la premiere condition plus haut :

(1) Pour tout v € Vet A € K, on a y(Av) = y(A)y(v).
Ceci, combiné avec I’hypothese de continuité, entraine la propriété suivante :

(2") Pour tout v € V, il existe une extension galoisienne finie L/k et un L-sev E C V de
dimension finie, contenant v et stable par I', tels que I'action de I' sur E se factorise par le
quotient fini Gal(L/k) =T/A, ou A = Gal(K/L).

En effet, soit L/k une extension galoisienne finie telle que A, = Gal(K/L) soit contenu
dans T',. L’orbite T'v est finie, notons-la T'v = {y;(v) | ¢ = 0,...,n} et soit F le L-sev



de V qu’elle engendre. D'une part Ay est distingué dans I' et contenu dans I', donc dans
L) = ’yiFvvi_l pour tout ¢; d’autre part tout w € E s’écrit w = >, \;;(v) avec \; € L,
donc pour tout y € ' on a :

Y(w) = ZV(%)V%(U) = ZV(%)%(U)-

Ceci montre que E est stable par ' et que Ay y agit trivialement.

Notation. — Si V est un K-ev muni d’une action semi-linéaire continue de I', on pose
Vi={veV|vyel, ~()=uv}
C’est un k-sev de V.

Lemme 3.4. — Soient U un k-ev et V = K @ U muni de l’action de I' définie plus haut.
Alors :

(1) VI =U.

(2) Soit W un K-sev de V. Alors : W est T'-stable < W = K @ W'.

Démonstration. — (1) Soit v € VI, écrivons v = YN @ uy, avee A € K et les
linéairement indépendants dans U. Alors, pour tout v € I', I’égalité v = 7(v) entraine
v(\:) = \; pour tout ¢, donc les )\; sont dans K' =k, d’ou v € U.

(2) L’implication < est claire, prouvons =. D’aprés ce qui précede, £ = W' est un
k-sev de U ; notons F' un supplémentaire de E dans U. AlorsonaV = (KQE)®(K®F)
et K ® E C W. Si cette inclusion était stricte, il existerait w € W — {0} s’écrivant :

(%) W=MQfi+ - +I® fn

avec \; € K, les f; linéairement indépendants dans F, et n minimal (d’ou \; # 0 pour
tout 7). Remplagant w par A\ 'w, on se ramene au cas ou \, = 1. Soit 7 € I'; comme W

est ['-stable alors
n—1

Y(w) —w = Z(V(Az) —Ai) ® f;
i=1

appartient a W, et par minimalité de n ceci entraine que y(w) = w pour tout v, d’ou
w € F ce qui contredit (x). Cette contradiction montre que 'inclusion K ® E C W est une
égalité. O
Proposition 3.5 (Lemme de Dedekind). — Soit A, L deux k-algébres, L étant un
corps. L’ensemble Xy (A, L) des morphismes de k-algébres A — L est une partie libre du
L-espace vectoriel Homy (A, L).

Démonstration. — Supposons qu’on ait une égalité p1x1+ -+ -+ tnxn = 0, avec u; € L, les
X; dans X (A, L) deux a deux distincts et n minimal. Alors p; # 0 pour tout ¢ et n > 1.
Comme x,, # x1, il existe a € A tel que y,(a) # x1(a). Alors, pour tout b € A on a :

XAME:MM®%=0=§:MMWMZE:MMWMAQ

d’on, par soustraction, Z;:ll 11: (Xn(a) = xi(a)) x; = 0. Comme le coefficient de y; est non
nul, ceci contredit la minimalité de n. O

Définition 3.6 (k-structures sur un K-ev). — Soit V un K-ev. On dit qu'un sous-
k-ev Vi de V' est une « k-structure » sur V si 'application naturelle K ® Vj — V est un
isomorphisme.

Théoréme 3.7 (Descente galoisienne des K-ev). — Soit V un K-ev muni d’une ac-
tion semi-linéaire et continue de I' = Gal(K/k). Le k-sev V' est une k-structure sur V.



Démonstration. — Posons Vy = V! et soit ¢ 'application naturelle K ® V;, — V. Pour
tout v € I', notons vy (resp. yy) 'automorphisme semi-linéaire de K ® Vj (resp. de V)
défini par 7. Alors, pour tout vg € Vp et A € K on a:

(W 0 @) (A @) =y (Avg) = Y(AN) v (vo) = Y(A)vo = (¢ 0 70) (A @ g).

Par conséquent, on a vy, 0 ¢ = ¢ oy et il en résulte que le noyau W de ¢ est stable par
I'action de I' sur K ® V. D’apres le lemme 3.4, on a donc W = K ® W, pour un certain
k-sev Wy de Vy. Or pour tout z = 1 ® wg € Wy, on a 0 = ¢(z) = wy, d’ou x = 0. Donc
Wo=0et W =0, i.e. ¢ est injective.

Montrons que ¢ est surjective. Soit v € V. Par hypothese, il existe une sous-extension
galoisienne L/k de degré fini et un L-sev E de V' de dimension finie contenant v et I'-stable
tels que, notant A le sous-groupe distingué Gal(K /L), I'action de I" sur E se factorise par
I'=Gal(L/k) =T/A.

Alors Ey = E¥ = EV C Vj, donc il suffit de montrer que I'application L @ Ey — E est
surjective. Soit f : £ — L une forme linéaire nulle sur Ej et soit x € E fixé. Pour tout
A € L, I'élément

yr = ZV(M) = Zv(k)v(w)

appartient a Fy donc on a :

0= () = D FO@)O) = (D a7 (),
~el ~el
ot ay = f(y(x)). D’apres le lemme de Dedekind, on a a, = 0 pour tout ~y, d’oli en particulier
0 = a; = f(z). Ceci montre que toute forme linéaire f : E — L nulle sur Ejy est nulle, donc

Ey engendre E comme L-espace vectoriel et donc L ® Ey — FE est surjectif. Ceci acheve la
preuve du théoreme. O

Terminologie. — Dans la suite, lorsqu’on parlera d’une « action » de I" sur un K-espace
vectoriel, il sera sous-entendu (sauf mention du contraire) que I'action est semi-linéaire et
continue.

Lemme 3.8. — Soient Vi, V, deux K-ev avec une action de T'. Alors Wy = VI @ V] est
une k-structure sur W =V, Qg Vo et l'on a donc

(Vl QK VQ)F = Vlr (29 VQF.

Démonstration. — D’apres le théoréme précédent, on a V; = K ® Vi pour i = 1,2. Alors
on a un isomorphisme canonique :

ViogVe-—— KoV eV, A Q1) kg (L@ v2) = A\t ® v ® vy

donc W, est une k-structure sur W, et via l'identification plus haut on a W = Wy, O

Corollaire 3.9. — Soit A un K-espace vectoriel muni d’une structure algébrique donnée,
d’un des types ci-dessous :

(1) une structure de K-algébre associative avec unité, de dimension finie sur K,
(2) une structure de K-algébre de Hopf de type fini commutative,

et munie d’une action de T' respectant cette structure (a la semi-linéarité prés). Alors AT
est une k-algébre du méme type et l'on a A = K @ AL,
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Démonstration. — Posons Ay = A'. D’apres le théoreme précédent, I'application K-
linéaire K ® Ay — A est bijective, donc il suffit de montrer que Ay est une sous-k-algebre
(de Hopf) de A.

Soit 1 I’élément unité de A. L’hypothese que I' respecte la structure d’algebre signifie,
dans les deux cas, que v(1) = 1 et y(ab) = y(a)y(b) pour tout v € I' et a,b € A. Il en
résulte que Ay contient 1 et est stable par multiplication.

Dans le cas (2), notons A, e, 7 la comultiplication, 'augmentation et 'antipode de A.
L’hypothese est que I'on a de plus (7 ® v)A = Ay, v = ey et y7 = 77 pour tout v € T.
Les deux dernieres conditions entrainent que e(Ag) C K' =k et 7(Ay) C Ap. La premicre
entraine, en tenant compte du lemme précédent, que A(Ay) C Ay ® Ap. m

Pour toute k-algebre A d’un des types (1) ou (2) plus haut, on a les deux définitions
suivantes.

Définition 3.10 (Le foncteur en groupes o7/ (L) = Aut_aq (L ® A))

Pour tout corps L contenant k, posons A, = L ® A; ¢’est une L-algebre du méme type
et 'on notera o7 (L) le groupe de ses automorphismes de L-algebres.

Pour tout k-morphisme L — L', tout L-automorphisme « de Aj, se prolonge de facon
unique en un L'-automorphisme o’ de A, = L' ®, Ay (défini par o/ (N ®@pa) = N @ afa)) et
I'on obtient ainsi un morphisme de groupes o7 (L) — o/ (L), qui est injectif (car si o/ = id
alors o = id).

On obtient ainsi un foncteur en groupes L — o7 (L).

Définition 3.11 (Action de Gal(K/k) sur «/(K)). — L’action de I' = Gal(K/k) sur
Ax = K ® A est continue. Elle induit une action par conjugaison de I' sur &/(K) : en
effet, pour tout a € &7 (K), application Yoo = yoa oy~ : Ax — Ak respecte la structure
d’algebre et est K-linéaire, car pour tout a € Aet A € K on a :

(Ca)A@a) = (yoa)( ' (V) ®a) L y(v (Nala) 2 A(yoa)(a) 2 A ala),

ou 'on a 'égalité (1) car a est K-linéaire, (2) par semi-linéarité de laction, et (3) car
a=1® a égale v !(a).

Ceci est une action par automorphismes de groupe, i.e. pour tout v € I' et «, f € & (K)
on a:

YaB) =vapy = (vay H(By7Y) ="a"B.

Comme on a supposé A de type fini sur k, cette action est continue. En effet, soit
x1,...,%, un systeme de générateurs de A comme k-algebre, alors tout a € o7 (K) est dé-
terminé par ses valeurs sur les z;. Fixons a € &/ (K) ; il existe une extension galoisienne finie
L/k telle que les a(x;) appartiennent tous a L ® A, alors pour tout v € Ay = Gal(K/L),
a et Ya coincident sur zy,...,z, donc sont égaux. Ceci montre que le stabilisateur I',
contient Ary,.

De méme, si o € o7 (k) C </(K), i.e. si a provient d'un automorphisme «qy de A, alors
pour tout a € A on a a(a) = ap(a) € A, d'ou y(a(a)) = a(a) et donc "o = « pour tout
vyel.

Réciproquement, si o € o7 (K) est invariant par I', alors le calcul précédent montre que
a envoie A dans A, donc induit un isomorphisme g de A sur une sous-algebre A’ de A, et
comme A’ @ K = a(Ag) égale Ak, on obtient que A’ = A, i.e. oy appartient a <7 (k). On
a donc obtenu :

A (k)= (K)' ={ac d(K)|Vyel, "a=al.
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Remarque 3.12. — FEn fait, les raisonnements plus haut montrent que, A étant de type fini sur k, le
groupe o/ (K) est la réunion des sous-groupes &7 (L), pour L parcourant les extensions galoisiennes finies
L/k contenues dans K/k (ce qui entraine la continuité de 1’action de T).

Définition 3.13 (1-cocyles et H'(T',.«/)). — Soit &/ un groupe, muni d’une action
continue de I' par automorphismes de groupes.

(i) Un 1-cocycle (de I' a valeurs dans o) est une application ¢ : I' — & vérifiant la
condition suivante :

(f) Vy,y €T, c(vy) =c(v)7e(y)

et qui est continue en un sens qu’on va préciser. Notant er 1’élément neutre de I' et e
celui de &7, la condition (1) entraine c(er) = e, et la continuité de ¢ signifie qu'il existe une
extension galoisienne finie L/k telle que ¢(yv') = ¢(y) pour tout 7/ € Ay = Gal(K/L). On
note Z'(T", &) I'ensemble des 1-cocycles.

(ii) Pour tout a € 7, I'application ¢, : v — a~!7a est un 1-cocycle. ® Comme T agit
par automorphismes de groupe on a y(e) = e pour tout 7, et donc ¢, est I'application
constante de valeur e, qu’on notera simplement e.

(iii) Deux cocycles ¢, ¢ sont dits équivalents s'il existe a € < tel que c(y) = a~*c(v) a
pour tout . En particulier, on dit qu'un cocyle ¢ est trivial s’il est équivalent a e, i.e. s’il
existe a € o7 tel que ¢ = ¢,.

(iv) On note H'(T', o) Pensemble des classes d’équivalence de cocycles; ce n’est pas un
groupe en général, mais il est « pointé » par la donnée de la classe des cocycles triviaux.

(v) Silaction de I' sur o est triviale, un cocycle n’est autre qu’'un morphisme de groupes
I' - & et HY(T', o) est ensemble de ces morphismes pris & conjugaison prés par un
élément de <.

Remarque 3.14. — Si o/ est abélien la condition de cocyle s’écrit ¢(y') = ¢(y) + 7e(y’) et Pon voit
que si ¢, ¢ sont des cocycles il en est de méme de ¢ — ¢, donc Z}(T, &) est un groupe abélien. De plus,
'application 9 : a — ¢, est un morphisme de groupes, de noyau &1 = {a € & | Vy € T, "a = a}, et deux
cocycles ¢, ¢’ sont équivalents ssi ¢ — ¢’ € Im(9). On a donc une suite exacte :

0 e o —2

Z\T, o) —= HY(T, of ) — 0.

Soit maintentant H un k-groupe réductif déployé, Z sa donnée radicielle, épinglée par
le choix d’une base A du systeme de racines, Z(H) le centre de H et H,g = H/Z(H) le
k-groupe semi-simple déployé de type adjoint associé a H. Pour tout corps L contenant
k, notons &/ (L) = Autp gpe(H ® L). On a vu dans la section 1 que &7 (k) contient un
sous-groupe isomorphe a Aut(Z#,A) et que 'on a un isomorphisme

A (L) ~ Hoa(L) x Aut(Z,A)

pour tout L.
D’autre part, rappelons que K C k, est une extension galoisienne de k, de groupe de
Galois T'.

Définition 3.15 (k-formes). — (1) Soit G un k-groupe réductif. On dira que G est une
K /k-forme de H si les K-groupes algébriques G ® K et H ® K sont isomorphes ; lorsque
K = ks, on dira simplement k-forme. Comme k[H] est une k-algebre de Hopf de type
fini on voit alors, comme dans la démonstration du lemme 2.1, qu’il existe une extension
galoisienne finie L/k telle que G @ L ~ H ® L.

(“)Comme I'action de I' sur .7 est continue, I', contient un certain Ay et 'on a bien cq(vy") = cq(7) pour
tout 4" € Ap.
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On dit que deux K/k-formes G et G’ sont isomorphes s’il existe un k-isomorphisme
G~G.

(2) D’autre part, soit A une k-algébre associative avec unité, de dimension n? sur k. On
dit que A est une K/k-forme de Ay = M, (k) si A® K est isomorphe comme K-algebre
a Ay ® K = M,(K); lorsque K =k, on dira simplement k-forme. Comme plus haut, on
voit que toute k-forme de Aj est une L/k-forme, pour une certaine extension galoisienne
finie L/k.

(3) Plus généralement, ces définitions valent pour toute espece de structure algébrique
pour laquelle I'extension des scalaires a un sens. Par exemple, si car(k) # 2 alors toutes
les formes quadratiques non dégénérées sur k™ deviennent isomorphes sur ks a la forme
quadratique déployée @ associée a la matrice .J,, de 1.8,(>) donc toute forme quadratique
non dégénérée sur k™ est une k-forme de ().

Théoréme 3.16. — Avec les notations précédentes, posons o/ (K) = Autg gpe(Hg) et
(K) = Autgag(M,(K)). Alors on a des bijections :

actions de T sur K ® k[H|
{ K/k-formes de H } < < par automorphismes de Hopf, » +» H'(T, o/ (K))

a isomorphisme pres .o .
a équivalence pres

{ K /k-formes de M, (k)

actions de T sur M,,(K)
\ . . \ } H
a isomorphisme preés

par automorphismes d’algeébre, » <+ H'(T', 4 (K)).
a équivalence pres

Démonstration. — Traitons le premier cas, le second étant similaire. Posons A = k[H]
et & = o/ (K). Pour abréger, on dira « action » de I' sur Ax au lieu de « action par
automorphismes d’algebres de Hopf ».

Soit donnée une telle action. Alors les éléments invariants A% forment une k-algebre de
Hopf B et, d’apres le théoreme 3.7, on a K®B = Ag. Il est clair que B est géométriquement
réduite car B&k = A®k est réduite. Montrons que B est de type fini sur k. Soit z1, ..., x,
un systeme fini de générateurs de Ax = By ; écrivons x; = Y . \;;®b;; avec \;; € K, b;; € B
et notons By la sous-k-algebre de B engendrée par les b;;. Alors K ® B, contient les z;
donc égale Ax = K ® B et il en résulte que By = B. Par conséquent G = Spec(B) est une
k-forme de H.

On dit que deux actions de I' sur Ay, notées * et *', sont équivalentes s'il existe o € o tel
que a(y*a) = v+ a(a) pour tout a € Ag et v € I'. Dans ce cas, a induit un isomorphisme
de k-algebres de Hopf entre B, 'algebre des invariants pour I'action %, et B’, celle pour #/,
et donc les k-formes G et G’ obtenues sont k-isomorphes. On obtient ainsi une application
dans le sens <.

Enfin, soit G une k-forme de H et B = k[G]. Choisissons un isomorphisme de K-algebres

de Hopf ¢ : Bx — Ag. Notant y5 l'action standard de v sur By = K ® B définie par
vB(A ® b) = v(\) ® b, définissons une nouvelle action de I' sur Ag, notée *,4, par :

v*p (a) = (¢poyp o) (a).
(C’est bien une action semi-linéaire par automorphismes de Hopf, et elle est continue car pour tout z € Ax
le stabilisateur I'; = T'4-1(, contient un certain Ay = Gal(K/L).) Cette action dépend du choix de
'isomorphisme ¢, mais si ’on prend un autre isomorphisme 1) : Bx — Ak alors a = ¢¢~*
appartient a o7 et pour tout a € Ax et v € I' on a a(y x4 (a)) = 7 *y4 (a(a)), i.e. les deux
actions *4 et *, sont équivalentes. On obtient ainsi une application dans le sens —. De

5)Voir 3.25 plus loin.



13

plus, comme ¢(vp(x)) = v*4 ¢(z) pour tout € B, on voit que ¢ induit un isomorphisme
de k-algebres de Hopf entre B et les invariants dans Ax pour l'action *,, donc les deux
applications sont inverses l'une de 'autre. Ceci établit la premiere bijection.

Ensuite, on passe des actions aux cocycles comme suit. Fixant une application ¢ : I' — o7,
notons p.(y) I'automorphisme semi-linéaire c(7) oy de Ax (ot le v de droite agit sur Ax par
Paction standard y(A ® a) = y(\) ® a), alors on a

pe(Vpe(v) = c(¥)ve(y' ) = e(v) "e(v) v
et ceci égale p.(v7') si et seulement si ¢ vérifie la condition de cocycle. On obtient ainsi
une bijection entre actions de I' sur Ag et 1-cocycles a valeurs dans 7, et elle préserve les
relations d’équivalence car pour « fixé dans &7, ’égalité

c(y)y = pe(v) = a ' pl(y)a = o (y)ya

équivaut a c(y) = a ' (y)yay™! = a7l (y) Ya i.e. a 'équivalence de ¢ et /. Ceci acheve
la preuve du théoreme. O
Remarque 3.17. — La notion de 1-cocycle a valeurs dans o/ (K) peut sembler plus compliquée

que celle d’action semi-linéaire de T sur Ag. Mais 'avantage des cocycles est que l'on s’est
débarassé de 1'objet Ak, en ne conservant que 'action (par conjugaison) de I' sur &/ (K). Par
conséquent si I'on trouve, pour un autre type de structure ou l’extension des scalaires fait sens,
un k-objet S tel que le groupe d’automorphismes de Sk soit 7 (K), avec la méme action de T,
alors on aura des bijections :

K /k-formes de H
a isomorphisme pres

} < HYD, o (K)) < {

et donc la classification des K /k-formes de H pourra se faire en classifiant les K /k-formes de S.
On en verra bien des exemples dans ce qui suit.

K /k-formes de S }

a isomorphisme pres

Commengons par des exemples ou o7 (K) = &7 (k) = o/, auquel cas l'action de I' sur .o
est triviale. Dans ce cas, on a vu que H!(T', &) est ensemble des classes d’équivalence de
morphismes de groupes I' — &/, deux morphismes étant équivalents s’ils sont conjugués
par un élément de 7.

Définition 3.18 (Groupes de type multiplicatif). — Soient M un groupe abélien de
type fini et G un k-schéma en groupes de type fini. On dit que G est un k-groupe de type
multiplicatif de type M si G ®@ k ~ D(M); = Spec(kM). (Si M = 77, ceci signifie que G
est un k-tore de dimension r.)

Comme dans la proposition 2.2, on peut montrer qu’alors on a déja G ® ks ~ D(M);, =
Spec(ksM), donc G est une k-forme de H = Spec(kM). Comme Auty g,0(Hy) = Auty (M)
pour tout corps L, on obtient la proposition suivante.

Proposition 3.19. — Soit M un groupe abélien de type fini, H = Spec(kM), I' =
Gal(ks/k).

(i) Les classes d’isomorphisme de k-formes de H sont en bijection avec les morphismes
de groupes I' — Auty (M), pris a conjugaison pres.

(ii) En particulier les classes d’isomorphisme de k-tores de dimension r sont en bijection
avec les morphismes de groupes I' — GL,.(Z), pris a conjugaison pres.

(iii) En particulier, les classes d’isomorphisme de k-tores non déployés de dimension 1
sont en bijection avec les extensions L/k de degré 2 contenues dans k.

Démonstration. — (i) découle de ce qui précede et (ii) en est un cas particulier. Prouvons
(iii). Comme GL;(Z) = {£1} est commutatif, les k-formes de G,,, j, & isomorphisme pres,
sont en bijection avec les morphismes de groupe I' — {£1} ; le morphisme trivial correspond
a Gy, et chaque morphisme non trivial est déterminé par son noyau A, car il y a alors
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un unique isomorphisme I'/A — {#1}. Or, d’apres la théorie de Galois, les sous-groupes
A C T d’indice 2 sont en bijection, via A + k2, avec les extensions L/k de degré 2

contenues dans k. O

Définition 3.20 (Action de Gal(K/k) sur les K-points d’un k-groupe G)

Soit A une k-algebre de type fini, X = Spec(A). L’action naturelle de I' sur Ay = K® A
induit une action de I' sur X (K') = Homg a4 (Ax, ), définie par v -2 =ygox o fyg}l(.

Si l'on choisit un systéme de générateurs de A, i.e. une surjection k[Xy,..., X,] — A,
i.e. une immersion fermée de X dans un espace affine A7, alors pour tout = (zy,...,2,) €
X(K) on a simplement v -z = (y(z1),...,7(z,)). En effet, on a :

(7-2)(1® X;) = v (2(1 @ X;)) = ().
Ceci montre que I'action sur X (K) est continue, car pour chaque z ses coordonnées z;
appartiennent a une extension galoisienne finie L/k, donc le stabilisateur I', contient Ap.

Evidemment, cette action de I' est « fonctorielle », i.e. si B — A est un morphisme de
k-algebres, correspondant a un morphisme 7 de X vers Spec(B), alors pour tout z € X (K)
et vy €T, onan(y(zr)) =y(w(r)).

Maintenant, si G est un k-groupe algébrique et A = k[G], I agit sur Ax par automor-
phismes d’algebre de Hopf, donc agit sur G(K') par automorphismes de groupes. Si I'on
considere G comme sous-groupe fermé d’un certain GLy , alors pour tout g = (gij)1 <ij<N
on a simplement 7 - g = (7<gij))1gi,j§N' En effet, k[GLyx] = k[Xi;, dét™"] et pour tout

g € GLy(K) on a (v-9)(1® Xj5) = 7x(9(1 ® Xz-j)) = 7(¢gi;). Enfin, si 7 : G —» &
est un morphisme de k-groupes algébriques alors pour tout ¢ € G(K) et v € T' on a

m(v(9)) = v(7(g))-

Remarque 3.21. — Attention, laction de T' sur G(K) dépend du k-groupe G, et pas seulement du K-
groupe G . Par exemple, soit G le R-groupe SUg g défini par

_ a+1ib —c+id
G(R) = { (c+id a—ib) € GL2(R ®r C)

a2+b2+62—|—d2:1}

pour toute R-algebre R. Alors G(R) = SU(2) et 'on peut montrer que G¢ ~ SLs ¢ donc G(C) ~ SLy(C),
mais que l'action de Gal(C/R) = {id, o} sur SLo(C) provenant de 'action sur C ®@g R[G] est donnée par
o(g) = 'g~!, pour tout g € SLy(C).

Théoréme 3.22 (90 de Hilbert). — On a H' (T, GL,(K)) = {1}.

Démonstration. — Ici, GL,(K) est muni de 'action considérée plus haut, i.e. v - (g;;) =
(’y(gij)). D’autre part, I' agit de fagon naturelle sur K, et 'action sur GL,(K') par conju-
gaison coincide avec 'action précédente car pour tout A € M, (K) et X € K™ on a :
Y(AX) = v(A)v(X) et donc, pour tout g € GL,(K) :

(v (X)) = 7(9771 (X)) = 2(9)X.
Soit maintenant ¢ : I' = GL,,(K) un 1-cocycle. On définit une nouvelle action de I" sur K"
en posant v * X = c(v)yX ; c’est bien une action car
v (Y * X) = c()re(V )T X = e(0) Te(V )X = e ) X = () + X
Notons V; le k-sev des invariants pour cette action. D’apres le théoreme 3.7, on a K ® V =
K™ donc il existe une base %, = (v1,...,v,) de K™ formée d’éléments de Vj. Notons

B = Matcan(v1, .. .,v,) la matrice exprimant les v; dans la base canonique de K™. Alors,
comme v * v; = v; pour tout v € I', on a :

C<7)7<B) = Matcan(7 *V1, ..., % Un) =B
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et donc c(y) = By(B™!), ce qui prouve que c est équivalent au cocyle constant 1. O

Une conséquence tres importante du « théoreme 90 » est que ’on va pouvoir étendre le
théoreme 3.16 a tout sous-groupe fermé G' de GL,,; qui est le stabilisateur d'un certain
tenseur z € TP4(V) = V& @ (V*)¥1 par exemple un groupe orthogonal ou symplectique
(stabilisateur d’une forme bilinéaire non dégénérée, symétrique ou alternée).

Définition 3.23. — Soient V = k™ et x € TP4(V). Pour tout corps L contenant k, tout
f € GL,(L) induit un automorphisme 77(f) de TP4(Vy) ~ L @ TP(V).

Une K/k-forme du couple (V, z) est un couple (V,z’) isomorphe a (V,x) sur K, i.e. tel
qu'il existe f € GL,(K) vérifiant T7(f)(1® z) = 1 ® 2’. On dit que (V, z’) est isomorphe
(sur k) a (V,x) s'il existe un tel f dans GL, (k). Si K = ks on dira « k-formes » au lieu de
« kg /k-formes ».

Soit G le stabilisateur de x dans GL(V), i.e. pour toute k-algebre R,
G(R)={g € GL,(R) | T?!(g)(z® 1) =x ® 1}.
L’action de I' = Gal(K/k) sur K™ induit une action par conjugaison de I' sur G(K). En
effet, pour tout y € " et g € G(K) on a :
oy M (1@r) =v9(l®z) =y(1® 1) =1® .

Théoréme 3.24. — L’ensemble E(K/k) des classes d’isomorphisme de K /k-formes de
(V,x) est en bijection avec H (T, G(K)).

Démonstration. — Soit (V,2') une K /k-forme et soit f € GL,(K) tel que T?(f)(1®z) =
1 ® 2. On définit une application ¢y : I' = G(K) en posant

ci() = froyofoyTt=fTrof;
on vérifie facilement que ¢y est un 1-cocycle, et si f’ est un autre K-isomorphisme de (V, x)
sur (V,2') alors f' = foa avec o € G(K) et donc ¢y est équivalent a ¢;. On obtient ainsi
une application E(K/k) — HYT, G(K)).
Montrons qu’elle est injective. Soient (V,x;) et (V,z3) deux k-formes donnant des co-

cycles équivalents; il existe donc a € G(K) tel que pour tout v € T on ait ¢(y) =

atey(y) Yy, c-a-d.

fflofyoflofy*l :oflofgloﬁyofzoaoq/*l
et donc h = fooao fi' € GL,(K) est I-invariant donc appartient & GL,, (k). De plus,
TP ) = TH( LT (@)(1 2) = TP(f)(1 @) = 19 03

donc h est un k-isomorphisme (V,z1) — (V, z5). Ceci prouve l'injectivité.
Prouvons la surjectivité. Soit ¢ : I' — G(K) un 1-cocyle. Comme G(K) C GL,(K) et
HYT,GL,(K)) = {1}, il existe f € GL,(K) tel que
c(v)=fTolf=fToyoforyT!
pour tout y. Posons &’ = TP4(f)(1®x); c’est un élément de T74(Vk) = K@ T?(V). Pour

montrer qu'il appartient a T7%(V) il suffit de montrer qu’il est fixé par tout v € I'. Pour
alléger la notation, notons simplement f au lieu de 777(f). Alors on a :

V') =vfy ' 1®z)=foc(y)(1®z) = fl®x) =2

(la lere égalité car 1 ® = est I'-invariant, la 3eéme car ¢(y) € G(K)). Donc 2’ € TP9(V) et
donc (V,2') est une K/k-forme de (V,x), pour laquelle f est un K-isomorphisme. Alors le
cocycle ¢y associé est précisément c. Ceci prouve la surjectivité. O]
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Corollaire 3.25. — a) On a H'(Gal(K/k),Sp,,(K)) = {1}.

b) Supposons car(k) # 2 et soit O(J,), le groupe orthogonal défini en 1.8. Alors
HY(Gal(ks/k),O(J,)(ks)) est en bijection avec les classes d’isomorphisme de formes
quadratiques non dégénérées sur k™.

Démonstration. — a) On sait que pour tout corps L, toutes les formes symplectiques sur
L?" sont équivalentes. Donc, si 9 est une forme symplectique sur k2", son stabilisateur est
isomorphe & Sp,,, et le H! en question est en bijection avec les classes d’isomorphisme de
k-formes de 1. Et comme elles sont toutes équivalentes, on a H' = {1}.

b) Comme car(k) # 2, toutes les formes quadratiques ¢ non dégénérées sur k' sont équi-
valentes. En effet, ¢ possede une base orthogonale (e, ..., e,); comme pour tout a # 0 le
polynome X? — a est séparable, chaque ¢(e;) posséde une racine carrée y; dans ks et rem-
placant e; par p; e, on obtient une base orthonormée. Comme O(J,)k est le stabilisateur
de la forme quadratique définie par J,,, alors H*(Gal(k,/k), O(J,,)(ks)) est en bijection avec
les classes d’isomorphisme de formes quadratiques non dégénérées sur k. O

Théoréme 3.26. — Soit 1 — H — G — G — 1 une suite exacte de k-groupes algé-
brigues. © On a une suite exacte d’ensembles pointés :

| — H(k) — G(k) —== G(k) —~ H\(T, H) -~ H'(T,G) —= H'(T, )
ou ' = Gal(k,/k) et H'(T, H) désigne H' (T, H(ky)), et ot la notion de suite exacte d’en-

sembles pointés signifie :
a) H(k) = Ker(n)
b) h='(e) = Im(7)
c) g~ (e) = Im(h)
d) f~'(e) = Im(g)
ot e désigne l'image dans chaque H' du cocyle trivial. En particulier, ™ est surjectif ssi

Im(h) = {e} ssi g '(e) = {e}.
Démonstration. — Voir [Se, §I1.5]. O

Corollaire 3.27. — Le morphisme GL, (k) — PGL, (k) est surjectif, donc PGL,, (k) ~
GL,(k)/k>.

Démonstration. — Ceci résulte de H'(T', G,,) = {e} (Hilbert 90). O

Revenons aux k-formes d’un k-groupe réductif déployé H. On a traité plus haut le cas
d’un tore. La proposition suivante permet de se ramener au cas ou H est semi-simple et
simplement connexe. Rappelons (cf. 1.14) qu’il existe un morphisme surjectif canonique :

H=27x H.,—~ H,

ou Z est la composante connexe du centre de H, H. est I'unique k-groupe semi-simple
déployé simplement connexe ayant méme systeme de racines que H, et Ker(7) est isomorphe
a un sous-schéma en groupes fermé du centre de Hy.

Proposition 3.28. — Soit G une K/k-forme de H. Alors il eziste, a isomorphisme pres,

une unique K /k-forme G de H et un morphisme surjectif ¢ : G — G tel que pRQK = QK.
En particulier, Ker(¢) est une K/k-forme de Ker (7).

(6)Rappelons que ceci signifie que ce sont des k-schémas en groupes affines et lisses.



17

FEsquisse de démonstration. — Soit G une K /k-forme de H, elle est donnée par un cocycle

¢: ' = Autg gpe(Hg ). Le morphisme surjectif 7 : H — H induit une inclusion k[H] C k[H]
et, d’apres 1.14, on a N
AutK_gpe(HK) C AutK_gpe(HK)

donc l'action *. de I" sur K ® k[H] se prolonge en une action sur K ® k[ﬁ[ |, pour laquelle
la sous-algebre des I'-invariants définit une K /k-forme G de H.

Alors l'inclusion k[G] C k[é] correspond a un morphisme surjectif ¢ : G — G, tel que
p K =7m® K. Alors, Ker(¢) @ K = Ker(m) ® K, i.e. Ker(¢) est une K/k-forme de
Ker (). O

Afin de faire une réduction supplémentaire, introduisons la définition suivante.

Définition 3.29 (k-groupes géométriquement quasi-simples)

Soit G un k-groupe semi-simple, de type Z.

(i) On dit que G est quasi-simple s’il n’a pas de sous-groupe fermé distingué # G de
dimension > 0.

(ii) Si k = ks, on peut montrer que G est quasi-simple ssi Z est irréductible, i.e. ssi le
diagramme de Dynkin de & est connexe.

(iii) Revenant & notre corps de base k, on dit que G est géométriquement quasi-simple ()
si G ® kg, est quasi-simple, i.e. si #Z est irréductible. Evidemment, dans ce cas G est quasi-
simple.

(iv) Attention, la réciproque est fausse : si L/k est une extension séparable de degré
n > 1 et si G est un L-groupe semi-simple de type #, ou & est irréductible, on verra
que le k-groupe G' = Resyx(G1) obtenu par « restriction des scalaires » est quasi-simple,
mais sa donnée radicielle est Z X --- x #Z (n copies), donc G n’est pas géométriquement
quasi-simple.

Remarque 3.30. — Avant de donner ci-dessous la définition de la restriction des scalaires en
général, signalons que c’est la généralisation du fait suivant. Soit X une sous-variété fermée de
CV, définie par des équations Py(z1,...,2x) =0, pour £ =1,...,7, avec P, € A = C[Zy,...,ZN]
et soit d = dim(X) = la dimension de Krull de la C-algtbre A = A/(Py,...,P,). Ecrivons

zj = xj +1y;j avec xj,y; € R, alors pour tout £ = 1,...,r on peut écrire
Py(z1, ..oy 2n) = Qu(xj, y5) + iRe(z4, yy5)
pour certains polynéomes Qy, Ry € B = R[X1,Y1,..., Xn,Yy], uniquement déterminés. Posons

Y = Spec(B), ot B est le quotient de B par I'idéal engendré par les Q; et Ry. Alors Y (R) = X (C)
et 'on dit que Y est la variété réelle obtenue a partir de X par restriction des scalaires. On peut

montrer que Dim(B) = 2d, i.e. Y est de dimension 2d. De plus, pour toute R-algebre R, on a une
bijection fonctorielle

HomR-alg(§7 R) = Y(R) = X(R) = Hom(c_a]g(z, R® (C)
qui & tout (x1,y1,...2N,yn) € Y(R) associe le point (x1 + iy1,...,zx +iyy) de X(R® C).

Définition 3.31 (Restriction des scalaires a la Weil). — Soit L/k une extension de
corps de degré fini et soit X = Spec(A), ou A est une L-algebre de type fini. Le foncteur
Y = Res/x(X), qui a toute k-algebre R associe X (R ® L), s’appelle la restriction des
scalaires (de L a k) de X. On peut montrer, comme ci-dessus, que Y est représentable par
un k-schéma affine X de type fini. ®

(T'Hélas, I’ancienne terminologie « absolument quasi-simple » persiste dans la littérature.
(®)On peut montrer que si X est réduit et L/k séparable alors Y est réduit, mais nous n’aurons pas besoin
de cela dans la suite.
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On peut démontrer le théoreme suivant (cf. [KMRT, Th. 26.8]).

Théoréme 3.32. — Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe (ou bien
adjoint), soit 9 le diagramme de Dynkin de G ® ks, € ['ensemble de ses composantes
connexes et € = {04, ..., 0,} Uensemble des orbites de T' dans €. Pouri=1,...,r, tous
les éléments de O; sont des diagrammes de Dynkin de méme type, disons D;.

Alors il existe des couples (L;, G;) pour i = 1,...,r, ou L;/k est une extension sépa-
rable de degré |O;| et G; un L;-groupe semi-simple simplement connezxe de type D; (donc
géomélriqguement quasi-simple), uniques a isomorphisme pres, tels que

G ~ Resp, x(G1) x -+ x Resg, /x(G,).
De plus, chaque Resy, /1(G1) est quasi-simple.
Démonstration. — a compléter O

Par conséquent, la classification des k-groupes semi-simples simplement connexes (ou
bien adjoints) se ramene a celle des L-groupes géométriquement quasi-simples et simple-
ment connexes (ou adjoints) sur une extension séparable L de k.

Ezxzemple 3.33. — Prenons k = R. La seule extension de R est C, qui est algébriquement
clos. Donc tout R-groupe semi-simple simplement connexe est un produit de R-groupes
semi-simples de 1'un des types suivants :

(1) G = Resc/r(H), out H est un C-groupe simplement connexe de type A, By, Cp, Dy,
Gs, Fy, Es, E7 ou Eg. (Ceux-ci ont déja été classifiés.)

(2) G = une R-forme d’un des groupes H précédents. (Celles-ci seront classifiées dans
la section suivante, pour les types A, B,C, D.)

4. k-algebres centrales simples

Dans cette section, on présente quelques résultats fondamentaux sur les k-algebres cen-
trales simples, qui seront utilisés dans la section suivante. Dans la suite, toutes les k-algebres
A considérées sont supposés associatives et munies d’un élément unité.

Définition 4.1 (k-algébres centrales simples). — Soit A une k-algebre.

(1) Un idéal bilatere de A est un k-sev J tel que J = AJA, ie tel que axb € J pour tout
xeJetabe A

(2) Un élément a de A est dit central si ab = ba pour tout b € A; I'ensemble de ces
élements forme un sous-anneau (évidemment commutatif) appelé le centre de A et noté Z(A).

(3) On dit que A est simple si elle n’a pas d’idéaux bilateres autres que A et (0). Dans
ce cas Z(A) est un corps K contenant k : en effet, pour tout z # 0 dans K, I'image de
{, :a+> za = az est un idéal bilatere non nul de A donc il existe a € A tel que az = za = 1,
d’ott a = 27! de plus pour tout b € A 1'égalité bz = zb entraine 27 1b = bz~ dott 27! € K.

(4) On dit que A est une k-algebre « centrale simple » si elle est simple, de dimension
finie sur k et de centre k. Par exemple, M, (k) est une k-algebre centrale simple.

Pour établir le théoreme 4.11 sur la structure d’une k-algebre centrale simple A, il sera utile de
considérer A comme A-module a droite. Pour cette raison, on considere au début des A-modules
a gauche ou a droite. Par contre, on adopte la convention suivante.

Définition 4.2 (Endomorphismes d’un A-module). — Pour tout A-module M on
note End, (M) Panneau de ses endomorphismes, agissant & gauche sur M, i.e. si M est
un A-module a gauche (resp. a droite) alors End4 (M) est 'ensemble des f € Endy (M)
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tels que f(am) = af(m) (resp. f(ma) = f(m)a) pour tout a« € A, m € M, et I'on a
g(f(m)) = (go f)(m) dans tous les cas.

Définition 4.3 (Modules semi-simples). — Soient A une k-algebre et M un A-
module a gauche ou a droite non nul. On dit que M est semi-simple s’il est somme
directe de sous-modules simples. Si de plus M est de type fini (i.e. engendré par un nombre
fini d’éléments), il est somme directe d’un nombre fini de sous-modules simples, et I'on
peut écrire :
M~S"® @S

ou les S; sont des modules simples deux-a-deux non isomorphes, uniquement déterminés
ainsi que les n;. On dit que M est isotypique si r = 1, i.e. si M est non nul et somme
directe de modules simples tous isomorphes.

Lemme 4.4 (de Schur). — Soit S un A-module a gauche ou a droite simple.

(i) Son anneau d’endomorphismes Ends(S) est un corps D, éventuellement non com-
mutatif, contenant k.

(i) Sidimg(M) < oo alors D est un k-ev de dimension finie.

Démonstration. — (i) 1l est clair que k& C D. Soit f € D — {0}. Alors Ker(f) et f(95)
sont des sous-A-modules de S'; comme S est simple et f # 0 on obtient Ker(f) = {0} et
f(M) = M, donc f est bijectif, d’ou (i).

Si de plus dimy (M) = n alors, comme D C Endg(M), on a dimg(D) < n? O

Du lemme précédent on déduit le :

Corollaire 4.5. — Soient Sy,...,S, des A-modules simples deuzx-a-deux distincts, D; le
corps End 4 (S;) et

M=S"®&---&S5".
Alors Endg(M) ~ M,,(Dy) x --- x M, (D,).

Démonstration. — Laissée au lecteur. Ou bien voir [Bl, Prop. 11.5-6]. O

Définition 4.6. — Soit A une k-algebre. On note A° la k-algebre opposée a A : elle a
méme espace vectoriel sous-jacent, mais le produit est défini par a *xb = ba. Pour a € A on
notera parfois a°? 1’élément correspondant de A°P.

Alors, si M est un A-module a droite, c’est aussi un A°°-module a gauche pour 'action
défini par a°® * m = ma. En effet, on a bien :

b % (a®® xm) = (ma)b = m(ab) = (ab)°® x m = (b°° * a?) x m.

Lemme 4.7 — Soit D un corps, non nécessairement commutatif, contenant k.
(i) La k-algebre A = M, (D) est simple.

(ii) L’ensemble V' des vecteurs lignes an éléments de D est un A-module a droite simple
et Endy (V') = D, i.e. V' est de fagon naturelle un D-ev a gauche, sur lequel A agit a droite.

(iii) De méme, l’ensemble V' des vecteurs colonnes a n éléments de D est un A-module
a gauche simple et Ends (V) = D, i.e. V est de fagon naturelle un D-ev a droite, sur
lequel A agit a gauche.

Démonstration. — (i) Soit a = (a;;) un élément non nul de A, il existe donc un couple
(i0, jo) tel que a;;, 7# 0. Désignant par E;; la matrice élémentaire dont tous les coefficients
sont nuls sauf celui d’indice (7, j) qui vaut 1, on a :

CL_I Eiianjoj = Ezg

10J0
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On en déduit que I'idéal bilatere engendré par a égale A. La démonstration de (ii) et (iii)
est laissée au lecteur. O

Proposition 4.8. — Soit A une k-algebre simple de dimension finie. Alors A est somme
directe didéauz a droite simples.

Démonstration. — Commencons par remarquer que tout idéal a droite non nul contient
un sous-idéal non nul de dimension minimale, qui est donc un idéal a droite simple. Soit
donc J un idéal a droite simple. Alors AJ est un idéal bilatere non nul, donc égal a A,
donc A = (AJ)?> = AJAJ = AJ?, donc J? # 0.

Donc il existe a € J tel que le morphisme de A-modules a droite ¢, : J — J, x — ax soit
non nul. Comme J est simple, Ker(¢,) = 0 et ¢,(J) = J, donc il existe un unique e € J tel
que ae = a. Alors ae? = ae = a donc e? = e, i.e. e est idempotent. Comme J est simple, il
est engendré par e, i.e. J =eA. Soit f =1—¢, alors f2=1+4+¢e*—-2e=1—¢= f, donc f
est aussi idempotent, et comme 1 = e+ fetef = fe=0,ona A=A fA.

Supposons avoir trouvé des idempotents ey, .. ., e, deux-a-deux orthogonaux, i.e. tels que
e;e; = 0 pour ¢ # j, et tels que chaque idéal e; A soit simple. Alors e =e; +--- + ¢, est un
idempotent, et posant f = 1 — e on obtient comme plus haut que

A=eADfA et eA=eA
=1

(comme e;e; = 0 pour j # i on a e; = ee; d'ott ;A C eA et donc eAd =) . e;A , de plus
la somme est directe car si e;a = Z#i e;b; alors e;a = efa = 0). Si f = 0 on a fini. Sinon,
I'idéal fA contient un idéal a droite simple S, qui d’apres le ler paragraphe égale e A pour
un certain idempotent €. Comme € € fA alors ¢ = fe. Posons e,,1 =ef = fef. Alors :

(1) ;41 #Ocar e,y e =cfe =2 =¢ #0.

(2) €2, =efef =e?f =¢cf = e,41 donc e€,41 est un idempotent.

(3) Pour tout i = 1,...,r on a e; = ee;e Aot e;f = 0 et fe; = 0 et donc e;e,.; =0 =
Cry1€4.
Il en résulte que A = @:;1 e;Ad f'A ou f' = f—e,4q. Comme dimy(A) < 0o, ce processus
se termine apres un nombre fini d’étapes et ’on obtient ainsi que

A= é el-A
=1

pour des idempotents e; deux-a-deux orthogonaux tels que chaque idéal e; A soit simple. [

Exemple 4.9. — Si A = M, (D), les matrices élémentaires F;;, pour i = 1,...,n, sont des idempotents
deux-a-deux orthogonaux de somme 1, tels que chaque idéal & droite E;; A soit simple (c’est Iidéal & droite
formé des matrices dont toutes les lignes sont nulles sauf la i-¢me), et 'on a A = @}, E; ;A.

Termanologie 4.10. — Un corps D, éventuellement non commutatif, contenant k et de
dimension finie sur k sera appelé un « corps gauche » sur k.

Théoréme 4.11. — Soit A une k-algebre centrale simple de dimension finie. Il existe un
corps gauche D de centre k, unique a isomorphisme pres, et un entier m > 1 unique tels
que A ~ M,,(D).

Démonstration. — A est ’anneau des endomorphismes du A-module a droite A, et d’apres
la proposition précédente, celui-ci est somme directe de sous-modules simples. Donc d’apres
le corollaire 4.5 A est un produit direct d’algebres, et comme A est simple il n’y a qu’un seul
terme dans le produit (en effet, si A ~ Ay x Ay alors A1, As sont des idéaux bilatéres non nuls) donc
A~ M, (D), ou D est un corps gauche contenant k. Alors Z(A) = Z(D) donc Z(D) = k.
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De plus, d’apres 4.5, A est isotypique comme A-module a droite, i.e. tous ses idéaux a
droite simples sont isomorphes. Si S désigne 'un d’eux, alors D = End4(.5). L'unicité de
D a isomorphisme pres en résulte, car si A o~ M,(D") alors l'espace V' des matrices lignes
a p éléments de D’ est un A-module a droite simple et D’ = End (V') d’apres 4.7, d’ou
D' ~ D. Enfin I'unicité de m en résulte car on a dimy(A) = m?dimy (D). O

Lemme 4.12. — Soient A, B deuz k-algébres.

(i) L’application naturelle M, (k) @ A — M, (A) est un isomorphisme.
(ii) Prenant A = My,(k), on a un isomorphisme M, (k)@ M,(k) ~= M, (M,(k)) = M,,(k).
(iii) On a un isomorphisme M, (A) @ M,(B) ~ M,,(k) ® A® B ~ M,,(A® B).

Démonstration. — Laissée au lecteur. Ou bien voir [Bl, Prop. I1.13-14]. O

Remarque 4.13. — Tout corps gauche D sur k égale k. En effet, soit x € D, alors E[x]
est une k-algebre commutative integre de dimension finie sur &, donc un corps de degré fini
sur k, donc égale k.

Théoréme 4.14. — Soit A une k-algebre centrale simple.

(i) Pour tout corps L commutatif contenant k, A® L est une L-algébre centrale simple.

(ii) 1l existe un unique entier n tel que A ® k ~ M,(k). On pose n = deg(A); alors
dimy,(A) = deg(A)?.

(iii) Pour toute k-algébre centrale simple B, A ® B est centrale simple.

Démonstration. — Pour (i), on renvoie a [BAlg, §VIIL.14]. Le point (ii) en découle, car
Ar ~ M, (D) pour un certain entier n et D un corps gauche de centre k. D’apres la
remarque plus haut, on a D = k et donc dimy(A) = dimg(Az) = n?.

Prouvons (iii). On a :
A® B®k ~ Ay @ By = My (k) @ My(k) = My, (k)

donc A ® B ® k est simple et de centre k. Ceci entraine facilement que A ® B est simple
et de centre k. O]

Remarque 4.15. — Soit A une k-algebre centrale simple, n = deg(A). Alors A ~ M,,(D)
pour un unique corps gauche D de centre k (donc non commutatif si D # k). D’apres le point
(ii) plus haut, appliqué a D, on sait que dimg(D) = deg(D)?. Comme n? = dimg(A) =
m? dimy (D), on en déduit que m = n/ deg(D).

Terminologie 4.16. — Une k-algebre centrale simple A telle que deg(A) = 2 est appelée
une algébre de quaternions : c’est soit Ms(k) soit un corps gauche D de centre k, qu’on
appelle un corps de quaternions sur k.

Si k =R il n’en existe qu'un a isomorphisme pres, noté H. Il a pour base {1,1,j, k}, ou
i? =—-1=3j2=Fketij =k = —ji. Il est muni d’'un anti-automorphisme ¢ + @, ot ¢ =
xl—yi—zj—thsig=al+yi+zj+th,onaqiz = ¢ et 7 = Gq = x> +y> + 22 + 12

Un résultat fondamental de la théorie des k-algebres centrales simples est le théoreme
suivant (cf. [BAlg, §VIII.14.3] ou [Bl, Th. I1I-4]).

Théoréme 4.17 (de Skolem-Noether). — Soient A une k-algébre centrale simple et
B une sous-algébre simple de A, pas nécessairement de centre k.10

®)On peut aussi dire que m est déterminé par le fait que A ~ S™ comme A-modules & droite.
(10 Par exemple, B peut étre un sous-corps commutatif de A, par exemple B = C € A = H, o H est le
corps des quaternions, de centre k = R.
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(i) Soit f un k-isomorphisme de B sur une sous-algébre B' de A. Il existe a € A* tel
que f(b) = aba™! pour tout b € B.

(ii) En particulier, tout k-automorphisme « de A est intérieur : il existe a € A tel que
a = Int(a), i.e. a(b) = aba™' pour tout b € A. Comme Int(a’) = Int(a) ssi ' = az avec
z € Z(A)* =k*, on obtient un isomorphisme Auty ag(A) >~ A*/E*.

(iii) En particulier, pour A = M, (k) on a Auty (M, (k)) = GL,(k)/k* = PGL, (k). 1}

Définition 4.18. — Soit A une k-algebre centrale simple, n = deg(A). On dit qu'une
extension algébrique L/k déploie A (ou que A est déployée sur L) si A® L ~ M,(L). Si
L C L alors A est déployée sur L' car M, (L) @ L' ~ M,(L’).

On a le résultat suivant (cf. [BAlg, §VIIL.14, Th. 1] ou [Bl, Th. III.6 & Prop. II1.3]).

Théoréme 4.19. — Soit A une k-algébre centrale simple, n = deg(A).

(i) A® ks ~ M,(ks), i.e. A est déployée sur k.
(i) 1l existe une extension galoisienne K/k de degré fini qui déploie A.

On en déduit que les k-algebres centrales simples de degré n sont les k-formes de M, (k).
Comme Auty,1s(M,(ks)) = PGL,(ks) on en déduit que les classes d’isomorphisme de k-
algebres centrales simples de degré n sont en bijection avec H!(T', PGL,,), ot I = Gal(ks/k).

Corollaire 4.20. — Soit K/k une extension galoisienne de groupe de Galois I'. Comme
Aut g gpe(SLa k) = PGLy(K), les K/k-formes de SLyy déployées sur K sont en bijection
avec les k-algebres de quaternions qui se déploient sur K.

En particulier, si k = R, lunique forme non déployée est le groupe S* des quaternions
de norme 1, i.e. pour tout R-algebre R :

S*(R)={(z,y,2,t) ER*=RH |2 +y*+ 22 +t* =1} ={uc RQH | vu = 1}.

Définition 4.21 (Norme). — Soit A un anneau commutatif, A une A-algebre associa-
tive avec unité, V un A-module qui est un A-module libre de rang fini n. Pour tout a € A,
soit vy (a) le A-endomorphisme = +— ax de V et soit Py(a, X) son polynome caractéris-
tique; c’est un polynome unitaire de degré n. Son coefficient constant, égal a dét(¢y (a))
est noté Ny (a) et appelé la norme de a relativement a V. Si V' est un second A-module
vérifiant les mémes hypotheses, on a

PVEBV’(aaX> = P\/((I,X)PV/<CL,X) et NVEBV’<a) = Nv(a)NV/(a).

En particulier, si A elle-méme est un A-module libre de rang fini n, on peut prendre V= A
et dans ce cas le polynéme caractéristique et la norme de a sont notés Ps/a(a,X) et

NA/A<CZ).
Proposition 4.22 (Norme réduite). — Soit A une k-algébre centrale simple, n =
deg(A).

(i) Pour tout a € A, il existe un unique polynome Q(a, X) € k[X| unitaire de degré n tel
que Q(a, X)" = Payi(a, X). Le coefficient constant de Q(a, X) s’appelle la norme réduite
de a (relativement a A/k) et se note Nrda x(a) ou simplement Nrd(a). On a Nrd(a)" =
NA/k (CL)

(ii) On obtient ainsi un morphisme de groupes Nrd : A* — k*.

(iii) Mieux : pour toute k-algébre R, on a un morphisme de groupes (A ® R)* — R*,
fonctoriel en R.

At 3.27.
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Démonstration. — Soit L/k une extension galoisienne, de groupe de Galois T', telle que
A =A® L~ M,(L); alors Aj, est somme directe de n modules simples tous isomorphes
a L™

Soit @ € A et P = Pas(a, X) € k[X] son polynome caractéristique; il est unitaire de
degré n?. Soit @’ 'élément a ® 1 de Ay, alors P est aussi le polynome caractéristique de a’
relativement a Ay /L. Comme Ay ~ M, (L) est somme directe de n modules simples tous
isomorphes a V = L™, on obtient que

() pP=qQ"

ou Q = Py(da’, X) n’est autre que le polynome caractéristique de la matrice o’ € M, (L). En
utilisant la décomposition de P et () en facteurs irréductibles, on voit que () est I'unique
polynéme unitaire de degré n vérifiant (x). Comme P € k[X], on a P = v(P) = y(Q)"
pour tout v € T', donc par unicité v(Q) = @, d’ou Q € k[X]. Notons Nrd(a) € k le terme
constant de @, alors on a Nrd(a)” = Nai(a), d’ou (i).

D’autre part, pour tout a,b € A on a ¢y (ab) = ly(a)ly(b) donc Nrd est multiplicative,
i.e. Nrd(ab) = Nrd(a)Nrd(b); de plus Nrd(1) = 1 puisque ¢(1) = idy. Il en résulte que
Nrd induit un morphisme de groupes A* — k>, d’ou (ii).

Prouvons (iii). Posons N = n? et soit (ey,...,ex) une base de A sur k. Soit A Panneau
de polynémes k[X7, ..., Xy|, K son corps des fractions et P € A[X] le polynome caracté-
ristique de I’élément « générique » o = vazl X;e; de Aj. On obtient comme plus haut qu’il
existe un unique polynéome @) € K|[X]| unitaire de degré n, tel que Q™ = P. Comme A est
factoriel, on obtient en travaillant un peu que @ € A[X]. Alors, pour toute k-algebre R et
a=> 1€ € Ar, Pa,/r(a,X) est la spécialisation de P en X; =r; pouri=1,...,n et
de méme pour Q(a, X). Le résultat voulu en découle. ]

Exemple 4.23. — Prenons k = R et A = H. Déterminons la norme réduite d’un quater-
nion ¢. On peut montrer que tout quaternion est conjugué a un élément de C = R & R:
(ceci résulte du théoreme de Skolem-Noether 4.17), donc on va se limiter a faire le calcul
pour ¢ = a + b, avec a,b € R. Dans ce cas, la matrice de ¢, dans la base (1,1, j, k) est

—b 0

—b

a

e OO
@]

a
b «a
0 0
0 0

et son déterminant est (a® + b?)* = (¢g)?. On en déduit que Nrd(q) = ¢g pour tout ¢ € H.

Revenons a la question des k-formes d'un k-groupe semi-simple déployé. Pour n > 3,
le groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin de SL,, est Sy donc &7 (K)
Autg _gpe(SLy, i) est un produit semi-direct PGL, (/) x Sy. Dans la section suivante, on
va interpréter H'(T', &/ (K)), pour n > 3, en termes d’algebres « centrales simples & invo-
lution ». Mais d’abord introduisons le groupe de Brauer de k.

Définition 4.24 (Groupe de Brauer). — On note Br(k) le quotient de I’ensemble des
classes d’isomorphisme de k-algebres centrales simples par la relation d’équivalence défi-
nie par A ~ B s'il existe p,q € N* tels que M,(A) ~ M,(B). C’est bien une relation
d’équivalence, car si M, (B) ~ M,(C) alors, d’apres le lemme 4.12; on a :

Myp(A) = M, (My(A)) = My (My(B)) = My(M,(B)) = My(M;(C)) = Mys(C).

Cet ensemble est muni d’une loi de composition associative et commutative, définie par
[A1] + [A2] = [A1 ® Ag), ou [A] désigne la classe de A dans Br(k). Cette loi est bien définie,



24

car si M, (A;) ~ M,,(B;) pour i = 1,2, alors
Myipy (A1 @ Ag) > My, (A1) @ My, (Az) =~ Mg, (B1) @ Mey(Bz) ~ Mg,q,(B1 @ By)

donc A; ® A et By ® By définissent la méme classe. Bien entendu, I’élément neutre est la
classe de [k], qu’on notera 0. De plus, Br(k) est un groupe, d’apres la proposition suivante.

Proposition 4.25. — Soit A une k-algébre centrale simple, n = deg(A). On a A® A% ~
M,2(k). Par conséquent, [A] + [A°P] =0, i.e. [A°P] est l'opposé de [A].

Démonstration. — Posons B = A ® A°P; c¢’est une k-algebre centrale simple et A est un
B-module & gauche via (a; ® a3’) - a = ajaas. Alors les sous-B-modules sont les idéaux
bilateres de A, donc A est un B-module simple.

D’autre part, Endep(A) = A car si f : A — A vérifie f(aaz) = f(a)az pour tout
a,as € A, alors f(a) = f(la) = f(1)a, donc f est la multiplication a gauche par I’élément
f(1). Donc Endg(A) C Endaer(A) est 'ensemble des multiplications a gauche par les
éléments du centre Z(A) de A, qui par hypothese est k. Donc d’apres le théoreme 4.11 on a
B ~ M,,(k), avec m* = dimy(B) = n* d’ot m = n?. Ceci prouve (i), et (i) en découle. [J

On a de plus les théoremes suivants.

Théoréme 4.26. — Soit D un corps gauche de centre k, de degré d. Alors d - [D] =0
dans Br(k). Par conséquent, Br(k) est un groupe abélien de torsion, i.e. tout élément est
d’ordre fini.

Démonstration. — Voir [Bl, Th. IV 4] ou [BAlg, §VIII.16.11, Cor. 1]. O

Définitions 4.27 (Indice et exposant). — Soit A une k-algebre centrale simple.
(i) Son indice ind(A) est deg(D), ot D est 'unique corps gauche D tel que A ~ M,,(D).

(ii) Son exposant exp(A) est I'ordre de [A] dans Br(k); d’apres le théoreme précédent
on a ind(A)[A] = deg(D)[D] = 0 donc exp(A) divise ind(A).

Théoréme 4.28. — Soit A une k-algebre centrale simple. Alors exp(A) et ind(A) ont les
mémes facteurs premiers.

Démonstration. — Voir [BAlg, §VIII.16.11, Cor. 2]. ]

5. Groupes classiques et k-algebres centrales simples a involution

Définition 5.0 (Involutions). — Soit A une k-algebre de dimension finie. Une invo-
lution de A est une application k-linéaire s : A — A telle que s?> = id4 et qui est un
anti-automorphisme de la structure d’algebre, i.e. s(ab) = s(b)s(a) pour tout a,b € A. 12
Ceci équivaut a dire que application A — A° a +— s(a)°® est un isomorphisme de
k-algebres et que s? = id 4.

(211 serait plus approprié de dire « anti-involution », mais involution est le terme consacré.
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5.1. Formes de SL,, pour n > 3. — Fixons n > 3. Alors le groupe des automorphismes
du diagramme de Dynkin 2 de type A,_; est Sy et 'automorphisme non trivial de ¥
se reléve en un automorphisme it : g + "g~! de SL, (et de GL,) qui laisse stable le
tore maximal des matrices diagonales et le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires
supérieures (resp. inférieures) : pour tout g € GL,(R), Tg est la « transposée de g par

@11 a2 13 a33 dg3 13
rapport a la seconde diagonale », i.e. si g = [ as1 a2 ao3 | alors tg = | asy as arn
a31 dasz2 G33 a3; ag1 Qi

Si on note J,, I'élément de GL, (k) dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux de la
seconde diagonale, qui valent 1, alors J? = id et 'g = J, 'gJ,, = Int(J,,) o 7, ot Int(J,)
désigne 'automorphisme intérieur défini par J,.

On voit ainsi que g — Tg est un anti-automorphisme de SL, (et de GL,), et donc
it : g — "g ! est bien un automorphisme, d’ordre 2 (i.e. i2 = id). D’apres le théoréme
1.11, pour tout corps K contenant %k on a :

AutK_gpe(SLmK) ~ PGLn(K) X {1,Z‘|‘}
et comme it = Int(J,) o4y, ot 34(g) = ‘g~', on a aussi :
Aut g gpe(SLn i) >~ PGL,(K) x {1,4;}.

D’autre part, comme on a la suite exacte

1 — i, — G, x SL, GL, 1,

ou G,, est le centre de GL,,, on voit que se donner un automorphisme de GL,, revient a se
donner un automorphisme « de SL,, et un élément § de Aut(G,,) = {1} qui coincide avec
a sur p,. Or, pour n > 2, 'automorphisme non trivial ¢ — ¢t~! de G,, est déterminé par
sa restriction a fi,,, donc on obtient Autg_gpe(SLy k) = Autg_gpe(GLy, i), donc les k-formes
de SL,, sont en bijections avec les k-formes de GL,,. ™ Posons

(]L) %(K) = AutK_gpe(SLnyK) = AutK_gpe(GLn,K) >~ PGLn(K) X {1, Zt}

Montrons maintenant que le foncteur K — &7(K) est le foncteur des automorphismes
d’une autre k-structure algébrique, dont les k-formes sont plus faciles a classifier. Désignons
par (A, s) le couple formé par la k-algebre Ay = M,, (k) x M, (k)P et ou s(x,y°?) = (y, z°P).
Alors s? = id et s est un anti-automorphisme de Ag, car

5((371,3/?))(1327931))) = s(z172, (Y211)) = (21, (1122)°7) = (y2, 25°) (Y1, 77")
= S(x27 y?)s(xla yl)7
i.e. s est une involution de Ay (cf. Définition 5.0). De plus, le centre de Ag est Zy = k x k;

son groupe d’automorphisme est S5 et la restriction de s a Z; est 'automorphisme non
trivial : on dit que s est une involution de Ay de 2éme espeéce.

Pour tout corps K contenant k, posons Ap x = Ag ® K et notons Autg (Ao, s) le groupe
des automorphismes de K-algebre a de Ay ® K qui préservent s = s®id, i.e. qui vérifient
Qo SKg = Sk Oq.

Lemme 5.1. — Soit B = B x By un produit de deux K -algebres centrales simples. Notons
Int(B) le sous-groupe de Auty_,5(B) formé des automorphismes intérieurs.

(i) On a Int(B) = Autk.ae(B) si By, By ne sont pas K-isomorphes.

(ii) S7il existe un K-isomorphisme ¢ : By — By alors Auty a,(B) ~ Int(B) x {1,0},
ou o est l'automorphisme de B défini par o (b1, bs) = (¢~ (ba), ¢(b1)).

(13) Ceci n’est pas le cas pour n = 2, cf. [Se, §I11.1.4, Exercices 1, 2].
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Démonstration. — Commencons par remarquer que B n’a que deux idéaux bilateres non
triviaux, qui sont By et By. Donc tout automorphisme o de B laisse By et Bs stables, ou
bien les échange.

Dans le premier cas, « induit un automorphisme de chaque B; donc, d’apres le théoreme
de Skolem-Noether, il existe a; € B, tel que a(b) = a;ba; ' pour tout b € B, et donc « est
I'automorphisme intérieur défini par (ai,az). Si B; et By ne sont pas isomorphes, on est
toujours dans ce cas, d’ou (i).

Supposons donc qu’il existe un K-isomorphisme ¢ : By — B, et définissons o comme
plus haut. Alors 0 = id et, pour tout automorphisme o de B échangeant B, et By, a oo
laisse stable By et By donc, d’apres ce qui précede, égale Int(b) pour un certain b € B*,
d’ott @« = Int(b) o . De plus, pour tout b € B et b’ € B on a :

(o oInt(b) 0 0)(b) = o(ba (V)b 1) = a(b)b'a(b) " = Int(a(b)) (V)
d’ott 0 o Int(b) o 0 = Int(o(b)). Combiné avec ce qui précede, ceci prouve (ii). O

Lemme 5.2. — (i) GL,(K) s’identifie via g — (g, (9~")°?) au sous-groupe de Ay formé
des a tels que s(a)a = 1. Ce sous-groupe est noté U(Ap k) ou U(Ap)(K).
(ii) On a Autg(Ap,s) ~ &/ (K) = PGL,(K) x {1,i:}.

Démonstration. — La premiere assertion est immeédiate, prouvons la seconde. L’application
7 : a +— 'a est un isomorphisme de M, (K) sur M, (K )P ; elle induit donc un automorphisme
de Ay x défini par :

'(z,y") = ('y,"z).
On voit aussitot que 7 o s = so 7/, donc 7 € Autg(Ap,s). Comme 7/(g,(g7')°P) =
(tg71, (*g)°P), on voit que 7’ induit sur GL,,(K) 'automorphisme 4.

D’apres le lemme 5.1, Autg _ae(Ao k) est le produit semi-direct de Int(Ag k) par {1,7'}.
Déterminons le sous-groupe Autg(Ap, s). Comme 7/ commute a s, il suffit de déterminer le
sous-groupe des éléments de Int(Ag x) qui commutent a s. Or, pour tout gy, g2 € GL,(K)
et z,y € M,(K), on a:

(Int(g1, g57) o s)(z,y®) = (q1y97 ', (95 '©g2)P)
(s o Int(g1, g5")) (@, yP) = s(grizgr . (95 'y92)") = (93 'yge, (q1297 "))

donc Int(gy, g5?) commute & s ssi go = g;'. I en résulte que les automorphismes inté-
rieurs de Ag ;¢ qui commutent & s s’identifient & GL,(K)/K*, via g — Int(g,¢g"), et donc
Autg(Ag, s) ~ PGL,(K) x {1,7'}. [

Corollaire 5.3. — Soitn > 3. Pour toute extension galoisienne K /k, de groupe de Galois
I', on a des bijections :

K /k-formes de GL,,
a isomorphisme pres

} o HY(T, o/(K)) { K/ k-formes de (Ao, 5) }

a isomorphisme pres

La bijection composée associe a une k-algébre a involution (A, o) le k-foncteur en groupes
U(A) qui a toute k-algébre R associe U(A)(R) ={u € (A® R)* | o(u)u = 1}.

Explicitons ce qu’est une K/k-forme de (Ag, s). Pour simplifier 'exposition, faisons-le
dans le cas ou K = k.

Définition 5.4 (k-algebres étales de rang 2). — (i) Soit d un entier > 1. Par défini-
tion, une k-algebre étale de rang d est une k-forme E de la k-algebre kX - - - X k (d facteurs) ;

ceci équivaut a dire que £ ~ Ly X --- X L,, ou les L; sont des corps séparables sur k et
Sl - k] = dimg(E) = d (cf. [BAlg, §V.6, Déf. 1 & Th.4]).
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(i) Lorsque d = 2, comme toute extension séparable L/k de degré 2 est galoisienne, on
voit qu'une k-algebre étale de rang 2 est soit k X k, soit une extension galoisienne L/k de
degré 2. Dans les deux cas, Auty (L) =~ Sy et L @ ks ~ ks X k,, 'isomorphisme étant
donné dans le second cas par @y — (zy, o(x)y) ol o est ’élément non trivial de Gal(L/k)
(cf. [BAlg, §V.10.4, Cor. de la Prop. §]).

Soit (A, o) une k-forme de (Ay, s), i.e. A est une k-algébre de dimension 2n? munie d’une
involution o, qui devient isomorphe a (Ag, s) sur ky. Alors Z(A) est une k-algebre étale de
rang 2, et la restriction de o a Z(A) est I'unique k-automorphisme non trivial. Il y a deux
possibilités.

(1) Z(A) ~ k x k. Soit B; (resp. By) I'idéal bilatere engendré par I'idempotent central
e; = (1,0) (resp. e3 = (0,1)), alors A = By X By et comme o(e;) = ey, 0 induit un anti-
automorphisme ¢ : By — By défini par ¢(0,by) = (¢(bs),0). Posant B = B; et identifiant
By & B°P via by — ¢(b2)°P, on obtient que A = B x B°? et o(x,y°?) = (y,x°?). De plus,
comme B ® ks ~ M, (k) alors B est une k-algebre centrale simple.

Réciproquement, pour toute k-algebre centrale simple B, la k-algebre A(B) = B x B°P
munie de I'involution s(z,y°?) = (y,z°?) est une k-forme de (Ag, s). Notons de plus que
si (A(B),s) et (A(C),s) sont isomorphes, alors C' est isomorphe & B ou a Bop, et que
(A(B), s) et (A(B°P), s) sont isomorphes via (b1, b3") — (D57, by).

On obtient alors la bijection suivante. Soit CS,,(k) I'ensemble des classes d’isomorphisme
de k-algebres centrales simples de dimension n?; il est muni d'une action de S, ot I’élément
non trivial de Sy envoie la classe de A sur celle de A°. Notons CS,(k)/Ss I'ensemble
quotient (i.e. 'ensemble des orbites). Alors on a une bijection :

classes d’isomorphisme de
CS,(k)/Sy — ¢ k-formes (A,0) de (Ag,s) 5, B+ (B x B, 3).
telles que Z(A) ~ k x k

La k-forme de GL, ; correspondant & B = M,,(D), ou D est un corps gauche de centre
k, est le k-foncteur en groupes noté GL;(B) ou GL,,(D), qui a toute k-algebre R associe
GL,(D® R) = M,,(D® R)*.

D’autre part, la norme réduite (cf. 4.22) est un morphisme de k-groupes algébriques
Nrd : GLy(B) — G, et son noyau, noté SLy (B) ou SL,, (D), est la k-forme correspondante
de SLn,k

Ces k-formes (de (A, s), GL,,x ou SL,, ) sont appelées des formes intérieures car elles
correspondent aux éléments de H'(T', <7 (k,)) qui sont dans I'image de 1’application

HY(T,PGL,(k,)) — H'(T, o (ks)),
PGL,(ks) étant le groupe des automorphismes « intérieurs » de (Ag, s), GL, x, ou SLy, ..

Considérons maintenant le second cas, i.e. celui des formes « extérieures ». Rappelons
que Z désigne le diagramme de Dynkin de SL,, , et GL,, 1 ; son automorphisme non trivial

se releve en automorphisme it = Int(J,,) o i, de GL,, 1, ol i;(g) = ‘g

(2) Soit (A, o) une k-forme de (Ag, s) et G = U(A) la k-forme correspondante de GL,,  ;
elles sont données par un cocycle ¢ : I' = o7 (k) = PGL,,(ks) x {1,4:} tel que 7o ¢ soit non
trivial, ou 7 est la projection de o7 (k) sur {1,4,}. Dans ce cas, moc: I' — {1,4;} = Aut(2)
est un morphisme de groupes surjectif 4 : notons I', son noyau. Alors L = kLe est une

extension quadratique galoisienne de k: on notera A — A laction de I’élément non trivial
de Gal(L/k).

(9] e. action de I sur Z est non triviale.
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Lemme 5.5. — (i) Le centre de A est L et la restriction de o a L est [’élément non trivial
de Gal(L/k).

(ii) Le centre de G = U(A) est U(L), i.e. le foncteur en groupes qui a toute k-algébre R
associe U(L® R) = {u € (R® L)* | o(u)u = 1}. 15

Démonstration. — (i) A est l'algebre des invariants pour 'action de I' sur Ay ® ks donnée
par v, (a®A) = c(v)(a®7y(N)), et le centre de A provient du centre Zy = kg x ks de Ag®k;.
Comme les automorphismes intérieurs agissent trivialement sur Z,, 'action *. de I'. sur 2
coincide avec 'action standard v(z,y) = (v(z),7(y)), donc en prenant les invariants sous

I, on obtient L x L. Alors, tout élément  de I' — I', envoie un couple (A, ) sur (fi, A) et
I’on obtient donc un isomorphisme

L= Z(A), A= (AN,
Enfin, comme o est la restriction & A de I'involution s de A ® ks, elle induit sur Z(A) ~ L
I'involution A — A.
(ii) I est clair que U(L) est contenu dans le centre Z(G) de G = U(A). De plus, en

étendant les scalaires de k a ks on voit facilement que U(L)y, = Z(G)k, (c’est le foncteur
qui & toute kg-algebre R associe le centre de GL,(R ® kg)) donc U(L) = Z(G). O

Notons enfin que A est une L-algebre simple. En effet, si I est un idéal bilatére non nul
de A, alors I ® k, est un idéal bilatere non nul de A ® k; ~ Ay ® ks, stable par I'action
de I', et comme l'action de I' échange les deux idempotents (1,0) et (0,1) de Ay ® k; alors
I ®Fks= Ay Rk, et donc [ = A.

Réciproquement, si L/k est une extension quadratique contenue dans ks et A une L-
algebre centrale simple munie d'une involution ¢ induisant sur L 1’élément non trivial de
Gal(L/k), on peut vérifier que (A, o) devient isomorphe a (Ay, ) sur ks. On obtient donc :

Proposition 5.6. — Pour toute extension quadratique L/k contenue dans ks, on a une
bijection
classes d’isomorphisme de classes d’isomorphisme de
k-formes de GL,, “ k-formes (A, o) de (Ao, s)
de centre ~ U(L) avec Z(A) ~ L et o|; #id.

La discussion précédente conduit a la définition suivante.

Définition 5.7 (Involutions de lére ou 2éme espéce). — Soit A une k-algebre de
dimension finie munie d’une involution o et soit Z le centre de A. On dit que (A, o) est
une « k-algebre a involution centrale simple » dans les cas suivants :

(1) Z = k et A est une k-algebre centrale simple. Dans ce cas, on dit que o est une
involution de 1lére espece.

(2) Z = L est un corps, extension quadratique galoisienne de k, A est une L-algebre
centrale simple et la restriction de o & L est I’élément non trivial de Gal(L/k).

(3) Z =k x k et (A,0) est isomorphe a (B x B°P,s), ou B est une k-algebre centrale
simple et s(by, b57) = (bg, bI¥).

Dans les cas (2) et (3) on dit que o est une involution de 2éme espéce.

La classification des formes extérieures de SL,, ; ou GL, ; pour n > 3 est donc ramenée

a celle des k-algebres « centrales simples » avec involution de 2eéme espece (A, o) dont le
centre est une extension galoisienne L/k de degré 2.

(15)C’est le k-tore non déployé de dimension 1 associé & L, i.e. le noyau du morphisme de norme N, Jk
ReSL/k(vaL) — Gm,k-
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Lemme 5.8 (Hilbert 90). — Soit L/k une extension quadratique galoisienne. Pour tout
z € L, notons Z son image par I’élément non trivial de Gal(L/k). Pour tout z € L tel que
2Z =1, il existe p € L tel que z = p/f. 19

Démonstration. — Posons I' = Gal(L/k) = {1,~}; il agit sur L* par y(z) = Z. Pour tout
cocycle ¢ : I' — L* on a ¢(1) = 1 donc 'on voit que se donner un cocycle équivaut a se
donner I'élément z = ¢(y) de L* de facon a vérifier la condition de cocycle :

L=c(l) = e(yy) = c(y)r(e(r)) = 22
Or on a vu que H(T', L*) = {1} donc il existe u € L* tel que z = u/n. O

Prenons par exemple £ = R. La seule extension quadratique est L = C qui est algébri-
quement clos, donc la seule L-algebre centrale simple de degré n est A = M,(C).

Définition 5.9. — Soient b, b deux formes hermitiennes non dégénérées sur C".

(i) On dit que b, sont équivalentes s'il existe g € GL,,(C) tel que V' (z,y) = b(gx, gy)
pour tout x,y € C™. On rappelle que b et b’ sont équivalentes ssi elles ont la méme signature ;
les signatures possibles sont (n — k, k), pour k =0,...,n.

(ii) On dit que b,b" sont similaires s’il existe g € GL,(C) et A € R* tels que V/(z,y) =
Ab(gx, gy) pour tout x,y € C". Si A = r? on voit que V' est équivalente & b via I’homothétie
de rapport 1/r; on en déduit que b, b’ sont similaires ssi 0’ est équivalente a b ou —b. On

en déduit que les classes de similitude sont en bijection avec les signatures (n — k, k), pour
0<k<n/2

Proposition 5.10. — (i) Soit b une forme hermitienne non dégénérée sur C". On lui
associe une involution de 2éme espece o, de A = M, (C), définie comme suit : pour tout
ueAetx,yeCr ona

b(x, u(y)) = blow(u)(x), ),
i.e. u est l'adjoint de u pour b.

(ii) L’application b — oy induil une bijection entre les classes de similitude de formes
hermitiennes non dégénérées et les classes d’isomorphisme de couples (A, o) ot o est une
mwvolution de 2éme espece.

Démonstration. — (i) Soit # = (ey, ..., e,) la base canonique de C™ et J = (b(e;, €;) )1<ij<n
la matrice de b dans A. L’hypothese que b soit hermitienne et non dégénérée équivaut a
dire, respectivement, que J vérifie *J = J et est inversible. Pour tout X,Y € C", on a
b(X,Y) =*tXJY donc pour tout U € M, (C) on a :

WX, UY)="XJUY ='XJUJ ' JY
donc on voit que op(U) =t tU T = J-11T J est I'unique élément de M, (C) vérifiant
b(X,UY) = b(op(U)(X),Y) = X' (U) Y
pour tout X, Y € C". 1l est clair que o, est R-linéaire et vérifie o,(2U) = Zop(U) et
op(UU") = 0(U") oy (U) pour tout z € C et U, U’ € M,(C). De plus, on a :
o2(U) = oy (J VT J) = JHTUT LT =10,
la derniere égalité résultant de I'égalité *.J = J. On a donc o = id. Ceci prouve (i).

(ii) Pour J = I,, on obtient 'involution de 2&me espece o : U — U. Si o en est une autre,
alors oo, ! est un automorphisme de la C-algebre simple M, (C) donc d’apres le théoreme

(16) Ceci est le cas d = 2 du théoreme original de Hilbert, qui concernait le cas d’une extension galoisienne
L/k de groupe de Galois Z/dZ.
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de Skolem-Noether il existe g € GL,(C) tel que 0 = Int(g) o gg. Pour tout u € M,,(C) on
a:
u=0*(u) = (Int(g) o 00)(goo(u)g ") = goo(g™ Juoo(g)g™"

donc il existe z € C* tel que op(g) = zg. De plus on a

9= 05(9) = Zoo(g) = Zzg,
d’ot1 zz = 1. D’apres le Théoreme 90 de Hilbert (5.8), il existe u € C tel que z = u/fi, alors
oo(pg) = pg, i.e. g est une matrice hermitienne inversible et 'on a 0 = g3, ot b est la forme
hermitienne non dégénérée de matrice g—!. Ceci prouve que I'application est surjective.
D’autre part, d’apres le théoreme de Skolem-Noether, deux couples (A, 0;) et (A, oy)
sont isomorphes ssi il existe g € A* tel que

oy = Int(g7') o o3, o Int(g)

et I’on voit par un calcul facile que ceci équivaut a dire qu’il existe z € C* tel que J' = 2'gJ g,
ie. b (z,y) = zb(gx, gy) pour tout z,y € C". Et comme V' (x, z) et b(gx, gr) sont réels pour
tout x et b/'(z, ) # 0 pour au moins un z, on obtient z € R*. Ceci prouve (ii). ]

On a ainsi obtenu la classification des R-formes extérieures de SL, x : a isomorphisme
pres, ce sont les groupes unitaires SU(n—k, k) pour 0 < k < n/2. Parmi eux, seul le groupe
SU(n) est compact (« anisotrope » en langage algébrique).

Pour terminer ce paragraphe, déterminons aussi les formes intérieures. On sait que ce sont
les groupes SL,, (D), ou D est un corps de centre R et m deg(D) = n. Or, a isomorphisme
pres les seuls corps de centre R et de degré fini sur R sont R et le corps des quaternions HI.
Comme deg(H) = 2, on obtient ainsi SL,,(H) si n = 2m. En résumé, on a obtenu le :

Théoréme 5.11. — A isomorphisme pres, les R-formes de SL, g sont les suivantes :
(i) Les formes extérieures SU(n — k, k) pour 0 < k < n/2.
(ii) SLy, g, qui est la forme déployée.
(iii) Sin = 2m le groupe SL,,(H), qui est la seule forme intérieure non déployée.

5.2. Formes des groupes orthogonaux et symplectiques. — a compléter ...




