V. EXTENSIONS ENTIERES
(ET ALGEBRIQUES/TRANSCENDANTES)

Séances des 7 et 13 novembre

14. Extensions entiéres d’anneaux
14.1. Eléments entiers. — Soit A un anneau commutatif.

Définition 14.1 (Eléments entiers). — Soit 7 : A — B une A-algdbre. Par abus
de notation, pour a € A, b € B, on écrira ab au lieu de 7(a)b. On dit qu'un
élément = € B est entier sur A s’il vérifie une équation de la forme :

"4 apx" 4 Fa, =0,
avec a; € A, c.-a-d., si P(x) = 0 pour un certain polynéme unitaire P € A[X].
Une telle équation s’appelle une équation de dépendance intégrale.

Notation 14.2. — Pour tout b € B, on note A[b] la sous-A-algebre de B en-
gendrée par b. On rappelle que c’est le sous-A-module de B engendré par les
monomes b", pour n € N.

Proposition 14.3 (Caractérisation des éléments entiers). — Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) b est entier sur A.

(ii) A[b] est un A-module de type fini.

(iii) A[b] est contenu dans un sous-anneau C de B qui est un A-module de
type fini.
Démonstration. — Si l’on a une équation de dépendance intégrale P(b) = 0

de degré n, on obtient (par une récurrence sur le degré, ou bien en utilisant la
division euclidienne dans A[X] par le polynéme unitaire P), que les éléments
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1,b,...,b" ! engendrent A[b] comme A-module. Ceci montre que (i) = (ii). Il
est clair que (ii) = (iii).
Supposons (iii) vérifié et soient z1,...,x, des générateurs de C comme A-

module. Pour tout ¢, bx; appartient a C donc il existe des éléments a;; € A
tels que

n
(J[) me-:Zaijxj, ijl,,’l’L

j=1
Désignons par P € M, (C) la matrice dont le coefficient d’indice (7,7) est
a;j — 0;5b, out d;; désigne le symbole de Kronecker (6;; = 1sii = jet =0
sinon). Alors, les équations (1) se récrivent de fagon matricielle :

T
(1) Pl:|=o0.

Tn

(Egalité de matrices a coefficients dans I’anneau C). Notons P la transposée
de la matrice des cofacteurs de P (c.-a-d., (—1)“+7 f’ij égale le déterminant de
la matrice obtenue en supprimant dans P la ligne j et la colonne 7). Alors,
d’aprés la formule de développement d’un déterminant suivant une ligne ou
une colonne, on a l’égalité matricielle :

(2) (dét P)I,, = PP,

ou I,, désigne la matrice unité. Combiné avec 1’égalité (1), ceci donne que
I’élément d := dét P de C vérifie dx; = 0 pour i = 1,...,n. Donc d annule le A-
module C, et comme C contient I’élément neutre 1 € B, ceci donne dét P = 0.
Or, P = M —bl,,, ou M désigne la matrice dont les coefficients sont les a;; € A.
Donc, en développant dét P, on obtient une égalité

(=1)™0" 4+ b = 0,

ol les ay sont des polynomes en les a;j, donc appartiennent a A. Ceci montre
que b est entier sur A. La proposition est démontrée. O

14.2. Morphismes entiers. —

Définition 14.4. — Soit 7 : A — B une A-algebre. On dit que B est entier
sur A si tout élément de B est entier sur A. Dans ce cas, on dit aussi que
7: A — B est un morphisme entier, ou une extension entiere.

Définition 14.5. — Soit 7 : A — B une A-algebre.

1) On dit que le morphisme (ou l'extension) A — B est de type fini si
B est une A-algébre de type fini, c.-a-d., s’il existe x1,...,x, € B engen-
drant B comme A-algebre, c.-a-d., tels que B = Az, ..., z,], c-a-d., si B est
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engendrée, comme A-module, par tous les mondémes

Un

g, pour v = (v1,...,v,) € N

2) On dit que le morphisme (resp. 'extension) A — B est fini (resp. finie) si
B est un A-module de type fini, c.-a-d., §’il existe mq, ..., m, € B engendrant
B comme A-module, c.-a-d., tels que B =Amq + --- + Am,..

Remarque 14.6. — 1) 1l résulte de la définition que toute extension finie est
de type fini, mais la réciproque est fausse. Par exemple, l'extension k& C k[X]
est de type fini, mais n’est pas finie car k[X] n’est pas un k-espace vectoriel de
dimension finie (il admet comme base sur k& les monémes X", pour n € N).

2) D’apres la proposition 14.3, tout morphisme fini est entier.

Remarque 14.7. — Soit A — B une A-algebre. Par définition, B est entier
sur A si tout b € B est entier sur A. Evidemment, ceci n’est pas commode
a vérifier directement, et donc on a besoin de criteres permettant de dire
qu’une extension est entiere. En particulier, on a le trés important point 1) du
théoreme 14.9 ci-dessous, et le point 2) en conséquence.

Lemme 14.8. — Soient A C B des anneaux et N un B-module de type fini. On
suppose que B est un A-module de type fini. Alors N est un A-module de type

fini.

Démonstration. — Par hypothese, il existe des éléments x1,...,x, dans N
(resp. b1, ...,b, dans B) qui engendrent N comme B-module (resp. B comme
A-module). Alors

N =Bz +--- + Bz,

et chaque Bz; est engendré, comme A-module, par les éléments b;x;. 11 en
résulte que N est engendré comme A-module par les éléments b;z ;. Ceci prouve
le lemme. ]

Théoréme 14.9. — 1) (Critére d’intégralité) Soit C = A[x1,...,z,] une A-
algébre de type fini. Si chaque x; est entier sur A, alors C est un A-module de
type fini, donc est entier sur A.

2) (Transitivité des extensions entiéres) Soient A = B 2, C, avec ¢
entier. St x € C est entier sur B, alors x est entier sur A. En particulier, si
C est entier sur B, il est entier sur A.

Démonstration. — 1) Par récurrence sur n. Le cas n = 1 a été vu dans la
proposition 14.3. On peut donc supposer n = 2 et le résultat établi pour n —1.
Posons B = Alzy,...,x,-1]. Par hypotheése de récurrence, B est fini sur A.

D’autre part, x, étant entier sur A; il l'est aussi sur B, et donc C = Bz,
est fini sur B. Donc, d’apres le lemme 14.8, appliqué a N = C, on obtient que



140 V. EXTENSIONS ENTIERES (ET ALGEBRIQUES/TRANSCENDANTES)

C est un A-module de type fini. Donc tout ¢ € C est entier sur A, d’apres le
point (iii) de la proposition 14.3. Ceci prouve le point 1).

2) Par hypothese, il existe by,...,b, € B tels que
2"+ by b, = 0.

Posons By := A[by, ..., b,]. Alors By[x] est fini sur By et, d’apres le point 1),
Bg est un A-module de type fini. Donc, d’apres le lemme 14.8, le sous-anneau
Bo[z] est un A-module de type fini. D’apres la proposition 14.3, ceci entraine
que z est entier sur A. Le théoreme est démontré. O

Remarque 14.10. — Dans le point 1), écrivant que chaque x; vérifie une équa-
tion intégrale sur A de degré d;, on peut aussi montrer par un argument direct
que le sous-A-module de C engendré par les monémes

xyt-expn, avee 0< s <d;

est stable par multiplication par chaque z;, donc coincide avec C.

14.3. Anneaux intégralement clos. —

Proposition 14.11 (Cloture intégrale de A dans B). — Soient A C B des an-
neauz, et A l’ensemble des b € B qui sont entiers sur A. Alors A est un
sous-anneau de B, appelé la cloture intégrale de A dans B.

Démonstration. — D’abord, A contient A et donc 1. Soient T,y € A. Alors,
d’apres le point 1) du théoreme 14.9, le sous-anneau A[z,y| est un A-module
de type fini. Il contient x —y et zy et donc, d’apres le point 3) de la proposition
14.3, x — y et xy sont entiers sur A. Ceci montre que A est un sous-anneau de
B. O

Définition 14.12. — 1) Soient A C B deux anneaux. On dit que A est inté-
gralement fermé dans B si tout élément de b entier sur A appartient a A,
c.-a-d., si A est égal a sa cloture intégrale dans B.

2) On dit qu’'un anneau A est intégralement clos s’il est intégre et s’il
est intégralement fermé dans son corps des fractions K, c.-a-d., si tout o € K
entier sur A appartient & A.

Corollaire 14.13. — Soient A C B deuz anneauz et A la cloture intégrale de
A dans B. Alors A est intégralement fermé dans B. En particulier, si A est
integre et si A est la cléture intégrale de A dans son corps des fractions, alors
A est intégralement clos.

Démonstration. — Soit z € B entier sur A. D’apres le point 2) du théoreme
14.9, x est entier sur A, donc appartient a A. O
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Les anneaux intégralement clos jouent un réle important en géométrie algé-
brique et en théorie des nombres ; voir par exemple [AM, Chap.9], [Die, §5],
[Sa]. On a d’autre part I'important résultat suivant.

Proposition 14.14. — Soit A factoriel. Alors A est intégralement clos.

Démonstration. — Soient K le corps des fractions de A et o € K\ {0}. On
peut écrire a = b/c, avec b et ¢ sans facteur commun. Supposons « entier sur
A. Alors il existe aq,...,a, € A tels que

"+ a4+t a, =0.
Multipliant cette égalité par ¢, on obtient que
(%) —b" = carb" 4+ ay
est divisible par c. Ceci entraine que c est inversible dans A. En effet, sinon soit
p un élément irréductible divisant c. D’apres (x) il divise " et donc, d’apres le

Lemme d’Euclide (puisque A est factoriel), p divise b, une contradiction. Donc
¢ est un élément inversible de A et o € A. La proposition est démontrée. [

Corollaire 14.15. — Si q € Q est entier sur Z alors q € 7.

Ceci explique la terminologie d’« éléments entiers ».

14.4. Extensions entiéres et idéaux premiers. —

Proposition 14.16. — Soit A C B une extension entiére.

1) Soient J un idéal propre de B et 1 = ANJ. Alors Uextension A/1 C B/J
est entiere.

2) Si S est une partie multiplicative de A, lextension ST'A C S™!B est
entiére.

Démonstration. — Facile, et laissée au lecteur. O

Proposition 14.17. — Soient A C B deuzr anneaux commutatifs intégres, avec
B entier sur A. Alors :
A est un corps < B est un corps.

Démonstration. — Supposons que A soit un corps. Soit b un élément non nul
de B. Considérons une équation de dépendance intégrale de degré minimal :
V' ab" -+ a, =0,
avec a; € A. Alors a, # 0, car sinon, comme B est integre, on aurait "' +

-+ 4+ ap_1 =0, contredisant la minimalité de n. Donc, comme A est un corps,
an est inversible, d’ou

—b(0" '+ +ap1)a, =1

Ceci montre que b est inversible, et donc B est un corps.



142 V. EXTENSIONS ENTIERES (ET ALGEBRIQUES/TRANSCENDANTES)

Réciproquement, supposons que B soit un corps et soit a € A, non nul.
Alors, a admet dans B un inverse b, et b est entier sur A. Donc il existe n € N*
et c1,...,cp € A tels que

V=" 4 e,

n—1

Multipliant cette égalité par o+, on obtient que b € A. Ceci prouve la pro-
position. n

Corollaire 14.18. — Soit ¢ : A — B un morphisme entier et soient q €
Spec(B) et p = ¢~ 1(q). Alors q est mazximal si et seulement si p l’est.

Démonstration. — Remplagant B par B/q et A par A/p, on obtient un mor-
phisme injectif et entier A <— B, et le résultat découle de la proposition pré-
cédente. O

Signalons aussi le lemme ci-dessous, qu’il est utile de connaitre, et qui fournit
une autre démonstration de 'implication = dans la proposition 14.17.

Lemme 14.19. — Soient k un corps et B une k-algébre intégre de dimension
finie. Alors B est un corps.

Démonstration. — Soit b # 0 dans B. L’application p, : B — B, x — bz est
k-linéaire, et elle est injective car B est integre. Puisque B est un k-espace
vectoriel de dimension finie, p; est donc bijective. 1l existe donc x € B tel que
bx = 1, ce qui montre que b est inversible. O

15. Extensions de corps

15.1. Généralités sur les extensions de corps. — Commencons par la
remarque suivante, facile mais importante.

Remarque 15.1. — Soient K et K’ deux corps et soit ¢ : K — K’ un morphisme
d’anneaux. Alors :

a) ¢ est injectif car Ker ¢, étant un idéal propre de K (car ¢(1) = 1), est
nécessairement nul.

b) ¢ est un morphisme de corps, car 1’égalité

1=¢(1) = ¢(za™") = ¢(z)p(a™")
entraine que ¢(z~!) = ¢(z)~! pour tout x € K\ {0}.

Définition 15.2. — On dit que K est une extension de k si I'on s’est donné
un morphisme (nécessairement injectif) £ — K. On utilise la notation « K/k »
pour signifier que K est une extension de k (il est sous-entendu que k et K
sont des corps). Parfois, on dira aussi que K est un surcorps de k.
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Si K/k est une extension, une extension intermédiaire L est un corps L
tel que k£ C L C K. Dans ce cas, on dit aussi que L/k est une sous-extension
de K/k.

Lemme 15.3. — Soit K un corps. Si (K;)iec1 est une famille de sous-corps de
K, alors lintersection des K; est un sous-corps de K.

Démonstration. — Cest clair. O

Définition 15.4 (Sous-corps engendré). — 1) Soient K un corps et S une partie
de K. L’ensemble des sous-corps de K contenant S est non-vide (car il contient
K) et donc l'intersection de tous ces sous-corps est un sous-corps de K. C’est
le plus petit sous-corps contenant S; on I’appelle le sous-corps engendré par

S.

2) On appelle sous-corps premier de K le sous-corps de K engendré par
I’élément 1xk. Il est contenu dans tout sous-corps de K.

3) Soit K/k une extension de corps et soit S une partie de K. L’ensemble
des sous-corps de K contenant k£ et S est non-vide (car il contient K) et donc
I'intersection de tous ces sous-corps est un sous-corps de K, qui est le plus
petit sous-corps contenant k£ et S. On I'appelle le sous-corps engendré par S
sur k et on le note k(S), ou k(x1,...,zy,) si S ={x1,...,2,}.

Définition 15.5 (Extensions de type fini). — 1) On dit que K/k est une exten-
sion de type fini si K est engendré comme surcorps de k£ par un nombre fini
d’éléments, c.-a-d., 8’il existe z1,...,z, € K tels que K = k(z1,...,z,).

2) On dit que K/k est une extension monogeéne si K est engendré sur k
par un élément z, c.-a-d., s’il existe z € K tel que K = k(x).

Lemme 15.6. — Soit K un surcorps de k et soient 1,J deux parties de K. Alors
E(TUJ) = k()(J).

Par conséquent, toute extension de type fini k C k(x1,...,z,) est obtenue
comme composée d’extensions monogeénes :

k(z1,...,xn) = k(z1) (22, ..., 20) = k(z1)(22) - - - (z0).

Démonstration. — k(I)(J) contient I U J et donc k(I U J). Réciproquement,
E(IUJ) contient k(I) et J, donc k(I)(J). Ceci prouve le lemme. O

Remarque 15.7. — Dans ce cours, on ne considerera que des extensions de type
fini. Mais les extensions de type infini existent dans la nature. Par exemple,
I’extension Q@ C R n’est pas de type fini, car on peut montrer que R est de
degré de transcendance (voir 15.35 plus bas) infini sur Q.
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Définition 15.8. — Soient K et K’ deux extensions de k. On dit que K et K’
sont k-isomorphes s’il existe un isomorphisme ¢ : K — K’ (de corps ou
d’anneaux; on a vu que c’était la méme chose) tel que ¢(A) = A pour tout
A € k. Ceci équivaut a dire que ¢ est un isomorphisme de k-algebres.

Plus généralement, si, plutot qu'une inclusion de k dans K et K’, on s’est
donné des morphismes de corps
T:k—=K et ik — K,

alors un k-morphisme de K vers K’ est un morphisme ¢ : K — K’ tel que
poT =1

15.2. Sous-corps premier et caractéristique. — Il y a deux exemples
fondamentaux de corps. D’une part, le corps des rationnels Q, qui est le corps
des fractions de Z. D’autre part, les corps finis F, = Z/Z,, ou p € Z est un
nombre premier.

Définition 15.9. — Soit p > 2 un nombre premier. On note F, I'anneau quo-
tient Z/pZ. C’est un corps car l'idéal pZ est maximal, puisque Z est principal
et p irréductible.

De fagon équivalente, mais plus concréte, le fait que Z/(p) soit un corps
résulte du théoreme de Bezout. En effet, soit a € Z non divisible par p. Comme
I’idéal engendré par a et p est Z, il existe a, 3 € Z tels que aa+ Op = 1. Alors,
les classes de « et @ modulo p sont inverses I'une de 'autre.

En pratique, on peut trouver explicitement les « coefficients de Bezout » a et
B (et donc 'inverse o de @ modulo p), par la méthode des divisions successives.

Exemples 15.10. — 1) Prenons p = 37 et a = 7. Alors

BT=5xT+2 .. 3.37=15x7+3x2
3x24+1=71, M 13x2+1=17,

et 16-7—3-37 = 1. Donc l'inverse de 7 mod. 37 est 16.
2) Prenons p = 167 et a = 17. Alors
167=9x 17+ 14

- 4+1=5x3,
14*@;17)(3” dott d 6x14+41="5x17,
a3 6x167+1=(6-9+5) x 17,

Donc 1 =59-17—6-167 et 59 est 'inverse de 17 modulo 167.

Lemme 15.11. — Soit A un anneau. Il existe un unique morphisme d’anneaux

¢: 7 — A.



15. EXTENSIONS DE CORPS 145

Démonstration. — Comme A est un groupe abélien, c’est un Z-module, pour
Paction définie, pour tout n > 0 et z € A, par n-x =z + ---+ x (n fois), et
(—n)-x = n-(—z). De plus, le morphisme de Z-modules ¢ : Z — A, n + n-1 est
un morphisme d’anneaux, puisque la distributivité de la multiplication dans
A entraine :

(m-)n-)=04+---+1)1+---+1)=(mn)-1.

Ceci prouve l’existence. Réciproquement, si ¢ : Z — A est un morphisme
d’anneaux, alors (1) =1 et ¢(n) =n -1 pour tout n € Z, donc ¢ = ¢. O

Rappelons la définition suivante, déja introduite en 15.4

Définition 15.12. — On appelle sous-corps premier de K le sous-corps de K
engendré par 1’élément 1xk. Il est contenu dans tout sous-corps de K.

Théoreme 15.13 (Caractéristique et sous-corps premier)

Soit K un corps. Son sous-corps premier est isomorphe soit a Q, soit a IFp,
pour un nombre premier p > 2 uniquement déterminé. On dit que la carac-
téristique de K est 0 dans le premier cas, et p dans le second cas.

De facon plus précise, la caractéristique de K est le générateur > 0 du noyau
du morphisme Z — K, n — n - 1x. On la note car(K).

Démonstration. — Soit ¢ I'unique morphisme d’anneaux Z — K. Alors Ker ¢
est un idéal premier de Z, puisque Z/ Ker ¢ est isomorphe & un sous-anneau
de K, donc integre. Par conséquent, de deux choses I'une.

1) Si Ker ¢ = (0), on peut identifier Z & son image Z1k. Comme tout élément
de ¢(Z \ {0}) est inversible dans K, alors ¢ se prolonge en un morphisme
d’anneaux ¥ : Q — K, nécessairement injectif puisque Q est un corps. De
plus, tout sous-corps de K contient 1k, les éléments n - 1k et leurs inverses.
Ceci montre que le sous-corps premier de K est ¢(Q), isomorphe & Q. Dans
ce cas, on identifiera Q a son image dans K :

Q={zeK|InmeZn#0, tels que nx = mlx}.

2) Si Ker ¢ # (0), alors Ker ¢ = (p), ol p est un nombre premier > 2 unique-
ment déterminé. Dans ce cas, ¢ induit un isomorphisme de F, sur son image,
qui est formée des éléments nlk pour 0 < n < p. Ceci montre que, dans ce
cas, le sous-corps premier de K est formé des éléments nlk pour 0 < n < p;
on l'identifiera a IF,,. Le théoreme est démontré. O

15.3. L’alternative algébrique/transcendant. — Soit & C K une exten-
sion de corps et soit a € K. On note k[a] la sous-k-algebre de K engendrée
par a.

Soit ¢4 : k[X] — K le morphisme de k-algebres défini par ¢, (X) = a. Alors
¢a(P) = P(a) € K, pour tout P € k[X], et 'image de ¢ est k[a]. Posons
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I, = Ker ¢,. Puisque k[X]/I, = k[a] est integre, alors I, est un idéal premier
de k[X]. Donc, de deux choses I'une : ou bien I, = (0) ou bien I, = (P) pour
un polynome irréductible unitaire uniquement déterminé.

Définition 15.14 (Eléments transcendants ou algébriques)
1) Si I, = (0), on dit que « est transcendant sur k.

2) Sil, # (0), on dit que « est algébrique sur k. Dans ce cas, I, = (P), ou
P est 'unique polynome unitaire de degré minimal dans I, ; par conséquent,
« est entier sur k.

Le polynéme P est appelé polynéme minimal de a sur k; on le notera
Irrg (o). Son degré s’appelle degré de « sur k et se note deg ().

Remarque 15.15. — Soit L un corps intermédiaire entre k et K, c.-a-d., k C
L C K. Si a € k est algébrique sur k, il 'est aussi sur L et Irrg(«) est divisible,
dans L[X], par Irrp ().

Théoreme 15.16 (Extensions monogenes k(z)). — Supposons K = k(x).
1) Si x est algébrique sur k, alors Irry(z) est irréductible et l'on a

~

(%) k[X]/(Trrg (2)) — klz] = k(z).

Par conséquent, les éléments 1,x, ..., 241, ot d = deg,.(z), forment une base

de k(x) sur k. En particulier, dimy, k(z) = d.

2) Si x est transcendant sur k, alors linjection ¢, : k[X] — K = k(z) induit
un k-isomorphisme k(X) — k(z). En particulier, dimy, k(z) = 4o00.
Démonstration. — 1) k[X]/I, est integre car isomorphe a k[z], la sous-k-

algebre de K engendrée par x. Ainsi, I, = (Irrg(z)) est premier. D’apres le
lemme 15.26, Irrg(z) est irréductible et engendre un idéal maximal de k[X].

Done, A := Ek[X]/(Irrg(z)) est un corps. Par conséquent, son image par ¢,
qui est k[z], égale le corps k(x) engendré par z. Ceci prouve (x). Comme les
images de 1,...,X% ! forment une base de A sur k, la derniere assertion de 1)

en découle.

2) Supposons z transcendant, c.-a-d., ¢ : k[X] — K = k(x) injectif. Alors,
tout élément de ¢(k[X] \ {0}) est inversible dans K, et donc ¢ se prolonge en
un morphisme d’anneaux ¢ : k(X) — K; injectif puisque k(X) est un corps,
et surjectif puisque K est engendré sur k£ par . Donc v est un isomorphisme
kE(X) = k(z) = K. O

Remarque 15.17. — Ecrivons Irry, () = 2% 4-a1z? 1 +- - - +ay et observons que
agq # 0 puisque Irrg(z) est irréductible. Alors 'inverse de z est égal a
(2l +az? 2+ + ad_l)agl.

D’autre part, le fait que, dans ce cas, k[z] coincide avec k(x) résulte aussi du
lemme 14.19.
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15.4. Extensions algébriques et degré. — On a vu plus haut que si
K = k(z), ou = est un élément algébrique sur k, alors dimy K = deg;(x). Ceci
explique la terminologie suivante.

Définition 15.18. — Soit K/k une extension; dimy K s’appelle degré de K
sur k et se note [K : k]. C’est un élément de N* U {4o00}.

Proposition 15.19 (Multiplicativité des degrés). — Soient k C K C L des ez-
tensions de corps. Alors [L : k] = [L : K] [K : k].

Démonstration. — Montrons d’abord que si 'un des termes de droite égale
+o0, alors [L : k] = +o00. Prenant la contraposée, ceci équivaut a montrer que
si [L : k| est fini, il en est de méme de [L : K] et [K : k]. Supposons donc que
[L: k] =N < 400. Comme K est un sous-k-espace vectoriel de L, on a

[K:k]<[L:k]=N.
D’autre part, si (y1,...,y~) est une base de L sur k, alors les y; engendrent a
fortiori L comme K-espace vectoriel, et donc [L : K] < [L: k] = N.
Pour démontrer la proposition, on peut donc supposer que [L : K| = m et
[K : k] = n, et il s’agit de montrer que
[L: k] =mn.
Donnons deux démonstrations.

1) Comme k-espace vectoriel, K est isomorphe a k™ et, comme K-espace vec-
toriel, L est isomorphe a K". Donc, comme k-espace vectoriel, L est isomorphe
a:

K@...@ng"@...@k”gkm"’
m facteurs
d’ou dimy L = mn, ce qui prouve la proposition.

2) De fagon plus concrete, soient (¢1,...,¢,) une base de L sur K et
(x1,...,2,) une base de K sur k. Alors, on voit facilement que les produits z;¢;
engendrent L comme k-espace vectoriel, cf. la preuve du lemme 14.8. Montrons
que ces éléments sont linéairement indépendants sur k. Supposons qu’on ait

une égalité
0= E aj,j .CCZ'EJ‘,
i’j

avec les a; ; € k. Alors on a

0= Z Z Qg 5 Xj fz

1<i<m \1<j<n
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Comme les #; sont linéairement indépendants sur K, on obtient que, pour tout

1=1,...,m,
Z Qi T5 = 0.
1<j<n
Puis, comme les z; sont linéairement indépendants sur £, on obtient que a; ; =
0 pour tout 7, j. Ceci montre que les produits x;¢; forment une base de L sur
k, d’ou dimy L = mn. ]

Remarque 15.20. — La méme démonstration montre que si A C B sont deux
anneaux, et si B = A™ comme A-module, alors, pour tout » > 1, B" est libre
comme A-module, de rang rn.

Définition 15.21. — Soit k C K une extension de corps. On dit que K/k est
une extension algébrique si tout élément de K est algébrique sur k.

Remarque 15.22. — Soit k un corps. La notion d’élément algébrique sur k
coincide avec celle d’élement entier, et donc une extension de corps K/k est
algébrique si et seulement si ¢’est une extension entiere. On peut donc déduire
des résultats sur les extensions entieres les résultats suivants.

Théoréme 15.23. — Soit K/k une extension de corps.

1) (Critere d’algébricité) Si K = k(z1,...,z,) et si chaque x; est al-
gébrique sur k de degré d;, alors K = k[z1,...,xy,], c.-a-d., K est engendré
comme k-algébre par les z;, et K/k est algébrique et de degré fini ; plus
précisément, on a

K: k] <di---dy.

2) (Transitivité des extensions algébriques) Si les extensions K/k et
L/K sont algébriques, alors L/k ’est aussi.

Démonstration. — 1) Montrons que K = k[xy,...,z,] et [K: k] < dy---d,
par récurrence sur n. Sin = 1, c’est le théoreme 15.16. On peut donc supposer
n > 2 et l'assertion établie pour n — 1. Posons K' = k(x1,...,2,-1). Alors

K = K'(z,) et z, est algébrique sur K’ de degré < d,, et donc, par 'hypothese
de récurrence plus le cas n = 1 appliqué & K’, on obtient :

(%) K =K'(z,) = K'[x,] = k[z1, ... 2],
et
K:k)=[K:K|[K: k] <dpdy_1---di.
Ceci acheve la récurrence. Donc K est de degré fini sur k, et donc tout élément

de K est algébrique sur k, d’apreés la proposition 14.3 ou bien le point 2) du
théoreme 15.16. Le point 1) est démontré.

Le point 2) découle du point 2) du théoréme 14.9. O
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Remarque 15.24. — Une autre démonstration du point 1) du théoreme 15.23
est la suivante. Soit ¢ : k[Xy,...,X,] — K le morphisme de k-algebres défini
par ¢(X;) = z;, pour i = 1,...,n; on a ¢(P) = P(x1,...,z,) € K pour tout
P € k[X4,...,X,]. L’'image de ¢ est A := k[z1,...,x,], la sous-k-algebre de
K engendré par les ;. Comme chaque monome z}' est combinaison k-linéaire
des monomes z7, avec 0 < 7 < d;, on en déduit que A est engendrée sur k par
les monomes

Tn
n

x;ﬁl PR x
ol r; < d; pour tout ¢. Par conséquent, A est une k-algebre de dimension finie
< di---dy,. De plus, A est integre, puisque contenue dans K. D’apres le lemme
14.19, A est un corps, et ’égalité () en résulte. Donc K = A est de dimension

<dy---d, sur k.

Corollaire 15.25. — Une extension de corps k C K est de degré fini si et seule-
ment si elle est algébrique et de type fini.

15.5. Un théoréme de Zariski. — (V) Commencons par rappeler le lemme
suivant, déja vu précédemment.

Lemme 15.26. — Soient K un corps et p un idéal premier non nul de K[X].
Alors p = (P), ou P est un polynéme irréductible, p est mazimal et K[X]/p est
de degré degP sur K.

Démonstration. — Comme K[X] est principal (11.36), p = (P) pour un certain
polyndéme unitaire de degré d > 1. Si on avait P = QR avec degQ,degR
< degP, on aurait Q,R ¢ p mais QR = P € p, contredisant le fait que p est
premier. Ceci montre que P est irréductible.

Par conséquent, si Q € K[X]\p il existe A, B € K[X] tels que AP +BQ = 1.
Ceci montre que p = (P) est un idéal maximal.

Enfin, soit x I'image de X dans L := K[X]/(P). D’une part, en utilisant
la division euclidienne, on voit que les éléments 1,z,...,2% ! (ott d = degP)
engendrent L comme K-espace vectoriel. D’autre part, ces éléments sont li-
néairement indépendants sur K, car si ag + a1z + - - - + ag_12% 1 = 0, alors
le polynéme ag + - - - + ag_1 X% est divisible par P (de degré d), ce qui n’est

possible que si a; = 0 pour ¢ =0,...,d—1. Donc {1, z,... ,fL’d_l} est une base
de L sur K, et [L : K] = d = degP. Le lemme est démontré. O
Théoréme 15.27 (Zariski). — Soient K un corps et m un idéal mazrimal de

K[Xy,...,Xy]. Alors le corps L = K[X,...,X,]/m est une extension de degré
fini de K.

(U Ce paragraphe n’a pas été traité en cours.
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Démonstration. — On procede par récurrence sur n. Si n = 1, alors m = (P),
pour un certain polynoéme irréductible de degré d > 1, et K[X]/(P) est de
degré d sur K, d’apres le lemme 15.26.

Supposons n > 1 et le théoréeme démontré pour n — 1, pour tout corps.
Notons z; I'image de X; dans L et observons que les x; engendrent L. comme
K-algebre, c.-a-d., on a

(t) L=Kzy,..., ).

Soit I := m N K[X;]; c’est un idéal premier de K[X;]. Montrons d’abord que
I.#(0).

Supposons le contraire. Alors le morphisme K[X;] — L est injectif,
donc se prolonge en un morphisme de corps K(X;) — L. D’apres (1),
L est a fortiori engendré comme K(Xj)-algebre par xa,...,x,, donc égale
K(X1)[Xa,...,X,]/m, pour un certain idéal maximal m’.

Par hypothese de récurrence, L est de dimension finie sur K(Xj). Donc,
chaque z; est racine d’un polynoéme unitaire P;(T) € k(X1)[T]. Soit f € K[X]
un dénominateur commun aux coefficients de Po,...,P,. Alors chaque x; est
entier sur le sous-anneau K[X;][1/f] de L. Comme

L = (K[Xq][1/ fD[z2; - .- 2nl,

il résulte du théoréme 14.9, que L est entier sur K[X;][1/f]. Donc, d’apres la
proposition 14.17, K[X;][1/f] est un corps. Mais ceci n’est pas possible. En
effet, si on avait deg f = 0, c.-a-d., f € K, ceci dirait que K[X;] est un corps,
ce qui n’est pas le cas. Donc deg f > 0. Mais alors 1 + f est non nul et n’est
pas inversible dans K[X;][1/f]. En effet, on aurait sinon (1 + f)P = f", avec
P € K[Xji] et r > 1, et comme K[X] est factoriel (Thm.11.36) et 1 + f et f"
sont premiers entre eux, f” diviserait P, et donc 1 + f serait inversible dans
K[X;], absurde puisque deg f > 0.

Cette contradiction montre que I est un idéal premier non nul de K[X;].
Donc, d’aprés le lemme 15.26, ¢’est un idéal maximal et K’ := K[X;]/I est un
corps de degré fini sur K. De plus, L est un quotient de K'[Xs,...,X,,] donc,
par hypothése de récurrence, L est de degré fini sur K’, et donc aussi sur K

(d’apres 15.19). Ceci prouve le théoreme. O
Définition 15.28 (Les idéaux m,, pour x € k™). — Pour tout x € k", notons m,
I'idéal engendré par X1 —x1, ..., X, —x,. C’est le noyau du morphisme surjectif

de k-algebres
ep k[Xq,...,Xp] — k, P+ P(z).
Comme k[Xq,...,X,]/m; = k est un corps, m, est un idéal maximal de
K[X1, ..., Xal.
Pour un idéal T arbitraire, on a :

ICm, < P)=0 VPel
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On pose alors
V(I ={ze€k” |Plx)=0, VPel}={zck™|ICm,};

on l'appelle la variété des zéros de 1. Alors, on voit facilement que ¥ (m,) =
{z}; en particulier, les m, sont deux a deux distincts.

Théoréme 15.29 (Théoreme des zéros, forme faible). — On suppose k algébri-
quement clos.

1) Soit m un idéal mazimal de k[Xq,...,X,]. Alors m = my, pour un unique
x e k"

2) Soit J un idéal propre de k[Xy,...,X,]. Alors ¥ (J) # @.

Démonstration. — 1) Comme k est algébriquement clos, le théoreme précé-
dent 15.27 entraine que k[Xi,...,X,]/m = k. Notant z; I'image de X; dans
k et posant © = (x1,...,2,), on obtient que m contient I'idéal maximal m,,

d’ott m = m,. Ceci prouve 1).
Soit J un idéal propre. Il est contenu dans un idéal maximal m,, et donc
¥ (J) contient x. Le théoreme est démontré. O

15.6. Bases de transcendance. — (2 Afin de couvrir les extensions de
type fini K/k arbitraires (c.-a-d., pas nécessairement algébriques), traitons
dans ce paragraphe la notion de base (et degré) de transcendance

Soit K/k une extension de corps, et soient x1,...,z, € K.

Définition 15.30. — On dit que x1,...,x, sont algébriquement indépen-
dants sur £ si le morphisme
¢ k[Xq,.., Xy — K, P P(xy,...,25)

est injectif. Dans ce cas, ¢ se prolonge en un isomorphisme de k(Xy,...,X,)
sur le sous-corps de K engendré par les x;. En particulier, chaque x; est trans-

cendant sur k.
Remarque 15.31. — Soit K le corps des fractions de I'anneau k[z,y], ot 2% =
y3. Alors z et y sont transcendants sur k, mais ne sont pas algébriquement

indépendants sur k, puisqu’on a la relation z? = y>.

Définition 15.32. — On dit qu’une partie B de K est une base de transcen-
dance sur £ si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(i) les éléments de B sont algébriquement indépendants sur & ;
(ii) le corps K est extension algébrique du sous-corps k(B).

Ceci équivaut a dire que B est une partie algébriquement indépendante
maximale.

(2)Ce paragraphe n’a pas été traité en cours.
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Lemme 15.33. — Soit K/k une extension et soit S une partie finie de K telle
que K soit algébrique sur k(S). Alors S contient une base de transcendance B
de K sur k. De plus, [k(S) : k(B)] < oo; en particulier, si K = k(S), alors K
est de degré fini sur k(B).

Démonstration. — Posons S = {z1,...,x,}. Quitte & renuméroter les x;, on
peut supposer que x1, ..., T, sont algébriquement indépendants sur k et que,
pour tout i > r, z; est algébrique sur k(B), ou B = {z1,...,x,}. Alors, par
transitivité des extensions algébriques (15.23), K est algébrique sur k(B), et
donc B est une base de transcendance de K sur k.

De plus, d’apres le théoreme 15.23, k(S) est de degré fini sur k(B). O

Proposition 15.34. — Soit K/k une extension de corps telle que K posséde une
base de transcendance sur k finie.

1) Soit B une base de transcendance de K sur k de cardinal minimum n.
Alors, toute partie B' algébriquement indépendante sur k est de cardinal < n.

2) Par conséquent, toute base de transcendance de K sur k est de cardinal
n.

Démonstration. — On procede par récurrence sur l'entier s(B,B’) := #B —
#(BNB). Sis=0, alors B C B’ donc B’ = B par maximalité de B. On peut
donc supposer s > 1 et 'assertion établie pour s — 1.

Ecrivons B = {b1,...,b,}. Sans perte de généralité, on peut supposer que

BNB = {bsi1,...,bn}

Si B’ C B, l'assertion est vérifiée, donc on peut supposer qu’il existe b’ € B’
tel que & ¢ B. Alors B U {b'} n’est pas algébriquement indépendante, par
maximalité de B. Donc, il existe P € k[Xy,...,X,, X,,4+1] non nul tel que

P(by,...,bn, ) = 0.

De plus, P & k[Xsi1,- .., Xpt1], puisque les éléments de B’ sont algébrique-
ment indépendants. Donc, sans perte de généralité, on peut supposer que P
contient la variable X;.

Posons alors By = {ba,...,b,,b'}. Alors by est algébrique sur k(Bq), et
comme K est algébrique sur k(Bq)[b1], il est aussi algébrique sur k(B1).

Comme #B;1 = n, la minimalité de n, jointe au lemme 15.33, entraine que
B est une base de transcendance de K sur k (car sinon, B; contiendrait une
base de transcendance de K sur k£ de cardinal < n, contredisant la minimalité
de n). De plus,

#B1 — #(B1 N B,) =s—1, car BiN B = {bs+1,- - .,bn,b/}.

Donc, par I’hypothese de récurrence, appliquée & By et B’, on obtient que
#B' < #B; = n. Ceci prouve 1).
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En particulier, si B’ est une autre base de transcendance de K/k, alors #B’ <
n, et donc #B’ = n par minimalité de n. La proposition est démontrée. O

Théoreme 15.35. — Soit k C K une extension de corps de type fini. Alors :

1) Toutes les bases de transcendance de K ont le méme cardinal, appelé
degré de transcendance de K sur k et noté degtr, K. De plus, tout en-
semble d’éléments algébriquement indépendants est contenu dans une base de
transcendance.

2) Soit L/k une sous-extension de K/k (c.-a-d., L est un sous-corps de K
contenant k). Alors L/k est de type fini et l'on a

degtr, L < degtr, K.

Démonstration. — D’apres le lemme 15.33, il existe une base de transcendance
By de K sur k ayant r éléments. Alors, d’apres la proposition précédente, toute
base de transcendance de K sur k a r éléments, et toute partie algébriquement
libre est de cardinal < r. Par conséquent, toute suite croissante de parties al-
gébriquement indépendantes est stationnaire (apres au plus r étapes), et donc
toute partie algébriquement indépendante est contenue dans une partie algé-
briquement indépendante maximale, c.-a-d., dans une base de transcendance
de K sur k. Ceci prouve 1).

Démontrons 2). Comme toute partie de L algébriquement indépendante sur
k est aussi une partie de K algébriquement indépendante sur k, on obtient
que L posséde une base de transcendance finie B = {by,...,b:}, qu’on peut
compléter en une base de transcendance

B=BUC={by,...,b}U{ci,...,cs}

de K sur k (o t + s = r = degtr, K). Montrons que L est de degré fini sur
k(B). Ceci va résulter du lemme suivant.

Lemme 15.36. — C est algébriquement indépendante sur L.

Démonstration. — Sinon, il existe un polynéme P € L[Xy,...,X;] non nul tel
que P(e1,...,¢s) = 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que X, ap-
parait dans P, et donc que ¢, est algébrique sur L(C’), ou C' = {c1,...,cs-1}.
Or,

L(Cl, ce ,65_1) = k(B U C/)(L)

est algébrique sur k(B U C'), puisque L est algébrique sur k(B). Donc, d’apres
la transitivité des extensions entieres (14.9), ¢, est algébrique sur k(B U C’),
une contradiction. Ceci prouve le lemme. O
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On peut maintenant achever la preuve du théoréeme. Soient ¢1,...,4, des
éléments de L linéairement indépendants sur k£(B). Montrons qu’ils sont encore
linéairement indépendants sur k(B). Supposons que

(%) 0=Fil1+---+F,lp,
avec F; € k(]§) En chassant les dénominateurs, on se ramene au cas ou F; €
k[B]. On peut alors écrire chaque F; comme une somme finie :
Fi=> Piy(by,....be)cf .
veENs
Alors, (%) entraine, avec des notations évidentes,

n

0=>Y ( Pw(b)&-) .
reNs \i=1

D’apres le lemme, on en déduit Y 1" | P; ,(b)¢; = 0, pour tout v, et comme les

¢; sont linéairement indépendants sur k(B), il vient P;, = 0 pour tout 7, v, et

donc F; = 0 pour ¢« = 1,...,n. Ceci montre que ¢1,...,{, sont linéairement

indépendants sur k£(B). On en déduit que

[L: k(B)] < [K: k(B)].
Or, K : k(E)] < 00, d’apres le lemme 15.33. Donc L est une extension de degré

fini, et a fortiori de type fini, de k(B), et donc L est une extension de type fini
de k. Ceci acheve la preuve du théoreme. ]



VI. CORPS DE RUPTURE,
CLOTURES ALGEBRIQUES,
CORPS DE DECOMPOSITION

Séances des 13 et 14 novembre

16. Corps de rupture, clotures algébriques

16.1. Corps de rupture d’un polynéme irréductible. —

Théoréme 16.1 (Corps de rupture d’un polynéme irréductible)

Soient k un corps et P € k[X] un polynome unitaire irréductible de degré
> 2. Alors K := k[X]/(P) est un surcorps de k dans lequel P a au moins une
racine, & savoir l'image x de X. On l’appelle le corps de rupture de P sur
k.

Le couple (K, x) vérifie la propriété universelle suivante : pour toute exten-
sion k C L telle que P admette dans L une racine «, il existe un unique
k-morphisme v : K — L tel que ¢(x) = a; son image est le sous-corps k[a]
de L. En particulier, 1 est un isomorphisme si L = k[a].

Démonstration. — On a déja vu que (P) est un idéal maximal, donc K est un
corps. Notant = I'image de X dans K, on a P(xz) = 0 et donc x € K est bien
une racine de P.

Soit k C L une extension telle que P admette dans L une racine «. Alors
Irrg(«), le polynome minimal de « sur k, divise P, donc lui est égal puisque
P est irréductible et unitaire. Par conséquent, le morphisme de k-algebres
¢ : k[X] — L défini par ¢(X) = « induit un morphisme ¢ : K — L tel que
¥ (x) = a. De plus, ce morphisme est unique, puisque K = k[z] est engendré
comme k-algebre par x. Ceci prouve le théoreme. ]

©Version du 19/11/06
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Exemple 16.2. — R[X]/(X2 4 1) = C. Plus généralement, montrez que pour
tout bindome P = X2 4 bX + ¢ tel que A := b? — 4c soit < 0, le corps R[X]/(P)
est isomorphe a C.

Remarque 16.3. — L’exercice ci-dessus montre que des polynomes différents
peuvent avoir des corps de rupture isomorphes.

Définition 16.4. — Soit P € k[X] irréductible. Il est commode de dire qu’'une
extension K de k est un corps de rupture de P sur k si K = k[X]/(P).

Proposition 16.5. — Soit K = k(a) une extension algébrique monogéne et
soient P = Irri (o) et d = degP = degy(«). Alors :

1) K est un corps de rupture de P sur k.

2) Pour toute extension L/k, le nombre de k-morphismes K — L est égal
au nombre de racines de P dans L. Par conséquent, on a

i Homk—alg. (K, L) < degP,

avec égalité si et seulement si P a d racines distinctes dans L.

Démonstration. — D’apres le théoreme, il existe un (unique) isomorphisme
de k[X]/(P) sur le sous-corps de K engendré par «, envoyant X sur «. Ceci
prouve 1).

Pour tout k-morphisme ¢ : K — L, ¢(a) est une racine de P dans L.
Réciproquement, comme K = £[X]/(P), alors toute racine § de P dans L définit
un morphisme de k-algebres ¢g : K — L tel que ¢g(a) = 3, et évidemment
ces morphismes sont deux a deux distincts. Ceci prouve 2). O

Exemple 16.6. — Soient k = Q et P = X3 — 2. Alors P est irréductible sur Q,
car il n’a pas de racine dans Q. Notons /2 la racine cubique réelle de 2 et
j = exp(2im/3), j* = exp(4im/3) les racines primitives de I'unité d’ordre 3 dans
C. Les racines de P dans C sont v/2, jV/2 et j24/2 et chacun des sous-corps
suivants de C :

QV2], Q[jv2], Q[*V2]

est un corps de rupture de P. Bien que Q-isomorphes, ces trois sous-corps de C
sont deux & deux distincts. En effet, Q[\?’/ﬂ est contenu dans R, donc distinct
des deux autres. Si 'on avait Q[jv/2] = Q[j2+v/2], alors ce corps, disons K,
contiendrait j et donc ¥/2, donc contiendrait Q[/2]. Comme ces deux corps
sont de méme dimension degP = 3 sur Q, on aurait Q[¢/2] = K, ce qui n’est
pas le cas.
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16.2. Corps algébriquement clos. —

Définition 16.7 (Polynomes scindés). — Soit K/k une extension de corps et soit
P € k[X] non constant. On dit que P est scindé dans K[X] (ou sur K), si P
se décompose dans K[X] comme produit de facteurs du premier degré, c.-a-d.,

P=cX—-a1) (X~ ag),

ou d = deg P, c est le coefficient dominant de P, et «q, ..., a4 sont les racines
de P dans K, « comptées avec multiplicité » (par exemple, si P = (X — )¢
alors les racines sont a, ..., «a (d fois)).

Définition 16.8. — Un corps K est dit algébriquement clos si tout P € K[X]
non constant a au moins une racine dans K.

Lemme 16.9. — Si K est algébriquement clos, tout P € K[X] non constant est
scindé.
Démonstration. — Par récurrence sur d = degP. C’est clair si d = 1. Sup-

posons d > 2 et assertion établie en degré < d. Soit P € K[X] de degré d.
Comme K est algébriquement clos, P possede dans K au moins une racine
a, donc se factorise en P = (X — a)Q, avec Q € K[X] de degré d — 1. Par
hypothese de récurrence, Q est scindé dans K[X], et donc il en est de méme

de P. O

Définition 16.10. — Soit k C K une extension de corps. On dit que K est une
cléture algébrique de k s’il vérifie les deux conditions suivantes :

a) K est algébriquement clos;

b) K est algébrique sur k, c.-a-d., tout élément de K est algébrique sur k.

Remarque 16.11. — On suppose connu du lecteur le fait que C est algébri-
quement clos (on en donnera une démonstration plus bas). Mais attention,
C n’est pas algébrique sur Q car C contient des éléments qui ne sont pas
algébriques sur QQ, par exemple 7 ou e.

Théoréme 16.12 (Steinitz). — Tout corps k admet une cloture algébrique,
unique a k-isomorphisme (non-unique) pres.

Avant de démontrer ce théoreme, établissons la proposition et le corollaire
qui suivent.

Proposition 16.13 (Fermeture algébrique de & dans K). — Soit K/k une exten-
sion de corps. 1) Alors :

Kag/i = {z € K| x est algébrique sur k}

est un sous-corps de K, appelé la fermeture algébrique de k dans K.
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2) Supposons K algébriquement clos et posons k = Kaig/k- Alors k est une
cloture algébrique de k.

Démonstration. — 1) Posons K' = Ky /. Il est clair que 1 € K'. Soient
z,y € K'. Alors la sous-algebre k[x] est un corps, de degré d = deg(x) sur k.
Comme y est algébrique sur k, il Pest aussi sur k[z] et donc la sous-algebre
klz,y] = k[z][y] est un corps, égal a k(z,y), et de degré f = degy,(y) sur
k[z]. Donc,

[k(z,y) : k] = [k(z,y) : k()] [k(z) : k] = fd < oo.
Comme k(z,y) contient x +y et xy, ces deux éléments sont algébriques sur k,
c.-a-d., appartiennent & K’. Ceci montre que K’ est un sous-corps de K.

2) D’apres le point 1), k est un corps, algébrique sur k. Montrons que k est
algébriquement clos. Soit P = ag + a1 X + --- 4+ agX? € k[X], non constant.
Comme les a; sont algébriques sur k, le sous-corps K = klag,...,aq] est de
degré fini sur k, d’apres le théoreme 15.23.

D’autre part, comme L est algébriquement clos, il existe a € L tel que
P(a) = 0. Alors « est algébrique sur K et donc sur k, d’apres le théoréeme 15.23
a nouveau. Donc « appartient & k. Ceci montre que k est algébriquement clos.
La proposition est démontrée. O

Comme C est algébriquement clos, on obtient ainsi le corollaire suivant.

Corollaire 16.14. — Le corps Q := {2z € C | z est algébrique sur Q} est une
cloture algébrique de Q.

Démontrons maintenant le théoréeme de Steinitz. Désignons par
{Pr| A€ A}

I'ensemble des polynomes irréductibles unitaires de k[X], et soit A la k-algebre
de polyndmes en une infinité de variables Xy, pour A € A. Pour tout A € A,
soit

PA(Xy)

I'image de P dans A par le morphisme k[X] — A qui envoie X sur X ; c.-a-d.,

d d
si P,\:Xd—i-ZaiXi, alors P)(Xy) :Xf\l—FZain\.
i=1 i=1

Notons I I'idéal de A engendré par les éléments Py (X} ), pour A € A.

Lemme 16.15. — 1 est un idéal propre de A.
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Démonstration. — En effet, sinon il existerait un sous-ensemble fini Ag =
{A1,..., An} de A tel que

n

i=1
avec Q; € A. Désignons par A; la réunion de Ay et des variables X, qui
apparaissent dans Qq, ..., Q, ; c’est un ensemble fini

Al = {)\17--‘7)‘n7)\n+17---7/\N}7

et I'égalité (x) a lieu dans I'anneau de polynoémes B := k[X,, | j = 1,...,N],
en un nombre fini de variables.

Soit k1 un corps de rupture sur k£ du polynome irréductible Py, et soit oy
une racine dans ki de Py, .

Le polynome Py, n’est pas nécessairement irréductible sur k;, mais peu
importe : soit Py un facteur irréductible de Py, dans k;[X] et soit k2 un corps
de rupture sur k1 de Py. Alors

k C ki Cko

et Py, et Py, ont une racine «y, resp. ag, dans ka. Répétant ce processus,
on obtient un surcorps k, de k dans lequel chaque P, a une racine «;, pour
1 =1,...,n. On peut alors considérer le morphisme

¢:B—k,
défini par ¢(Xy,) =g, pour i =1,...,net ¢(X;) =0pour j=n+1,...,N,
c.-a-d.,
VQGB’ ¢(Q):Q(al,-'-,an’()’---’())-

Alors, appliquant ¢ a ’égalité (x), on obtient 1 = 0, une contradiction. Cette
contradiction montre que I est un idéal propre de A. Le lemme est démontré.

O

Dongc, puisque I est un idéal propre de A, il est contenu dans un idéal
maximal m. Posons K; = A/m et Ky = k. Pour tout A € A, notons z l'image
de X, dans Kj ; c’est une racine du polynome P.

Proposition 16.16. — 1) Tout polyndome irréductible de k[X] a une racine dans
K;.
2) De plus, Ky est algébrique sur k = K.

Démonstration. — 1) est immédiat, car les polynomes irréductibles unitaires
de k[X] sont les P, et chacun a une racine x dans Kj.
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2) Soit y € Kj. Alors y est I'image dans K; d’un polynéome Q € A qui,
nécessairement, ne fait intervenir qu'un nombre fini de variables X),, pour
t=1,...,s. Donc y appartient a la sous-algebre

C:=klxr,...,z5,]

de Ki, et comme chaque z), est algébrique sur k (puisque racine du polynéme
Py,), on a dimy C < oo et donc y est algébrique sur k = Ky. La proposition
est démontrée. O

Si K; n’est pas algébriquement clos, on peut appliquer a K; le méme pro-
cessus : on obtient ainsi une extension algébrique K; C Ko dans laquelle tout
polynome irréductible de K;[X] a au moins une racine. On construit ainsi une
suite croissante d’extensions algébriques :

F=KoCKi CKyC---
telle que tout polynéme irréductible P € K;[X] a une racine dans K;;. Alors
K=UK;

i>0
est un corps, algébrique sur k£ = Ky, et algébriquement clos. En effet, tout
polynéme irréductible P € K[X] a tous ses coefficients dans un certain K;,
donc a une racine dans K;;1, donc dans K. Ceci montre que k£ admet une
cloture algébrique. (Cette démonstration est die & Emil Artin.)
Il reste a montrer 'unicité, a isomorphisme pres. Commengons par le lemme
ci-dessous.

Lemme 16.17. — Soit 7 : k — k' un isomorphisme de corps. Il induit un
isomorphisme d’anneauz

oy : K[X] = K'[X], Zaixi — ZT(ai)Xi.

De plus, pour tout P € k[X], ¢ induit un isomorphisme d’anneaux
k[X]/(P) — K'[X]/(1(P)).

Démonstration. — L’isomorphisme 7 : k — k’ munit &', et donc aussi &'[X],
d’une structure de k-algebre. D’apres la propriété universelle de k[X], il existe
un unique morphisme de k-algebres ¢, : k[X] — £'[X] tel que ¢,(X) = X, et
¢, vérifie la formule donnée ci-dessus.

On obtient de méme que 'isomorphisme 77! : & — k induit un morphisme

G KX S EX], ) aX =) a)X

et il est alors clair que ¢, et ¢,-1 sont inverses 'un de 'autre. Ceci prouve la
premiere assertion.
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Enfin, pour tout P € k[X], il est clair que ¢, et ¢,—1 induisent des bijections
réciproques entre les idéaux (P) et (7(P)), et donc entre les anneaux quotients
E[X]/(P) et K'[X]/(7(P)). Ceci prouve le lemme. O

Théoréme 16.18. — Soient K/k une extension algébrique, Q@ un corps algébri-
quement clos, et T : k — Q un morphisme de corps. Alors T se prolonge a K
(de fagon non unique en général).

Démonstration. — Soit E I'ensemble des couples (k/, 7’) ot k' /k est une sous-
extension de K/k et ot 7/ est un morphisme k' — Q prolongeant 7. Alors E
est non vide, car il contient le couple (k,7). On munit E de la relation d’ordre
définie par :

(K, 7"y < (K", 7"y & K C K" et 7" prolonge 7'.

Alors E est un ensemble ordonné inductif, i.e. tout sous-ensemble filtrant
admet un majorant dans E. En effet, si (kj, 7i)ier est une famille filtrante
d’élements de E, alors
K=k
i€l

est un sous-corps de K, et les 7; se prolongent en un morphisme 7/ : ¥ —
défini par 7/(x) = 7;(x) si € k;. Ceci est bien défini, car si x € k; avec j # i,
il existe £ € I tel que k; contienne k; et k; et alors

7i(7) = m(x) = 75(2).

Ceci montre que E est bien inductif, c.-a-d., vérifie I'hypothese du théoreme
de Zorn (5.17, séances du 2-3 octobre). Donc, d’apres le théoreme de Zorn, E
possede (au moins) un élément maximal (ko, 79).

Montrons que kg = K. Soit x € K. Alors z est algébrique sur k donc a fortiori
sur ko. Soit P € ko[X] son polynéme minimal sur kg. Alors le polynéme 74 (P)
a une racine « dans €2, puisque 2 est algébriquement clos. Identifiant kg a son
image dans () par 79, on obtient des isomorphismes

kola] = ko[X]/(P) = ko[z].
Par conséquent, 7y se prolonge en un morphisme
ko[x] = ko[a] — .

Par maximalité de (ko,7p), ceci entraine ko = ko[z], d’ott = € ky. Ceci montre
que ko = K, et donc 7 se prolonge en 15 : K — €. Ceci prouve le théoréme
16.18. O

Le dernier ingrédient pour achever la preuve du théoreme de Steinitz est le
résultat suivant, qui est intéressant en lui-méme.
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Lemme 16.19. Soit L une cloture algébrique de k. Alors k C L est une
extension algébrique maximale, c.-a-d., si on a une extension

ECLCL/ avec L' algébrique sur k,

alors I/ = L.

Démonstration. — Soit x € L. Alors x est algébrique sur k donc a fortiori
sur L. Soit P son polynéme minimal sur L. Comme L est algébriquement clos,
P est de degré 1, c.-a~d., x € L. O

Corollaire 16.20. — Soient 2, deuz clotures algébriques de k. Alors il existe
un k-isomorphisme ¢ : Q — V.

Démonstration. — D’apres le théoréme 16.18 appliqué & K = 0, 'injection
T : k — () se prolonge en une injection

ke Q.

Alors, comme ' est algébriquement clos et /k algébrique, 'injection 7/ est
surjective, c.-a-d., c’est un k-isomorphisme €' = Q. Ceci prouve le corollaire
et acheve la preuve du théoreme de Steinitz 16.12. ]

16.3. C est algébriquement clos. —

Théoreme 16.21. — C est algébriquement clos, c.-a-d., tout polynome P €
C[X], non constant, admet une racine dans C.

Remarque 16.22. — Ce résultat est parfois appelé, surtout dans la littérature
anglaise, « Théoreme fondamental de 'algebre ». Dans la littérature frangaise,
il est souvent appelé « Théoreme de d’Alembert ». L’auteur de ces notes n’est
pas compétent quant & la question de savoir si la preuve proposée par d’Alem-
bert était complete dans tous ses détails. Quatre autres preuves ont été pro-
posées par Gauss, dont I'une au moins était tout-a-fait complete (mais longue
et compliquée).

Nous allons donner une démonstration qui n’utilise que des méthodes élé-
mentaires d’analyse ; elle est attribuée & Argand, en 1814 (voir [Esc, p.5]), bien
que la notion de compacité, utilisée pour assurer que le minimum est atteint,
n’ait été dégagée que dans la deuxieme moitié du 19e siecle (entre autre, par
Weierstrass). Bref, les premieres preuves simples et completes de ce théoreme
datent probablement des années 1850 ou 1860. Pour une autre démonstration,
plus algébrique (et un peu moins élémentaire), voir [Sa, Chap.II, Appendice].
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Voici donc la démonstration d’Argand. Soit P € C[X] un polynéme de de-
gré n > 1. Sans perte de généralité, on peut supposer P unitaire, c.-a-d., de
coefficient dominant égal a 1. Ecrivons

P=X"+a; X" '+ +a,.

Raisonnons par 'absurde et supposons que P ne s’annule pas sur C. Alors, en
particulier, a,, # 0. Notons | - | la norme usuelle sur C, c.-a-d., si z = = + iy

alors
|2| = V2Z = V2?2 + 2.
Comme lim|,|_, 1 |[P(2)| = 400, il existe R > 0 tel que
2| 2 R = [P(2)] > |an|.

Explicitement, on peut prendre R = max{1,2na}, ot ¢ = max]" , |a;|. En effet,

pour [z| > Retd=1,...,n,0na |29 > |z| > 2na d’'on
“a " lag] 1
d d
) Zal -~ -
sz \ZQna\2
d=1 d=1

Comme |u + v| > |u| — |v|, on obtient que, pour |z| > R, on a
" a

d

1+) 2
d=1
Comme le disque D de centre 0 et de rayon R est compact, la fonction continue
f:z+—|P(2)| y atteint son minimum rg, et r9 > 0 puisqu’on a supposé que P
ne s’annule pas. Comme de plus
ro < [P(0)] = [an| < f(2), Vz¢D,

alors rg est le minimum de f sur C tout entier. Soit zg € D tel que f(z9) = ro.
En remplagant z par z+zg et P(z) par Q(z) := P(20) 'P(2+2p), on se rameéne
au cas ol 29 = 0 et ot Q(0) =1 est le minimum de g = |Q| sur C.

Observons que Q est, comme P, de degré n. Notons k l'ordre d’annulation
en 0 de Q — 1. On peut alors écrire

QX) =14 b XE 4+ + b, X"

1
> 2na(l — =) = na = nlay.

P = ["]- ;

avec byby, # 0. Ecrivons by, = re®, avec 7 > 0 et 6 € [0,27] et, pour ¢ € R%,
posons

ze = e (TO/k o q(e) = Q(z¢).
Comme €™ = —1, alors

q(e) =1 —rek + efhn(e),

ol he) =377, bjzg. Comme lim._,g h(e) = 0, il existe ¢ €]0, 1] tel que

Ve<eo,  |hE)] < g
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On a alors
r r
[Qzzy)| = [1 = reg + eghleo)| <1 —reg+ 526 =1— 56 < 1.

Ceci contredit I'hypothese que 1 = Q(0) était le minimum de g = |Q] sur C.
Cette contradiction montre que ’hypothese que P ne s’annule pas sur C est
impossible. Ceci acheve la démonstration du théoreme.

17. Corps de décomposition d’un polynéme

Définition 17.1. — Soit P € k[X] un polynoéme non constant. On dit qu'une
extension K de k est un corps de décomposition de P sur & si elle vérifie
les deux conditions suivantes :

1) P a toutes ses racines dans K, c.-a-d., est scindé dans K[X].

2) K est engendré sur k par les racines de P. (Ceci entraine que K est de
degré fini sur k, d’apres la proposition 15.23.)

Théoreme 17.2 (Corps de décomposition d’un polynéme)
Tout P € k[X] non constant admet un corps de décomposition sur k, unique
a k-isomorphisme pres.

Démonstration. — Soit {2 une cloture algébrique de k, soient aq,...,a, les
racines de P de Q et soit K le sous-corps de €2 engendré par les «;. Il est clair
que K est un corps de décomposition de P sur k.

Pour montrer 'unicité a isomorphisme pres, on va établir le résultat plus
précis suivant. (Le cas particulier k = k' et 7 = id fournit 'unicité & isomor-
phisme pres du corps de décomposition.) On rappelle le lemme 16.17.

Théoréme 17.3 (Unicité du corps de décomposition). — Soient 7 : k —— k' un
isomorphisme de corps, P € k[X] non constant et K, resp. K', un corps de
décomposition de P sur k, resp. de 7(P) sur k'. Alors T se prolonge en un
isomorphisme o : K — K.

Démonstration. — Posons P/ = 7(P) et soient fy,. .., 3, les racines de P’ dans
K’. Soit 2 une cloture algébrique de k. Traitons d’abord le cas ot K = Kq est
le sous-corps de €2 engendré par les racines aq,...,a, de P de €.

Comme l'extension k — k' C K’ est algébrique alors, d’apres le théoreme
16.18, l'injection k — () se prolonge en une injection

¢: K —Q,

telle que ¢(P') = ¢(7(P)) = P. Par conséquent, les racines 3; de P’ dans K’
sont envoyées par ¢ sur les racines de P dans €, et comme K’ est engendré
sur k' par les f3;, alors ¢(K') est engendré sur ¢(k') = k par les oy, et donc
»(K') = Kp. Ceci prouve le résultat voulu pour K = Kj.



17. CORPS DE DECOMPOSITION D’UN POLYNOME 165

Enfin, pour K arbitraire, le méme raisonnement fournit un k-isomorphisme
Y K =5 Kg. Alors,
gb_l oy : K=K

est un isomorphisme prolongeant 7. Ceci prouve le théoreme 17.3 et acheve la

preuve du théoreme 17.2. O
O]
Remarque 17.4. — Voici une autre démonstration des deux théoréemes pré-

cédents, qui est « constructive » et n’utilise pas les résultats portant sur la
cloture algébrique.

1) On va démontrer ’existence d’un corps de décomposition de P sur k
par récurrence sur n = degP. Sin =1, alors P = aX —b=a(X —b/a) et k est
un corps de décomposition de P. Supposons n > 2 et le théoréme établi pour
tout corps et tout polynéme de degré < n, et soit P € k[X] de degré n.

Soit S un facteur irréductible de P et soit k1 = k() un corps de rupture de
S. Alors, dans k;[X], on a P = (X — «)Q, avec Q € k;1[X] de degré n — 1. Par
hypothese de récurrence, il existe une extension K/k; dans laquelle Q a des
racines awo, . .., a, et telle que K = ky(ag, ..., ay). Alors, a, ag, . . ., iy, sont les
racines de P dans K, et K est engendré sur k par ces élements. Ceci montre
I’existence d’un corps de décomposition.

Démontrons maintenant 1’unicité, sous la forme plus forte donnée dans le
théoreme 17.3.

On procede par récurrence sur le nombre m de racines de P qui sont
dans K mais pas dans k. Sans perte de généralité, on peut supposer P
unitaire. Si m = 0, alors

P=X=-X\) - (X=X\p),
avec les \; dans k. Dans ce cas, K =k et
T(P) = (X =7(A1)) - (X = 7(An)),

avec 7()\;) € k', donc K =k’ et 'on peut prendre o = 7.
Supposons m > 0 et le théoréme établi pour tout m’ < m. Soit P € k[X]
ayant exactement m racines dans K\ k, et soit

P=P;---P, (1)

sa décomposition en facteurs irréductibles dans k[X]. Comme m > 0, 'un au
moins de ces facteurs, disons P1, est de degré > 2 et n’a pas de racines dans
k.

Par hypothese, P se scinde dans K[X] comme produit de facteurs (irréduc-
tibles!) de degré 1. Comme K[X] est factoriel, l'unicité d’une telle décomposi-
tion entraine que chaque P; est un produit de certains de ces facteurs linéaires.
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En particulier, P; a toutes ses racines dans K. Soit « I'une d’elles. D’apres la
proposition 16.5, on a un k-isomorphisme

¥+ k[X]/(P1) — kla]. (2)
D’autre part,

7(P) = 7(P1)---7(Py), (1)
et, par le méme argument que précédemment, chaque 7(P;) a toutes ses racines

dans K'. Soit 3 une racine de 7(P;) dans K'. D’apres la proposition 16.5, a
nouveau, on a un k’-isomorphisme

V'K [X]/(7(P1)) — K'[B]. (2)
De plus, d’apres le lemme 16.17, on a un isomorphisme
¢r - k[X]/(P1) — K'[X]/(7(P1))

qui prolonge 7 : kK — k’. Posons k1 = kla] et kf = K'[3]. Alors, 71 :=

Y o ¢y 0 1h~1 est un isomorphisme k; — kf qui prolonge 7. On a donc le

diagramme suivant :
k C k CcK

TJ, = Tll =
¥ c kK cK.
Maintenant, K (resp. K’) est un corps de décomposition sur ki (resp. sur
K}) de notre polynéme P (resp. de 7(P)), et le nombre de racines de P dans
K\ k1 est < m. Donc, par hypothese de récurrence, il existe un isomorphisme
o : K - K’ tel que o, = 1. Par conséquent, ol = 71|, = 7. Ceci acheve la
preuve de 'unicité.
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