II. GROUPES ALGEBRIQUES SUR C
SEMAINE 5 : SEANCES DU 7 ET 10/12/07

6. Variétés et groupes algébriques affines

) Dans cette section, le corps de base k est algébriquement clos, de
caractéristique arbitraire. Plus loin, on prendra k = C afin de faire le lien avec
les groupes de Lie.

6.1. Variétés algébriques affines : point de vue « concret ». —

Définition 6.1 (Racine d’un idéal et anneaux réduits). — 1) Soient A un an-
neau commutatif et I un idéal de A. On pose

VI:={aecA|3n>1tel quea" €T}

On voit facilement que I est un idéal de A ; on 'appelle la racine (ou le radical)
de I. Alors, ﬂ/ I est I’ensemble des éléments nilpotents de I’anneau quotient
A/1. En particulier, 'ensemble des éléments nilpotents de A est I'idéal /0.
2) On dit que A est un anneau réduit s’il n’a pas d’élément nilpotent non
nul, c.-a-d., si v/0 = (0). Pour cette raison, nous dirons que I'idéal I est réduit

sil=+I

Remarque 6.2. — Si 1 = /1, certains auteurs disent que I est un idéal radiciel
([Die, p.14]) ou radical ([Pe, 1.4.5]).

Définition 6.3. — Une sous-variété algébrique fermée de k™ est un sous-
ensemble de k™ défini par une collection arbitraire d’équations polynomiales,
c.-a-d., un sous-ensemble de la forme :

¥(S) = {x € k" | P(z) = 0, VP € S},
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ol S est une partie arbitraire de k[Xy,...,X,]. Si on note I I'idéal engendré
par S, on voit facilement que

Y(S) = ¥ (I) = ¥ (V).

En particulier, comme tout idéal de k[X4, ..., X,] est engendré par un nombre
fini d’éléments, on voit que toute ¥ (S) peut étre définie par un nombre fini
d’équations polynomiales.

Réciproquement, & tout sous-ensemble V C k™ on associe 'idéal

FV) = {p € k[X1,...,Xn] | pa) =0, VzeV}

On voit facilement que .# (V) est un idéal réduit, et que V.C ¥ (#(V)).

Il est clair que les applications I — #(I) et V +— #(V) sont décroissantes,
c.-a-d., vérifient :

W { 1CJ = 7()

o¥%
VC W= 7(V)27(W).

De ceci, on déduit le lemme suivant.

Lemme 6.4. — V(7 (V)) est la plus petite sous-variété algébrique fermée de
k™ contenant V. En particulier, V est une sous-variété algébrique fermée de
k™ si et seulement si V=¥ (F(V)).

Démonstration. — En effet, si V.C #/(J) alors J est contenu dans .#(V), d’ou
VCy¥(#£(V)) Cr(I).
Ceci prouve le lemme. O
Définition 6.5 (L’algebre k[V]). — A chaque sous-variété fermée V. C k™, on
associe la k-algebre réduite
E[V] = k[X1,..., X,/ I (V).

On l'appelle I'algebre des fonctions réguliéres (ou polynomiales) sur V.
Définition 6.6 (Variétés irréductibles). — Une sous-variété algébrique fermée V
de k" est dite irréductible si elle n’est pas réunion de deux sous-variétés
algébriques fermées strictement plus petites, c.-a-d., si la propriété suivante

est vérifiée : si I, J sont deux idéaux de k[Xy,...,X,] tels que V.= ¥ (1)U ¥ (J),
alors 7 (I) =V ou ¥(J) = V.

Proposition 6.7. — V est irréductible < # (V) est premier.
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Démonstration. — Posons A = k[Xy,...,X,]. Supposons V irréductible et
soient f,g € Atelsque f & #(V)et fg € F (V). Posant 1 = #(V)+AfetJ=
J(V)+Ag, on a V(I) # V (car sinon on aurait f € #(V)) et V=V(I)UV(J)
(car fg est nulle sur V). Comme V est irréductible, il vient V(J) = V et donc
g € Z(V). Ceci montre que .# (V) est premier.

Réciproquement, supposons .# (V) premier. Si V égale V(I)UV(J) = V(1J),
alors 1J est contenu dans .# (V) et comme ce dernier est premier, il contient
I ou J, et il en résulte que V est contenue dans, donc égale a, V(I) ou V(J).
Ceci prouve que V est irréductible. ]

Définition 6.8 (Morphismes et comorphismes). — Soit V, resp. W, une sous-
variété algébrique fermée de k", resp. k".
1) Un morphisme de sous-variétés algébriques fermées ¢ : V.— W est :
(0) un 7r-uplet (Pq,...,P;) d’éléments de k[Xy,...,X,], tel que
o(x) == (P1(x),...,Pr(x)) € W, VexeV.
Soient .# (V) 'idéal des polynémes nuls sur V et k[V] = k[Xy,...,X,]/Z (V)
l'algebre des fonctions régulieres sur V. Alors chaque fonction P;(x) ne dépend

que de l'image ¢; de P; dans k[V]. Par conséquent, on peut reformuler la
définition en disant qu’un morphisme ¢ : V. — W est :

un r-uplet ¢ = (¢1,...,¢,) d’éléments de k[V], tel que
{ o(x) = (61(x),...,0p(x)) €W, VzeV.
On notera Homgg yvar (V, W) I'ensemble de ces morphismes.

2) Soit ¢ = (¢1,...,¢,) comme ci-dessus. Notons
¢ kX, ..., X, ] — Ek[V]

(1)

le morphisme de k-algebres défini par ¢*(X;) = ¢;, pour i = 1,...,r, c.-a-d.,
(2) ¢*(Q) = Q(¢1,---,¢r) = Qo g, VQ € kX, X

On observe alors que la condition (1) s’écrit :
$*(Q)(z) =0, VeeV,VQe (W),

et ceci équivaut a ¢*(#(W)) = 0. Par conséquent, ¢* se factorise en un mor-
phisme de k-algebres k[W] — k[V], qu’on notera encore ¢*. On 'appelle le
comorphisme de ¢.

3) Un morphisme ¢ : V. — W est un isomorphisme s’il existe un morphisme
T: W —Vtel que Top =idy et g o7 = idwy.

Lemme 6.9. — Soient X C k™ et Y C k" des sous-variétés algébriques fermées,
¢ : X — Y un morphisme.
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1) Si Z est une sous-variété algébrique fermée de k™ contenant ¢(X), alors
¢ : X — 7 est un morphisme.

2) En particulier, posons ¢(X) = V(S (4(X))), cf. 6.4. Alors

¢ : X — o

~—

est un morphisme.

3) On a I ($(X)) = Ker ¢* et la factorisation X 2, »(X) €Y correspond
a la factorisation suivante de ¢* :
kY]

K[Y] Ker ¢*

— Ek[X].

Démonstration. — 1) est une conséquence immédiate de la définition des mor-
phismes, et 2) en est un cas particulier. (Noter que ¢(X) n’est pas nécessaire-
ment une sous-variété algébrique fermée!)

Démontrons le point 3). D’abord, .7 (¢(X)) est 'ensemble des f € k[Y] telles
que f(¢(x)) = 0 pour tout = € X, c.-a-d., telles que 0 = fo ¢ = ¢*(f). Ceci
montre que & (p(X)) = Ker ¢*. La derniere assertion est alors claire. O

Définition 6.10. — Soient V,7Z des sous-variétés algébriques fermées de k™. Si
Z C V, on dit que Z est une sous-variété (algébrique) fermée de V; dans
ce cas, l'inclusion Z — V est un morphisme.

La proposition suivante sera tres utile plus loin.

Proposition 6.11. — Soit ¢ : V — W une application ensembliste quelconque.
Alors ¢ est un morphisme si et seulement si la propriété suivante est vérifiée :
(%) VfekW],  ¢ofek[V]

Démonstration. — On vient de voir que si ¢ est un morphisme, alors ¢* : f +—

¢o f est un morphisme d’algebres de k[W] vers k[V]. Réciproquement, suppo-
sons (*) vérifiée. Notons 7 la projection k[Xy,...,X,] — k[W]. Appliquant (x)
a chaque m(X;), on obtient que les composantes ¢1, . . ., ¢, sont des éléments de
k[V]. Ceci montre que ¢ est un morphisme. La proposition est démontrée. [

Remarque 6.12. — 11 est clair que idy est un morphisme, et que la composée
de deux morphismes est un morphisme. On obtient donc ainsi une catégorie,
appelée la catégorie des ensembles algébriques affines (cf. [Pe, 1.6.2]).

Lemme 6.13. — Soit V, resp. W,Z une sous-variété algébrique fermée de k™,
resp. k", kP, et sotent ¢ : V. — W et v : W — 7Z des morphismes. On a

(o) =g oy
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Démonstration. — D’apres la définition 6.8, on a idy, = idy[v) et, pour tout
feklZ],

(Yo @) (f)=food=0e¢"(forh)=(¢"(¥"(f))
Le lemme en découle. O
Proposition 6.14 (Produits). — Soit V, resp. W, une sous-variété algébrique

fermée de k™, resp. kP.

(a) V x W est une sous-variété algébrique fermée de k"P et
E[V x W] 2 k[V] @ k[W].

(b) Si V', resp. W', est une sous-variété fermée de V, resp. W, alors V' x W’
est une sous-variété fermée de V. x W.

Démonstration. — Posons R = k[Xy,...,X,], S = k[Xy,...,X,], et
J=Re2(Y)+ 7(X)®S.

Il est clair que V. x W C #/(J). Réciproquement, si (z,y) € k™ x kP appartient
a ¥ (J), alors P(z) = 0 pour tout P € ¥ (V), d’'ott z € V, et de méme y € W.
Donc V x W = #(J), ce qui prouve la premiere assertion de (a).

Comme

k[V] @r KWl = (R®S)/J,

la deuxieme assertion résultera de 1'égalité J = #(X x Y). On vient de voir
I'inclusion C; montrons I'inclusion réciproque.

Soit F, resp. G, un supplémentaire de .#(X) dans R, resp. de .#(Y) dans S.
Alors R® S = J @ (F® G). Supposons l'inclusion J C .#(X x Y) stricte ; alors
F (X xY) contient un élément non nul ¢ € F ® G. On peut écrire ¢ comme
une somme finie ). f; ® g;, out les g; € G sont linéairement indépendants, et
ou chaque f; € F est non nulle. Pour tout z € X, la fonction

y— ¢(z,y) = Z fi(@)gi(y)

est identiquement nulle sur Y. L’hypothese sur les g; entraine donc que chaque
fi est nulle sur X, donc nulle puisque F N .#(X) = (0). Ceci contredit I’hypo-
these ¢ # 0, et cette contradiction montre que J = .#(X x Y). Ceci acheve la
preuve de (a). Le point (b) en découle, en utilisant le lemme 6.9. O

Définition 6.15. — On appellera variété algébrique affine sur k£ toute sous-
variété algébrique fermée de k™, pour un certain n € N. Si V et W sont des
variétés algébriques affines et si ¢ : V — W est un morphisme au sens de la
définition 6.8 on dira simplement, pour abréger, que ¢ est un morphisme de
variétés.



112 II. GROUPES ALGEBRIQUES SUR C

6.2. Groupes algébriques affines. —

Définition 6.16. — 1) Un groupe algébrique affine sur k est une variété
algébrique affine G sur k, munie d’une structure de groupe telle que les ap-
plications p : G x G — G, (z,y) — zy, et kK : G — G, x — 2! soient des
morphismes de variétés.

2) Un morphisme de groupes algébriques ¢ : G — G’ est un morphisme
de variétés qui est aussi un morphisme de groupes. C’est un isomorphisme s’il
existe un morphisme de groupes algébriques ¢ : G’ — G tel que ¥ o ¢ = idg
et ¢ o Ip = id(;/.

Remarque 6.17. — On introduira plus loin les variétés algébriques sur k arbi-
traires, c.-a-d., non nécessairement affines. On peut donc, de méme, introduire
la notion de groupe algébrique sur k, non nécessairement affine. Dans ce cours,
on se limitera exclusivement aux groupes algébriques affines.

Lemme 6.18. — Soit G un groupe algébrique affine et H une sous-variété al-
gébrique fermée de G qui est un sous-groupe. Alors H est un groupe algébrique
affine. On dira simplement que H est un sous-groupe fermé de G.

Démonstration. — Par hypothese, H est une sous-variété algébrique fermée de
G et, d’apres le lemme 6.9, la restriction upg de pg a H est un morphisme de
H x H dans H. De méme, le passage a l'inverse ki est un morphisme H — H.
Ceci montre que H est un groupe algébrique, et l'inclusion H C G est un
morphisme de groupes algébriques. O

Exemples 6.19. — 1) Le groupe additif G, = (k, +). Il est clair que p : (z,y) —
x4y et k:x+— —x sont des morphismes.

4) (19 Le groupe spécial linéaire SL, (k) = {A € M, (k) | détA = 1}. La
multiplication est un morphisme, car (AB);; = > | A; »Bp j; le passage &
I'inverse aussi, car A~ = ‘{C(A), ot *C(A) désigne la transposée de la matrice
des cofacteurs de A.

5) Le groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes : U, (k) =
{AeSL,(k)|Aj; =0,Vi>j, A;j; =1, Vi=1,...,n} est un sous-groupe
fermé de SL, (k).

6.3. Théoreme des zéros et premieres conséquences. — On a vu au
paragraphe précédent qu’il est trop restrictif de se limiter a considérer des
sous-variétés algébriques fermées de k™, car ceci ne permet pas (en tout cas,
pas de facon immédiate) de considérer le groupe multiplicatif (C*, x) comme

(19 Ce n’est pas une erreur de numérotation ! Il manque les exemples 2) et 3) de Gy, = (K™, X)
et GL,(k), dont on ne peut pas encore dire que ce sont des variétés algébriques affines.
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un groupe algébrique sur C. Pour pallier a cela, il faut s’autoriser une définition
plus souple (et plus intrinseque) des variétés algébriques affines.

Commencons par rappeler le théoreme des zéros de Hilbert. Tout z € k"
définit un morphisme de k-algebres, ’évaluation en x,

ex kX1, Xy — k,  fr fx).

On note m, son noyau ; c¢’est I'idéal maximal engendré par X1 —x1,- -+ , Xy, —Tp.
Les m, sont deux & deux distincts puisque, par exemple, ¥ (my) = {z}. Si I
est un idéal de k[Xy,...,X,], on observe que

ICm, & ze (D).

Pour toute k-algebre A, on notera Max(A), resp. Spec(A), 'ensemble de ses
idéaux maximaux, resp. premiers.

Théoreme 6.20 (Théoreme des zéros de Hilbert). — (k algébriqguement clos)

1) Soit I un idéal quelconque de k[X1,...,X,] et soit V.= ¥ (I). L’applica-
tion
my

7 (V)

V — Max(k[V]), z+—

est une bijection, et 'on a F (V) = V1.

2) Par conséquent, on a des bijections réciproques
v
{Idéaux réduits de k[Xi,...,X,]} = {Sous-var. algébriques fermées de k"}.
S

Dans cette correspondance, les sous-variétés irréductibles correspondent aux
idéauxr premiers.

Démonstration. — Pour le point 1), voir, par exemple, 'une des références
suivantes. En francais : [BrM, Thm. V1.2.19], [Die, (A,37)], [Pe, § 1.4], ou
[Pol, Chap. V], ou en anglais : [Ku, § 1.3], [Mal, (14.L)], [Ma2, Chap.2,
§5].

Démontrons le point 2). Si V est une sous-variété algébrique fermée de k",
on a déja vu que (V) est réduit et que V = 7 (#(V)). Réciproquement, si I
est un idéal réduit, 1) entraine que I = VI = .#(#(I)). Ceci prouve la premiere
assertion de 2). La seconde en découle, d’apres la proposition 6.7. O

Proposition 6.21. — 1) L’application ¢ — ¢* est une bijection
Hom g par(V, W) = Homy,_q(K[W], K[ V]).

2) En particulier, un morphisme ¢ : V. — W est un isomorphisme si et seule-
ment si son comorphisme ¢* : k|W] — k[V] est un isomorphisme de k-algébres.
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Démonstration. — 1) L’application ¢ — ¢* est injective, puisque ¢; = ¢*(X;)
pourt=1,... 7.

Réciproquement, soit ¢ : k[W] — k[V] un morphisme de k-algebres. Notons
7 la projection k[Xq,...,X,] — k[W] et posons ¢; = (¢ o 7)(X;), pour i =
1,...,r. Alors, le morphisme de k-algebres k[X,...,X,] — k[W] défini par le
r-uplet ¢ = (¢1,...,¢,) n'est autre que @ o 7, qui se factorise en ¢ : k[W] —
k[V]. D’apres la proposition 6.11, ceci montre que ¢ est un morphisme de V
vers W dont le comorphisme est 1. Ceci prouve le point 1).

2) Le lemme 6.13 entraine facilement que si ¢ est un isomorphisme, il en
est de méme de ¢*. Réciproquement, supposons que ¢* soit un isomorphisme,
d’inverse . D’apres le point 1), il existe un (unique) morphisme 7 : W — V
tel que ¥ = 7%, et I'égalité

(To@)" =¢" otp =idyy) = idy,

entraine, d’apres 1) & nouveau, que 7o¢ = idy. On obtient de méme que ¢or =
idw. Ceci prouve que 7 est I'inverse de ¢. La proposition est démontrée. [

Remarque 6.22. — Attention! Soit V = 7 (23 — y?) C k?. Le morphisme
¢k — V,t — (t2,1%) est bijectif, mais n’est pas un isomorphisme puisque
son comorphisme est I'inclusion k[T2, T3] C k[T] qui n’est pas surjective.

Remarque 6.23. — a) Il résulte du lemme 6.13 que la correspondance V — k[V]
définit un foncteur contravariant de la catégorie des variétés algébriques
affines vers celle des k-algebres de type fini réduites (dont les morphismes sont
les morphismes de k-algebres). Suivant [Pe], nous noterons I' ce foncteur.

b) Alors, le point 1) de la proposition 6.21 signifie que le foncteur I' est
pleinement fideéle (on renvoie a [Laf74, § 1.1] pour une agréable introduction
au langage des foncteurs).

Il résulte du théoreme des zéros que I' est une équivalence de catégories.

Corollaire 6.24 (Une équivalence de catégories). — (k algébriqguement clos)
Le foncteur I' est essentiellement surjectif, donc induit une équivalence de
catégories contravariante :

{variétés algébriques affinest — {k-algebres de type fini réduites}.

Démonstration. — Soit A une k-algebre de type fini réduite et soit x1, ..., T,
un systeme de générateurs de A. Alors A = k[Xy,...,X,]/I, ou I est le noyau
du morphisme ¢ : k[Xy,...,X,] — A défini par ¢(X;) = z;, pour i =1,...,n.
L’idéal T est réduit puisque, par hypothese, A est réduite. Posons V = #/(I).
D’apres 2), on a I = #(V) et donc A = k[V] = T'(V). Ceci montre que toute
k-algebre de type fini réduite est isomorphe a une algebre I'(V); ceci est la
définition de essentiellement surjectif.
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Enfin, un foncteur est une équivalence de catégories si et seulement si il est
pleinement fidele et essentiellement surjectif; on renvoie pour cela a [Laf74,
§ 1.1] (on peut aussi prendre ceci comme définition d’une équivalence de caté-
gories). Comme on a déja vu que I' est pleinement fidele (Proposition 6.21),

le corollaire en découle. O
6.4. Variétés algébriques affines : point de vue « abstrait ». — Le
théoreme des zéros de Hilbert a la conséquence suivante. Soit A une k-algebre
de type fini réduite. Si 'on choisit un systeme de générateurs x1,...,x, de A,
on obtient un isomorphisme

(%) EXy, ..., X ]/I= A,

et 'ensemble Max(A) des idéaux maximaux de A s’identifie aux points de la
sous-variété algébrique fermée ¥ (I) C k.

On voudrait pouvoir définir « la variété algébrique affine » associée & A de
facon intrinseque, c.-a-d., sans avoir a choisir un systéme de générateurs de A
ni un plongement de la variété dans un k.

Bien sir, comme ensemble, cette variété doit étre Max(A), I’ensemble des
idéaux maximaux de A. On le munit d’une topologie, la topologie de Zariski,
en déclarant que les fermés sont les ensembles

Y(J)={me Max(A) | m D J}.
Notons que si m contient J, il contient aussi v/J, d’ott #(J) = #(v/J). On

obtient bien une topologie, d’apres la proposition suivante.

Proposition 6.25 (Topologie de Zariski). — (a) Max(A) = 7({0}) et @ =
V({1}) = 7 (A).

(b) Soit (Ix)aea une famille quelconque d’idéaux de A, alors

ﬂ V() = 7/(21,\)-

AEA AEA
(c) Soient 1,J deuz idéaux de A. On a ¥V (I)U ¥ (J)=7(ANJ)=7»1J).

Démonstration. — Le point (a) est clair. Posons ¥ = ), Ix. D’apres 1),
¥ (X) est contenu dans chaque #'(I) et donc dans leur intersection. Récipro-
quement, soit z € [, ¥(I,). Alors ¥ s’annule sur z, d’ott x € ¥(X). Ceci
prouve (b).

Enfin, comme IJ CINJ C1,J, il résulte de 1) que

YA DY (INT) DY D UY().
Soit m € ¥ (1J) tel que m ¢ ¥(I), c.-a-d., m est un idéal maximal tel que

IJCm mais I1Zm.
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Comme m est un idéal premier, ceci entraine J C m, c.-a-d., m € #(J). Le
point (c) en découle. La proposition est démontrée. O

Choisissons, pour un instant, un isomorphisme
(*) k[Xlw"aX'f‘]/IgAv

et posons V = #(I) C k". Comme A est réduite, I = v/I. Alors on a .#(V) =
VI = I, d’ott un isomorphisme k[V] = A et une bijection V. -~ Max(A),
T > my.

Observons que, pour tout f € A et z € V, 'image de f dans A/m, = k n’est
autre que f(x). Par conséquent, pour tout idéal J de A, les deux définitions de
¥ (J), comme ensemble des zéros de J dans k", ou comme ensemble des idéaux
maximaux de A contenant J, coincident ; c.-a-d., pour x € k", on a

xeV(J)eJCmy,,

et donc 7 (J) = Max(A/J) = Max(A/+/J). De plus, d’apres le théoreme des
zéros de Hilbert, on a .7 (¥ (J)) = v/J et donc k[#(J)] = A/V/J. Pour résumer,
on a obtenu la proposition suivante.

Définition et proposition 6.26 (La variété Max(A)). — Soit A une k-algébre de
type fini réduite.

1) La variété algébrique affine associée est Max(A), munie de la topologie
de Zariski, et son algébre de fonctions réguliéres est A.

2) Les sous-variétés fermées sont les ¥ (J) = ¥ (V/J), pour J idéal de A, et
la k-algeébre des fonctions régulicres sur ¥ (J) est A/\/J. Par conséquent, on
a une bijection entre sous-variétés fermées de Max(A) et idéaux réduits de A.

Rappelons la notion de localisation d’un anneau; voir par exemple [AM,
Chap. 3] ou [Pol, Chap. X].

Définition 6.27 (Localisation). — Soient A un anneau commutatif et S une par-
tie multiplicative, c.-a-d., S contient 1, est stable par multiplication, et ne
contient pas 0. On définit ’anneau localisé S™'A comme I’ensemble des « frac-
tions» a/s, pour a € A, s € S, c.-a-d., c’est 'ensemble des classes d’équivalence
de couples (a,s) € A x S pour la relation d’équivalence

(a,s) ~ (b,t) & Ju € S tel que u(at — bs) = 0.
On note a/s la classe du couple (a, s), et la structure d’anneau est définie par
a b at+bs a b ab

= , X — = —.
s 1 st s t st
L’application 7 : A — S7'A, @ — a/1 est un morphisme d’anneaux, non
nécessairement injectif. Son noyau est

Kerr={a € A|3seS tel que as = 0}.
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Donc 7 est injectif si et seulement si S ne contient pas de diviseur de zéro; en
particulier si A est integre.
Si f € A est un élément non nilpotent, alors S = {f™ | n € N} est une

partie multiplicative ; dans ce cas, le localisé S™'A est noté Ay ou Af 151
s’identifie & 'anneau A[T]/(fT —1).
Lemme 6.28. — 1) Soient A un anneau, S une partie multiplicative. Si A est
réduit, ST'A Uest aussi.
2) Soient A une k-algébre de type fini réduite et f € A. Alors Ay est une
k-algébre de type fini réduite.
Démonstration. — 1) Soit a/s € ST'A tel que 0 = (a/s)" = a™/s". Alors, il
existe t € S tel que ta” =0, d’out 0 = t"a"™ = (ta)”. Comme A est réduit, ceci
entraine ta = 0, d’ot les égalités a/1 = 0 = a/s dans S~A. Ceci prouve 1).
2) Ay est de type fini puisqu’isomorphe a A[T]/(fT — 1), et est réduite
d’apres le point 1). O
Proposition 6.29 (Ouverts affines principaux U;). — Soient A une k-algébre de
type fini réduite et f € A. On note Uy 'ouvert de Zariski complémentaire du

fermé YV (Af), c.-a-d.,
Uy ={me Max(A) | f € m}.
Alors Uy s’identifie a Max(Ay), donc est une variété algébrique affine. On dit

que Uy est un ouvert affine principal de la variété algébrique affine Max(A).

Démonstration. — Voir [AM, Chap. 3] ou [Pol, Chap. X] pour 'identification
Uf = Max(Af). O

Exemple 6.30. — k* = Max(k[X,X"1]) est une variété algébrique affine, iso-
morphe a la variété algébrique affine
V={(x,y) €k’ |2y = 1};

en effet, k[V] = k[X,Y]/(XY — 1) = k[X, X" !]. Dans ce cas, on voit que X!
est une fonction réguliére (ou polynomiale) sur k*.

On peut maintenant donner plus d’exemples de groupes algébriques affines.
Exemples 6.31. — 2) Le groupe multiplicatif G,, = (k*, x). On a

k(G = K[X, T]/(XT — 1) = k[X, X" 1].

1

Les applications p : (z,y) — zy et kK : © — x~ " sont des morphismes (car

x + 2! est une fonction réguliere sur k*).
3) Le groupe linéaire GL,, (k) s’identifie & :
{(A,t) e My (k) x k| (dét A)t =1},
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qui est une sous-variété fermée de k:"2+1, et 'on a
k[GL,] = k[X11,. .., Xpn,dét ).

La multiplication est un morphisme, car (AB); j = > _; Ai mBm,j ; le passage
a l'inverse aussi, car
A7t =dét(A)7t to(A),

ot 'C(A) désigne la transposée de la matrice des cofacteurs de A.

6) Le groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles : B, (k) =
{A € GL,(k) | A;; =0, pour i > j} est un sous-groupe fermé de GLy, (k).

7) Le groupe D, (k) des matrices diagonales inversibles est un sous-groupe
fermé de B, (k).

~

Proposition 6.32. — 1) Soit E un ensemble fini de cardinal n. Alors E =
Max(k x --- x k) (n copies), donc E est une variété algébrique affine.

2) Soient E,F deuz ensembles finis. Toute application f : E — F est un
morphisme de variétés algébriques affines.

Démonstration. — 1) Posons A 2 k X --- X k (n copies) ; c’est une k-algebre
réduite de type fini. On voit facilement que Max(A) est formé des n idéaux
suivants, pour ¢ =1,...,n:

Donc on peut identifier E & Max(A), ce qui prouve 1). Observons que, dans
ce cas, l'algebre des « fonctions régulieres »

k[E] = k"

coincide avec I'algebre de toutes les fonctions E — k. Par conséquent, le point
2) découle de la proposition 6.43. ]

Corollaire 6.33. — Tout groupe fini G est un groupe algébrique.

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, G est une variété algé-
brique et la multiplication y : G X G — G est un morphisme de variétés, de
méme que lapplication k : G — G, g+ g~ 1. O

Remarque 6.34. — Si on note ¢, l'application G — k telle que d4(h) = 1 si
h = g et = 0 sinon, alors k[G] = D, kdy et k[G x G] s’identifie & k[G] @ k[G].
Le comorphisme de p est
p: k[G] — K[G] ®K[G], 86— > b1 @b,
heG
et celui de x est £* : k[G] — k[G], 0y > J4-1.
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Exemple 6.35 (Facultatif). — Pour les lecteurs intéressés, donnons encore un
exemple de groupe algébrique affine, plus compliqué que les précédents. La
discussion qui suit fait appel a plusieurs notions qui n’ont pas encore été in-
troduites, et donc cet exemple peut étre omis pour le moment. On peut défi-
nir PGL,, (k) comme le sous-groupe de GL(M,,(k)) formé des automorphismes
d’algebres. On sait, d’apres le théoreme de Skolem-Noether, que tout automor-
phisme de M, (k) est intérieur, et est donc de déterminant 1. Par conséquent,
PGL,, (k) est un sous-groupe de SL(M,,(k)). Si g = (gpy)1<i,jp.q<n €St un élé-
ment de SL(M,(k)), on vérifie que g est un automorphisme d’algebres si et
seulement si

g(id) =id et g(Ei;)g9(En) = 0-q(Ey),

et ceci équivaut aux équations suivantes :

n n
. y
() 2952 = Opg, Zg;isg;"q = Ojrlpg:
s=1 s=1

pour tout p,q,i,j,r,f. On peut montrer que l'idéal engendré par ces élé-
ments est réduit, et contient I’élément dét —1, ou dét est le déterminant
GL(M,(k)) — k*. (En effet, on vérifie (cf. (x)) que I'espace tangent en idyg, (1)
a la variété définie par (1) est de dimension n? — 1, et ceci entraine ’assertion
précédente). Par conséquent, PGL,, (k) a pour algebre de fonctions régulieres :

kE[PGL,] = k[X;jq | 1 <14,7,p,q < n]/relations (f).

D’autre part, 'application Ad : GL,, — PGL,,, g — Int(g) (ol Int(g) est 'au-
tomorphisme intérieur X — gXg~!) est un morphisme de groupes algébriques.
En effet, on vérifie que

X (Int(g)) = dét(g) " api(9)Cqj(9),

ou ars(g), resp. Crs(g), désigne le coefficient d’indice (r,s) de g, resp. de sa
matrice des cofacteurs.

De plus, la restriction de Ad a SL,, est surjective, et donc k[PGL,,] s’identife
a la sous-algebre de k[SL,| engendrée par les éléments

(1) apiCqj, poOUr %, j,p,g=1,...,n.

Ceci montre déja que plusieurs points de vues sont nécessaires : on préfere
considérer PGLy, (k) comme le quotient GL,,(k)/k* (on verra plus loin qu’un tel
quotient a une structure de groupe algébrique affine), plutét que de considérer
I'une des algebres ci-dessus.

() Indications concernant ’espace tangent. L’espace tangent précité est
I'ensemble des matrices X = (Xj5) € M, (k) telles que la matrice id+eX €
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M, (k[e]) vérifie les équations (1). On trouve que X, = 0sii £ p et j # q; si
i=petj+#q (resp., sii#petj=q) alors

Ey; =X, resp. B, ; == Xg
est indépendant de i (resp. de j), et Eqp+E}, , = 0. Enfin, pour i = p et j = g,

on a les relations :

H;; +H;,=H;,,

posant H; ; = X

g
i)

d’ott I'on tire : H;; = 0, puis H;; = —H; ;, et enfin, pour tout 7 < j :

ou 'on a posé H; := H; ;41 pour 7 = 1,...,n — 1. Ceci montre que I'espace
tangent considéré est engendré par les n(n — 1) éléments E; ;, pour i # j, et
les n — 1 éléments H;, pour i = 1,...,n — 1, donc est de dimension < n? — 1.
Définition 6.36 (Immersions fermées). — Soit f : X — Y un morphisme de

variétés algébriques affines. On dit que f est une immersion fermée si f(X)
est un fermé de Y et si f induit un isomorphisme de X sur f(X).

Proposition 6.37. — [ est une immersion fermée si et seulement si son comor-
phisme ¢ : k[Y] — k[X] est surjectif.

Démonstration. — Posons f' : X — X' = f(X) et i : X' < Y, et soient
7 k[X'] — E[X] et 7 : k[Y] — k[X'] leurs comorphismes. Alors 7 est injectif
(car f(X) est dense dans X') et 7 surjectif, et 'on a ¢ = T om. Si f’ est un
isomorphisme, il en est de méme de 7 et donc ¢ est surjectif.
Réciproquement, si ¢ est surjectif alors 7 I’est aussi et est donc un isomor-
phisme, de méme que f’. O

Notation 6.38. — On note x(A) 'ensemble des morphismes de k-algebres A —
k. Il s’identifie & Max(A), d’apres le lemme suivant.

Lemme 6.39. — L’application x(A) — Max(A), x — Ker x est une bijection,
dont la bijection réciproque est ’application qui ¢ m associe le morphisme
A — A/m=Fk;sim=m,, ce morphisme n’est autre que £, : f — f(x).

Démonstration. — D’apres le théoréme des zéros de Hilbert, A/m = k et donc
il n’y a qu’un seul morphisme de k-algebres A/m — k. O

Définition 6.40 (Le couplage x(A) x A — k). — Pour x € x(A) et f € A, on
pose
(X, f) = x(f) € k.

On peut voir ceci comme la valeur de la fonction f sur le point x de x(A) =
Max(A).
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Proposition 6.41. — Soient A, B deux k-algébres de type fini réduites. Alors la
k-algebre A Q@ B est de type fini et réduite, et les applications

Max(A) x Max(B) - Max(A ®B), (m,n) mm®B+A®n,
x(A)xx(B) — x(A®B), (xxX)— x®X,

sont des bijections.

Démonstration. — C’est une reformulation « abstraite » de la proposition 6.14.
O
Remarque 6.42. — Attention! Soient X,Y des variétés algébriques affines.

La topologie de Zariski sur X x Y n’est pas le produit des topologies de Zariski
sur X et Y ! Pour s’en convaincre, méditer ’exemple le plus trivial X =Y = k.

6.5. Morphismes : la bijection ¢ — ¢'. — Ce paragraphe donne une
version abstraite de la proposition 6.21. Cette version n’est pas indispensable
pour la suite, et ce paragraphe peut étre omis.

Soient A, B deux k-algebres de type fini réduites et ¢ : A — B un morphisme de
k-algebres. Soit m un idéal maximal de B. Puisque ¢ induit un isomorphisme de k-
algeébres A/¢~1(m) = B/m = k, alors ¢! (m) est un idéal maximal de A ; on le notera
#*(m). Ainsi, ¢ induit une application ¢* : Max(B) — Max(A). Une autre facon de
voir cette application est la suivante : pour tout x € x(B), ¢*(x) est le morphisme de
k-algebres xy o ¢ : A — k.

Par définition, on dira qu’une application 6 : Max(B) — Max(A) est un morphisme
s'il existe un morphisme de k-algébres ¢ : A — B tel que ¢! = 6, et 'on notera
Homy,, (Max(B), Max(A)) 'ensemble de ces morphismes. Ceci est compatible avec la
définition donnée pour les sous-ensembles algébriques de k™.

D’autre part, notons kX(®) I'ensemble de toutes les applications de Xx(B) vers k. Il
résulte du théoreme des zéros de Hilbert que P’application evg : B — kX(B) qui & tout
b € B associe ’application

evi(b) : x = (x,b) := x(b)
est injective. Par conséquent, B s’identifie & une certaine sous-algebre de kX(B).

Au lieu de kX®) on peut aussi considérer kM2*(B)_ Dans ce cas, I’application evg :
B — EMax(B) e décrit comme suit. Pour tout m € Max(B), on a B/m 2 k et, pour
tout b € B, lapplication evg(b) n’est autre que 'application qui & tout m € Max(B)
associe 'image de b dans B/m. Si 'on choisit un plongement de Max(B) dans k™ et
si m = my, alors evp(b)(m,) n’est autre que b(z)!

Ceci étant dit, & toute application 7 : x(B) — x(A), on associe son comorphisme
n* : A — EX(B) | défini de la facon suivante. Définissons d’abord la tranposée
nt kXA o px(B) f— fon.
C’est un morphisme de k-algebres. On pose alors * = 1! o evy. C.-a-d., pour tout
a€ A, ona

0" (a) =n'(eva(a)) = eva(a) o,
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et donc, pour tout x € x(B), l'on a
1" (a)(x) = eva(a)(n(x)) = (n(x), a) = n(x)(a).
Proposition 6.43 (Morphismes). — On a une identification :
Homy,, (Max(B), Max(A)) = Homy.a15(A, B);

plus précisément, on a les deux assertions suivantes.

1) Soit ¢ € Homy_ay(A,B), soit ¢* : x(B) — x(A) le morphisme associé. Alors
P = o.

2) Réciproquement, soit n : x(B) — x(A) une application quelconque. Alors n est
un morphisme si et seulement si n* envoie A dans la sous-algébre B C kX(B) et dans
ce cas U'on an = n*t.

Démonstration. — 1l s’agit essentiellement d’une reformulation abstraite de la pro-
position 6.21. Toutefois, il est utile de disposer du résultat sous la forme ci-dessus,
qui décrit la bijection de fagon intrinseque, c.-a-d., sans faire appel a des plongements
Max(B) C k™ et Max(A) C k".

1) Montrons que ¢**(a) = ¢(a), pour tout a € A. Comme on a vu que 'application
evp : B — kX(B) est injective, il suffit de vérifier que, pour tout y € x(B), 'on a

¢ (a)(x) = (x, 6(a)).

Mais, par définition,

¢ (a)(x) = (¢*(x), a) = (x © &, a) = (x, $(a))-
Ceci prouve le point 1). Par conséquent, si = ¢ est un morphisme, alors n* = ¢* =
¢ applique A dans B.
2) Réciproquement, soit 7 : x(B) — x(A) tel que n*(A) C B. Dans ce cas, pour
tout a € A, on a n*(a) € B et, pour tout x € x(B),
(n(x),a) =n"(a)(x) = (x;n(a)) = (x°on", a).

Ceci montre que 1(x) = x on* pour tout ¥, et donc n = n*! est le morphisme associé
a n*. Ceci prouve la proposition. O

7. Groupes algébriques affines et algebres de Hopf

7.1. Algebres de Hopf. — Soient G un groupe algébrique affine et k[G]
son algebre des fonctions régulieres. D’apres la proposition 6.14, k[G] ® k[G]
s’identifie & k[G x G] par le morphisme qui & tout ¢ ® v associe 1’application
(9,9") — ¢(g9)¥(g"). Dong, le comorphisme de la multiplication p: G x G — G
est un morphisme d’algebres

A = u*: k[G] — K[G] @ K[C].
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Pour tout ¢ € k[G], A(¢) est une somme finie ), ¢;@; et, pour tout g, ¢’ € G,
I'on a

¢@d)=(¢OMX%99=4M¢X%d)=§:¢xw¢@W

De méme, le comorphisme de & : g — g~ ! est le morphisme d’algebres 7 =

k* : k[G] — k[G] tel que 7(¢)(g) = ¢(¢~ ') pour tout g € G.

L’associativité de u se traduit par po (u x idg) = po (idg xu) (égalité de
morphismes G x G x G — G); ceci implique I'égalité

(Ass) (A® idk[G}) oA = (idk[G] ®A) o A,

qui exprime la coassociativité de A.

Notons & = ., ou e est I’élément neutre de G et désignons par u 'inclusion
de k dans k[G] et par m : k[G] ® k[G] — k[G] la multiplication dans k[G]. La
propriété eg = g = ge pour tout g se traduit par

(Neutre) (8 X ldk[G]) 0] A = ldk[G] = (ldk[G] ®€)A

(On fait les identifications k ® k[G] = k[G] = k[G] ® k.) Enfin, la propriété

g9~ ' = e = g~lg se traduit par

(Inv) mo (7 ®idyq)) o A =uoe=mo (idyg ®7) 0 A.

Ces propriétés constituent les axiomes définissant la notion d’algebre de
Hopf (commutative).

Définition 7.1. — 1) Soit A une k-algebre commutative. On dit que A est une
algebre de Hopf si I'on s’est donné trois morphismes d’algebres

A:A—ARA, e:A—k 71:A—A

vérifiant les axiomes ci-dessus. Dans ce cas, A s’appelle la comultiplication,
Paugmentation (ou co-unité), et 7 Pantipode.

2) Un morphisme d’algebres de Hopf ¢ : A — B est un morphisme d’al-
gebres qui respecte la comultiplication, ’augmentation et ’antipode, c.-a-d.,
qui vérifie :

Apo¢ = (¢ ® d)oAy;
EB ¢ = EA;
TBO ¢ = ¢oTa.

Remarque 7.2. — On renvoie & [Abe, Chap. 2] ou [Ho81, Chap.I] pour la définition
d’une k-algebre de Hopf arbitraire H, c.-a-d., non nécessairement commutative. On
prendra garde que dans ce cas I’antipode n’est pas un morphisme d’algebres, mais un
anti-homomorphisme, c.-a-d., on a 7(ab) = 7(b)7(a) pour tout a,b € H.
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Si G est un groupe algébrique affine, on a vu plus haut que son algebre
de fonctions k[G] est une algebre de Hopf commutative. Réciproquement, on
a la proposition suivante. On note my : k ® £k — k la multiplication ; c’est
un isomorphisme de k-algebres. Plus généralement, pour toute k-algebre B on
notera mp : B ® B — B la multiplication, et ug 'inclusion k£ — B.

Proposition 7.3 (Le foncteur associ€). — Soit A une k-algébre de Hopf commu-
tative.

1) x(A) := Homy_q4(A, k) est un groupe, pour la loi
XX =mgo(x®x)oA.
L’élément neutre est l'augmentation €, et pour tout x € x(A) son inverse est
X '=xor.
2) Plus généralement, pour toute k-algébre commutative B, [’ensemble
G(B) := Homy_a15(A, B) est un groupe, pour la loi
¢ =mpo(p@1)oA.
L’élément neutre est ugoe, et pour tout ¢ € G(B), son inverse est g~ = gor.

3) De plus, si 0 : B — B’ est un morphisme de k-algébres, le morphisme
0" :G(B) — G(B), d—bog,

est un morphisme de groupes. Par conséquent, S — G(S) est un foncteur
de la catégorie des k-algébres commutatives vers la catégorie de groupes, et
X(A) = G(k) est le « groupe des k-points » de G.

Démonstration. — Démontrons 2), dont 1) est un cas particulier. On observe
d’abord que la commutativité de S assure que ¢ - ¥ est un morphisme de
k-algebres de A vers S. Ce point est laissé au lecteur.
Montrons 'associativité. Soient ¢,1,n € G(S). On vérifie que (¢)n est le
morphisme
mso(ms®ids)o(¢®¢®n)o(A®idA)oA,
de A dans S, tandis que ¢(¢n) égale
mg o (ids ®mg) o (¢ ® 1 @) o (idy ®A) o A.
Or mg(ids ®mg) = mg(mg ® mg), par associativité de mg, et (idy ®A)A =
(A ®ida)A par coassociativité de A. Ceci prouve que (¢0)n = ¢(vn).
Soit ¢ € G(S). On a
(usoe) ¢ =msgo(us®¢)o(e®ida) oA,

et comme (¢ ® ida)A : A — £k ® A = A est l'identité, on en déduit que
(ugo¢€) - ¢ = ¢. On montre de méme que ¢ - (ug o e) = ¢.
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De plus, comme ¢ : A — S est un morphisme d’algebres, on a mgo (¢p®¢) =
poma, et pouoe=ugoe. Par conséquent, (¢7) - ¢ égale

mg(¢d ® @)(T ®1ida)A = ¢pma (T ®@ ida)A = pue = uge.

On montre de méme que ¢ - (¢7) = uge. Ceci prouve le point 2), et le point 3)
est laissé au lecteur intéressé. O

Remarque 7.4. — 1) Notons volte ’endomorphisme k-linéaire de A ® A défini par
volte(a; ® az) = as ® ay, pour tout aj,as € A, et notons A’ = volte o A. On déduit
de la proposition précédente I’égalité suivante :

(1) AT = (reT1)A.

En effet, A7 est l'inverse de A dans le groupe G(A ® A). Donc, pour montrer (7), il
suffit de montrer que ® := (7 ® 7)A’ est aussi un inverse, disons & gauche, de A dans
ce groupe. C.-a-d., il suffit de montrer que

P-A=(ror)A"@A)A

égale I'unité ue. On laisse ceci comme exercice pour le lecteur.

2) On peut montrer, par un argument similaire, que () est valable pour tout algebre
de Hopf H, commutative ou non; voir [Ho81], Notes du Chap. I, ou [Sw, Chap.IV,
Prop.4.0.1].

Corollaire 7.5. — Si A est une k-algébre de Hopf commutative de type fini
réduite, alors Max(A) = x(A) est un groupe algébrique affine.

Démonstration. — On a déja vu Dégalité Max(A) = x(A), qui résulte du
théoreme des zéros de Hilbert. Posons G = x(A).

D’apres le point 1) de la proposition 7.3, G est muni d’une structure de
groupe, dont la multiplication p et le passage a I'inverse x sont donnés par :

pix@x)=Kxox)eA,  k(x)=xoT

D’apres la proposition 6.21 (voir aussi le paragraphe 6.5), ceci entraine que p et
k sont des morphismes de variétés algébriques affines, dont les comorphismes
sont p* = A et k* = 7. Ceci montre que G est un groupe algébrique affine. [J

Théoréme 7.6. — Se donner un morphisme de groupes algébriques affines G —
G’ équivaut a se donner un morphisme d’algébres de Hopf k[G'] — k[G].

Démonstration. — D’apres la proposition 6.21 (voir aussi le paragraphe 6.5),
se donner un morphisme de variétés ¢ : G — G’ équivaut a se donner le
morphisme de k-algeébres ¢* : k[G'] — k[G]. De plus, ¢ est un morphisme de
groupes si et seulement si il vérifie

popug=pao(dxo), o(lag)=1la, ¢oka=ka oo,
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ou k désigne le passage a I'inverse. (En fait, la premiére condition implique les
deux autres). D’apres le lemme 6.13, ceci équivaut a ce que ¢* vérifie

Ago¢d" =(¢"®¢")oAq, ego¢d” =eq, TGO0P" =0¢" 010y,

c.-a~d., soit un morphisme d’algebres de Hopf. ]

7.2. Exemples du point de vue Hopf. — 1) Le groupe additif G,. On a
k|G, = k[z], A(z) =z @1+ 1®z, 7(x) = —x, e(x) = 0.

2) Le groupe multiplicatif G,,. On a k[G,,] = k[z,27!], A(z) = 2 ® =,
() =271 e(z) = 1.

3) Le groupe linéaire GL,. On a
k[GLn] = k[t, T115-- -, $n7n]/(t dét($i7j) — 1).

La comultiplication correspond & la regle qui exprime le produit de deux ma-
trices, c.-a-d.,

n
Vi, 7, Awij) =Y Tiprj,
r=1

et, comme dét(AB) = dét(A) dét(B), 'on a A(t) = t®¢t. L’augmentation ¢ est
le morphisme « évaluation sur la matrice identité », d’out e(z; ;) = d;; pour
tout i,7, et e(t) = 1. Enfin, Pantipode 7 se déduit de la régle qui exprime
I'inverse de A comme 1/ dét(A) fois la transposée de la matrice des cofacteurs,
c.-a-d., on a

Vij,  m(wiy) =t (=1)dét(@ps) s, si-

Enfin, comme #(A) = dét(A)~!, on a 7(¢)(A) = dét(A) pour tout A, d’ou
T(t) = dét({L'iJ‘).

7.3. Cogebres et comodules. —

Définition 7.7 (Cogebres). — Une k-cogébre est un k-espace vectoriel C muni
de deux applications k-linéaires A : C - C®C et € : C — k, vérifiant les deux
axiomes suivants :
(1) (idc ®A)A = (A ® id¢) A,
(2) (e ®ide)A =ide = (idc ®e)A.

A, resp. € s’appelle la comultiplication, resp. 'augmentation. L’axiome

(1) exprime la coassociativité de la comultiplication, et on peut appeler (2)
I’axiome de co-unité.

Un morphisme de k-cogebres ¢ : C — (' est une application k-linéaire
vérifiant AC/ o ¢ = ((b (9] ¢) o AC et Ecr © ¢ = eC.
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Définition 7.8 (Comodules). — Un C-comodule (& droite) est un k-espace vec-
toriel V, muni d’une coaction Ay : V — V ® C, c.-a-d., une application k-
linéaire vérifiant les axiomes suivants :
(1) (idv ®€)AV = idy,
(2) (idy ®A)Ay = (Ay ®idc)Ay.

Un morphisme de C-comodules f: V — W est une application k-linéaire
qui vérifie Ay o f = (f ® id¢) o Ay.

Remarque 7.9. — 1l est clair que idy est un morphisme, de méme que la com-
posée de deux morphismes. On obtient donc une catégorie, la catégorie des
C-comodules (a droite).

Définition 7.10. — Soient V un C-comodule et W un sous-espace de V. On dit
que W est un sous-C-comodule de V si 'on a Ay(W) C W ® C.

Dans ce cas, on vérifie facilement que V/W est un C-comodule, et que la
projection V. — W est un morphisme de C-comodules.

Proposition 7.11. — Soit f : V. — W un morphisme de C-comodules. Alors
Ker(f), resp. Im(f), est un sous-comodule de V, resp. de W, et l'on a un
isomorphisme de comodules V/Ker(f) = Im(f).

Démonstration. — Laissée au lecteur. O

Incluons ici le lemme suivant, analogue de la restriction des scalaires pour
les modules, c.-a-d., du fait que si A — B est un morphisme de k-algebres et
M un B-module, alors M est aussi un A-module.

Lemme 7.12 (Corestriction des scalaires). — Soit ¢ : C — C’ un morphisme de
k-cogébres. Si V est un C-comodule, pour la coaction Ay : V — V ® C, alors
c’est un C'-comodule, pour la coaction A{, = (idy ®¢)Ay.

Démonstration. — Laissée au lecteur. O

Théoreme 7.13 (Propriété de finitude des comodules). — Soit C une k-cogéebre
et soit V. un C-comodule arbitraire, c.-a-d., pas nécessairement de dimension
finie.

1) Tout sous-espace vectoriel E de dimension finie est contenu dans un

sous-comodule de dimension finie. Par conséquent, V est réunion de ses sous-
comodules de dimension finie.

2) Toute intersection de sous-comodules est un sous-comodule. En particu-
lier, pour tout sous-espace E de V il existe un plus petit sous-comodule E' de
V' contenant E.
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Démonstration. — Soit (cy)rea une base de C. Alors, tout élément de V® C
s’écrit de fagon unique ), vy ® ¢y, pour des vy € V uniquement déterminés
et nuls sauf pour un nombre fini de A.

1) Soit E un sous-espace de V de dimension finie et soit (eq,...,e,) une
base de E. Pour chaque ¢ = 1,...,n, écrivons
Av(ei) = Zvi)\ X Cy.-
A

Soit F' le sous-espace de V engendré par les v;), il est de dimension finie. De
plus, F contient E puisque pour tout i on a e; = (idy ®e)Avy(e;) = >, vire(cn)-
Montrons que Ay(F) CF ® C.

Pour tout i et tout A, écrivons
(1) UZ/\ Z Viap @ Cp-

Alors on a, d’une part,
(2) (AV X ldc) o AV ez Z Viap @ ¢ @ cy.
Ap

Drautre part, pour tout v € A, écrivons A(cy) = -, , awru(V) ¢ @ ey, ot les
axu(v ) € k sont nuls sauf pour un nombre fini d’indices. Alors, on a, pour tout
1=1,....,n,

(3) (idy ®A) o Ay(e;) = Z (Z axu(v fuu,) ® ¢, ® cy.

A v
Comme (Ay ® id¢) o Ay = (idy ®A) o Ay, on en déduit, pour tout A, i, que

viap €gale Y ax,(v)v;, donc appartient a F. D’apres (1), ceci montre que
Ay (F) C F ® C, ce qui prouve le point 1).

2) Soit (W;)e1 une famille arbitraire de sous-comodules et soit € W :=

Nict Wi. Ecrivons
x) = Z vy ® cy.
A

Fixons un indice A. Comme Ay (z) € W; ® C, on a vy € W; pour tout i, d’ou
vy € W. Ceci montre que W est un sous-comodule de V. La derniere asser-
tion en résulte, en prenant E’ égal & I'intersection de tous les sous-comodules
contenant E. Le théoreme est démontré. O

7.4. Représentations rationnelles des groupes algébriques affines.
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Définition 7.14. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. Une re-
présentation rationnelle de G dans V est la donnée d’un morphisme de
groupes algébriques p : G — GL(V).

Ceci équivaut a se donner un morphisme de variétés GxV — V, (g,v) — gv
qui est une action linéaire, c.-a-d., qui est linéaire en V et vérifie g(hv) = (gh)v
et ev = v, ol e est 1’élément neutre de G. (On laisse au lecteur le soin de vérifier
I’équivalence de ces deux définitions).

Lemme 7.15. — Soient n > 1 et ¢ : G — GL,, (k) un morphisme de groupes.
On note C;j € k[GLy (k)] les coefficients matriciels. Alors ¢ est un morphisme
de variétés si et seulement si Cij o ¢ € k[G], pouri,j =1,...,n.

Démonstration. — La nécessité est claire. Réciproquement, si la condition est
satisfaite alors on obtient un morphisme d’algebres ¢ : k[M, (k)] — k[G].
Désignons par D I'élément dét(C; ;) de k[M,(k)], et observons que ¢(D) est
un élément inversible de k[G], car ¢(D)(g) = dét(¢(g)), d'ott p(D)"1(g) =
dét(¢(g~1)). D’apres la propriété universelle de la localisation, ¢ s’étend en
un morphisme d’algebres de k[M,,(k)][D~1] = k[GL, (k)] vers k[G]. Ceci prouve
le lemme. O

Proposition 7.16. — Soit V un k[G]-comodule arbitraire.
a) V est muni de Uaction linéaire de G définie par gv = (id ®e4) Ay (v).

b) Un sous-espace vectoriel W de V est G-stable ssi Ay(W) C W ® k[G],
c.-a-d., ssi W est un sous-comodule.

c) SidimV < oo, alors V est un G-module rationnel.

Démonstration. — a) 1l faut vérifier que ev = v et g(hv) = (gh)v, pour tout
g,h € G, v € V. Ceci résulte des axiomes de coaction (cf. 7.8) et est laissé au
lecteur.

Prouvons b). 11 est clair que si Ay(W) C W ® k[G] alors W est G-stable.
Pour voir la réciproque, soit E un supplémentaire de W dans V. Soit v € W
arbitraire. Ecrivons

Av(v) =) wi®¢i+ Y e; @1y,
i J

avec w; € W, ¢;,1; € k[G], et les e; linéairement indépendants dans E. Pour
tout g € G, ’hypothese gv € W implique 0 = Zj Yj(g)e; et ceci entraine que
1; = 0, pour tout j. On a donc Ay (v) € W ® k[G]. Ceci prouve b).

¢) Supposons maintenant que dimV = n et montrons que 'application
abstraite p : G — GL(V) obtenue plus haut est un morphisme. Soit (e, ..., ey)

*

une base de V et (e],...,e}) la base duale. D’apres le lemme 7.15, il suffit de
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voir que les fonctions Cj; 0 p : G — k appartiennent a k[G], pour tout i, j.
Mais ceci est clair, car pour tout j 'on a

n
Av(ej) = Zei ® cij,
i=1

pour certains ¢;; € k[G]. Alors, ¢;;(g) = Cij(p(g)) pour tout g € G, et donc
c¢ij = Cjj o p. La proposition est démontrée. 0

Lemme 7.17. — 1) Soit {v1,...,vn} une base de V = k™. L’application
Ay V—>V®k‘[GLn(k)], vj HZUZ(@C”
i=1

munit V d’une structure de k[GL(V)]-comodule.

2) De plus, cette application est canonique : elle ne dépend pas de la base
de V choisie. La structure de GL(V)-module rationnel sur V correspondante
est Uaction naturelle GL(V) x V. — V, qui correspond au morphisme identité

GL(V) — GL(V).

Démonstration. — 1) Pour j =1,...,n, on a (id®e)Avy(vj) = >, vid;j = v;
et
(ld®A)Ay(v;) = > 1; ® Ci @ Cpj = (Ay @ id) Ay (v;).
il

Ceci montre que Ay est une coaction. On voit facilement que la structure de
GL(V)-module rationnel sur V qui résulte du point a), correspond & l’action
naturelle GL(V) x V — V| et donc au morphisme identité GL(V) — GL(V).

2) Voyons l'indépendance vis-a-vis de la base. Considérons 1’application na~
turelle

v:V*®@V " End(V)* C k[End(V)].

Alors Cj; = (v} ® v;). On en déduit que, pour tout v, on a Ay(v) =
(idv @) (>_71, vi @ vf ® v). L’indépendance cherchée en découle, soit par un
calcul direct, soit en observant que via I'isomorphisme

0:End(V)@V -—>VeVeV,

on a Ay(v) = (idy ®y)(Iv ® v), ou Iy désigne ’élément unité de End(V). Le
lemme est démontré. O

Corollaire 7.18. — Soit V de dimension finie. Il est équivalent de se donner
sur V une structure de k[G]-comodule ou de G-module rationnel.

Démonstration. — Si V est un k[GJ]-comodule, on obtient une structure de
G-module rationnel sur V, d’apres la proposition précédente.
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Réciproquement, d’aprés le lemme précédent, on a une structure de co-
module Ay : V — V ® k[GL(V)]. Par conséquent, si p est un morphisme
G — GL(V), son comorphisme p* : k[GL(V)] — k[G] est un morphisme d’al-
gebres de Hopf et donc, d’apres le lemme 7.12, (idy ®p*)Ay fait de V un
k[G]-comodule.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que la composée de ces deux opéra-
tions redonne sur V la structure initiale de k[G]-comodule, resp. de G-module
rationnel. Ceci démontre le corollaire. O

Proposition 7.19. — Soit V un k-espace vectoriel arbitraire, c.-a-d., pas néces-
sairement de dimension finie. Il est équivalent de se donner :

i) une structure de k[G]-comodule sur V, ou :

i1) une action linéaire localement finie de G sur V telle que, pour tout
sous-espace G-stable W de dimension finie, l'application induite G — GL(W)
soit un morphisme de groupes algébriques.

On dit que V est un G-module rationnel s’l est muni de l'une de ces
données. Dans ce cas, pour tout sous-espace W, on a :

W est un sous-G-module < W est un sous-comodule.

Démonstration. — Supposons que V soit un k[GJ-comodule et soit W un sous-
espace G-stable de dimension finie. L’application induite p : G — GL(W) est
évidemment un morphisme de groupes. D’apres la proposition 7.16, W est un
sous-comodule et p est un morphisme de groupes algébriques.

De plus, d’apres le résultat de finitude (Proposition 7.13), tout sous-espace
E de dimension finie est contenu dans un sous-comodule (de fagon équivalente,
un G-module) de dimension finie. Ceci est la définition d’une action localement
finie. Ceci montre que la condition ii) est vérifiée.

Réciproquement, supposons ii) vérifié. Si W est un sous-espace G-stable de
dimension finie, on a un morphisme d’algebres de Hopf mw : k[GL(W)] — k[G],
et on en déduit que (id @mw) o Aw : W — W ® k[G] est une coaction, notée
Ow. De plus, si Wi C Wa, on vérifie facilement que le diagramme

0
W1 L Wi ® k[G]

! |

0
Wy L Wy ® /{[G]

est commutatif. On en déduit, puisque ® commute & la limite inductive, que
ceci munit V d’une coaction 6y, qui prolonge les Oy . O
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Proposition 7.20 (Construction de modules). — Soit V un G-module rationnel
de dimension finie d. Alors, les espaces suivants sont, de facon naturelle, des
G-modules rationnels :

1) Le dual V*, pour laction définie par :
(9-0)(v) =g~ 'v), VgeG, eV, veV.

2) Les puissances tensorielles, symétriques, ou extérieures : VO, S*(V),

A" (V).

Démonstration. — 11 suffit de le montrer pour GL(V) = GLg4, le cas général
s’obtiendra en composant la représentation p : G — GL(V) avec la représen-
tation de GL(V) dans GL(V*), GL(V®"), etc.

Pour G = GLyg, le point 1) est clair, car le morphisme
GLg = GL(V) — GL(V™) = GL4

est donné par A — ‘A~ Pour le point 2), G = GL(V) agit par automor-
phismes d’algebre sur les algebres tensorielle, symétrique et extérieure de V :

T(V),  S(V)=TNV)/L,  AV)=T(V)/J,

ou I (resp.J) est I'idéal homogene engendré par les éléments, de degré 2,
vRw—w®uv (resp. v ® v), pour v,w € V.

Soient (e1,...,eq) une base de V. Alors les
€, ® - e, avec 1< 1iy,...,i, <d
resp. ;- €, avec 1< < <ip<d;

resp. e, A---Ae;,, avec 1<ip<---<i,<d (etn<d);
forment une base de V¥, resp. S"(V), resp. A" (V). Pour tout g € GLg4,

gley, ®---®e;,) =glei) ®---@glei,)

s’exprime, par n-linéarité du produit, comme une combinaison linéaire des
vecteurs de base, avec pour coefficients des polynomes homogenes de degré
n en les coefficients g; ; de g, et il en est de méme dans le cas de l’algebre
symétrique ou extérieure. Ceci démontre la proposition. O

7.5. Linéarité des groupes algébriques affines. — On dit qu'un groupe
algébrique G est linéaire s’il est isomorphe & un sous-groupe fermé d’un
groupe GL(V). Dans ce cas, G est évidemment un groupe algébrique affine.
La réciproque est vraie :

Théoreme 7.21. — Tout groupe algébrique affine est linéaire.
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Démonstration. — Soit G un groupe algébrique affine. Alors la comultiplica-
tion A : k[G] — k[G] ® k[G] fait de k[G] un k[G]-comodule a droite et donc

un G-module rationnel pour I'action :

(9¢)(h) = ¢(hg), V¢ € k[G], g,heG.

Soient x1,...,xs des générateurs de k[G] comme algebre, et soit V le sous-
G-module (de dimension finie!) qu’ils engendrent. D’apres la proposition 7.16,
I'on a A(V) C V® k[G] et 'on obtient un morphisme de groupes algébriques
p: G — GL(V). Soit {fi,..., fn} une base de V; il existe des ¢;; € k[G] tels
que, pour tout 7 =1,...,n,

(*) p(9)fj = ZCij(g)fz', VgeG.
=1

Pour montrer que p est une immersion fermée, il reste a voir que le comor-
phisme p* : kE[GL(V)] — k[G] est surjectif. Mais ceci résulte de (). En effet,
cij = Cijop=p*(Ci;), et pour j =1,...,n,0n a

VgeG,  fi(g)=(p(g)fi)(e) = Zcz'j(g)fi(e),

dou f; = p*(3°1, fi(e)Cyj). Comme les f; engendrent k[G], ceci prouve que
p* est surjective. O

Prenons k£ = C et soit G un C-groupe algébrique affine. D’apres le théoreme
précédent, G s’identifie & un sous-groupe d'un certain GL,(C), fermé pour
la topologie de Zariski, donc a fortiori pour la topologie usuelle. Donc G est
un sous-groupe fermé, pour la topologie usuelle, du groupe de Lie GLg,(R)
(cf. lemme 2.15). D’apres le théoreme 2.60 (théoréme de von Neumann) on
obtient donc le corollaire suivant.

Corollaire 7.22. — Soit G un C-groupe algébrique affine. Alors G est un groupe
de Lie.

7.6. G-variété affines. — (V) Soit G un groupe algébrique affine.

Définition 7.23. — Soit A une k-algebre. On dit que G agit rationnellemnent par
automorphismes sur A si ’on s’est donné une structure de G-module rationnel sur
A telle que, pour tout g € G, 'application a — ga soit un automorphisme d’algebre.

Ceci équivaut a dire que la coaction correspondante Ay : A — A ® k[G] est
multiplicative, c.-a-d., est un morphisme de k-algebres.

(D Ce paragraphe n’a pas été traité en cours.
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Définition 7.24 (Action sur une variété affine). — Soit X une variété algébrique affine.
Une action de G sur X est un morphisme de variétés pux : G x X — X vérifiant les
axiomes d’une action, c.-a-d.,

(1) po(pxidx) = px o (idg xpx),
(2) px o (e x idx) = idx,
ol u, resp. e, désigne la multiplication, resp. I’élément neutre, de G.
Notant Ax : k[X] — k[X] ® k[G] le comorphisme de ux (qui est un morphisme de
k-algebres), ceci équivaut & dire que Ax est, de plus, une coaction.

Réciproquement, toute coaction Ax : k[X] — k[X] ® k[G] qui est multiplicative,
c.-a~d., un morphisme de k-algebres, induit un morphisme px : G x X — X qui vérifie
(1) et (2). Par conséquent, se donner une action de G sur X équivaut & se donner une
coaction multiplicative Ax : k[X] — k[X] ® k[G]. Dans ce cas, on dira que X est une
G-variété.

Définition 7.25 (Morphismes de G-variétés). — Soient X, Y deux G-variétés algébri-
ques affines. Un G-morphisme ¢ : X — Y est un morphisme de variétés qui commute
a l'action de G, c.-a-d., tel que :

P(gx) = gop(x), VgeG, zeX.

Ceci signifie que ¢ o ux = py o (idg x¢), et ceci équivaut a dire que ¢* : k[X] — Ek[Y]
est un morphisme (d’algebres et) de comodules.

Théoreme 7.26 (Linéarisation des actions affines). — Soit X une G-variété affine. Il
existe une immersion fermée G-équivariante de X dans un G-module rationnel de
dimension finie.

Démonstration. — La preuve est similaire a celle de la linéarité de G. Soit x1,...,x;
des générateurs de k[X] comme algebre, et soit V le sous-G-module de dimension finie
de k[X] qu’ils engendrent.

D’apres la propriété universelle de ’algebre symétrique S(V), on obtient, d’une part,
que G agit rationnellement, par automorphismes d’algebre sur S(V). D’autre part, on
obtient un morphisme d’algébres G-équivariant ¢ : S(V) — k[X]. Ce morphisme est
surjectif, puisque V engendre k[X]. Par conséquent, le morphisme associé ¢# : X — V*
est une immersion fermée G-équivariante. O

8. Composantes irréductibles, dimension, morphismes de groupes
algébriques

Pour les notions et résultats de géométrie algébrique (resp. d’algebre com-
mutative) qui sont mentionnés sans démonstration, les références sont les livres
[Die|, [Pe] ou [Ku] (resp. [AM] ou [Mal]).
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8.1. Espaces noethériens et composantes irréductibles. —

Proposition 8.1. — Soient A une k-algébre de type fini réduite et X = Max(A)
la variété algébrique affine associée, munie de la topologie de Zariski.

1) Toute suite décroissante de fermés Zo D 71 2O --- est stationnaire.

2) X est irréductible si et seulement si A est intégre.

Démonstration. — 1) Comme Z; = ¥ (¥ (Z;)), ceci résulte du fait que la suite
croissante d’idéaux .#(Zg) C #(Z1) C --- est stationnaire, puisque A est
noethérienne.

On a déja vu le point 2) : proposition 6.7. O

Remarque 8.2. — On peut montrer que X est connexe si et seulement si A ne
contient pas d’idempotent autre que 0 et 1.

Définition 8.3 (Espaces topologiques irréductibles). — Soit X un espace topo-
logique non vide. On dit que X est irréductible s’il n’est pas réunion de deux
fermés propres de X. Ceci équivaut a dire que 'intersection de deux ouverts
non vides est non vide, ou encore, que tout ouvert non vide est dense.

Ceci implique que tout ouvert non vide de X est également irréductible.

Remarque 8.4. — 11 résulte de la définition que tout espace irréductible est
connexe. La réciproque est fausse en général.

Lemme 8.5. — 1) L’image par une application continue d’un espace irréduc-
tible (resp. connexe) est irréductible (resp. connexe).

2) Soient Y un sous-espace de X et Y son adhérence. Si Y est irréductible
(resp. connexe), Y lest aussi. De plus, si Y est irréductible, Y l’est aussi.

Démonstration. — Laissée au lecteur. O

Définition 8.6. — On dit qu’'un espace topologique X est quasi-compact si de
tout recouvrement ouvert X = (J;; U; on peut extraire un sous-recouvrement
fini (J;c; U;, ot J C I est une partie finie.

Ceci équivaut a dire que si une intersection de fermés (1), Z; est vide, alors
déja une intersection finie (1), ; Z; est vide.
Proposition 8.7 (Espaces topologiques noethériens). — Soit X un espace topo-
logique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Toute suite décroissante de fermés, resp. toute suite croissante d’ouverts,
est stationnaire.

2) Toute famille non vide de fermés, resp. d’ouverts, possede un élément
minimal, resp. mazximal.

3) Tout ouvert de X est quasi-compact.
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X est dit noethérien s’il vérifie les conditions précédentes. Dans ce cas,
tout sous-espace de X est aussi noethérien.

Démonstration. — Laissée au lecteur. O

Définition 8.8. — Un sous-espace de X qui est irréductible (resp. connexe) et
maximal pour cette propriété s’appelle une composante irréductible (resp.
connexe) de X.

D’apres 8.5, point 2), une telle composante est une partie fermée de X.

Remarque 8.9. — 1) Si Y,Z sont deux parties connexes de X ayant un point
en commun, Y UZ est connexe. On en déduit que la relation x ~ 2’ §’il existe
une partie connexe contenant z et =’ est une relation d’équivalence sur X, et
les composantes connexes sont les classes d’équivalence.

2) Pour un espace topologique arbitraire, I’existence de parties irréductibles
maximales résulte du lemme de Zorn, voir [Die, (T, 6)]. Toutefois, pour un
espace noethérien, on a le théoreme suivant.

Théoreme 8.10. — Soit X un espace topologique noethérien. Alors les compo-
santes irréductibles de X sont en nombre fini et recouvrent X.

Démonstration. — Considérons I’ensemble % des fermés de X qui ne sont pas
réunion finie de fermés irréductibles. Si % était non vide, alors d’apres la pro-
priété de noethérianité il contiendrait un élément minimal Z, nécessairement
non-irréductible. Donc Z est réunion de deux fermés propres Zi; et Zo. Mais
comme 7 est un élément minimal de %/, alors Z; et Zs sont réunions finies de
fermés irréductibles, et donc aussi Z. Contradiction! Donc % = @& et X est
réunion finie de fermés irréductibles.

Considérons alors une décomposition X = X3 U --- U X,,, avec n minimal.
SiY est un sous-espace irréductible de X, I'égalité Y = U, (Y N X;) entraine
que Y C X, pour un certain i. Par conséquent, tout sous-espace irréductible
maximal de X est égal a I'un des X;. Comme de plus X; € X; pour j #
1, puisqu’on a choisi n minimal, on obtient que les X; sont exactement les
composantes irréductibles de X. ]

Soient A une k-algebre de type fini réduite et X = Max(A), muni de la
topologie de Zariski. D’apres la proposition 8.1, X est un espace topologique
noethérien, donc est une réunion de composantes irréductibles X, ..., X,.
Posons P; = .#(X;); c’est un idéal premier de A.

Proposition 8.11. — Soit A une k-algébre de type fini réduite, et soient
X1,..., Xy, les composantes irréductibles de X = Max(A). Posons P; = 7 (X;).
Alors, les P; sont exactement les idéaux premiers minimaux de A, et l'on a

Pi--- NPy = (0).
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Démonstration. — Soit P € Spec(A). Alors ¥ (P) est un fermé irréductible de

X, donc est contenu dans une composante irréductible X;, donc P contient P;.

Ceci montre que les idéaux premiers minimaux sont parmi les P;.
Réciproquement, si P; 2 P;, alors X; C X; donc, par maximalité de X;, on

a X; = X, et donc i = j (car Xq,...,X, sont deux a deux distinctes). Ceci

montre que P; est un idéal premier minimal. La premiere assertion en résulte.
Enfin, la deuxieme assertion découle des égalités :

(0)=#(X) = #(X, U UX,) = () Py

i=1
O
Pour la culture, signalons le résultat algébrique ci-dessous, valable pour tout

anneau noethérien A, dont la preuve est essentiellement identique (ou duale,
si on préfere) de celle du théoreme 8.10.

Théoréme 8.12. — Soient A un anneau noethérien et I un idéal propre ré-
duit de A. Il existe un nombre fini d’idéaux premiers Py,..., P, tels que :

Tout idéal premier contenant 1 contient l'un des P;, de sorte que les P; sont
exactement les éléments minimauz de ’ensemble

{P € Spec(A) | P D I};
on les appelle les idéaux premiers minimaux au-dessus de 1.

Démonstration. — Notons . 1’ensemble des idéaux propres réduits de A qui
ne sont pas intersection finie d’idéaux premiers de A. Il s’agit de montrer
que ¢ = . Supposons, au contraire, .# # &. Alors, comme A est noethérien,
# possede au moins un élément Iy maximal pour 'inclusion.

Comme Iy € .Z, alors Iy n’est pas premier, donc il existe des idéaux propres
J, K contenant strictement Iy et tels que :

() JKCIy CJINK.

En effet, prendre a,b € A\ Ij tels que ab € Iy, et J =1p+ Aa, K =1y + Ab; ce
sont des idéaux propres car si on avait, par exemple, J = A, on aurait K C I
d’ou b € Iy, contradiction.

On vérifie sans difficulté que v JK = v/ JNVK ; par conséquent, (1) entraine :

Alors, VJ et VK sont réduits et propres (car si on avait 1 € VJ, on aurait
1 € Jet J = A, contradiction), et contiennent strictement Iy, donc aucun d’eux
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n’appartient a ., par maximalité de Iy. Donc, il existe des idéaux premiers
Pi,...,Pret Qq,...,Qs tels que

i=1 j=1

d’on

Iy :Plﬂ"'ﬂprﬂle"'nQ87
contredisant 'hypothese Iy € #. Cette contradiction montre que ¥ = &,
et donc tout idéal propre réduit I de A est une intersection finie d’idéaux
premiers. De plus, si 'on a une écriture

I:Pln"‘ﬂPN,
et s’il existe i # j tels que P; C P;, on peut supprimer P; de I’écriture ci-dessus.
On se rameéne ainsi a une écriture vérifiant la condition (%) du théoréme.

Observons que I = P; N --- N P, contient l'idéal produit P;---P,. Par
conséquent, si un idéal premier P contient I, il contient au moins I'un des
P;. Donc si P est minimal, c’est 'un des P;, et réciproquement chaque P; est
minimal par I'hypothese P; 2 P; si j # i. Le théoréme est démontré. O

8.2. Dimension et théoreme de Chevalley. —

Définition 8.13 (Dimension d’un espace topologique noethérien)
Soit X un espace topologique noethérien.

a) Pour tout z € X, on note dim, X le supremum des longueurs des suites
strictement décroissantes de fermés irréductibles de X contenant z (la longueur
d’une suite X = Fy D Fy D --- D F, étant n). C’est un élément de NU {+o0}.

b) On pose dim X = sup,x dim, X; c’est encore un élément de NU {+oo}.

Lemme 8.14. — Soit X un espace topologique noethérien.

1) Pour tout sous-espace Y C X, on a dimY < X. De plus, si X est irré-
ductible de dimension finie n, alors dimY < dim X pour tout fermé Y # X.

2) Soient Xq,...,X, les composantes irréductibles de X. Alors dimX =
Max{dim Xy, ...,dim X, }.

Démonstration. — Laissée au lecteur. O
Définition 8.15 (Dimension d’un anneau noethérien). — Soit A un anneau noe-
thérien.

a) Pour tout p € Spec(A), on note ht(p) le supremum des longueurs des
suites strictement croissantes d’idéaux premiers contenus dans p, o, comme
précédemment, la longueur d’une suite P C P; C --- C P, est n, c.-a-d., le
nombre de signes d’inclusion. On peut montrer que ht(p) < +oo, voir [AM,
Chap. 11].
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b) On note dim A le supremum des ht(m), pour m € Max(A); c’est un
élément de N U {4o00}.

c¢) Pour tout idéal I, on a dim(A/I) < dim A. De plus, si A est integre et
dim A < oo, alors dim(A/I) < dim A pour tout idéal I # 0.

Remarque 8.16. — 1) Nagata a construit un exemple d’anneau noethérien A
tel que dim A = +o0, voir [AM], Exercice 11.4.

2) Evidemment, la dimension est une notion plus intéressante lorsqu’elle est
finie. A cet égard, on les résultats suivants.

Proposition 8.17. — Soient k un corps et Xq,...,X, des indéterminées. On a
dimk[Xy,...,X,] = n (et donc dimk[Xy,...,X,]/I < n pour tout idéal non
nul I).

Démonstration. — Voir, par exemple, [Mal], § (14.A), Thm. 22. O

Proposition 8.18. — Soient A une k-algébre de type fini réduite et X =
Max(A). Alors, on a :
dim X = dim(A) < oco.

Démonstration. — Pour tout m € X = Max(A), on a dimyp X = ht(m); la
preuve de cette égalité est laissée au lecteur. Il en résulte que dim X = dim A <
Q. ]

Exemple 8.19. — La variété algébrique affine Max(C[X,Y,Z]/(XZ,YZ)) c C?
est formée de deux composantes irréductibles : le plan & d’équation Z = 0,
et la droite 2 d’équation X =Y = 0.

Définition 8.20. — Soit V une variété algébrique affine irréductible. Alors son
algebre de fonctions régulieres k[V] est intégre. On note k(V) son corps des
fractions; on 'appelle le corps des fonctions rationnelles sur V.

Définition 8.21. — Pour tout corps K extension de type fini de k, on notera
degtr;, K son degré de transcendance sur k; voir par exemple [Jac80, §8.12]
ou [La, § X.1] ou [Pol], Chap. VII, §15.9.

On admettra le résultat suivant ; voir, par exemple, [Hu2, 3.2, 3.4.A].

Théoreme 8.22. — Soit X une variété algébrique affine irréductible. On a :
Ve X, dim, X = deg try, k(X) = dim X.

Définition 8.23. — Soient X, Y deux variétés algébriques affines et f: X — Y
un morphisme. On dit que f est dominant si f(X) est dense dans Y, c.-a-d.,
si f(X) =Y.

On vérifie que ceci équivaut a ce que le comorphisme f* : k[Y] — k[X] soit
injectif.
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On admet le théoréeme suivant (voir [Die, §4]), qui est une variante du
théoréme de constructibilité de Chevalley, voir [Laf77, Chap.7, §3.2] ou [Mal,
(6.E)].

Théoreme 8.24 (Chevalley). — Soient X, Y deux variétés algébriques affines ir-
réductibles et f : X — Y un morphisme dominant.

a) Il existe un ouvert dense V de Y, contenu dans f(X), tel que, pour tout
v € V, toute composante irréductible de f~1(v) soit de dimension dimX —
dimY > 0.

b) Pour tout y € f(X) et toute composante irréductible Z de f~'(v), on a
dimZ >dimX —dimY.

b') La fonction X — N, x + dim, f~1(f(z)) est semi-continue supérieure-
ment, c.a.d., pour tout n, l’ensemble des x € X tels qu’il existe une composante
Z de f~1(f(x)) contenant x et de dimension > n, est fermé.

Corollaire 8.25. — Soit f : X — Y un morphisme de variétés algébriques af-
fines. Alors f(X) contient un ouvert dense de f(X).

Démonstration. — Remplagant si nécessaire Y par f(X), on peut supposer
que f est dominant. On se ramene alors au cas irréductible comme suit.
Notons Xj, ..., X, les composantes irréductibles de X et posons Y; = f(X;).
Alors, d’une part, Y1 U---UY, égale Y, car c’est un fermé contenant f(X).
D’autre part, chaque Y; est irréductible donc, d’apres le théoreme précédent,
f(X;) contient un ouvert dense U; de Y;. Alors Uy U --- U U, est un ouvert
dense de Y contenu dans f(X). O

8.3. Composante neutre. —

Proposition 8.26. — Soit G un groupe algébrique affine.

(a) Les composantes connexes de G coincident avec les composantes irré-
ductibles.

(b) Soit G¥ la composante conneze de lidentité ; c’est un sous-groupe fermé
normal d’indice fini. Tout sous-groupe fermé connexe est contenu dans GO.

(c) Tout sous-groupe fermé d’indice fini contient G°.

Démonstration. — Soient Xi,...,X,, les composantes irréductibles de G
contenant e. Notons Y = X; ---X,,, 'image de X; X ---X,, par le morphisme
(1,...,Tm) — X1 -+ Tp,. Alors Y est une partie irréductible de G contenant

e et est donc contenue dans un certain X;, disons X;. Comme chaque X; est
contenu dans Y, il en résulte m = 1. Donc e est contenu dans une unique
composante irréductible ; notons-la G%. C’est un fermé de G, stable par mul-
tiplication d’apres ce qui précede.
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Pour tout g € G, g~ 'GP est une composante irréductible de G, car image de
GY par un automorphisme de G. De plus, si g € G? alors ¢~ 'GP contient e et
est donc égal & GO. Ceci prouve que G? est un sous-groupe fermé. De méme,
pour tout g € G, gG% ! est une composante irréductible de G contenant e,
et donc gG%~' = GO. Par conséquent, G est un sous-groupe normal.

Comme chaque classe gG° est une composante irréductible de G, le théoreme
8.10 entraine que [G : G| < oco. Les classes gG°, étant en nombre fini, sont
aussi ouvertes, et sont donc les composantes connexes de G.

Enfin, si H est un sous-groupe fermé connexe, alors H N G? est ouvert et
fermé et non-vide (il contient e), donc égal & H, d’ott H C G°. Ceci prouve (a)
et (b).

Prouvons (c). Si H est un sous-groupe fermé d’indice fini, il est aussi ouvert,
et est donc une réunion de composantes connexes de G. Comme e € H, alors
H contient GO. 0

Remarque 8.27. — Les groupes algébriques non-connexes se rencontrent natu-
rellement. Par exemple, soient T le sous-groupe des matrices diagonales dans
SLy et N son normalisateur dans SLg (c.a.d. N = {g € SLy | gTg~! = T}).
Alors N? = T et on a une suite exacte 1 — T — N — {1} — 1; mais N n’est
pas un produit semi-direct de {1} par T (exercice!).

8.4. Morphismes de groupes algébriques. — On aura besoin des résul-
tats suivants.

Lemme 8.28. — Soient G un groupe algébrique affine, U un ouvert et I' une
partie dense. Alors G =UI' =TU.

Démonstration. — Soit g € G. L’ouvert gU rencontre I', et donc g € I'U. En
considérant Ug, on obtient de méme que G = UT". O

Proposition 8.29. — Soient G un groupe algébrique affine et H un sous-groupe
abstrait de G.

(a) H est un sous-groupe fermé de G.

(b) Si H contient un ouvert non-vide de H, alors H = H.

Démonstration. — Prouvons (a). Pour g € G, notons A, la translation a
gauche ¢’ — gg’ et , la translation a droite ¢’ — ¢'g. Soit h € H. L’'image
inverse du fermé H par 1’application continue ) est un fermé contenant H et
donc H. Par conséquent, H-H C H.

Soit maintenant y € H. L’image inverse du fermé H par I’application conti-
nue &, est un fermé contenant H et donc H. Par conséquent, H-H C H. Enfin,
notons 7 le morphisme g — g~!. Alors le fermé 7~ (H) contient H et donc H,
d’ott 7(H) C H. Ceci prouve (a).
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Prouvons (b). Soit U un ouvert non-vide de H contenu dans H. Alors H est
égal a ;e MU, et est donc ouvert dans H. Il y est aussi dense, et donc d’apres
le lemme 8.28 on a H=H-H = H. O

Soit G un groupe algébrique affine. Comme les composantes connexes de G
sont des translatées de G, elles ont toutes la méme dimension. Par conséquent,
dim G = dim G°.

Théoréme 8.30. — Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes algébriques af-
fines.

(a) Ker ¢ est un sous-groupe fermé de G.

(b) Im(/) est un sous-groupe fermé de G'.

(c) (G°) = ¢(G)°.

(d) On a dim¢(G) = dim G — dim Ker ¢.

Démonstration. — (a) est clair. D’autre part, Im ¢ est un sous-groupe de G’
et contient, d’apres le corollaire 8.25, un ouvert dense de Im¢. On a donc
Im ¢ = Im ¢, d’apres la proposition 8.29. Ceci prouve (b).

De méme, ¢(G®) est un sous-groupe fermé de ¢(G). D’une part, il est
connexe, donc contenu dans ¢(G)°. D’autre part, comme G /G est fini, ¢(G?)
est d’indice fini dans ¢(G), donc contient ¢(G)°? d’apres le point (c) de la
proposition 8.26. Donc ¢(G°) = ¢(G)°, ce qui prouve (c).

Enfin, appliquons ’assertion a) du théoreme 8.24 au morphisme ¢ : G —
#(GY). Chaque fibre étant un translaté de Ker¢, et donc de dimension
dim Ker ¢, on obtient (d). O
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