
PARTIE II : ALGÈBRES DE LIE

SÉANCES DU 17 ET 23 OCTOBRE

3. Racines d’une C-algèbre de Lie semi-simple (suite)

3.7. Le cas de sl2(C). — On voit facilement que sl2 = sl2(C) est une algèbre
de Lie simple. Par exemple, tout idéal non nul I contient un vecteur propre de
ad h, c.-à-d., contient f, h, ou e, d’où il résulte que I = sl2. D’autre part, la
sous-algèbre h = Ch est abélienne, et la décomposition en espaces de poids

sl2 = Ch
⊕

Ce
⊕

Cf

montre, en même temps, que h est une sous-algèbre de Cartan et que les racines
de h dans g sont α et −α, où α est l’élément de h∗ défini par α(h) = 2. C’est
le système de racines A1 qui est décrit plus bas.

4. Systèmes de racines

4.1. Définitions. — Commençons par rappeler la définition des systèmes
de racines.

Définition 4.1. — Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d’un
produit scalaire euclidien ( , ). On dit qu’un sous-ensemble fini R de V est
un système de racines dans V s’il vérifie les quatres axiomes suivants :

(R1) R ne contient pas 0 et engendre V ;

(R2) Pour tout α ∈ R, la réflexion orthogonale associée, définie par

sα(λ) = λ − (λ, α∨)α, où α∨ =
2α

(α,α)
,

vérifie sα(R) = R ;

(R3) Pour tout α, β ∈ R, on a (β, α∨) ∈ Z.

(0)version du 19/10/06
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(R4) Soient α ∈ R et t ∈ R. Si tα ∈ R, alors t = ±1.

Alors, on appelle rang de R la dimension de V.

Notation 4.2. — Pour tout α ∈ R, on appelle α∨ la coracine associée à α.

Définition 4.3 (Isomorphismes). — Si R′ est un système de racines dans un
espace V′, on dit que R et R′ sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
R-linéaire φ : V

∼−→ V′ appliquant R sur R′.

Il est clair qu’à isomorphisme près il n’existe qu’un seul système de racines
de rang 1, formé d’un vecteur α 6= 0 et de son opposé −α ; on le note A1. C’est
le système de racines de la C-algèbre de Lie simple sl2(C).

Lemme 4.4(Sous-systèmes de racines). — Soit X une partie de R et soit VX le

sous-espace engendré par X. Alors R∩VX est un système de racines dans VX.

Démonstration. — (R1) est vérifié car R ∩ VX est fini, ne contient pas 0, et
engendre VX car il contient X. (R3) et (R4) sont évidents. Voyons (R2). Pour
tout α ∈ R∩VX, la réflexion sα laisse stable VX ; de plus, si β ∈ R∩VX, alors
sα(β) = β − 〈α∨, β〉α appartient à R ∩ VX. Ceci montre que (R2) est vérifié.
Le lemme est démontré.

En particulier, soit R un système de racines de rang > 2 et soient α, β ∈ R
non proportionnelles. Alors α et β engendrent un sous-système de racines de
rang 2. On va voir dans le paragraphe suivant qu’on peut facilement classifier
les systèmes de racines de rang 2.

Auparavant, notons le corollaire suivant.

Corollaire 4.5. — Soit V1 un sous-espace de V. Alors R ∩ V1 est un système

de racines dans le sous-espace V2 engendré par R ∩ V1.

Démonstration. — Ceci résulte du lemme, appliqué à X = R ∩ V1.

4.2. Systèmes de racines de rang 2. — Soit R un système de racines de
rang 2 et soient α, β ∈ R non proportionnelles. Notons θ l’angle (non-orienté)
des droites Rα et Rβ. On a

θ ∈ ]0,
π

2
] et

(β, α)2

(β, β)(α,α)
= cos2 θ.

On obtient donc que
4 cos2 θ = (β, α∨)(α, β∨)

est un entier > 0, et < 4. (Comme α et β ne sont pas proportionnelles, on a
θ > 0 et donc cos2 θ < 1.) On obtient donc que le produit d’entiers :

(•) P =
2(β, α)

(α,α)

2(β, α)

(β, β)
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vaut 0, 1, 2 ou 3. Il est nul si et seulement si (β, α) = 0 ; dans ce cas il n’y pas
de condition imposée sur les normes de α et β, et l’on obtient un système de
racines noté A1 × A1.

Pour la suite de la discussion, on peut supposer, sans perte de généralité,
que :

(∗) (α,α) 6 (β, β) et (β, α) < 0.

Si P = 1, on a alors (β, α∨) = −1 = (α, β∨) et donc

‖α‖ = ‖β‖ et cos θ =
1

2
, d’où θ =

π

3
.

En prenant α et β de norme 1 dans le plan complexe C = R
2, on peut prendre

α = 1 et β = exp(i2π/3). Alors sα est la réflexion orthogonale par rapport à
l’axe des ordonnées, et

sα(β) = β + α = exp(iπ/3).

Désignant cette racine par γ, on a aussi γ = sβ(α), et on vérifie que

sγ(α) = α − γ = −β.

On obtient ainsi que R = {±α,±β,±γ} est un système de racines de rang 2,
formé par les sommets d’un hexagone régulier. On le note A2. On verra plus
loin que c’est le système de racines de sl3(C).

Supposons maintenant P = 2. Alors, compte-tenu de notre hypothèse (∗),
on a (β, α∨) = −2 et (α, β∨) = −1, donc

‖β‖ =
√

2 ‖α‖ et cos θ =

√
2

2
, d’où θ =

π

4
.

Alors, dans C = R
2, on peut prendre α = 1 et β = −1+i. Alors sα, resp. sβ est

la réflexion orthogonale par rapport à la droite des ordonnés, resp. la première
diagonale (y = x), et l’on a

sα(β) = β + 2α = 1 + i; sβ(α) = α + β = i.

Désignant ces racines par δ et γ, respectivement, on vérifie que

{±α,±β,±γ,±δ}

est un système de racines, qu’on désigne par B2 ou C2. Les huit racines cor-
respondent aux sommets et milieux des côtés d’un carré. On verra plus loin
(peut-être. . . ) que c’est le système de racines de l’algèbre de Lie

so5(C) = {A ∈ sl5(C) | A + tA = 0}.
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Supposons enfin P = 3. Alors, compte-tenu de notre hypothèse (∗), on a

(β, α∨) = −3 et (α, β∨) = −1, donc

‖β‖ =
√

3 ‖α‖ et cos θ =

√
3

2
, d’où θ =

π

6
.

Alors, dans C = R
2, on peut prendre α = 1 et

β =
√

3 exp(i5π/6) =
−3

2
+ i

√
3

2
.

On obtient alors les racines

γ = sβ(α) = α + β = exp(i2π/3),

δ = sα(β) = β + 3α =
√

3 exp(iπ/6),

puis les racines

γ′ = sα(sβ(α)) = β + 2α = exp(iπ/3),

δ′ = sγ(sα(β)) = 2β + 3α = i
√

3.

On vérifie qu’on obtient ainsi un système de racines formé de 6 racines courtes
(de longeur 1) {±α,±γ,±γ′} formant les sommets d’un hexagone régulier de
côté 1, et de 6 racines longues (de longueur

√
3) {±β,±δ,±δ′}, formant elles-

aussi un hexagone régulier, mais de côté
√

3 et décalé d’un angle de π/6 par
rapport au précédent. On note G2 ce système de racines. C’est le système de
racines de l’algèbre de Lie des dérivations de la C-algèbre (non associative !)
des octonions.

On obtient ainsi tous les systèmes de racines de rang 2. En effet, dans G2

l’angle entre deux racines successives est π/6, qui est le plus petit possible,
donc on ne peut y rajouter aucune racine.

De même, dans B2 = C2, l’angle entre deux racines successives est π/4, et
on ne peut pas y intercaler une racine intermédiaire, car l’un des angles serait
6 π/8, impossible.

Dans A2, l’angle entre deux racines successives est π/3 ; on peut y intercaler
une racine au milieu, formant ainsi deux angles de π/6 : on se retrouve dans
le cas G2.

Enfin, si on part de A1×A1, on peut y rajouter une racine, et l’on crée ainsi
des angles de π/4 ou bien π/3 et π/6, et l’on se retrouve, respectivement, dans
le cas B2 ou bien G2.

On a donc obtenu la liste complète des systèmes de racines de rang 2 :

A1 × A1, A2, B2, G2.

Les C-algèbres de Lie correspondantes sont, respectivement,

sl2 × sl2, sl3, so5
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et l’algèbre de Lie simple exceptionnelle de dimension 14, notée G2.

Pour classifier les systèmes de racines de rang arbitraire, on aura besoin du
résultat suivant, qui est un corollaire de la discussion précédente concernant
le produit P ∈ {0, 1, 2, 3}.

Corollaire 4.6. — Supposons (α, β) > 0. Alors α−β et β−α sont des racines.

Démonstration. — Les entiers (α, β∨) et (β, α∨) sont positifs et leur produit
est égal à 1, 2 ou 3. Quitte à échanger α et β, on peut donc supposer que
(β, α∨) = 1. Alors

sα(β) = β − (β, α∨)α = β − α

est une racine, de même que α − β.

4.3. Bases d’un système de racines. —

Définition 4.7. — Soit R un système de racines dans V. Une partie ∆ de R est
appelée une base de R si :

(1) ∆ est une base de l’espace vectoriel V ;

(2) tout β ∈ R s’écrit comme combinaison linéaire β =
∑

α∈∆ mαα, où les
mα sont des entiers de même signe (c.-à-d., tous > 0 ou bien tous 6 0).

On va montrer qu’il existe des bases de R. Plus précisément, on va montrer
que tout hyperplan H de V ne rencontrant pas R détermine une base de
R, et que toute base est obtenue de cette façon. En fait, H détermine deux
demi-espaces H + et H −, chacun contient une base, disons ∆+ et ∆−, et l’on
a ∆− = −∆+. Pour spécifier le demi-espace « positif » H +, on choisit l’un
des deux vecteurs unitaires orthogonaux à H . Ceci conduit à la définition
suivante.

Définition 4.8. — On dit que y ∈ V est régulier si (y, α) 6= 0, pour tout α ∈ R.
Dans ce cas, on a une partition

R = R+(y) ⊔ R−(y),

où R+(y) = {α ∈ R | (y, α) > 0}, et R−(y) = −R+(y),

et l’on note ∆(y) l’ensemble des α ∈ R+(y) qui sont indécomposables, c.-à-
d., qui ne peuvent pas s’écrire α = β + γ avec β, γ ∈ R+(y).

Lemme 4.9. — Tout élément de R+(y) est combinaison linéaire à coefficients

entiers > 0 d’éléments de ∆(y). En particulier, ∆(y) engendre V.

Démonstration. — Notons I l’ensemble des γ ∈ R+(y) qui ne sont pas somme
d’éléments de ∆(y), et supposons I 6= ∅.
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Alors, il existe γ ∈ I tel que (y, γ) soit minimal, et γ n’est pas indécompo-
sable (sinon il serait dans ∆(y)), donc il existe α, β ∈ R+(y) tels que γ = α+β,
et donc

(y, γ) = (y, α) + (y, β).

Comme α, β ∈ R+(y), chaque terme du membre de droite est > 0 et donc
chacun est < (y, γ). Par minimalité de γ on a donc α 6∈ I et β 6∈ I , d’où il
résulte que γ 6∈ I , contradiction. Ceci montre que I = ∅, d’où la première
assertion. La seconde en résulte, puisque R+(y) engendre V.

Lemme 4.10. — Soient y régulier et α, β ∈ ∆(y). Alors (α, β) 6 0.

Démonstration. — Sinon, d’après le corollaire 4.6, γ := α − β et −γ seraient
des racines. On aurait alors : ou bien γ ∈ R+(y), et α = γ + β serait dé-
composable, ou bien −γ ∈ R+(y) et β = −γ + α serait décomposable ; une
contradiction dans les deux cas. Ceci prouve le lemme.

Lemme 4.11. — Soient y ∈ V et A une partie de V tels que :

(i) (z, a) > 0, pour tout a ∈ A ;

(ii) (b, c) 6 0, pour tout b, c ∈ A.

Alors les éléments de A sont linéairement indépendants.

Démonstration. — Sinon, on aurait une égalité
∑

b∈B

tbb =
∑

c∈C

ucc,

où B et C sont des parties finies, disjointes, de A et où les tb, les uc sont des
réels > 0, et, disons, B 6= ∅. Posons x =

∑

b∈B tbb. Alors

(x, x) =
∑

b,c

tbuc(b, c) 6 0,

d’après (ii), d’où x = 0. Donc

0 = (z, x) =
∑

b∈B

tb(z, b).

Or, par hypothèse, B 6= ∅ et les tb et (z, b) sont > 0, d’où une contradiction.
Ceci prouve le lemme.

Théorème 4.12(Bases deR). — Il existe des bases de R. Plus précisément,

pour tout y ∈ V régulier, ∆(y) est une base de R, et réciproquement, toute

base est de cette forme.
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Démonstration. — Si y ∈ V est régulier, il résulte des trois lemmes précédents
que ∆(y) est une base de R. Montrons la réciproque.

Soit ∆ une base de R et soit R+, resp. R−, l’ensemble des γ ∈ R qui sont
combinaisons linéaires à coefficients entiers > 0, resp. 6 0, des éléments de ∆.
Comme ∆ est une base de V, il existe y ∈ V tel que (y, α) = 1 pour tout
α ∈ ∆. Alors y est régulier et l’on a

R+ ⊆ R+(y) et R− ⊆ R−(y).

Puisque R = R+ ∪ R− et R+(y) ∩ R−(y) = ∅, on en déduit que R+ = R+(y).
Alors, comme les éléments de ∆ sont indécomposables dans R+, ils le sont

aussi dans R+(y), c.-à-d., on a l’inclusion ∆ ⊆ ∆(y). Comme ces ensembles
ont même cardinal (la dimension de V), il en résulte ∆ = ∆(y). Ceci termine
la démonstration du théorème.

4.4. Matrices de Cartan, graphes de Coxeter, diagrammes de Dyn-
kin. — Soit R un système de racines et soit ∆ une base de R.

Définition 4.13. — On appelle matrice de Cartan de R (relativement à ∆) la
matrice ((β, α∨))α,β∈∆, c.-à-d., si α1, . . . , αn est une numérotation des éléments
de ∆, c’est la matrice :











2 (α1, α
∨

2 ) · · · (α1, α
∨
n)

(α2, α
∨

1 ) 2 (α2, α
∨
n)

...
. . .

...
(αn, α∨

1 ) · · · · · · 2











Définition 4.14. — On appelle graphe de Coxeter de R (relativement à ∆),
et l’on note C (R), le graphe dont les sommets sont les éléments de ∆, deux
sommets distincts α et β étant reliés par 0, 1, 2 ou 3 arêtes suivant que le
produit (β, α∨)(α, β∨) est égal à 0, 1, 2 ou 3.

Remarque 4.15. — On verra plus loin que C (R) ne dépend pas du choix de la
base ∆, ce qui justifie la notation.

Définition 4.16. — On dit que R est irréductible si le graphe C (R) est
connexe.

Définition 4.17. — On appelle diagramme de Dynkin de R (relativement
à ∆) le diagramme noté D(R) et obtenu à partir du graphe de Coxeter de R
de la façon suivante. Soient α, β deux sommets tels que :

P = (β, α∨)(β, α∨) = 2 ou 3;

alors on a :

(β, α∨) = −P ⇔ (β, β) = P · (α,α),
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et dans ce cas on rajoute sur l’arête (de multiplicité P) reliant α à β, un signe
> pointant vers α (c.-à-d., le signe > indique que (β, β) > (α,α)).

Remarque 4.18. — On verra plus loin que D(R) ne dépend pas de ∆, ce qui
justifie la notation. D’autre part, il est clair que D(R) contient exactement la
même information que la matrice de Cartan de R.

Définition 4.19. — On dit que D(R) est connexe si le graphe de Coxeter sous-
jacent l’est.

Pour classifier les graphes de Coxeter (et les diagrammes de Dynkin), il est
commode d’introduire la notion suivante.

Définition 4.20. — Soit E un R-espace vectoriel euclidien. On appelle en-
semble de vecteurs admissible dans E un ensemble E = {e1, . . . , en} de
vecteurs unitaires linéairement indépendants et tels que, pour tout i 6= j, on
ait

(ei, ej) 6 0, et 4(ei, ej)
2 ∈ {0, 1, 2, 3}.

À un tel E on associe le graphe Γ = Γ(E ) dont les sommets sont les ei, et où
deux sommets distincts ei et ej sont reliés par 4(ei, ej)

2 arêtes. Un tel graphe
est appelé un graphe admissible.

Si R est un système de racines et ∆ une base de R, alors l’ensemble E

des vecteurs unitaires α/|α|, α ∈ ∆, est admissible, et Γ(E ) = C (R). Par
conséquent, pour classifier les graphes de Coxeter C (R), il suffit de classifier
les graphes admissibles. Ceci est l’objet de la section suivante.

5. Classification des graphes admissibles

5.1. Premières réductions. — Soit E un ensemble de vecteurs admissibles
et soit Γ = Γ(E ).

Définition 5.1. — Si x est un sommet de Γ, on appelle valence de x, et on
note v(x), le nombre d’arêtes partant de x, comptées avec leur multiplicité.

Lemme 5.2. — Si E ′ est un sous-ensemble de E , alors E ′ est admissible et

Γ(E ′) est le sous-graphe de Γ(E ) supporté par E ′.

Démonstration. — C’est clair.

Lemme 5.3. — Le nombre p(E) de paires de sommets dans Γ(E ) reliés par au

moins une arête est < #E .
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Démonstration. — Posons E = {e1, . . . , en} et soit ε =
∑n

i=1 ei. Comme les ei

sont linéairement indépendants, on a ε 6= 0 et donc

(∗) 0 < (ε, ε) = n + 2
∑

i<j

(ei, ej).

Si deux sommets distincts ei et ej sont reliés, 4(ei, ej)
2 est égal à 1, 2 ou 3, et

donc 2(ei, ej) est 6 −1. Par conséquent, (∗) montre qu’il y a au plus n − 1
paires de sommets reliés.

Lemme 5.4. — Γ(E ) ne contient pas de cycles.

Démonstration. — Supposons que Γ(E ) contienne un cycle C, de cardinal m >

3. Soit E ′ le support de C. Alors E ′ est un ensemble admissible, et l’on a
p(E ′) > m = #E ′, contradiction.

Lemme 5.5. — (a) Tout sommet de Γ est de valence 6 3.
(b) Si Γ est connexe et contient une arête triple, alors Γ est le graphe 0≡0.

Démonstration. — Soit x un sommet de Γ, et soient y1, . . . , yr les sommets
reliés à x. On a (x, yi) < 0 pour tout i. Soient F le sous-espace engendré par
les yi, et x′ la projection orthogonale de x sur F. Comme x et les yi sont
linéairement indépendants, on a x 6= x′ et donc (x′, x′) < (x, x) = 1.

D’autre part, comme Γ ne contient pas de cycles, on a (yi, yj) = 0 pour
i 6= j. Il en résulte que x′ =

∑

i (x, yi)yi. Par conséquent, on a
∑

i

(x, yi)
2 = (x′, x′) < 1, d’où

∑

i

4(x, yi)
2 < 4.

Or
∑

i 4(x, yi)
2 est la valence de x, d’où l’assertion (a).

S’il existe dans Γ deux sommets x et y reliés par une arête triple, c.-à-d.,
si 4(x, y) = 3, alors l’argument précédent montre que x et y ne sont reliés à
aucun autre sommet de Γ. L’assertion (b) en découle.

Lemme 5.6. — Soit E ′ = {ε1, . . . , εr} un sous-ensemble de E tel que Γ(E ′) soit

une châıne formée d’arêtes simples. Posons

ε =

r
∑

i=1

εi et contE ′(E ) = (E \ E
′) ∪ {ε}.

Alors contE ′(E ) est admissible, et son graphe est obtenu à partir de celui de

Γ(E ) en contractant Γ(E ′) en un seul point.

Démonstration. — Par hypothèse, on a 2(εi, εi+1) = −1 pour i = 1, . . . , r− 1,
et les autres produits scalaires entre les εi sont nuls. Par conséquent, on a

(ε, ε) = r − 2
∑

i<j

(εi, εj) = r − (r − 1) = 1.
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D’autre part, soit x un élément de E \ E ′ relié dans Γ(E ) à un élément εi

de E ′. Comme Γ(E ) ne contient pas de cycles, alors εi est l’unique élément de
E ′ relié à x. Par conséquent, on a (x, ε) = (x, εi). Ceci montre que contE ′(E )
est admissible, et que son graphe a la forme annoncée.

Définition 5.7. — On appelle point de bifurcation un sommet de Γ qui est
relié à au moins 3 autres sommets.

Lemme 5.8. — Si Γ est connexe, il ne peut posséder deux arêtes doubles, ni

une arête double et un point de bifurcation, ni deux points de bifurcation.

Démonstration. — Sinon, on déduirait du lemme précédent qu’il existe des
sous-ensembles E ′ ⊇ E ′′ tels que l’ensemble admissible contE ′′(E ′) ait pour
graphe l’un des graphes suivants :

����
����
����
����

����
����
����
����

����
����
����
����

Mais alors le sommet • serait de valence 4, contradiction.

5.2. Fin de la classification des graphes admissibles. — Il résulte de ce
qui précède que tout graphe admissible connexe est de l’un des types suivants.

G2

An

1 2 n-1 n

I(p, q)

e_1 e_2 e_p f_q f_2 f_1
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II(p, q, r)

u

z_{r−1}

z_1

y_{q−1} y_2 y_1

z_2

x_{p−1}x_2x_1

Lemme 5.9. — Soit Γ un graphe admissible de type I(p, q), avec p > q > 1.
Alors q = 1 ou bien q = 2 = p.

Démonstration. — Posons e =
∑p

i=1
iei et f =

∑q
j=1

jfj . On a 2(ei, ei+1) =

−1, pour i = 1, . . . , p − 1, et (ei, ej) = 0 pour j 6= i + 1. Donc

(e, e) =

p
∑

i=1

i2−
p−1
∑

i=1

i(i+1) =
p(p + 1)

2
et, de même, (f, f) =

q(q + 1)

2
.

D’autre part, comme

(ei, fj)
2 =

{

1/2 si i = p et j = q,

0 sinon,

on a (e, f)2 = (pq)2(ep, fq)
2 = (pq)2/2.

Comme ε et η sont linéairement indépendants, l’inégalité de Cauchy-
Schwarz entrâıne que (ε, η)2 < (ε, ε)(η, η), d’où 2(pq)2 < pq(p + 1)(q + 1).
On en déduit que (p − 1)(q − 1) < 2.

Comme p > q > 1, ceci n’est possible que si q = 1, ou q = 2 = p.

Lemme 5.10. — Soit Γ un graphe admissible de type II(p, q, r), avec p > q >

r > 2. Alors ou bien q = r = 2, ou bien (p, q, r) est l’un des triplets suivants :

(5, 3, 2), (4, 3, 2), (3, 3, 2).

Démonstration. — Posons x =
∑

i ixi, y =
∑

j jyj, et z =
∑

k kzk. Comme
dans le lemme précédent, on obtient :

(x, x) =
(p − 1)p

2
, (y, y) =

(q − 1)q

2
, (z, z) =

(r − 1)r

2
,

et










(u, x) = (p − 1)(u, xp−1) = (p − 1)/2,

(u, y) = (q − 1)(u, yq−1) = (q − 1)/2,

(u, z) = (r − 1)(u, zr−1) = (r − 1)/2.
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Soit V′ le sous-espace engendré par x, y, z, et soit u′ la projection orthogo-
nale de u sur V′. Puisque x, y, z sont deux à deux orthogonaux, on a

u′ = (u, x)
x

(x, x)
+ (u, y)

y

(y, y)
+ (u, z)

z

(z, z)
,

d’où

(u′, u′) =
(u, x)2

(x, x)
+

(u, y)2

(y, y)
+

(u, z)2

(z, z)

=
(p − 1)2

4

2

(p − 1)p
+

(q − 1)2

4

2

(q − 1)q
+

(r − 1)2

4

2

(r − 1)r

=
1

2
(3 − 1

p
− 1

q
− 1

r
) .

Enfin, comme u 6∈ V′, on a (u′, u′) < (u, u) = 1. On en déduit que

1

p
+

1

q
+

1

r
> 1.

Comme p > q > r > 2, ceci entrâıne que r = 2 et q 6 3. Si q = 2 alors p est
arbitraire, et si q = 3 alors

1

p
>

1

2
− 1

3
=

1

6
,

et donc p 6 5. Le lemme est démontré.

On a donc obtenu que les graphes admissibles connexes sont les suivants.
(La numérotation est celle de Bourbaki [BL4-6, Planches I–IX].)

G2

An

1 2 n-1 n

Bn

n1 2 n−1

F4

1 2 3 4
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Dn (n > 4)

1 2 n-3 n-2 n-1

n

E6

1 3 4 5 6

2

E7

1 3 4 5 6 7

2

E8

1 3 4 5 6 7 8

2

5.3. Classification des diagrammes de Dynkin connexes. — On ob-
tient finalement le théorème ci-dessous, où la numérotation est celle de Bour-
baki [BL4-6, Planches I–IX].

Théorème 5.11. — Les diagrammes de Dynkin connexes sont exactement les

diagrammes suivants, qui sont deux à deux non isomorphes, à l’exception de

B2
∼= C2 :

An

1 2 n-1 n

Bn (n > 2)

1 2 n-2 n-1 n
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Cn (n > 2)

1 2 n-2 n-1 n

Dn (n > 4)

1 2 n-3 n-2 n-1

n

E6

1 3 4 5 6

2

E7

1 3 4 5 6 7

2

E8

1 3 4 5 6 7 8

2

F4

1 2 3 4

G2

1 2

6. Groupe de Weyl et classification des systèmes de racines

Pour terminer la classification des systèmes de racines, il reste à voir les
deux points suivants.

(1) Le diagramme de Dynkin (ainsi que le graphe de Coxeter) ne dépend
pas de la base de R choisie. Pour cela, on introduit le groupe de Weyl de
R et l’on montre que toutes les bases de R sont conjuguées par W.

(2) Chacun des diagrammes de Dynkin obtenus plus haut provient d’un
unique système de racines.
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Pour ces deux points, on renvoie pour le moment au livre de Serre [Se, Ch.
V, § § 10–11 & 16] ou celui de Humphreys [Hu, § § 10–12], voir aussi [BL4-6,
Planches I–IX] pour une description plus détaillée des systèmes de racines.
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Séance du 19/9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3. Mesure de Haar sur un groupe compact (suite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3.4. Mesures de Radon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.5. Mesure de Haar sur un groupe compact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Séance du 2 octobre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
7. Groupes de Lie (suite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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2.3. Sous-algèbres de Cartan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
2.4. Critère de Cartan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Partie II : Algèbres de Lie
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