EXPOSE XXIII

GROUPES REDUCTIFS : UNICITE DES GROUPES EPINGLES
par M. DEMAZURE

©) Le but de cet exposé est la démonstration du théoreme d’unicité (Théoréme 263
4.1). Celui-ci a été démontré par Chevalley dans le cas d’un corps algébriquement
clos; la méthode de réduction au rang deux utilisée ici est également due a Chevalley
(voir Bible, exp. 23 et 24). Chemin faisant, nous obtenons une description explicite
des groupes réductifs par générateurs et relations (3.5).

1. Epinglages

Définition 1.1. — Soient S un schéma, (G, T, M, R) un S-groupe déployé (XXII, 1.13).
On appelle épinglage ) de ce groupe déployé la donnée d’un systéme A de racines
simples de R et pour chaque o € A d’une section X, € I'(S, g*)*.

Autrement dit, un épinglage du groupe réductif G sur le schéma non vide S est la
donnée :
(i) d’un tore maximal T,
(ii) d’un groupe abélien M et d’un isomorphisme T ~ Dg(M),
(iii) d’un systéme de racines R de G par rapport a T,
(iv) d’un systeéme de racines simples A de R,
(v) dun X, € T'(S, g*)* pour tout o € A, ¢’est-a-dire d’un
Ue = €xPy,(Xo) € UX(S) pour tout « € A,

vérifiant la condition (D 1) de Exp. XXII, 1.13 (en effet la condition (D 2) de loc. cit. 264
est automatiquement vérifiée (2)).

(ON.D.E. : Version du 13/10/2024

(UN.D.E. : Demazure nous indique que, derriére cette terminologie, il y a 'image du papillon (que
lui a fournie Grothendieck) : le corps est un tore maximal T, les ailes sont deux sous-groupes de Borel
opposés par rapport & T, on déploie le papillon en étalant les ailes, puis on fixe des éléments dans les
groupes additifs (des épingles) pour rigidifier la situation (c.-a-d., pour éliminer les automorphismes).
(2IN.D.E. : Elle est impliquée par la condition (v), i.e. Pexistence d’une section Xqo € I'(S, g*)*.
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Tout groupe déployé possede un épinglage ; en particulier, tout groupe réductif est
localement épinglable pour la topologie étale.

1.2. — Si G est un S-groupe épinglé, c’est-a-dire un S-groupe déployé muni d’un
épinglage, il est muni canoniquement du systéme de racines positives R, défini par
A, du sous-groupe de Borel B = Br, correspondant, du sous-groupe de Borel opposé
B~ = Bg-, des groupes unipotents U = B*, U~ = (B™)", de 'ouvert U~ - T - U, etc.
De méme, pour chaque o € A, on a un isomorphisme canonique de groupes vectoriels

x
[}

Pa: Gas — Uqy, x> exp,(2Xy) = u

normalisé par T avec le multiplicateur «, et dont la donnée équivaut a celle de X,
(Exp. XXII, 1.1).
Par dualité, on en déduit un X_, € I'(S,g~*)* et un isomorphisme

P—a: Ga,S = U_,
qui est le contragrédient du précédent (Exp. XXII, 1.3). On posera (Exp. XX, 3.1)
W = Wa(Xa) = Pall) p-al—1) pa(l) = p-a(=1) pa(l) p-al(-1).

On a alors (loc. cit. 3.1, 3.7)

w? = a*(—1), int(we )t = sa(t) =t-a*(a(t)™h),
{mt(wa)pa(z) =p_a(—2) =p_o(x)™t,
Ad(wa)Xa = *Xfom
{int(woz)p—oz(x) = pa(_‘r) = poz(x)_la
Ad(we)X_gq = —Xq

Nous utiliserons systématiquement les notations précédentes dans la suite.

Définition 1.3. — Soient S un schéma, (G, T,M,R, A, (X,)) et (G, T/, M’,...) deux
S-groupes épinglés. On dit que le morphisme de groupes déployés (Exp. XXII, 4.2.1)

f:G—G

est compatible avec les épinglages, ou définit un morphisme de groupes épinglés si la
bijection d : R — R/ qui lui est associée (cf. loc. cit.) vérifie d(A) = A’ et si, pour tout
a €A, ona

flexpy(Xa)) = expyo)Xiyay)s L flua) = ujyyy. &

!

(3IN.D.E. : On a noté d la bijection R — R’ (au lieu de u), pour éviter la notation Uy (a):
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1.4. — Si on note g(«a) Pentier de loc. cit., on a donc

f(palz)) = p:i(a)(xq(a)) pour o€ A,
donc aussi
F(p—a(@)) = PL gy (@), flwa) = wyay -
Rappelons (Exp. XXII, 4.2) que 'on a pour tout a € R, et tous z € G,,,(S'), t € T(S) :

F(a(2) = (d(a)* ()™ = d(a)* (), d()(f(t)) = a(t)1.

1.5. — Appelons donnée radicielle épinglée une donnée radicielle munie d’un systeme
de racines simples, et p-morphisme de données radicielles épinglées un p-morphisme
de données radicielles (Exp. XXI, 6.8) transformant racines simples en racines simples.

Si G est un S-groupe épinglé, on note Z(G) la donnée radicielle épinglée corres-
pondante (c’est la donnée radicielle de Exp. XXII, 1.14 munie de A). Soit p Uentier
défini en Exp. XXII, 4.2.2. On a alors

Scholie 1.6. — La correspondance G — Z(G) définit un foncteur de la catégorie des
S-groupes réductifs épinglés dans celle des données radicielles épinglées (avec pour
morphismes les p-morphismes).

1.7. Les groupes épinglés Za,
Soit A; une partie du systéme de racines simples A du groupe épinglé G. Soit Ta,
le tore maximal de [ Ker(a) ; posons
a, = CentrG(TAl).

Notons R’ = Z-A; NR; on sait (Exp. XXII, 5.10.7) que Za, est un S-groupe réductif,
de radical Ta,, que (T,M,R’) en est un déploiement et A; un systéme de racines
simples. Il en résulte que (Za,, T,M,R’, A1, (X, )aca,) est un S-groupe épinglé. Nous
munirons toujours Za, de cet épinglage. En particulier, on considérera les groupes

[1<VAN

Zo = Ziay, Zop = Lia,py-
On note Ba, = BN Za, ; on sait (loc. cit.) que c’est le sous-groupe de Borel canonique
(4) de Za,, et que sa partie unipotente est Un, = UNZa,. En particulier, on a

Bo =T -U,.
On notera
Uap =Upapy =UNZas= [] Uy,
YER,
ol Rzﬂ désigne ’ensemble des racines positives combinaison linéaire de « et de S.

Soit maintenant f : G — G’ un morphisme de S-groupes épinglés. Sid : R — R/
est la bijection correspondante et si A; est une partie de A, alors d(A;) = A} est
une partie de A’; et il est clair que f envoie Ta, dans T’A,l, donc Za, dans Z’A/l. Le

S-morphisme correspondant :

WN.D.E. : c.-a-d., le sous-groupe de Borel de Za, correspondant & R’7L =R NR+.
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fay i Zay — Zyay)
est compatible avec les épinglages canoniques; il définit un morphisme de données
radicielles épinglées

Z(fa,) : Z(Zna,, T,M,...) H%(ZAQ,T’,M’,...)

et les morphismes M’ — M sous-jacents a Z(f) et Z(fa,) coincident.

1.8. Etude du groupe Norm,(T)

Pour chaque couple (o, 8) de racines simples, notons nyg 'ordre de I'élément s, sg
du groupe de Weyl W. En particulier, on a n4e = 1. On a donc (wawg)™=# € T(S).

Définition 1.8.1. — Pour tout («, 8) € A X A, on pose
tag = (Wawg)"# € T(S).
De plus, on pose (Exp. XX, 3.1)
ta = taa = w2 = a*(—1) € T(S).

Proposition 1.8.2. — Soit H un S-foncteur en groupes transformant sommes directes
de schémas en produits (par exemple un faisceau pour la topologie de Zariski). Soient
fT :T—H

un morphisme de groupes et ho (o € A) des éléments de H(S). Pour qu’il existe un
morphisme de groupes (nécessairement unique)

fn o Normg (T) — H
qui induise fr sur T et tel que f(wy) = hg pour a € A, il faut et il suffit que les deux
conditions suivantes soient vérifiées :
(i) Pour tout cc € A, on a

fr(sa(t) = hafr(t)hg'
pour tout t € T(S'), S" = S (i.e. fr o sy =int(hqa) o fr).
(ii) Pour tout (o, f) € AX A, on a

fr(tag) = (hahp)"".

Munissons en effet (Sch) de la topologie T engendrée par la prétopologie dont les
familles couvrantes sont les sommes directes; I’hypothese de I'énoncé dit que H est
un 7-faisceau. Soit L le groupe libre de générateurs (mq)acr et Li le sous-groupe
invariant engendré par les éléments (mqmg)™?, (o, 8) € A X A. Soit g : L - W
le morphisme défini par g(mqs) = S4; on sait (Exp. XXI, 5.1) que g induit un iso-
morphisme g de L/L; sur W. Faisons opérer L sur T par I'intermédiaire de g (ou, ce
qui revient au méme, par mq -t = 54(t)). Soit Lg le groupe constant défini par L,
considérons le produit semi-direct T - Ly = N pour 'opération précédente. On a un
morphisme de S-groupes

h: T-Lg =N — Normg(T)
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unique tel que h(my) = wq, h(t) =t pour tout t € T(S'), S’ — S. Soit Ny le sous- 269
faisceau en groupes invariant de N engendré par les
t;BI < (mamg)te?, (o, 8) € A x A.
On a évidemment Ny C Ker h ; considérons le morphisme induit
hq : N/N; — Norm (T).
Prouvons que hy est un isomorphisme. Comme h induit sur T 'immersion canonique
qui est un monomorphisme, le morphisme canonique
T — N/Nj.

est également un monomorphisme, donc induit un isomorphisme de T sur TN /Nj.
Pour la méme raison hy induit un isomorphisme de TNy /Ny sur T ; pour prouver que
h1 est un isomorphisme, il suffit donc de vérifier que le morphisme correspondant

he : N/TN; — Norm(T)/T

est un isomorphisme. Or TNj est le sous-T-faisceau en groupes invariant de N en-
gendré par T et les (mqmg)™?, c’est-a-dire le sous-T-faisceau engendré par T et Ly,
c’est-a-dire T - (L1)s. Le morphisme hs s’identifie donc au morphisme
g: LS/(Ll)S — Wg
qui est un isomorphisme par construction.
La démonstration de 1.8.2 est maintenant facile; les conditions sont évidemment
nécessaires ; prouvons qu’elles sont suffisantes. La condition (i) montre qu’il existe un

morphisme
u:N—H

tel que u(mg,) = hg pour a € A, et ulp = fr. La condition (ii) dit que u s’annule sur
Ny, ce qui entraine aussitot le résultat.
1.9. Fidélité du foncteur # 270
Proposition 1.9.1. — Le foncteur Z de 1.6 est fidéle : si

frg:G=C
sont deux morphismes de groupes épinglés tels que Z(f) = %#(g), alors f = g.

En effet, f et g coincident sur T, U, (o € A) et U_, (o € A); il suffit donc

d’appliquer :
Lemme 1.9.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif épinglé, H un S-
préfaisceau en groupes, séparé pour (fppf). Soient

fr9:G=H

deux morphismes de S-groupes. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f=g.

(ii) f et g coincident sur T, sur chaque U, (o € A), sur chaque U_, (a € A).

(iii) f et g coincident sur T, sur chaque Uy (a0 € A) et f(we) = g(wa) pour chaque
a €A
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En effet, (i) = (ii) est trivial, (ii) = (iii) résulte aussitot de la définition de w,
(1.2). Reste & prouver (iii) = (i). Si o € R, il existe une suite {a;} C A avec a =
SaySas * ** Sau,, (A1) done

U = int(wa, - Wa, ) Uapsy
ce qui prouve que f et g coincident sur chaque U,. Il s’ensuit que f et g coincident

sur 2, donc coincident (Exp. XXII, 4.1.11).

Remarque 1.9.3. — Si G est semi-simple, on peut, dans (ii) et (iii) supprimer I'hypo-
theése que f et g coincident sur T. En effet, G est engendré comme faisceau (fppf) par
les Uy, a € R (Exp. XXII, 6.2.2 (a)).

2. Générateurs et relations pour un groupe épinglé
Dans cette section, on se fixe un S-groupe épinglé G. Si a, 8 € A, on emploiera les
notations Zq, Zag, Uag, Rzﬁ de 1.7.
Théoréme 2.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé, H un S-faisceau en
groupes pour (fppf). Soient
fx : Normg (T) — H, fa: Uy —H, «a€R,

des morphismes de groupes. Pour qu’il existe un morphisme de groupes (nécessaire-
ment unique)

f:G—H
prolongeant fx et les fo ( € R), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
satisfaites :

(i) Pour tout a € A et tout B € R, on a
int(fn(wa)) © fs = fs.(p) © Int(wa).
(ii) Pour tout o € A, il existe un morphisme de groupes
Fo:Zo —H

prolongeant fou f,a et fN|N0rmZa (T)-

(ili) Pour tout couple (o, B) € A X A, il existe un morphisme de groupes Uy — H
induisant fy sur U, pour tout v € R;rﬁ (i.e. Uy C Uqp).

2.1.1. — Démonstration. Les conditions de 1’énoncé sont évidemment nécessaires.
Choisissons d’autre part une structure de groupe totalement ordonné sur I'g(R) de
maniére que les racines > 0 soient les éléments de R4 (Exp. XXI, 3.5.6) ; tout produit
indexé par une partie de R sera pris relativement a cet ordre. Notons fr la restriction
de fn a T et considérons le morphisme

f:Q—H
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défini ensemblistement par

f H Yo - T+ H Lo :Hfa(ya)'fT(t)'Hfa(wa)-

a€R_ a€Ry

Tout morphisme vérifiant les conditions de 1’énoncé doit prolonger f; d’autre part
tout morphisme de groupes f : G — H prolongeant f prolonge aussi fx : en effet,
prolongeant fo et f_q, il vérifie f(ws) = Fo(ws) = fn(wea) et il prolonge fr par
hypothése. Par Exp. XXII, 4.1.11 (ii), on est donc ramené & prouver :

Proposition 2.1.2. — Le morphisme f : Q — H défini ci-dessus est « génériquement
multiplicatif » ; plus précisément, pour tout S' — S et tous z, y € Q(S') tels que

zy € S, on a f(xy) = f(x)f(y).

Lemme 2.1.3. — Soit n € Normg(T)(S'), S" — S, et soient o, f € R tels que
int(n)Uy = Ug (i.e. T(a) = B), alors on a

int(fx(n)) o fa = fgoint(n).

En effet, il suffit de vérifier la formule pour un systeme de générateurs du faisceau
Norm (T) ; elle est vraie pour chaque wq, a € A (par 2.1 (1)), il suffit donc de le faire
pour n € T(S'). Clest trivial par 2.1 (ii) si « est simple; sinon, on prend un w € W
tel w™'(a) € A; écrivant w comme produit de réflexions simples, () on est ramené a
prouver que si la formule est vraie pour a et pour tout n, elle ’est aussi pour we, (@)
et t € T(S), olt g € A. Or, par 2.1 (i), on a :

int(fn(t)) o fw%(a) = int (fN (twao)) ofapo0 int(w;[)l)

= fuwngy (o) © It (tWa,) © int(w,}).

Lemme 2.1.4. — La restriction de f 4 U (resp. U™) est un morphisme de groupes. En 273

particulier, cette restriction est indépendante de [’ordre choisi sur les racines.

Il suffit de faire la démonstration pour U. En vertu de Exp. XXII, 5.5.8, il suffit de
vérifier que pour tout couple @ < 8 de racines positives, on a pour tous z, € Uy(S'),
rg € Ug(SI), S — S,

fﬂ(xﬁ)fa(wa)fﬁ(xgl) = f(xﬂwozxgl)-
D’apres Exp. XXII, 5.5.2 il existe des 2, € U,(S') (y =ia+jB€R, i > 0,5 > 0)
tels que
xﬂxax? = va,
gl
et on doit donc vérifier la relation

fB(xﬁ)fa(xa)fB(xgl): H fy(@y).

y=ia+jp
i>0,5=0

()N.D.E. : On a remplacé « symétries fondamentales » par « réflexions simples ».
(®)N.D.E.: On a corrigé i,7 > 0en i >0, j > 0 (puisque zo apparait dans le produit de droite).
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Par Exp. XXI, 3.5.4, il existe un w € W tel que w(a) = ag € A, w(B) € Anyb,
(notations de 1.7), ot fp € A. Relevant w en un n € Norm(T)(S) (par Exp. XXII,
3.8) il suffit de vérifier la relation précédente apres conjugaison par fx(n). Par 2.1.3,
on est donc ramené au cas ol v, 3 € RIO 5, Cas ol on conclut par la condition 2.1 (iii).

Lemme 2.1.5. — Soit n € Normq(T)(S) tel que int(n)U = U~ (i.e. que T soit la
symétrie du groupe de Weyl (V) (Exp. XXI, 3.6.14)). Pour tout u € U(S'), ' — S
(resp. u € U= (S), S" = S), on a

flnun™") = fu(n) f(u) fu(n™"),
Immédiat par 2.1.3 et 2.1.4.
Lemme 2.1.6. — Soient u € B(S'), v e B~(S'), g € Q(S'), S’ = S. Alors
flogu) = f(v)f(g)f(u).

En effet, posons v = vity, g = vataus, u = tzus, avec v; € U (S), t; € T(S),
u; € U(S). On a

f)f(g)f(w) = f(or)fr(ta) f(v2) frte) f(uz) fr(ts) f(us),
d’une part et
f(vgu) = f(’UltlUgtfltthtgtgl’LLth’LLg)
= f(v1 - tivaty ) fr(tatats) f(t5 'usts - ug).

Utilisant 2.1.4 pour décomposer les deux termes extrémes de cette derniere expression,
on obtient

flogu) = f(v1) f(trvaty ") fr(tatats) f (5 uats) f (us).
On est alors ramené aux formules évidentes
fltrvaty ") = fr(t) f(ve) fr(t) ™", f(t5  usts) = frts) ™" fuz) fr(ts),
qui résultent de la définition de f et de 2.1.3.

Lemme 2.1.7. — Soient o € A et g € Q(S') Nint(wy) 1S, S — S. Alors
f(wagw;l) = fN(woz)f(g)fN(woz)_l-
En effet, soit g € Q(S’), ' — S. Ecrivons, par Exp. XXII, 5.6.8

g=ax_ntxsb,

avec a € U_5(8'), x_o € U_o(Y), t € T(S), 2o € Un(S), b € Uz(S). Par 2.1.3,
2.1.4 et le fait que s, permute les racines positives # a (cf. Exp. XXI, 3.3.2), on a

int(wy)a € U_5(S), int(wq )b € Uz (S)

et la formule & démontrer est vraie pour ¢ = a ou g = b. Par 2.1.6, on est donc ramené
& démontrer assertion cherchée lorsque g = x_4t x4 € Zo(S'). Mais alors « tout se
passe dans Z, » et on conclut par la condition (ii) de 2.1.

(N.D.E. : relativement & A.
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Lemme 2.1.8. — Soit n € Norm (T)(S). Pour tout S — S et tout g € Q(S') tel que
int(n)g € Q(S'), on a
flngn™") = fn(n) f(g) fu(n)~.

Clest trivial si n € T(S) (par 2.1.3). Les deux membres de la formule précédente
définissent des morphismes de © N int(n)~*Q dans H; pour vérifier qu'’ils coincident,
il suffit de vérifier qu’il existe un ouvert V,, de §2, contenant la section unité tel que
int(n)V,, C Q, et que f oint(n) et int(fx(n)) o f coincident sur V,. En vertu de la
structure de Norm (T), il suffit de prouver que si assertion précédente est vraie pour
un n' € Normg (T)(S) et si € A, elle est vraie pour n = n'w,. Posons

V, = Qnint(ws) 'V, .
On a int(n)V,, C int(n')V,y CQ. Sige V,(S),ona
int(n)g = int(n') int(wy)g.
Or int(wgy)g € Vur (S'), donc par hypothese
f(int(n) int(wa)g) = int(fx(n)) f (int(wa)g) ;

comme int(wg,)g € (), on peut appliquer 2.1.7, qui donne
f(int(wa)g) = int(fx(wa))f(9),

et on conclut aussitot.
Démontrons maintenant 2.1.2. Soient x, ' € Q(S'); écrivons comme d’habitude

x = vtu, o =Vt

d’ou
xz' = vt(uv' )t
Par 2.1.6 et la relation U~ (S)Q(S")U(S") = Q(S’), on est ramené & prouver que si
wv’ € Q(S'), on a f(uv') = f(u)f(v'). Soit n € Norm (T)(S') comme dans 2.1.5 (ii).
On a
fu) = fx(n)H f(nun™") fu(n), F@") = fu(n) " f(no'n™h) fu(n),
par loc. cit., d’oll
) f(') = fu(m)™" flrun™) f(m'n™") fu(n).
Mais nun=t € U=(S'), nv'n=! € U(Y), de sorte que
flun™h) f(n'n™h) = f((nun™")(m'n™")) = f(nuv'n™1),
ce qui donne
F)f@") = fu(n) ™ fnuw'n™") fx(n).

Si wv’ € Q(S'), on peut appliquer 2.1.8 et on a terminé.
Remarque 2.2. — Au lieu de se donner fy, on peut se donner un morphisme de

groupes fr : T — H, des sections h, € H(S) (a € A), vérifiant les conditions de 1.8.2.
I1 faut alors remplacer la condition (ii) du théoréme par

(i") 11 existe un morphisme de groupes F,, : Z, — H qui prolonge
far f—as fr et vérifie Fo(wa) = ha.
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Nous allons maintenant donner au théoreme précédent une forme plus explicite.
Gardons les notations précédentes.

Théoréme 2.3. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé. Soient H un S-faisceau
en groupes pour (fppf),
fr: T — H, fa: Uy —H, a€A,

des morphismes de groupes et
ha € H(S), (€ A),
des sections de H. Pour qu’il existe un morphisme de groupes
f:G—H

(nécessairement unique) induisant fr et les fo (v € A) et vérifiant f(wy) = ha pour
tout o € A, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(i) Pour tout S" — S, tout t € T(S'), tout o € A et tout x € Uy(S), on a

(1) frt)fa(@)fr(t)™! = fa(int(t)z).
(ii) Pour tout o € A, tout S" — S, tout t € T(S), on a
(2) hafr(Oh' = fr(sa(t)) = fr(t-aa(t)™).
(iii) Pour tout (a, ) € AX A, on a
(3) (hahg)"? = fr(tap)-
278 (iv) Pour tout oo € A, on a (rappelons qu’on note u, = exp,(Xa))
(4) (hafalua))® = e.

(v) Pour tout (o, 8) € A X A, o # B, il existe un morphisme de groupes
fag : Uaﬂ — H

vérifiant les deux conditions suivantes :

a) On a
(5) fCYB'Ua :faa faB|Ug:fﬂa

b) Pour tout vy € Rzﬁ, v # a (resp. v # B), et tout x € U,(S'), S = S, on a
(6) int(ha) fap(z) = fap(int(wa)z),

(resp.  int(hg)fas(z) = fap(int(wa)z)).

Démonstration. L’unicité est claire par 1.9.2. Prouvons 'existence.

Lemme 2.3.1. — 1l existe un morphisme de groupes
fn i Norm (T) — H
prolongeant fr et vérifiant fx(wy) = hq.

279 C’est en effet ce qu’affirme 1.8.2; compte tenu des conditions (2) et (3).
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Lemme 2.3.2. — 1[I existe un morphisme de groupes
Fo : Zo — H, acA,
prolongeant fr, fo et vérifiant Fo(wy) = ha, donc prolongeant fN|MZQ (T)-
C’est clair par Exp. XX, 6.2 et les conditions (1), (3) et (4).
Lemme 2.3.3. — Pour tout (o, 5) € A X A, a # B, tout n € Normy, (T)(S) tel que

n(a) = a (resp. n(a) = B), i.e. int(n)Uy = U, (resp. int(n)Uy = Ug), tout S’ — S
et tout x € Uy(S'), on a

int(fn (1)) fo ()
resp.  int(fx(n))fa(z)

fo(int(n)x)
Faint(n)e).

En effet, il existe un ¢t € T(S) et une suite {a;} C {a, 8} tels que n = twe, -+ Wa, -
La condition est vérifiée pour n = ¢ par la condition (1). On peut donc supposer n =
Wq, - - - Wa, - Faisons la démonstration par récurrence sur k, i.e. supposons l’assertion
prouvée pour tout n qui s’écrit comme un produit de moins de k£ — 1 réflexions simples
(et vérifie les hypotheses du lemme). Considérons les racines

Vi = Sa; Sal(a)'

Si tous les ~; sont positifs, i.e. appartiennent a R;rﬁ, on peut appliquer la condition
(v) de 2.3.; prenant les notations de 2.3 (v), on conclut aussitét par récurrence que

int (fN(wai e wal))fa(z) = fap(int(wq, ... wa, )T),

soit pour ¢ = k la propriété cherchée. Si tous les ; ne sont pas positifs, il existe un
indice j < k tel que

Vi € Ry, Yj+1 & Ry
Comme 711 = 8q,(7;), il s’ensuit aussitot que v; = a;, par Exp. XXI, 3.3.2, donc
que 7, est a ou 3, et on peut décomposer n en

I "
n=n-n,

!
N = Way " Wayy,

4
n :waj...wal,

n' et n” vérifiant les hypotheéses du lemme et étant produit de moins de k—1 réflexions,
donc vérifiant par I’hypothese de récurrence la conclusion du lemme.
Lemme 2.3.4. — Soit o € R. Sin,n’ € Normq (T)(S) et 58,8 € A vérifient n(a) =
et M'(a) =4, ona

int (fr(n) ™) fa(nan=) = int (Fr(n)~") for (W'’ ),
pour tout z € Uy (S), S" — S.
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Il suffit de vérifier que si 7(a) = B, a, § € A, alors int(fr(n)) o fo = f3 o int(n).
Or d’apres le lemme de Tits (Exp. XXI, 5.6), il existe une suite de racines simples
Qg =, ai,...,0, = (3, et une suite d’éléments w; € W, i =0,1,...,m — 1, avec

T = Wy—1 - Wo,

’LUi(Oéi):OéfH»l, i:()vla"'milv
la condition suivante étant en outre vérifiée : pour tout ¢ = 0,1,...m — 1, il existe
une racine simple 3; telle que

w; € Wq,8, oiy1=0a; ou [
On est alors ramené par récurrence au cas traité dans le lemme précédent.
Lemme 2.3.5. — 1l existe une famille de morphismes de groupes f,'y :Uy = H,veR,
vérifiant

(i) Pour a € A, on a f!, = fo et fL., =Falu_., ot F, est défini dans 2.3.2.

(il) Pour a, B € A et v € R;FB, on a fl = faplu, -

(ili) Pour tout n € Normq (T)(S) et o, 8 € R tels que fi(ar) = B, on a

int(fx(n))fo(z) = fa(int(n)z)
pour tout x € Uy (S), S — S.

Pour toute racine a € R, il existe un n € Norm (T)(S) tel que 7(a) € A. Définis-
sons alors f! (z) comme l'expression de 2.3.4. Celle-ci est indépendante du choix de n
et f! est bien un morphisme de groupes. La propriété (iii) est vérifiée par construc-
tion. La premiére assertion de (i) est claire (prendre n = e), la seconde aussi (prendre
n = w, et appliquer 2.3.2); si v € R;rﬁ, (a, 8 € A), il existe n € Normy (T)(S) tel
que 7(t) = o ou B; on applique alors (iii) et les conditions (5) et (6) et on a prouvé
(ii).

2.3.6. — Démontrons maintenant le théoreme en prouvant que les conditions de 2.1
sont vérifiées, pour les morphismes fx et f!, a € R.

2.1 (i) résulte de 2.3.5 (i),

2.1 (i) résulte de 2.3.5 (i) et 2.3.2,

2.1 (iii) résulte de 2.3.5 (ii) et du fait que fnp est un morphisme de groupes.

Un corollaire évident est :

Corollaire 2.4. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé de rang semi-simple
> 1, H un S-faisceau (fppf) en groupes. Pour chaque (o, 8) € A x A, soit

Fog:Zap — H
un morphisme de groupes. Pour qu’il existe un morphisme de groupes
f:G—H
induisant les Fog, il faut et il suffit que pour tout (o, B) € A X A, on ait
Faslz, = Faa-
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La condition est évidemment nécessaire. Supposons-la vérifiée. Posons fr = Faq T
(qui ne dépend pas de a, car Foo|r = Fag|T = Fgg|1). Posons

Pa = Faa|Ua7 ha = Faa(wa)v faﬂ = Faﬁ|Ua5-

Les conditions de 2.3 sont évidemment vérifiées : (1), (2), (4) «se vérifient » dans Z,,
(3), (5) et (6) dans Zygp. Il existe donc un morphisme f : G — H prolongeant fr, les
fa, @ € A et vérifiant f(wq) = he; il coincide avec Fop sur des générateurs de Zqg,
donc vérifie f|z,, = Fags.

On a également le corollaire technique suivant :

Corollaire 2.5. — Soient S un schéma, G et G’ deux S-groupes épinglés de Tang
semi-simple 2, q¢ un entier > 0 tel que x — z? soit un endomorphisme de G, g,
h:Z(G") — Z(G) un g-morphisme de données radicielles épinglées. Choisissons pour
chaque o € Ry un Xo € I'(S,g%)* et un X, € (S, g {)* (prolongeant les choix
canoniques pour o € A). Supposons réalisées les conditions suivantes :

(i) 9i A ={a, B}, on a Ds(h)(tap) =ty ap)-

(il) Pour tout o € A et tout 8 € Ry, f # « (d'ot s4(B) € Ry), si 2z € G, (S) est
défini par

Ad(wa)Xﬂ = ZXsa(ﬁ)a
on a ausst
Ad(Wa)Xis) = 2" X, 5

(iii) Il existe un morphisme de groupes f : U — U’ tel que pour tout o € Ry, on

ait pour tout © € G4(S'), S’ — S.

flexp(Xa)) = exp(@¥ Xy ).
Alors il existe un morphisme de groupes épinglés G L G’ tel que #(g) = h.
En effet, on définit f, : Uy, — G’ par
falexp(aXa)) = exp(z9 X} ,));

on pose fr =Dg(h), hy = w&(a). Les conditions de 2.3 sont vérifiées (remarquer que
a(sa(B)) = a(B) (Exp. XXI, 6.8.4) et que l'on a toujours Dg(h)(ta) = tj,,) et on
conclut aussitot.

Remarque 2.6. — On peut préciser ainsi la condition (v) de 2.3. On doit d’abord
vérifier :

(a) Pour tout mot en wy, et wg tel que le mot correspondant transforme o ou 5 en
«a ou B, la relation du type 2.3.3 correspondante est vérifiée. En fait la démonstration
de 2.3.3 montre qu’il suffit de le vérifier pour les mots en w, et wg qui sont minimaux
(au sens que tout sous-mot initial non trivial ne vérifie pas les conditions imposées).

Si la condition (a) est vérifiée, on peut maintenant définir pour chaque v € Rzﬁ un
fv 1 Uy = H comme en 2.3.5; on doit alors écrire :
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(b) Le morphisme défini par les f,
U= [[] U, —H

WER:B
est un morphisme de groupes. D’apres Exp. XXII, 5.5.8, (b) est entrainé par :
(b") Le morphisme précédent respecte les relations de commutations entre Uy et

Us pour 7,6 € R;rﬁ, v > § (i.e. les relations en C; ;s de Exp. XII, 5.5.2).

Il est clair que réciproquement, I’ensemble des conditions (a) et (b’) est équivalent
a (v).

On peut méme réduire les conditions précédentes a des conditions portant unique-
ment sur les éléments hq, hg, fo(ta), f3(ug) de H. Une condition du type (a) s’écrira
par exemple, si s45854(8) = a :

(1) int(hohgha)f(z) = fo(int(wewswa)z);

pour tout z € U, (S'), S — S. En particulier, pour = ug, on a int(wewawe )ug = u?
pour une certaine section z de G,,(S), et la relation précédente donnera

(1) int(hahpha)fs(us) = fo(ua)®.

Montrons que réciproquement, en tenant compte des conditions (i) & (iv) de 2.3, (1’)
entraine (1). Si t € T(S'), ' — S, faisons opérer int(¢) sur (1’); tenant compte des
conditions (i) et (ii), on obtient (1) pour z = int(t)ug = ug(t). Il suffit de remarquer
maintenant que 5 : T — Gy, g est fidelement plat, donc que la condition (1) est
certainement vraie pour x € U,(5')*, S’ — S. Comme elle est additive en = et que
toute section de U, s’écrit localement comme somme de deux sections de U, on en
conclut bien que (1) + (i) + (ii) = (1).

On raisonne de méme avec les conditions du type (b). Il faut alors se servir du fait
que si vy et 7/ sont deux racines positives distinctes (et donc linéairement indépendantes
sur Q), le morphisme T — G%LS de composantes v et 7' est fidelement plat. Nous
laissons au lecteur les détails de cette transposition.

3. Groupes de rang semi-simple 2

3.1. Généralités

Lemme 3.1.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé, « et 3 deux racines de

G, avec a+ B # 0.
(i) Sia+B &R, ona
exp(Xa) exp(Xp) = exp(Xp) exp(Xa)
pour tous X, € W(g¥)(S'), X5 € W(gP#)(S'), S’ — S.
(il) Si a+ B et o — B ne sont pas racines, on a
Wa (2a) eXp(Xﬁ)wa(za)71 = exp(Xp)
pour tous Xz € W(g°)(S), 2o € W(g*)*(S"), S’ — S, et
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Wa(za)wp(2p) = wp(28)wa(za)
pour tous z, € W(g*)*(S') et z5 € W(g?)*(5), 8’ = S.

(iil) Soient X, € W(g®)*(S'), X5 € W(g?)*(S"), et w € Normq (T)(S") tels que
w(a) = B définissons z € G, (S') par

Ad(w)X, = 2X3.
Alors
int(w) exp(zXy) = exp(z2zXg),
int(w) exp(yX;!) = ex (yz_lX
int(w)wa(Xa) = 57 (2 )wﬂ(XB)-
En particulier, si z = +£1, on a
int(w)we (Xa) = ws(Xs)".
(iv) Sion pose to, = a*(—1), tg = f*(=1), on a
salts) = tatd ), Blta) = (1),

Démonstration. (i) résulte aussitét de Exp. XXII, 5.5.2, (ii) de Exp. XX, 3.1 et de
(i) appliqué a (8, @), (8, —a), (=8, a), (-8, —a), (iii) est évident sur les définitions;
pour la derniere assertion de (iii), remarquer que 8*(—1) = wz(Xg) 2. Enfin, (iv) est
trivial.

Proposition 3.1.2 (Groupes de type A, x Ay). — Soient S un schéma, G un S-groupe
épinglé de type A1 x Ay, notons A = Ry = {a, 8}.
(i) On a
tap = (Wawp)? = tatp = (Wpwa)® = tga-
(ii) On a
Ad(wa)Xp = Xg, Ad(wg)Xe = Xq.

(iii) Uy et Ug commutent (i.e. U est commutatif).
En effet, par lassertion (ii) du lemme, on a

WqWp = WaWa,

d’olt (wawp)® = wiwh = tatg, soit (i). Par I'assertion (i) du lemme, on a également

(ii) ; enfin (iil) est I'assertion (i) du lemme.

3.1.3. — Explicitions ici la condition (v) de 2.3. En utilisant la méthode exposée en
2.6, on obtient les deux groupes de conditions suivants, en posant v, = fo(uq), pour
a€eA:

haov h;l =0
(A) {h g -1 _ ’ (B) VaVg = Vgla.
gvahﬁ = Uy
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3.2. Groupes de type Ao

Proposition 3.2.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé de type Ay, notons
A = {aaﬁ}; R+ = {aaﬁaa+ﬁ}'
(i) On a
tap = (Wawp)® = e = (wWpwa)® = tga.
(i) Posons Ad(wg)Xq = Xats. Alors
Ad(’wa)XB = _Xa+,6, Ad(wa)Xa—i-B = XB, Ad(wﬂ)Xa+ﬂ = —Xa.
(ili) Posons pa+s(z) = exp(xXq4p) = int(wg) pa(z). On a :
P3(y) Pa(r) = pa(r) P3(Y) Pats(zy).

3.2.2. — La démonstration occupe les numéros 3.2.2 4 3.2.7. D’abord, on a (8*,a) =
(a*,8) = —1, dou a(tg) = B(ta) = —1.
Posons Ad(wg)Xe = Xa4g; 00 a aussitot

Ad(wﬁ)Xa+ﬁ = Oz(tg)Xa = —Xg.
Posons

Ad(wa)Xg = ZXa+ﬁ, A Gm(S),
d’ou

Ad(’wa)Xa_,_lg = ﬁ(ta)z_lxlg = —Z_lxlg.

Nous savons (Exp. XXII, 5.5.2), qu'’il existe une unique section A € G,(S) telle que

(+) P5(Y) Pa (@) = Pa(®) Ps(Y) Pats(Azy).

Il s’agit donc pour prouver (ii) et (iii) de montrer que A = —z = 1.

3.2.3. — Faisons opérer int(wg) sur la formule (+) précédente, on obtient :
(++) P—5(=Y) Pat8(%) = Pats(®) P-p(=y) pa(—Azy)

3.2.4. — Par définition de pnyg, on a
wg Pa(x) wy' = patp(@),
ce qui s’écrit
ps(1) p—p(=1) ps(1) pa(2) ps(=1) p—5(1) pp(—1) = Patp ().

Comme pg et po+g commutent, o 4 23 n’étant pas racine, cela s’écrit aussi

ps(1) pa(2) pa(=1) = p-5(1) pa+s(z) p-5(—1).
Utilisant maintenant (+) dans le premier membre et (+4) dans le second, on obtient :

Pa() pg(1) pats(Ax) ps(—1) = pats(x) p-p(1) pa(Az) p-s(—1).

Comme a+ 23 (resp. a — ) n’est pas racine, le premier (resp. second) membre s’écrit

Pa (%) pa+(Ax) resp.  Pa+s(r) pa(Ax)
et le terme de droite égale p(Az) pats(z), puisque 2a + B n'est pas racine. Donc

Pa (-T) Pa+p (Ax) = Pa (Ax) Pa+p (‘T)
ce qui donne (d’aprés XXIT 4.1.3) A = 1.
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3.2.5. — Faisons maintenant opérer int(wy) sur la formule (+), on trouve, en utilisant
le fait que A =1,

(+++) Pat(2y) P—al(—2) = p—a(—2) pars(zy) ps(—2"'2y).
3.2.6. — Ecrivons maintenant comme tout-a-1’heure

wa ps(y) wo ' = Patp(2y),
d’ol1, comme p, et poys commutent, 290
Pa(1)ps(Y) Pa(—1) = p—a(1) Pa+s(2y) P—a(-1).

Utilisant maintenant (4) et (+++4), cela s’écrit aussi

P8(Y) Patp(—y) = Pars(2y) Ps(—2 1Y),
et comme pg et po4g commutent, ceci donne z = —1.
3.2.7. — On a donc prouvé (ii) et (iii), prouvons (i). On a

Wa WE Wa = Wa W3 wytw? = w;j_ﬁ Lo,
d’ou
WB Wo WG Wo WG = Wg w;}rﬁ tawg = wg w;}rﬁwgl - s8(ta) - tg =
= Wa talg - tg = Wate = w7,
ce qui donne
(wa wp)® = (wgwa)® = e,

ce qui acheve la démonstration.
Remarque 3.2.8. — La condition (v) de 2.3 se traduit ici par (notant v, = fo(tq)) :

V3Va = Va g - hgvahgl,
(A) hovg'hi' = hgvahy! (B) {05 hgvahs' = havahy' - vs,
Vg * hgvahgl = hﬁvahlgl Vg

Posant va4p = int(hg)va, les trois dernieres conditions s’écrivent aussi 291

VUV = VaVBVa+p3,
(B) VaVa+pB = Va+pVa;
VgVa+p = Va+pYs-

3.3. Groupes de type B,

Proposition 3.3.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé de type By, notons
A = {aaﬂjﬁ R+ = {aaﬂaa+ﬂ72a+ﬂ}‘
(i) On a
tap = (wawg)4 =tq = (’LUgwa)4 = tga-
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(ii) Si on pose
Ad(wp)Xe = Xots, Ad(wa)Xp = Xa2a+8,
on a:
Ad(wa)Xarp = —Xat8
Ad(wa)X2a+ﬂ = Xﬂ,
Ad(wB)Xa+ﬂ = —Xa,
Ad(wp)X2a+p = Xaa+s-
(ili) Posons pa+s(z) = exp(xXq+s) = int(wg) pa(x)
Pra+p(2) = exp(2X2a+p) = int(wa) ps ().

Alors :
Ps(Y) Pa() = pa (@) ps(Y) Pats(2y) P2ats(z?y),
Pa+8(Y) Pa() = pa(T) Pats(y) P2a+5(27Y).
3.3.2. — La démonstration occupe les numéros 3.3.2 & 3.3.6. On a (8*,a) = —1,

(a*,B) = =2, d’ot a(tg) = —1, B(ta) = 1. Notons en passant que B(to) = a(ta) =1,
ce qui montre que t, est une section de Centr(G). Posons

Ad(wp)Xe = Xars,  Ad(we)Xs = Xoars.
On a aussitot
Ad(wp)Xatp = a(tp)Xe = —Xa,
Ad(wa)Xoatp = B(ta)Xpg = Xs.
Comme (2a+ ) + 8 et (2a+ 8) — 3 ne sont pas racines, on a
Ad(ws)X2a+s = Xoats-
Il existe un scalaire k € G,,,(S) tel que
Ad(wa)Xats = kXaris.
D’autre part, par Exp. XXII, 5.5.2, il existe des sections A, B, C € G,(S) telles que

(1) Ps(Y)Pa(@) = Pa(2)ps(y)Pa+s(Azy) prats(Bry),

(2) Pat5(Y) Pa(®) = pa(®) Pats(Y) P2a+5(Cry).

Il s’agit donc, dans (ii) et (iii), de prouver A=B =1, C=2, k= —1.
3.3.3. — Faisons opérer int(w, ) sur la formule (2). On trouve

(3) P20+6(Y) P—a(~) = p—a(~2) P2o+5(Y)Pats(Akzy)ps(Bzy).

Transformant de méme (2), on obtient
(4) paJrﬁ(ky) pfa(fx) = pfa(fx)paJrﬁ(ky) pﬁ(CZL'y>.
Transformant (1) par int(wg), on a

(5) P—3(—Y) Pats(®) = pats(®) p—s(—y) Pa(—AzYy) P2a+s(Bzy).
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3.3.4. — Ecrivons
WBPa (X)w;?l = Pa+4(T).
Comme « + 2 n’est pas racine, cela donne
ps(1) pa(x) pa(—=1) = p-5(1) pa+s(z) p-5(—1).
Utilisant (1) au premier membre et (5) au second, on obtient
Pa(@) ps(1) Pats(AZ) prass(Ba®) ps(—1) =
Pat5(®) p—p(1) pa(AT) paays(—Ba?) p_p(—1).

Comme pg commute & po4g €t paayp d'une part, et p_g commute a p, et paa4s
d’autre part, cela s’écrit

Pa(T) pats(AT) p2a+p (B-T2) = Pa+4(2) pa(AZ) Prats (_B$2)-
Transformant le second membre par (2), on obtient

Pa(T) pa+ﬁ(A$)p2a+ﬂ(B$2) = Pa(AZ)patp(®)p2a+5((AC — B)QCQ),

ce qui donne

3.3.5. — Ecrivons maintenant

WaPp (y)w;1 = DP2a+p (y)-
Comme 3a + § n’est pas racine, cela donne
Pa(1)ps(y) Pa(=1) = p—a(l) P2a+p(y) P—a(—1).
Utilisant (1) au premier membre, (3) au second, on obtient 294

P38 (Y)Pats(—AY)D20+5BY) = P20+ 5Y) Pats(Aky) ps(By).

Comme pay3, P2a+s, €t pg commutent, cela donne aussitot

B=1, —A=A#k
d’ol enfin
A=1, B=1, C=2  k=-1
3.3.6. — On a donc prouvé (ii) et (iii). Prouvons (i). Tenant compte de I’égalité

sp(te) = tatéa*”g) =t, (puisque (a*, 3) = 2), on a successivement :
WaWEWe = wawgwglta = Waa+sta,
WRWQWRWaWE = w5w2a+gwg1 -58(ta) - tg = Waatstals,
wawﬂwawﬁwawﬂwa = waw2a+ﬁw;1 . Sa(tatﬁ) . ta == wﬁ . ta : tﬂta : ta = wlgltav
d’ou
(’LUB’LUa)4 = ta,
et
(waws)! = s(ta) = ta,
ce qui acheve la démonstration.
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Remarque 3.3.7. — La condition (v) de 2.3 se traduit ici de la maniére suivante, en
295 posant va4g = int(hg)va et vaats = int(hq)vgs :

V3 Vo = Va U8 Vat B V2048,
Ua_;,_,g Vo = Vu ’Ua+5 USCH-B’
{int(hahlgha)vlg = vg, (B) Va+p Vg = V3 Va+8,
int(hghahg)va = va, V2048 Va = Ua V2043,
V2a+8 VB = VB V2046,
V2048 Vot = Va+p V2a+43-

3.4. Groupes de type Go
Proposition 3.4.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé de type Ga, notons
A ={a,B}, Ry ={o,B,a+ B,2a+ 8,3a+ 5,3a + 25}.
(i) On a
tas = (wawp)® = e = (Wpwa)® = tga.
(ii) Si on pose
Ad(wﬁ)Xa = Xa+8s Ad(wa)XaJrﬂ = Xoa+8,
Ad(wa)Xg = —Xzats, Ad(wp)Xza+s = X3at28,
on a :
Ad(wa)X2a+s = —Xats, Ad(wa)Xsza+s = Xs,
Ad(wa)X3oz+25 = X3a+28, Ad(wﬂ)Xa+B = —Xa,
Ad(wp)Xaats = Xoats,  Ad(ws)Xzat2s = —Xzats-
(iii) Si on pose
Patp(7) = exp(zXaqg) = int(wg) pa(z),
P2a+s(® xp(#X2a+4) = int(waws) pa(),
P3a+8(x) = exp(2Xzatp) = int(wa) ps(—1),
P3a+25(7) = exp(2X3a+24) = int(wswa) ps(—x),

)=¢e
)=¢e

296 on a :

P3(Y) Pa(®) = pa(®) Ps(Y) Pat8(Y) P20t 5(2%Y) P30+ 8(°Y)P3ar28(2Y?),
Pat8(Y) Pa(®) = Pa(®) Pats(y) Prat5(22Y) Paats(32°Y)P3atas(31y°),
P20+6(Y) Pa(T) = pa(T) P20+5(Y) P3a+5(37Y),

P3a+8(Y) ps(x) = pp(@) P3a+8(Y) P3a+28(—2Y),

P20+8(Y) Pa+5(T) = Pa+6(2) P2a+8(Y) P3a+25(32Y).

3.4.2. — La démonstration occupe les numéros 3.4.2 & 3.4.9. On a (8*,a) = —1,
(a*,B) = =3, d’ou B(ta) = a(tg) = —1. Définissons Xo+3, X2a+8; X3a+s €t X3a+23
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comme dans (ii). On a aussitot
Ad(wg)Xars = a(tp)Xa = —Xa,
Ad(wa)Xza4p = a(ta)B(ta)Xa+s = —Xats,
Ad(wa)Xz0+5 = —B(ta)Xs = X,
Ad(wp)Xsat2s = altp)*B(ts)Xza+s = —Xsats-
Enfin, comme (3a 4+ 28) + « et (2a + 8) £ S ne sont pas racines, on a :
Ad(wa)Xsza+28 = Xsat28,  Ad(wg)X2a+s = Xaa+s,
ce qui acheve de démontrer (ii).
3.4.3. — En vertu de Exp. XXII, 5.5.2, il existe des scalaires (®) 297
A,B,C,D,E,F,G,H,J € G,(S),
tels que

(1) ps(y) Pa(®) = Pa () P5(Y) Pats(ATY) P20+ 58(B2%Y) P3ats(Cay) psatos(Da’y?).

(2) Pa+B(y)Pa($) = pa( )Pa+ﬂ( )P2a+ﬂ(E$y)P3a+ﬂ(F$2y)P3a+2ﬂ(G$?J2)-
(3) p2a+ﬁ( ) Pa () = Pa() P2a+5(y )p3a+ﬁ(H$y)-
(4) P3a+5(Y) Pp(*) = pp(T) P3a+6(Y) P3a+2s(JTY).

3.4.4. — Faisons opérer int(wg) sur (1), (3) et (4) :

(5) p-p(=y) pars() =
pa+ﬂ(~’0) pfﬂ(*y) Pa(—Azy) p2a+ﬂ(BiE2y> P3a+28 (ngy)pmw(*ngyQ)-

(6) P20+6(Y) Pat5(T) = Pa+t8(T) P2a+5(Y) P3a+2s(Hry).

(7) P3a+28(Y) P—p(—) = p—p(—T) P3a-+25(Y) P3a+s(—Jzy).

Faisant de méme opérer int(w, ) sur (1), on trouve

(8) P3ats(—y)p-a(-2) =
P—al(—7) P3a+p (—=y) P2a+s(Axy) Pa+p (*BZEQy) Pbg (Czsy)p&wﬂ (DZEBZIQ)-

3.4.5. — Ecrivons
wapa()wy' = pays(x),

soit, a + 28 n’étant pas racine : 298
(9) p(1)pa(x)pa(—1) = p-p(1) patp(x)p-p(—1).
(8)N.D.E. : On introduit ici des constantes absolues A, B,..., J. Ces constantes vont étre déterminées

dans les pages qui suivent ; leurs valeurs sont A=B=C=D=1,E=2J=-1,F=G=H=3,
cf. 3.4.8.
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Transformant le premier membre de (9) par (1), puis (4), on obtient :
(10)  ps(1) pa(z) ps(—1)
= Pa(2) Ps(1) Pa+s(AT) Prat s (Ba?) p3ats(C2”) psatap(Da?) ps(—1)
= Pa(2) P5(1) Patp(A2)P20+5(B2?) ps(—1) Psats(C2”) psat2s((D — CI)z?)
= Pa () Pa+6(A2) prat5(B2?) paats(Ca?) pratas((D — CI)z?).
Transformons le second membre de (9) par (5), puis (7) :
(1) p-p(1) pats(@) p-p(=1)
= Patp(2) P—p(1) Pa(AT) P2ats(—Ba?) psarap(—Ca®) p3ass(—Da’) p_s(—1)
= Pa+6(2) Pa(AZ) p2ot5(—B2?) p3at2s(—Ca®) paats((CI — D)a).

Utilisant maintenant (2), ce second membre devient

(12) pa(ASC)pa+ﬂ($)p2a+ﬂ(AE~’C2)p3a+ﬁ(A2F$3)p3a+2ﬂ(AG$3) X
P2a+5(_B$2) P3a-+28 (—0953) P3a+s((CJ — D)$3) =
Pa(A) pats(®) P2a+s ((AE=B)2?) paats ((A°F +CI=D)z’) paatas (AG—C)z?).

Donc (9) se récrit :

Pa() Pa+p (Ax)P2a+ﬂ(B$2)P3a+ﬂ(C$3)P3a+2ﬂ((D - C))2®) =
Pa(AZ) Pa+5(T) P2a+5 ((AE - B)JCQ) P3a+p ((AQF +CJ— D)zg) DP3a+2p ((AG - 0)503)

ce qui donne
A=1, E = 2B, C+D=F+0CJ, F=G.
3.4.6. — Ecrivons maintenant

waps(Y)wa ' = Paats(—Yy);
299 soit, 4o + 8 n’étant pas racine :
(13) Pa(1)ps(y) Pa(—1) = p—a(l) Psa+s(—y) P—a(-1).
Transformons le premier membre par (1) :
Pa(1) ps(y) Pa(=1) = P5(Y) Pat 5(—AY) P2a+5(BY) P3a+5(—Cy) Paatas(—Dy?).
Transformons le second membre de (13) successivement par (8), (6) et (4) :
P-a(1) p3a+p(—y) P-al(—1)
= P3a+5(—Y) P2a+5(AY) Pa+5(—BY) ps(Cy) P3a+26 (Dy2)
= P3at8(—Y) Pats(—BY) P2at5(AY) P3atos(—ABHY?) ps(Cy) psaras(Dy?)
= p5(CY) P3a+5(—Y)Pa+5(—BY) P2a+5(AY) Paa+2s((D — CJ — ABH)y?)
= ps(CY) Pa+5(—BY) P20+5(AY) P3at-8(—Y) P3at2p((D — CJ — ABH)y?).
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Donc (13) se récrit :

P5(CY) ot 5(—By) P20+58(AY) P3a+s(—y) Psar2s((D — CT — ABH)y?) =
P5(Y) Pa+6(—AY) P2a+5(BY) P3a+s(—Cy) Prat2s(—Dy?)
d’out
C=1, A=B, D-CJ—ABH=-D.
Tenons compte des résultats déja obtenus :

A=B=C=1, E=2  F=QaG,
D+1=F+J, 2D=H+J.

3.4.7. — BEcrivons

wePsats(T)wy' = psatas(@),

soit
ps(1) psa+p(x) pa(—1) = p—5(1) psar2s () p-5(—1).
Transformant le premier membre par (4), le second par (7), on obtient : 300
P3a+8(T) P3at28(—J2) = P3at28(®) P3ats(—Jz),
soit J = —1.
3.4.8. — Ecrivons enfin
WaPo+p (y)w;1 = P2a+B (¥),
soit

Pa(1) Pa+8(Y) Pa(—1) = p—a(l) Pa(—1) P2a+5(Y) Pa(l) p—a(-1).

Transformant le premier membre par (2), le second par (3), on obtient :

Pa+ﬂ(y)P2a+ﬂ(_Ey)P3a+B(F?/)P3a+2B(—Gy2) =
P—a(1) P2at8Y) P3a+s(Hy) p—a(—1).

Il est immédiat de voir que si l'on fait commuter p_,(—1) avec pza+p(Hy), puis
P2a+8(y), on n'introduit pas dans le second membre de nouveaux termes en psq-+4-
Celui-ci s’écrit donc, en notant par des parentheses vides les quantités dont la valeur
exacte ne nous importe pas :

Pat8() P20+5() P () P3a+s(HY) P3at2s()-

Comparant avec le premier membre, on a aussitot F = H, d’ou par les résultats
antérieurs 2D = D 4+ 1, soit D =1, et enfin F = G = H = 2D — J = 3, ce qui acheve
le détermination des coefficients A, ..., J et la démonstration de (iii).
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3.4.9. — Prouvons enfin (i) & la maniére habituelle. On a successivement :
WaWEWe = wawlgwglﬁCY = wg_alJrﬁ “ta,
wp(wawp)? = wpwiy, swy - sp(ta) - ts = Wiy og  talp - s = Wiy o - ta
Wa (wﬂwa)g = waw?)_al-i-ww;l = w3_041+257
wp (wawﬂ)“ = wﬂwg_alwﬁw[;l “tg = W3a+p - 18,
wa(wﬂwa)E’ = waw3a+5w;1 Sa(tg) - tg =wg - tate - to = w;l.
D’ou
(wawp)® = (wpwa)® = e.
Remarque 3.4.10. — La condition (v) de 2.4 est formée de
{int(hahﬂhahﬂha)vg = v,
int(hghahghahg)va = va,
et, posant
Va4 = int(hg)va, Va4 = int(hahg)va,
V3a48 = int(ha)vlgl; V3428 = int(hgha)vﬁ_l,
des relations de commutation :
Vg Va = VaVUB Vot V2a+8 V3a+8 V3at28,
Va+B Vo = Va Va+p3 ’Uga-‘,—,@ U§a+,(3 Uga+2,6”
(B) V2048 Vo = Va V2048 Uga+ﬁa
V3a+B Va = Va V3a+43;

V3a+28 Va = Va V3a+283;

Vatp V8 = Vg Vatp, V3a+8 Va+B = Vatg V3a+p,
V2a+p VB = VB V2a+p; V3a+28 Va+B = Va+B V3a+28
(B) V3a+8 Vg = Vg V3a+p U3:6y1+2[3’ (B) V3a+48 V2a+8 = V2a+8 V3a+8;5
U3a+2p8 Vg = VB V3a+24, V3a+28 V2a+8 = V2a+8 V3a+28,
V2048 Va+p = Vatp V2a+4 Uga+2,6” V3a+28 V3a+B = VU3a+B U3a+23-

3.5. Forme explicite du théoréme de générateurs et relations

Théoréme 3.5.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé, T son tore mazximal,
A son systéme de racines simples, uq € Uy (S)* et wo € Norme (T)(S) les éléments
définis par Uépinglage (o € A). Soient

fr: T — H, fo:Us—H, a€eA
des morphismes de groupes, H étant un S-faisceau en groupes pour (fppf); soient
ha € H(S), (o € A) des sections de H, posons ve, = fo(ta), @ € A. Pour qu’il existe

un morphisme de groupes
f:G—H
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prolongeant fr, fo (o € A) et vérifiant f(wa) = ho (o € A) (et alors nécessairement
unique), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Pour tout S" — S, tout o € A, tout t € T(S') et tout x € Uy (S'), on a

(1) int(fr(t)) fa(z) = folint(t)z) = fo(z*®).
(ii) Pour tout o € A, tout S — S et tout t € T(S'), on a
(2) int(ho) fr(t) = fr(sa(t)) = fr(t-a*a(t)™).
(iit) Pour tout o € A, on a
(31) B2 = fr(a(-1),
) (hava)® = e.
(iv) Pour tous o, € A, a # B, tels que (a*.5) = 0 (resp. (a*.5) = L,

resp. (a*,8) = =2, resp. (a*,8) =—3), on a :
(a) la relation

(hahg)® = fr(a*(=1)B*(=1))  si(a*,B) = 0;
(32) (hohg)® = e, st (a*,B8) = —1;

(hohp)* = fr (a*(fl)), st (a*, 8) = —2;

(hahp)® =e, st (a*, 8) = —3.

(b) Les relations (A) et (B) de 3.1.3 (resp. 3.2.8, resp. 3.3.7, resp. 3.4.10).

Cela résulte aussitot de 2.3, 2.6 et des calculs faits dans chaque cas particulier.

Remarque 3.5.2. — On peut présenter de maniere légerement différente les résultats
précédents : on se donne des morphismes, pour « € A,
ao: T-U, — H, be : Norm, (T) — H,

et I'on pose
ha = ba(wa), Vo = Ao (Uq);
alors les conditions a vérifier sont les suivantes :
(1) tous les a, (o € A) et tous les b, (o € A) ont méme restriction & T';
(2) les conditions (4) et (iv) de 3.5.1 ci-dessus sont vérifiées.

3.5.3. — On donnera dans l’exposé suivant diverses applications de ce théoreme.
Signalons-en ici une : le théoreme 3.5.1 donne une description par générateurs et
relations de G dans la catégorie des S-faisceaux pour (fppf); autrement dit, considé-
rons pour chaque S’ — S le groupe H(S') engendré par T(S'), Un(S), @ € R, et w,,
a € R, soumis aux relations analogues a (1), (2), (31), (4), (32), (A), (B); alors G
n’est autre que le faisceau associé au préfaisceau S’ — H(S').

En particulier, si S’ est le spectre d’un corps algébriquement clos k, on a G(S') =
H(S’) (conséquence immédiate du Nullstellensatz sous la forme : « un crible d’un corps
algébriquement clos, couvrant pour (fppf), est trivial »), de sorte que 3.5.1 donne

(OIN.D.E. : Les relations (31) et (32) forment la description du normalisateur du tore, (31) étant,
comme (4), dans un groupe de rang 1, tandis que (32) est dans un groupe de rang 2.
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aussitot une description explicite par générateurs et relations du groupe « abstrait »
G(k). 10

4. Unicité des groupes épinglés : théoréme fondamental

Théoréme 4.1. — Soit S un schéma non vide. Le foncteur % de 1.6 est pleinement
fidele : soient G et G’ deux S-groupes épinglés, p MV un entier > 0 tel que x — P
soit un endomorphisme de Gq s, et h : Z(G') — Z(G) un p-morphisme de données
radicielles épinglées. Il existe un unique morphisme de groupes épinglés

f:G—G
tel que Z(f) = h.

L’unicité est démontrée en 1.9. Il suffit de démontrer I'existence. Par hypothese,
on a une bijection d : R —= R’ et une application q : R — {p" | n € N} telle que

h(d(@)) =a(a)a et "h(a") = q(a)d(a)”
pour tout a € R. En particulier, les rangs semi-simples de G et G’ coincident.

4.1.1. — Supposons rgss(G) = rgss(G’) = 0. Alors G et G’ sont des tores : on a
G =T =Dg(M), G’ =T = Dg(M’) et h est simplement un morphisme de groupes
ordinaires h : M’ — M. On prend alors f = Dg(h).

4.1.2. — Supposons rgss(G) = rgss(G’) = 1. Considérons alors
fr=Dg(h): T — T
Par hypothese on a un diagramme commutatif, ot o/ = d(a) :

*

(e [e3%

Gm, S T Gm, S
q(a) fr q(a)
G, s —— T o G s-

On applique alors Exp. XX, 4.1.

4.1.3. — Supposons rgss(G) = rgss(G’) = 2. Alors, par Exp. XXI, 7.5.3 on connait
toutes les possibilités pour h : Z(G’) — #(G). Etudions-les successivement, en véri-

fiant chaque fois les conditions de 2.5.
Notons A = {a, 8}, A’ ={d/, 5’} de fagon que d(«) = o, d(8) = F'.

(1ON.D.E. : Pour un corps arbitraire k et G simplement connexe, R. Steinberg a donné une présen-
tation du groupe G(k) dans [St62], Th. 3.2, voir aussi [St67], §6, Th. 8.

(IDN.D.E. : Pour éviter un probléme de notations plus loin, on a remplacé ici g par p, de sorte que
dans ce qui suit, ¢ (resp. ¢1) est une puissance arbitraire de p.
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4.14. — G et G’ de type A; x A;. On a alors
hd)=qa,  h(B)=ap.

Montrons que les conditions de 2.5 sont vérifiées : (ii) et (iii) découlent de 3.1.2 (ii)
et (iii) ; prouvons (i). On a 307

Ds(h)tap = Ds(h)(tats) = "h(a™)(=1) - *h(B*)(~1) = " ((=1)7) - B ((=1)%).
et

S # @) entraine
—1)7=-1(sigq

(12) Or, I’hypothese que x — xP soit un endomorphisme de Ga,s (
que p =1 ou que S est de caractéristique p; dans tous les cas on a (
est pair, p =2 et 1 = —1). Par conséquent,

Ds(h)tap = ' (=1) - B (=1) =tz
Ceci montre que la condition 2.5 (i) est vérifiée.
4.1.5. — G et G’ de type As. On a alors

h(e) =qa,  h(B') = qp.
Posons Xo1g = Ad(wg)Xa et X[, | 5 = Ad(wp )Xo . Vérifions les conditions de 2.5.
Pour (i), on raisonne comme ci-dessus, & laide de 3.2.1 (i) ; pour (ii), c’est immédiat
par 3.2.1 (ii) ; reste & vérifier (iii). On a & vérifier que
Pa(®) P (Y) Pats(2) — Pl (&) Pl () Pl 1 0 (27)

est un morphisme de groupes. La seule relation de commutation non triviale est celle
de 3.2.1 (iii) qui s’écrit

P3(y) Pa(7) = pa(z) P3(Y) Pats(2y),

P (y") P (29) = pes (27) Pl () Pr 4 (2 7).

4.1.6. — On raisonne de méme pour G et G’ de type By (resp. Ga), lorsque les expo-

sants radiciels sont égaux, a laide de 3.3.1 (resp. 3.4.1); il reste donc & traiter, pour
achever le cas des groupes de rang 2, les deux cas exceptionnels de Exp. XXI, 7.5.3.

4.1.7. — G et G’ sont de type Ba, S est de caractéristique 2, on a q(«) = 2¢, q(8) = q.
Les racines positives sont {«a, 8, a+ 3,2a+ S} et {/, 5,0/ + 5/, o' + 20’} (remarquer 308
que les racines simples « courtes » sont « et 5). On a

he') =2qa, h(B') =qB, h(a'+8)=q2a+p), hla +28)=2¢(a+p),
ce qui donne
dla+p)=a"+26,  qla+p) =2,
d2a+p)=a' +p8, aa+p)=q
Posons
Xa+s = Ad(wg)Xa, Xoats = Ad(wa) X3,
X’Q,JFB/ = Ad(w;,)X’B/, ’a,+2ﬂ, = Ad(w’B/)X’a/.

Vérifions maintenant les conditions de 2.5.

(I2)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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(i) Comme S est de caractéristique 2,ona —1 = 1 sur S, donc tapg = to, = a*(—1) =
e=p""(=1) =t =t,.5 (cf. 3.3.1 (i)).
(ii) On a par construction
Ad(wa)Xp = Xoats,  Adwy)Xf = Xii g = Xgoatp)
Ad(wg)Xa = Xats,  Ad(wp)Xy =X 0s = Xjaip)-
Par 3.3.1 (ii) et le fait que —1 = 1 sur S, on a de part et d’autre
Ad(wa) a+p = Xatp, Ad(w
Ad(wa)Xoa+s =X, Ad(w
Ad(wg)Xa+p = Xa, Ad(
Ad(wg)Xoa+p = Xoa+s, Ad(wh,

o)X, d(a+ﬁ = Ad(wg, )Xy, '+2p" = =X 428" T X d(a+B)’
/o/) d(2a+ﬁ) - Ad( o/) a’+B" T X,@' - X/ (g)a
Wor P Xagargy = A0 Xar 250 = X = X(a):
50X a2arp) = AW )Xo 5 = Xoip = Xiaa1 )
309 (iii) Par 3.3.1 (iii), on voit que la seule relation de commutation non triviale dans
U (resp. U’) est

P5(Y) Pa(2) = pa(®) ps(Y) Pats(@Y) P2atp(2?Y),
resp.
2
Do (') s (2") = plar (2") Doy () Dl 450 (&'Y") Dl 4250 (2"7Y).
Il nous faut vérifier que le morphisme
Pa(®) P8 (Y) Pat8(2) P2ats(t) — D (2°9) Dlgr (YD) Plr 4250 (279) Plr 4 1 (£9)

est un morphisme de groupes; on voit aussitot que cela revient a voir que
Pl (") P (227 = pi (22) pla () D120 (29)°0) Dl .50 (22) ),

ce qui n'est autre que la seconde relation ci-dessus (en posant y’ = 229, 2/ = y?).

4.1.8. — G et G’ sont de type Go, S est de caractéristique 3, on a q(a) = 3q et
310  q(f) = ¢. Les racines positives sont {«, 8,a + §,2a+ §,3a+ 8,3a + 25} d’une part,
{, 0,/ + 5,/ +25,0/ +35',20/ + 36’} d’autre part (comme dans le cas précédent,
les racines simples courtes sont o et §'). On a
h(a') = 3qa, hB') = apB, ha' + ') =q(Ba+B),
h(a +28") = q(3a + 203), h(a +38") = 3q(a + B),
h(2a" +38") = 3q(2a + B),

ce qui donne
dla+8)=a +38, a(a + B) = 3¢,
d2a+ B) =2’ + 353, a2a + B8) = 3q,
dBa+p8)=d + 8, a(Ba+B) = q,
d(Ba+28) =o' +24, q(
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Posons
Xo+p = Ad(wp)Xa Xoa+s = Ad(wa)Xa+4;
X3a+p = — Ad(wa )X, X3a+28 = Ad(wg)X3a+4;
X g = — Ad(wy,)X] B X 14280 = Ad(w%/) Ia+ﬂ/a
Xoiag = Ad(wy) XL, X135 = Ad(wy )X 35
Vérifions maintenant les conditions de 2.5.
(i) Onatap =eet t, 5 = e par 3.4.1 (i).
(ii) On a par construction
Ad(ws)Xa = Xais, Ad(wh )Xl = Xl i35 = Xiiaus):
Ad(wa)Xﬂ = —X3a+48; Ad(w ; )Xﬂ’ = *Xla'wf = *de(3a+5);
Ad(wg)Xz0+8 = Xza+28, Ad(ws ) Xsats) = Ad(wp) XG0
= Xor 4250 = Xy3a+28);
Ad(wa)Xa+ﬂ = Xoa+8, ( ) d(a+,6’) Ad(w’a/)X/a/_,’_gB/
= Xar 435 = Xi2a+5):
Par 3.4.1 (ii), on a de part et d’autre : 311
Ad(wa)X2a+s = —Xatp, Ad(wo ) XGoa+s) = Ad(wy ) Xsar 43

/ / .
= _Xa’+3,6” = _Xd(a+,(i’)7

Ad(wg)X3a+28 = —X3a+8; Ad(w,%’)xfima-i-%) = Ad(w%,)X;,_,’_Qﬂ,

I I
= _Xa’+ﬂ’ = _Xd(3a+ﬁ)'
(Les pointillés remplacent quatre vérifications du méme genre).

(iii) Les seules relations de commutation non triviales dans U et U’ sont par
3.4.1 (iii) (et compte tenu de 3 =0 sur S) :

Ps(Y) Pa(z) =

Pa(2) P8 (Y) Pats(@Y) P2a+5(3%Y) P3ats(@°Y) P3atas(@®y?),
Pa+8Y)Pa(T) = Pa(T)Pats (V) P2a+s(—TY),

p3a+5(y)p5(z) =Dps (x)p3a+5(y)p3a+26(*$y)$

Por () Pl (&) =

/ N o/ 2 12 N 13 N 7 13 /2

P (@) Do (V') Doy 5 (=Y Do 0 (=29 )0l 35 (= 2"y )P 3 (—2"7Y'7),
Porrpr (W) 2 (') = plar () Pl pr (V') Do 4250 (27Y),
Pevrras (Y ) () = Do (27) Doy 350 (Y') D2 1350 (&Y.

Nous avons & vérifier que le morphisme ¢ de U dans U’ défini par

2 (Pa () s (Y) Pa+s(t) P2a+s(U) P3ats(V) P3at2s (w))

= Pl (%) Pl (Y7) Pl s 33 (139) Do 4 350 (WP D) Dl 4 5 (0) Pl 050 (W)
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est un morphisme de groupes. Or on vérifie immédiatement que les trois dernieres
relations de commutation s’écrivent aussi

Pl (Y ply (2°9) =
P (2°0) Dl (") Plar 435 (£9)°) Dy 435 (2°9)* DDty 4 5 (@2 9) DDy 40 (2°9%)7),
P35 (0°) Do (279) = Pl (2°0) Pl 35 (%) Doy 35 (= (29)),
Porspr (Y1) D (29) = plar (27) Py () Pl 425 (—(2y) D)3

ce qui montre que ¢ est bien un morphisme de groupes et achéve la démonstration
de 4.1.7.

4.1.9. — Cas ot G et G’ sont de rang semi-simple > 2. Pour chaque racine o € A,
notons o = d(a) € A’ = d(A). Pour chaque (o, 8) € A x A, considérons les groupes
épinglés de rang semi-simple < 2, Zog et Z,, 5. Le morphisme de groupes M’ — M
sous-jacent a h définit un p-morphisme de données radicielles

haﬁ : %(Zaﬁ) — «%(Z;/ﬁ/)
En vertu des résultats précédents, il existe donc un morphisme de groupes épinglés
faﬁ . Zaﬁ — Z;/B/

tel que Z(fap) = hap. Prouvons que les fq3 vérifient la condition de recollement de
2.5; en effet fug|z, et faa sont deux morphismes de groupes épinglés

Zo — 7.,

correspondant au méme morphisme de données radicielles épinglées, et coincident
donc par le résultat d’unicité déja démontré. Par 2.5 il existe donc un morphisme de
groupes

f:G—G

prolongeant les fog. Celui-ci est évidemment un morphisme de groupes épinglés tel
que Z(f) = h, ce qui achéve la démonstration du théoréme 4.1.

5. Corollaires du théoréme fondamental

Le plus important est :

Corollaire 5.1. — Soient S un schéma non vide, G et G’ deux S-groupes épinglés, h
un isomorphisme de données radicielles épinglées

h:%(G) — Z(G).
1l existe un unique isomorphisme de S-groupes épinglés
f:G=5a
tel que Z(f) = h.



5. COROLLAIRES DU THEOREME FONDAMENTAL 207

Notons que 5.1 se déduit aussi de 3.5.1 (les relations de 3.5.1 peuvent s’écrire en
utilisant uniquement la donnée de Z(G)) ; notons aussi que 5.1 se déduit de la partie
la plus élémentaire de la démonstration de 4.1 (on n’a pas besoin de considérer les
« isogénies exceptionnelles » de 4.1.7 et 4.1.8).

Corollaire 5.2 (« Théoreme d’unicité » ). — Soient S un schéma, G et G’ deux S-
groupes déployables (Exp. XXII, 1.13). Si G et G’ sont de méme type (Exp. XXII,
2.6), ils sont isomorphes.

Corollaire 5.3. — Soient S un schéma, G et G’ deuz S-groupes déployables. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) G et G’ sont isomorphes.
(ii) G et G’ sont isomorphes localement pour la topologie (fpqc).
(ili) Il existe un s € S tel que les 5-groupes Gg et G% soient de méme type.

En effet, on a évidemment (i) = (ii) = (iii). D’autre part, (iii) entraine que Z(G) =
KH(Gs) = Z(Gy) = Z(G’), donc que G et G’ vérifient la condition de 5.2.

Corollaire 5.4 (« unicité des schémas de Chevalley » ). — Soient G et G’ deuzx groupes
réductifs sur 7. possédant des tores mazimauz déployés. *) Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G et G’ sont isomorphes.
(i) Il existe s € Spec(Z) tel que Gs et G, soient de méme type.
(ili) Gc et G sont de méme type.

En effet G et G’ sont déployables par Exp. XXII, 2.2.

Corollaire 5.5 (« Existence d’automorphismes extérieurs » )

Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé, h un automorphisme de la donnée
radicielle épinglée Z(G). Il existe un unique automorphisme u de G respectant son
épinglage et tel que #(u) = h.

Explicitons le corollaire précédent :

Corollaire 5.5.bis. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif déployé, Ry un sys-
teme de racines positives de G. Choisissons pour chaque racine simple o, un isomor-
phisme de groupes vectoriels py : Gq,s — Uq. Soit h un automorphisme de M per-
mutant les racines positives et les coracines correspondantes : si @ € Ry, h(a) € Ry
et hVY(a*) = h(a)*. Il existe un unique automorphisme u de G induisant Dg(h) sur T
et tel que u o pa = pp(a) pour toute racine simple o.

Corollaire 5.6. — Soient G et G’ deuzx S-groupes réductifs. Les conditions suivantes

sont équivalentes :

(*)En fait, on peut prouver que tout Z-tore est déployé. 13N.D.E. : cela résulte de ce que tout Z-tore
est isotrivial (Exp. X, 5.16) et de ce que tout revétement étale de Spec(Z) est trivial.
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(i) G et G’ sont isomorphes localement pour la topologie (fpqc).

(i bis) G et G’ sont isomorphes localement pour la topologie étale.
(i) Pour tout s € S, Gs et GL sont isomorphes.
(

iii) Les fonctions s — type de Gz et s — type de GL sont égales.

En effet (i bis) = (i) trivialement, (i) = (ii) par le principe de 'extension finie
(EGA 1V3, 9.1.4), (ii) = (iii) trivialement, reste & prouver (iii) = (i bis). Or on peut
supposer G et G’ déployables (Exp. XXII, 2.3), auquel cas I’assertion résulte de 5.3.

Corollaire 5.7. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, G' un S-groupe affine,
lisse et o fibres connezxes. Soit s € S tel que Gy et GL soient isomorphes ; il existe
alors un S — S étale et couvrant s tel que Ggr et G§, soient isomorphes.

En effet, par Exp. XIX 2.5 et Exp. XXII 2.1, on peut supposer G et G’ réductifs
déployables et on est ramené a 5.3.

Dans le cas ou S est le spectre d’un corps, on déduit de 5.6 et 5.7 :

Corollaire 5.8. — Soient k un corps et G et G’ deux k-groupes réductifs. Les conditions

suivantes sont équivalentes : (14

(i) G et G’ sont de méme type.
(i) G @k k et G’ @y k sont isomorphes.

(iii) 1l existe une extension séparable finie K de k telle que G @, K et G’ @1 K
soient isomorphes.

Corollaire 5.9. — Soient S un schéma non vide et Z une donnée radicielle. Les condi-

tions suivantes sont équivalentes : (19

(i) Il existe un S-groupe épinglé de type Z.
(i) Il existe un S-groupe de type Z.
(iii) I existe localement pour (fpqc) un S-groupe réductif de type %.

Il s’agit évidemment de prouver (iii) = (i). Pour simplifier la démonstration, suppo-
sons qu’il existe un morphisme fideélement plat quasi-compact S’ — S et un S’-groupe
réductif G’ de type Z. On peut supposer G’ déployable ; fixons un épinglage E’ de
G’ ; notons Z = Z(G',E). Les deux images réciproques de (G, E’) sur §” = S’ xg 5’
sont des groupes épinglés (GY,EY), (G§,E}); on a des isomorphismes canoniques
pi » Z(G! EY) = %, d’ott un isomorphisme

p=p; opr: R(G/E]) — Z(GY,EY).

(19)N.D.E. : Une autre démonstration de ce corollaire, n’utilisant pas la réduction au cas des groupes
de rang 2, a été donnée par M. Takeuchi ([Ta83], Th. 4.6), voir aussi [Ja87], IT 1.14.

(I5N.D.E. : Ce corollaire est rendu inutile par 'Exp. XXV, qui montre Pexistence d’un groupe
déployé de type Z sur Spec(Z), donc sur toute base S. (En fait, on trouve aprés XXV 1.3 un renvoi
au présent corollaire pour assurer que le Z-groupe réductif obtenu est déployé, mais cela résulte déja
de XXII 2.2, cf. la N.D.E. (3) de XXV).
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Par le théoreme d’unicité, il existe un unique isomorphisme

£ (GLEY) 5 (G
tel que Z(f) = p. On a donc sur G’ une donnée de recollement ; ¢’est une donnée de
descente.

En effet, il faut vérifier une condition de compatibilité entre les images réciproques
de f sur 8", mais il suffit de faire cette vérification sur les transformées de ces fleches
par le foncteur Z, car ce dernier est pleinement fidéle. Or p est bien une donnée
de descente, par construction, ce qui montre que f en est aussi une. Comme G’ est
affine, cette donnée de descente est effective ; comme 1’épinglage de G’ est stable par
la donnée de descente, on vérifie aisément qu'’il existe un S-groupe épinglé (G, E) qui
donne (G',E’) par extension de la base et qui est donc de type Z.

N. B. Naturellement, dans le langage des catégories fibrées, la démonstration pré-
cédente se simplifie (et se comprend).

Corollaire 5.10. — Soit S un schéma non vide. Soit Z une donnée radicielle épinglée
telle qu’il existe un S-groupe réductif de type Z. Alors il existe un S-groupe épinglé
de type %, unique a un isomorphisme unique pres.

Définition 5.11. — Sous les conditions précédentes, on notera EpS (%) l'unique S-
groupe épinglé de type Z, Ts(#) son tore maximal canonique, Bg(#) son sous-groupe
de Borel canonique, ...

Si on a un morphisme §' — S (S’ non vide), on peut identifier Epg (2) &
Epg(Z#) xg S, etc. En particulier, si Epgpec(z) (Z) existe (on verra que c’est toujours
le cas), on le note Ep(%) et on a

Eps(#) =Ep(#) xS
Spec(Z)

On dit que Ep(,@) est le schéma en groupes de Chevalley de type Z.

5.12. — 1l revient donc au méme de dire que le S-faisceau en groupes G est un S-
groupe réductif de type Z ou de dire qu’il est localement isomorphe (pour la topologie
étale ou (fpqc)) & Epg(Z). De méme, en vertu des théorémes de conjugaison, il revient
au méme de dire que (G, T) est un S-groupe réductif de type # muni d’un tore
maximal ou qu'il est localement isomorphe & (Epg(Z), Ts(%)); de méme avec sous-
groupes de Borel ou couples de Killing.

6. Systéemes de Chevalley

Les calculs explicites du numéro 3 ont des conséquences numériques importantes.
Posons d’abord la définition suivante :

Définition 6.1. — Soient S un schéma, (G, T, M, R) un S-groupe déployé. On appelle
systéme de Chevalley de G une famille (X, )aer d’éléments

Xo €T(S,9%)"
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vérifiant la condition suivante :
(SC) pour tout couple a, 3 € R, on a

Ad(wa(Xa))Xs = FXsa(8)-
On rappelle (Exp. XX, 3.1) que
wa(Xa) = exp(Xa) exp(~ X5 ") exp(Xa).
Remarquons que (SC) entraine en particulier X_, = +X, pour a € R, en vertu de

la relation (Exp. XX, 3.7) Ad(wa(Xa))Xe = =X 1

Proposition 6.2. — Tout groupe déployé possede un systéme de Chevalley. Plus préci-
sément, soit (A, (X],)aca) un épinglage (1.1) du groupe déployé (G, T,M,R) ; il existe
alors un systéme de Chevalley (Xo)acr de G tel que X, = X!, pour a € A.

Montrons d’abord qu’il suffit de vérifier la condition (SC) pour o € A ; pour tout
a € R, il existe une suite {o;} C A telle que o = sq, -+ - Sa,, (n+1), d’0l en appliquant
la condition (SC) pour chacun des «;,

Xa = :l: Ad (wal (Xal) e wan (XO‘TL))X
Par 3.1.1 (iii), on a
Wa, (Xay )+ Wa,, (Xan)wan+1 (Xan+1)wan (Xan)71 S Way (Xay )71 = o’ (F)wa(Xa)-

Q41

Maintenant, il suffit de remarquer que wq, (Xa,) ' = af (—1)wa,; (Xa,;) et que pour
tout couple de racines (8,7), on a B(v*(—1)) = (=1)0"#) = £1, ce qui entraine que
si (SC) est vérifié pour les couples (,7y) (v € R), il 'est pour tout couple (a, B),
(B €R).

Construisons maintenant un systéme (X, )acr de la maniére suivante. Pour tout
a € R, choisissons une suite {a;} C A comme ci-dessus et définissons X,, par

Xa = Ad (wai (Xal) s Way, (Xan))X/

Q41"

Pour vérifier (SC), il suffit de prouver :

Lemme 6.3. — Soit (G, T,M,R, A, (Xa)aca) un S-groupe épinglé ; soit a; (0 < i <
n+ 1) une suite de racines simples telle que

int(sq, - Sa, ) (@nt1) = ap.
Alors

Ad(wg, «* Wa,, )X =+X4,-

Q41

Raisonnant comme dans 2.3.4 & I'aide du lemme de Tits (Exp. XXI 5.6), on est
ramené a vérifier le lemme 6.3 dans les deux cas suivants :

a) G est de rang semi-simple au plus 2 ou b) wq, - Wy, est une section de T.
Dans le cas a), remarquons que 6.3 est une conséquence de 6.2 et que 6.2 a été vérifié
dans la partie (i) de 3.1.2 (resp. 3.2.1, resp. 3.3.1, resp. 3.4.1).

Reste donc & prouver 6.3 dans le cas b), ou, ce qui revient au méme, que si {a;}
est une suite de racines simples telle que o, - - - So,, = id, alors t = wq, - - - Wy, vérifie
a(t) = £1 pour toute racine a@ € R. En vertu de la structure du groupe de Weyl
(Exp. XXI, 5.1), le mot sq, « - 84, du groupe libre engendré par les s,, @ € A est
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dans le sous-groupe invariant engendré par les (so$5)"#, (o, 8) € Ax A. On est donc
ramené au cas oll Sq, - - - Sq, est de la forme

Nes 1 o
Sal .o Sai (Sai+1sai+2) i+1 X2 Sozi .- 8

[
Alors on a

t=Sa; """ Sa; (tai+1ai+2>’
et on est ramené a vérifier que pour tout couple de racines simples (a1, a2) et toute
racine 5 € R, on a f(ta,a,) = £1, ce qui est trivial, vu les valeurs de t4,q, calculées

au n°3 (partie (i) de 3.1.2, 3.2.1, 3.3.1, 3.4.1).

Proposition 6.4. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, (Xo)acr un systéme de
Chevalley de G. Soient « et f deux racines non proportionnelles ; supposons

long(a) <long(B), e [(6 )| <|(a", )l
Soient q et p— 1 les entiers > 0 tels que l’ensemble des racines de la forme 8 + ka,
k €7, soit
{B—p@—-Day...,5,...,0+ qa}.

(cf. Exp. XXI, 2.3.5 ; d’apreés loc. cit., on a donc —(a*, 8) = q—p+1). Alors la relation
de commutation entre U, et Ug est donnée par le tableau suivant (qui épuise les cas
possibles, car la longueur de la chaine de racines précédentes est p+q —1 < 3), ot
on note pour chaque v € R, p,(z) = exp(zX,) :

(r,9)  pp(Y) pa(®) Ps(—y) Pa(—2)

=€

Démonstration. En vertu de Exp. XXI, 3.5.4, il existe un systéme de racines simples
A de R vérifiant : o € A et il existe o € A et a,b € QL tels que 8 = aa + bo/.
Considérons I'épinglage (A, (X4 )aca) de G. La relation de commutation & vérifier est
une relation entre éléments de U, ; on est donc ramené aux calculs explicites du
n°3, et on conclut aussitot par la condition (SC).

Corollaire 6.5 (Regle de Chevalley). — Soient S un schéma, (Xo)acr un systéme de
Chevalley du S-groupe déployé G. Si o, B, a+ 8 € R, alors

[Xou XB] =+p on-l—,(i’a
ou p est le plus petit entier > 0 tel que B — pa ne soit pas racine.

En effet, comme ’assertion est symétrique en « et 3, on peut supposer long(a) <
long(B), et on est ramené & 6.4.
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Corollaire 6.6. — Soient S un schéma tel que 6 - 1g # 0 et (G, T,M,R) un S-groupe
déployé. Si R/ est une partie de R telle que

(%) o =to [] ¢*

acR/

soit une sous-algébre de Lie de g, alors R’ est une partie close de R (Exp. XXI, 3.1.4).

(16) En effet, soit (Xy)yer+ un systeme de Chevalley de g et soient o, 5 € R’ tels
que a + 8 € R. D’apres 6.5 et 6.4, on a

[Xa, Xg] = £pXats, avec p€{1,2,3}

et comme ni 2 ni 3 ne sont nuls sur S ceci entraine, d’apres (), que gr contient go+4,
et donc a4+ 8 € R’. (17)

6.7. — 1l est possible de préciser la valeur exacte des divers + de ce numéro, grace a
létude du groupe Norm (T) et plus précisément, du « groupe de Weyl étendu » :

W*=N(Z), ou N= Normépy(%)(TZ(%))

(cf. 5.11) qui est une extension de W(Z) par un groupe abélien de type (2,2,...,2),
qui est « responsable des signes » (*) (18),

Remarque 6.7.1. — (**) Noter que, d’apres le point (i) de 3.1.2 et 3.n.1 (n = 2,3,4),
les éléments w,, et wg de N(Z) vérifient les « relations de tresses » :

WaWp -+ = WaWe - - (nap facteurs dans chaque terme).

(voir aussi [Ti66], [BLie], §IX.4, Ex. 12, et [Sp98], 9.3.2).

(*)cf. J. Tits : Sur les constantes de structure et le théoréme d’existence des algébres de Lie semi-
simples, Publ. Math. LH.E.S. 31 (1966), 21-58.

(16)N.D.E. : On a ajouté la démonstration qui suit. Notons qu’il suffit que 2 et 3 soient non nuls sur
S; par exemple le résultat est valable pour S = Spec(Z/6Z).

(I)N.D.E. : D’autre part, signalons que si 2 = 0 sur S et si R est de type Cp, alors 'ensemble R/
des racines courtes (qui est un systéme de racines de type Dy ) n’est pas clos dans R, mais est une
partie de type (R) de R, symétrique (cf. XXII 5.4.2 et 5.4.10), i.e. il lui correspond un sous-groupe
Hpg/ de type (R) de G a fibres réductives : ceci est en particulier le cas pour le plongement naturel
(en caractéristique 2) de SO(2n) dans Sp(2n). De méme, si 2 = 0 sur S et R est de type F4 (resp. si
3 =0sur S et R est de type G2), 'ensemble R’ des racines courtes (qui est un systéme de racines
de type D4 (resp. A2)) n’est pas clos dans R, mais correspond & un sous-groupe Hg: de type (R) de
G, a fibres réductives.

(18)N.D.E. : voir aussi [Ti66].

(19N.D.E.: On a ajouté cette remarque.
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