EXPOSE III

EXTENSIONS INFINITESIMALES
par M. DEMAZURE

(0) Dans cet exposé, on se place dans la situation générale suivante. On a un schéma
S et un idéal cohérent nilpotent Z sur S. On désigne par S,, le sous-schéma fermé de
S défini par I'idéal Z** (n > 0). En particulier Sy est défini par Z. Comme Z est
nilpotent, S,, est égal a S pour n assez grand et les S; ont méme espace topologique
sous-jacent. Un exemple typique de cette situation est le suivant : S est le spectre d’'un
anneau artinien local A, 7 est 'idéal défini par le radical de A, donc Sy est le spectre
du corps résiduel de A.

Dans la situation précédente, on se donne un certain nombre de données au-dessus
de Sy et on cherche au-dessus de S des données qui les relevent, c’est-a-dire qui les
redonnent par changement de base de S a Sg. Ceci se fait de proche en proche, par 'in-
termédiaire des S,,. A chaque pas, on se propose de définir les obstructions rencontrées
et de classifier, lorsqu’elles existent, les solutions obtenues.

Le passage de S,, & S,,+1 peut se généraliser ainsi : on a un schéma S, deux idéaux
Tet JavecZ D J,etZ-J =0 (dans le cas précédent S, Z et J sont respectivement
Sn+1, Z/Z™2, It /I7F2) On note Sp (resp. S) le sous-schéma fermé de S défini
par Z (resp. J) et on se pose un probleme d’extension de S a S.

Dans SGA 1 III ont été traités les problemes d’extension de morphismes de sché-
mas et d’extension de schémas. Nous nous poserons ici les problémes d’extension de
morphismes de groupes, d’extension de structures de groupes et d’extension de sous-
groupes.

Nous avons rassemblé dans un n°0 les résultats de SGA 1 IIT qui nous seront utiles,
pour les mettre sous la forme la plus pratique pour notre propos, et pour éviter au lec-
teur d’avoir & se reporter constamment & SGA 1 ITI. (V) Le n°1 rassemble des calculs de
cohomologie des groupes utiles par la suite et qui n’ont rien & voir avec la théorie des
schémas. Les numéros 2 et 3 traitent respectivement de 1’extension des morphismes de

(ON.D.E. : Version du 14/10/2024
(UN.D.E. : Le lecteur pourra préférer commencer par la lecture de la section 1, plus facile, qui peut
servir de motivation et de guide pour les résultats obtenus dans la section 0.
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groupes et de I'extension des structures de groupes. Dans le n°4, nous avons rappelé
rapidement la démonstration d’un résultat énoncé dans TDTE IV concernant l'ex-
tension des sous-schémas et appliqué ce résultat au probleme d’extension des sous-
groupes. Pour la suite du Séminaire, seul le résultat du n°2, concernant l’extension
des morphismes de groupes, sera indispensable. (?)

L’idée de ramener les problemes d’extensions infinitésimales aux calculs habituels
de cohomologie dans les extensions de groupes a été suggérée par J. Giraud lors de
Pexposé oral (dont les calculs étaient nettement plus compliqués et moins transpa-
rents). Malheureusement, il semble que cette méthode ne s’applique bien qu’aux deux
premiers problemes étudiés, et nous n’avons pu échapper a des calculs assez pénibles
dans le cas des extensions de sous-groupes.

Pour simplifier le langage, nous appellerons Y-foncteur, resp. Y-schéma, etc., un
foncteur, resp. schéma, etc., muni d’un morphisme dans le foncteur Y, étendant ainsi
les définitions de I'exposé I (qui ne concernaient que le cas d’un Y représentable).

0. Rappels de SGA 1 III et remarques diverses

Enon(;ons d’abord une définition générale.

Définition 0.1. — Soient ¥ une catégorie, X un objet de %?, G un ‘g—groupe opérant
sur X. On dit que X est formellement principal homogéne ) sous G si les conditions
équivalentes suivantes sont satisfaites :

(i) pour chaque objet S de ¥, ’ensemble X(S) est vide ou principal homogene sous
G(S);

(ii) le morphisme de foncteurs G x X — X x X défini ensemblistement par (g, z) —
(g, ) est un isomorphisme.

Ceci fait, nous allons mettre les résultats de SGA 1 III §5 () sous la forme qui
nous sera la plus utile. Nous emploierons les notations générales suivantes dans tout
ce numéro. On a un schéma S et sur S deux idéaux quasi-cohérents Z et J tels que

I>J e IT-J=0.

On aura donc en particulier 72 = 0. On notera Sy (resp. S 7) le sous-schéma fermé de S
défini par 'idéal Z (resp. J). Pour tout S-foncteur X, on désignera systématiquement
par Xg et X7 les foncteurs obtenus par changement de base de S a Sp et S 7. Mémes
notations pour un morphisme.

(2IN.D.E. : Toutefois, 3.10 est utilisé dans XXIV, 1.13. D’autre part, 4.37 est utilisé dans la preuve
de IX, 3.2 bis et 3.6 bis, mais ceux-ci se déduisent aussi de résultats de 'Exp. X, n’utilisant pas 4.37.
(3IN.D.E. : On dit aussi « pseudo-torseur », cf. EGA IV, 16.5.15. D’autre part, la notion plus générale
d’objet formellement homogéne (pas nécessairement principal homogene), est définie dans ’'Exp. IV,
6.7.1.

(O)N.D.E. : Voir aussi EGA V4, 16.5.14-18.
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Définition 0.1.1. — ®) Soit X un S-foncteur. Définissons un foncteur Xt au-dessus de
S par la formule :
Homs(Y,X") = Homs , (Y7, X7) = Homs(Y 7, X)

pour un S-schéma variable Y. Dans les notations de Exp. II, 1, on a

Xt~ ] Xs.

Ss/S

Le morphisme identique de X 7 définit par construction un S-morphisme :

px : X — X7,
(6) Explicitement, pour tout S-schéma Y, ’application

px(Y): Homs(Y,X) — Homg(Y,X") = Homg(Y 7, X)

est I’application induite par le morphisme Y7 — Y.
Remarque 0.1.2. — Remarquons maintenant que si X est un S-foncteur en groupes,
X7 est un Sg-foncteur en groupes; alors la formule de définition de XT le munit

d’une structure de S-foncteur en groupes, et la description de px ci-dessus montre que
px : X — XT est un morphisme de S-foncteurs en groupes.

Remarque 0.1.3. — D’autre part, pour tout S-foncteur en groupes Y, on a :
Homg_ g, (Y, Xt) = Homsg ;¢ (Y7, X 7).

En effet, soit f € Homg(Y,X™), correspondant & f7 € Homg, (Y7, X7); la condition
pour que f € Homg,, (Y,XT) est que, pour tout T — S et y,y' € Y(T), on ait
f-y')=f) fy), et ceci équivaut a

fayg) - fa7) = f7((y-¥)a);
comme (y-y')7 = y7 -¥'7 (puisque Y(T) = Y(Ts) = Y7(T7) est un morphisme de
groupes), ceci est la condition pour que f7 soit un morphisme de groupes. Appliquant
ceci & Y = X, on retrouve que px, qui correspond a idx_, est un morphisme de S-
foncteurs en groupes.

Revenons maintenant au cas général, mais supposons que X soit un S-schéma. Un S-
morphisme d'un S-schéma variable Y dans X+ étant par définition un S_7-morphisme
g7 de Y7 dans X 7, on va définir un X*-foncteur en groupes abéliens Lx comme suit.

Scholie 0.1.4. — (7) Si 7 : Y — S est un morphisme de schémas et .# un @s-module,
on note .# Qg Oy 'image inverse 7*(.#). Si J est un idéal de Og, on note J Oy
I'idéal de Oy, image du morphisme

m™(J) =T Qs Oy — Oy .

()N.D.E. : On a ajouté la numérotation 0.1.1, ..., 0.1.13 pour mettre en évidence les définitions et
résultats qui s’y trouvent.

(O)N.D.E.: On a ajouté la phrase suivante, et détaillé les deux remarques qui suivent.

(N.D.E.: On a ajouté ce scholie.
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Notons que, pour tout morphisme de S-schémas f : Z — Y, on a un épimorphisme
de Oz-modules :

(0.1.4) [(TJOy) — T0Oz,
comme il résulte du diagramme commutatif ci-dessous :
j®ﬁs ﬁY ®ﬁY ﬁZ :j®ﬁs ﬁz

| l

[H(TOv)=(TOv)®ey O JOy.

Définition 0.1.5. — ) Soit X un S-schéma. Pour tout X*-schéma Y, donné par un
morphisme g7 : Ys — X7, on pose :

Homy+ (Y, Lx) = Homegy (95(2x,/s,): T Ox),

ou Q%(U /So désigne le module des différentielles relatives de Xg par rapport a Sy
(cf. SGA 1, I.1 ou EGA 1IVy, 16.3), et ou on regarde J Oy comme un Oy,-module
grace au fait qu’il est annulé par Z.

Alors, Lx est un X*t-foncteur en groupes abéliens. (¥ En effet, pour tout X*-
morphisme f : Z — Y, le foncteur f§ et le morphisme f§(JOy) — JOz de (0.1.4)
induisent un morphisme naturel de groupes abéliens Lx (f) :

Homay, (95(2x,s,), T Ox) — Homay, (f595(Qx,s,): Jo (T Ov))
— Homﬁzo (fO*gS (Q%(O/So)v JOz).

Enfin, remarquons que Lx(f) se décrit de maniére locale simplement comme suit.
Notons d’abord que Y et Y7 ont méme espace topologique sous-jacent, et il en est
de méme de V et V7, si V est un ouvert de Y. Soient alors U = Spec(A) un ouvert
affine de X au-dessus d’un ouvert affine Spec(A) de S, V = Spec(B) un ouvert affine
de Y tel que g7 (V) C U, et W = Spec(C) un ouvert affine de f~1(V). Soient J et
I les idéaux de A correspondant & J et Z. Alors f (resp. g7) induit un morphisme
de A-algebres 6 : B — C (resp. ¢ : A — B/JB), et on a évidemment 0(JB) C JC.
D’autre part, m € Homey, (95(9 /g, J Oy) induit un élément D de

1 1 7
Homg,, (95 (QU/S), JOy) = HomB/IB(QA/A ®a B/IB,JB) = Dérp (A, JB),
et 'image de Lx(f)(m) dans
1 1 ,
Homey,, (596 (2 s), T 0z) = Home 1c(Q24 /4 ®a C/IC, JC) = Déry (A, JC)

n’est autre que 6 o D.

(8)N.D.E. : L’introduction du foncteur Lx conduit & une extension « fonctorielle en Y » (et en X) de
SGA 1, III, Prop. 5.1; voir plus bas 0.1.8 et 0.1.9, ainsi que 0.1.10 et 0.2. De plus, lorsque X est un
S-foncteur en groupes, Lx donne naissance, sous certaines hypotheéses, & un S-foncteur en groupes
LY et a une suite exacte 1 — Ly — X — X+ (cf. 0.4, 0.9 et 0.11), qui jouent un réle essentiel dans

cet exposé (cf. Théoreémes 2.1, 3.5 et 4.21).
(ON.D.E. : On a ajouté ce qui suit.



0. RAPPELS DE SGA 1 IIT ET REMARQUES DIVERSES 105

Remarque 0.1.6. — (19 Soit f : X — W un S-morphisme. Il induit un S-morphisme
fr Xt — W7t défini comme suit : si g est un élément de Homg(Y,XT), cor-
respondant & un S-morphisme g7 : Y7 — X, alors fT(g) est I'élément f o g7 de
Homg (Y, WT). 1l est clair que le diagramme suivant est commutatif :

X T . w
:Dxl lpw
f+
X+ wt

Rappels 0.1.7. — (V) Dans ce paragraphe, étant donné un S-schéma X, on « rappelle »
certaines propriétés fonctorielles du module des différentielles Q; /s €t du premier

voisinage infinitésimal de la diagonale, Ag(l/)s, propriétés qui découlent facilement de
EGA 1V, §§16.1-16.4, mais qui n’y figurent pas explicitement.

a) Commengons par rappeler les faits suivants (cf. EGA 11, §§1.2-1.5). Soient g :
Y — X un morphisme de schémas, 7 : X’ — X un X-schéma affine, & la Ox-algebre
quasi-cohérente 7, (Ox/); alors le Y-schéma Y xx X' est affine et correspond a la
Oy-algebre quasi-cohérente g*(%), et 'on a un diagramme commutatif de bijections :

Homx (Y, X') ————— Homy (Y, Y xx X')

zl z

Hom gy alg. (%, 9+(OY)) — Homg, a5 (9% (%), Oy).

De plus, ces bijections sont fonctorielles en le couple (X,X’), c.-a-d., si W est un
W-schéma affine, correspondant a la Ow-algebre quasi-cohérente 7, si 'on a un
diagramme commutatif de morphismes de schémas :

X! LW

;T
9 ,
7 f

y—2Lox—Ltow

et si 'on note ¢ : & — f.(B) et ¢ . f*(F) — B (resp. 0 : B — g.(Oy) et
0 : g*(B) — Oy) les morphismes d’algebres associés & f’ (resp. & un X-morphisme
variable ¢’ : Y — X’), alors on a le diagramme commutatif suivant (ot Y est vu

(1ON.D.E. : On a détaillé cette remarque.
(ADN.D.E. : On a ajouté ce paragraphe (voir aussi [DG70], § 1.4, n° 1-2).
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comme W-schéma via fog) :

g'—f'og’

Homy (Y, X') ——"> Homy (Y, W’)

l Homﬁw-alg. (‘Q{a f*g*(ﬁY))
L meme
O—0op?
Homg, a1, (%, g+ (O )) - Hom py-atg. (* (), 9. (Oy))
i i
6% 0% og* (¢%)
Hom gy g (97 (2), Oy ) - Hom gy -aig. (9° (), Oy ).

b) Soit maintenant X un S-schéma. Soient Q3 /S le module des différentielles de X

sur S, et Ag(l/)s le premier voisinage infinitésimal de I'immersion diagonale dx : X —
X xg X; c’est un sous-schéma de X xg X, dont la diagonale Ax /g est un sous-schéma
fermé. On note pry (i = 1,2) les deux projections X xg X, et mx la restriction de pri
a AL

D’une part, tout morphisme f : X — W de S-schémas induit un S-morphisme

AWM f . A;l/)s — A&,)/S tel que le diagramme suivant soit commutatif :

X X AL X xg X —2X o %
f[ \LA(l)f jfxf ‘f
W AD L Wwg W

W/S
D’autre part, Ag/)s est, via la projection 7y, un X-schéma affine, spectre de la
Ox-algebre quasi-cohérente augmentée
Pyis=Ox ® Qx5
ou Oy /s est un idéal de carré nul; 'augmentation est le morphisme de Ox-algebres
ex @)1(/8 — Ox qui s’annule sur Q%{/s et qui correspond & l'immersion fermée

Ox 1 X — Ag(l/)s. Alors, tout morphisme de S-schémas f : X — W induit un morphisme
de Ox-algebres augmentées

F (P ys) = Ox ® [*(yys) — Pxys = Ox © Ox s
c.-a~d., de fagon équivalente, un morphisme de &x-modules
Ix/wys f*(Q\lzv/s) - Q%{/s,
cf. EGA 1V, (16.4.3.6) (et (16.4.18.2) pour la notation fx w/s)-
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Comme 7x : A( X/s X est affine alors, d’apres a), A AW f est entiérement déterminé
par fx,w/s et, pour tout X-schéma g : Y — X, 'ensemble

Homx (Y, A{)) ~ Homg, g (O ® g" (2 s), O )

s’identifie a un sous-ensemble de Homg, (g* (0 /s) Oy), & savoir le sous-ensemble

Homig, (9" (2% s), O%)
formé des Oy-morphimes 1) : g*(Q%(/S) — Oy tels que Im(v) soit un idéal de Oy de

carré nul. (12)
Par conséquent, appliquant a) au diagramme :

1 AV
AX/s ~ Bw/s

g 7
Ve
s f

g

Y X W

et tenant compte du fait que A f est la restriction & AX/S de f x f, on obtient le

diagramme commutatif suivant, fonctoriel en le X-schéma Y > X :

(9,9")—(fog,fog’)

Homy (Y, X xg X) Homw (Y, AL )

W/S
bt 1 g’ (AW fog’
(0.1.7 (%)) Homx (Y, AY)g) Homy (Y, Al )
1/J'—”/J().(]*(fx/w/s) l
g *
Hom{, (g*(2} 5), Oy) — " Hom, (g* f*(Qhy 5), O).
Remarque 0.1.7.1. — Terminons ce paragraphe avec la remarque suivante, qui sera

utile plus loin (cf. 0.1. 10) Si on note L)D( le X-foncteur qui a tout X-schéma g: Y — X
associe Hom%Y (9" (% /S) Oy), et L? : LY — LY, le morphisme de foncteurs défini

plus haut (qui & tout ¢ € LY(Y) associe 9 o g*(fx,wys)), ce qui précede montre que
I’on a un diagramme commutatif de foncteurs :

X xx L =<— Al =X xg X

X/S
fo?L lA(l)f ‘(fo
Wxw LE <5— Al W xs W,

W/S

(12)N.D.E. : Dans la démonstration de SGA 1, III 5.1, il faut corriger en conséquence la phrase « Or
les homomorphismes d’algebres «f — Oy correspondent ... » (la suite de loc. cit. étant inchangée).
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Théoréme 0.1.8. — (SGA 1, III 5.1) %) Soient Y,X deux S-schémas, J un idéal
quasi-cohérent de Oy de carré nul, Yz le sous-schéma fermé de Y défini par J, et
g3 : Y3 — X un S-morphisme.

a) L’ensemble P(gy) des S-morphismes g : Y — X qui prolongent gz est soit vide,
soit principal homogéne sous le groupe abélien

Homey , (93(2%)s). 3)-

b) Sii: Yo — Yy est lVimmersion fermée définie par un idéal quasi-cohérent J D J
tel que 33 =0, et si go = gz o4, le groupe abélien précédent est isomorphe a

Homﬁyo (g>0k (Q%(/S)v J)-

Démonstration. (b) se déduit aussitot de (a). En effet, J, étant annulé par J, peut
étre considéré comme un Oy,-module, d’ou, par adjonction :

Homgy  (95(Qx/s),3) = Homey, (i 95(Qx/s), J)-

Pour démontrer (a), on peut supposer P(g3) # &, i.e. qu'il existe un S-morphisme
g : Y — X prolongeant gz. Notons j 'immersion Yy < Y. Alors, P(g3) est ’ensemble
des S-morphismes g’ : Y — X tels que ¢’ 0 j = g3. La donnée d’un tel ¢’ équivaut a la
donnée d'un S-morphisme
h:Y — X xgX
tel que pr; oh = g et hy = do gy, ou hy = hoj et § est 'immersion diagonale
X s X xg X :

hy=bog;
X xgX=——"—Yj5

A .
T
pr ~ j
~

X—2 v,

Comme hjy se factorise par 0 et que Y est dans le premier voisinage infinitésimal
de I'immersion j : Y3 — Y (puisque J2 = 0), alors, par fonctorialité (cf. EGA IVy,

16.2.2 (i)), les h cherchés se factorisent, de fagon unique, par A;l/)s (cf. 0.1.7). Posons

— A
Y = Ax/s

1
xXx Y et %:Yl XyY;;:Ag(/)S xx Yg.
Alors les h cherchés sont en bijection avec les sections u de Y/ — Y qui prolongent
la section uy = (0 o g3,id) de Y5 — Y. D’autre part, Y’ (resp. Y3) est un schéma

affine sur Y (resp. Yz), correspondant a l'algebre quasi-cohérente
o = Oy @g*(Q%(/S), resp. 5 =9 Qpy Oy, = Oy, @g‘fi(Q%(/S).
Notonse : & — Oy 'augmentation canonique de &7 (i.e. le morphisme de Oy-algébres

&/ — Oy qui s’annule sur 9*(Q%</s))’ et définissons de méme €3 : @5 — Oy, . Alors,

F(Y//Y) ~ Homﬁy_alg_ (Qf, ﬁy) y F(Y%/Y:}) ~ HOIIlﬁYJ -alg. (%, ﬁYJ>

(I13)N.D.E. : On a repris ici 'énoncé et la démonstration de SGA 1, III 5.1, dont on a besoin pour
démontrer la proposition 0.2 plus loin (voir déja le corollaire 0.1.9 qui suit). D’autre part, J (resp. J)
est une autre calligraphie de la lettre J (resp. I) ; revenant aux notations antérieures (J C Z idéaux
de O tels que Z.J = 0), on appliquera ceci & J = J Oy (resp. 3 =Z0y).
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et, via ces isomorphismes, la section u = (§og,id) (resp. ug) correspond & ¢ (resp. €3).
Par conséquent, P(g3) est en bijection avec I'ensemble des morphismes d’algebres
o/ — Oy qui se réduisent selon €3, et via cette bijection, g correspond a €.

Posons A = g*(Q%(/S). Alors Homg,-a1s. (97, Oy) s’identifie & Pensemble des Oy-
morphismes ¢ : 4 — Oy tels que Im(v)) soit un idéal de carré nul, et 'on s’intéresse
a ceux qui induisent le morphisme nul .# — Oy, = Oy/J, i.e. qui appliquent .#
dans J. Réciproquement, comme J2 = 0, tout Oy-morphisme ¢ : .# — J provient
d’un (unique) morphisme d’algébres & — Oy, se réduisant selon 3. Enfin, on a
Home, (9% (R /s),J) = Home, (95(Q /5),J) puisque J> = 0 (cf. la démonstration
de (b) déja vue). On obtient donc une bijection

P(g;) ~ Homey (95(Q%/s),J)
par laquelle g correspond au morphisme nul.

Pour tout m € Homg, (gg(ﬂ%qs),f}), notons m - g 'élément de P(gz) associé a g
et m par la bijection précédente. On a déja vu que 0 - g = g; il reste a voir que

(0.1.8 (x)) m' - (m-g)=(m+m)-g.

Ceci se vérifie localement. (14) En effet, les deux morphismes Y — X précédents
induisent la méme application continue que g entre les espaces topologiques sous-
jacents; il suffit donc de vérifier que pour tout ouvert affine U = Spec(A) de X
au-dessus d’un ouvert affine Spec(A) de S, et tout ouvert affine V. = Spec(B) de
g1 (U), ils induisent le méme morphisme de A-algebres A — B.

Soit J =T'(V,J) et soient ¢, 1) et n les morphismes A — B induits par g, m - g et
m’ - (m - g) respectivement ; ils coincident modulo J. On peut écrire de fagon unique
Y =¢+D (resp. n =1+ D’), o D (resp. D) est un élément de

Déry (A, J) = {6 € Homa(A, J) | §(ab) = ¢(a)d(b) + &(b)d(a)}
(resp. Déry (A, J)). Mais Déry (A, J) = Déry (A, J) puisque J* = 0, et tous deux s’iden-
tifient a
Homg 5 ()4 ®a B/J.J),

et via cette identification D correspond & m et D’ & m/. Alors, n = ¢ + D + D’ et
D + D’ correspond & m + m/, d’ott I’égalité (x).

Corollaire 0.1.9. — (1% Soit X un S-schéma ; reprenons les notations de 0.1.5. Alors X
est muni d’une opération (o gauche) du X -groupe abélien Lx, qui fait de X un objet
formellement principal homogene sous Lx au-dessus de XT, i.e. on a un isomorphisme
de X+t -foncteurs :
Ly x X 5 X x X
X+ X+

(défini ensemblistement par (m,z) — (x,m - x)).
(14)N.D.E. : Ce qui précede est repris presque mot-a-mot de SGA 1, III 5.1; on a détaillé ce qui suit.

(I5N.D.E. : On a ajouté ce corollaire de SGA 1, III 5.1, qui démontre le point (i) de la proposition
0.2 plus loin.
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Démonstration. Soit ig 'immersion Xy — X. Notons d’abord que, comme Xy =
X xS0, on a (R 5) = Qx /g, (cf. EGA IV, 16.4.5).

Soit Y un X*-schéma, donné par un S-morphisme g7 : Y7 — X, et soit gg : Yo —
Xo le morphisme obtenu par changement de base. D’apreés 0.1.8, si Homy+ (Y, X) est
non vide, c’est un ensemble principal homogene sous le groupe

Homay, (9516(2x /), 7 O%)

lequel s’identifie & Homgy, (gS(Q%(U/SO), 7 0y) =Lx(Y). On a donc une bijection
Lx(Y) x Homx+ (Y, X) —— Homyx+ (Y, X xx+ X)

donnée par (m,g) — (g, m - g). Montrons que ceci est « fonctoriel en Y ».
Soit f : Z — Y un morphisme de S-schémas. Il s’agit de montrer que le diagramme
ci-dessous est commutatif :

Lx(Y) x Homy+ (Y, X) —— Homyx+ (Y, X xx+ X)
Lx(f)Xfl lfxf
Lx(Z) x Homy+ (Z, X) —— Homyx+ (Z, X xx+ X).

Si Homyx+(Y,X) = @, il n’y a rien & montrer. Il suffit donc de voir que, pour tout
S-morphisme g : Y — X prolongeant g7 et tout m € Lx(Y), on a :

(0.1.9()) (m-g)o f=1Lx(f)(m)- (g0 f).

Ces deux S-morphismes Z — X coincident sur Zs avec gy o f7; en particulier, ils
induisent la méme application continue que g o f entre les espaces topologiques sous-
jacents. Par conséquent, il suffit de voir que, si z € Z, y = f(z), x = g(y), et si A, B, C
désignent respectivement les anneaux locaux Ox 5, Oy 4, Oz ., alors les morphismes
A — C induits par (m - g) o f et Lx(f)(m) - (g o f) coincident. Notons s I'image
de z dans S, A = Og,, J et I les idéaux de A correspondants a J et Z, et soient
¢, : A — Bet 6:B — C les morphismes de A-algébres induits par g, m - g et f.
Alors, m induit un élément D de

Homg 15(24 /4 ®a B/IB,JB) = Dérs (A, JB)

et 'onay =¢+D; donc (m-g)o f correspond & o) =fo¢p+60oD. Or, on avu
en 0.1.5 que § o D est I'image de Lx(f)(m) dans

HomC/IC(Q}x/A ®a C/1C,JC) = Déry (A, JC);

par conséquent, 6 o ¢ + 6 o D est 'image de Lx(f)(m) - (g o f). Ceci prouve ’égalité

(0.1.9 (x)).

Corollaire 0.1.10. — (16) a) Lx dépend fonctoriellement de X : pour tout S-morphisme
f: X = W, il existe un S-morphisme Ly : Lx — Lw qui est un morphisme de groupes

(16)N.D.E. : On a détaillé la « fonctorialité en X » de Lx, en particulier le point b) ci-dessous.
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abéliens « au-dessus de ft », c.-d-d., le diagramme

Ly
Lx ————Lw

Lo

X+ -~ W+
est commutatif et, pour tout Y — X7,
L;(Y): Homx+(Y,Lx) — Homw+(Y,Lw)
(o0 Y est au-dessus de WT wvia fT) est un morphisme de groupes abéliens.

b) De plus, le diagramme suivant est commutatif :

LX Xx+X XXX+X
Lfol lef
LW Xw+W = WXW+W

Démonstration. a) Ly est induit par le morphisme de Ox,-modules fx, w,/s, :
£ (g s,) = Doy, (cf 0.1.7 b)) : pour tout X*-schéma Y, donné par un S-
morphisme g7 : Y7 — X, on a un diagramme commutatif, fonctoriel en Y :

Ly (Y)

Homﬁyo (98 (Q%(o/SO)’ jﬁY) Homﬁyo (ggfék (Q\lNO/SO)a jﬁY)

l l

{97} {f7097}
ott Ly(Y) est 'application ¥ +— ¢ o g5(fx,/wo/s,)s qui est bien un morphisme de

groupes abéliens. an

Démontrons (b). Soit Y un X*-schéma; si Homx+(Y,X) = @ il n’y a rien a
montrer. Soit donc g € Homy+(Y,X); il faut voir que pour tout m € Lx(Y), on
a:

(0.1.10(x)) fo(m-g)=Lg(Y)(m)-(fog)
Or, g étant fixé, Homx (Y, X xx+ X) est un sous-ensemble de Homx (Y, A;l/)s) et
Lx(Y) = Homey, (95(2x,s,): J Ox) = Homey (g% (Qx /s), T Oy)

un sous-ensemble de LY (Y) (cf. 0.1.7), enfin L;(Y) est la restriction & Lx(Y) de I'ap-
plication L'%' (Y). De plus, la bijection

Lx(Y) = Homx (Y, X xx+ X), m— (g,m-g)

est (Uinverse de) la restriction & Lx(Y) € LY(Y) de la bijection Homx (Y, Agg/)s) —

{g} x LE(Y) considérée dans 0.1.7.1. Par conséquent, I’égalité (0.1.10 (%)) résulte de

(I)N.D.E. : On notera que Ly ne dépend que de fy : Xo — Wo.
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(0.1.7 (%)) ; en effet, si 'on note ¢’ le X-morphisme Y — Ag(l/)s défini par (g, m - g),
alors 1’élément de Ly (Y) correspondant & (f o g, fog’) est L?(Y)(m) =L¢(Y)(m),
c.-a-d., on a bien

Ly(m)-(fog)=fo(m-g).
Lemme 0.1.11. — Soient X, X' deuz S-schémas. On a un diagramme commutatif :

Lx xgLxs — > Lx xox

]

Xt xg Xt —= (X xg X')*

(18) " Démonstration. D’abord, pour tout S-schéma Y, Homg(Y,X*t xg X'*) égale
Homg(Y,X") x Homg(Y,X'") et celui-ci est isomorphe &
Homgs(Y 7, X) x Homg(Y 7, X") = Homg(Y, (X xg X')*");
ceci prouve que X+ xg X't ~ (X xg X)*.
Ensuite, soit Y un schéma au-dessus de X* xg X’" via un morphisme i : Y7 —

X xgX’; posons f = poh et g = goh, ou ’on a noté p, q les projections de X xg X’ vers

X et X'. Puisque Q%X[)XSOX{))/SO = pg(Qx,ss,) @ @6 (U, ss,) (cf. EGA 1Vy, 16.4.23),

on obtient un isomorphisme naturel :

Homoy, (£§(Q%, s,)> 7 Ov) x Homay, (g3(Qk, ss,): T Ox)
~ Homey, (hg(Q(x,xs,x1)/50): I O¥)
c-a~d., Lx(Y) x Lx/(Y) =~ Lxxex/ (Y).
Remarque 0.1.12. — (19) Soient € une catégorie stable par produits fibrés, S un objet

de &, T1, T2 deux objets au-dessus de S et, pour ¢ = 1,2, L; et X; deux objets
au-dessus de T; :

Ly X4 Lo Xo
N ¥ N ¥
T1 T2

S

S

Alors, on a un isomorphisme naturel :
(L1 X7, Xl) Xs (L2 Xy XQ) ~ (L1 Xsg LQ) XTyxgTa (X1 Xs XQ)
Par conséquent, on déduit du lemme précédent le :

(I18)N.D.E. : On a détaillé la démonstration.
(19N.D.E.: On a ajouté cette remarque, ainsi que le corollaire qui suit.
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Corollaire 0.1.13. — Soient X1, Xy deux S-schémas. On a un diagramme commutatif
d’isomorphismes :

Lx, xsXs X (X;xsXo)t (X1 X5 X2)

(0.1.11)l~ \

(L, s Lxy) X (xrxoxz) (X1 xs Xa) (01—15 (Lx, xxr X1) xs (Lx, X+ Xa2).

Nous pouvons maintenant énoncer :

88

Proposition 0.2. — Pour tout S-schéma X, on peut définir une opération (a gauche)
du XT-groupe abélien Lx sur le Xt -objet X, telle que :

(i) cette opération fasse de X un objet formellement principal homogéne sous Lx
au-dessus de X1, i.e. le morphisme

Ly x X — X x X
X+ X+

est un isomorphisme de X' -foncteurs ;

(i) cette opération soit fonctorielle en le S-schéma X, c.-a-d., pour tout S-
morphisme f: X — W, le diagramme suivant est commutatif :

Lx xxt X X
fofl fl
LW Xw+W W

(iii) cette opération « commute au produit fibré », i.e. pour tous S-schémas X; et
X, le diagramme suivant est commutatif :

Lix, xsXs X (X; xsXa)t (X1 X5 X2) X1 xs X2

S

(L, x5 Lxy ) X (x; xsxa)+ (X1 x5 Xo) — (L, xx+ X1) s (L, Xyt Xa).

Démonstration. 9 (i) et (ii) découlent respectivement des corollaires 0.1.9 et 89
0.1.10. Pour prouver (iii), notons P(X) = Lx xx+ X, pour tout S-schéma X. Alors,
d’apres (ii) appliqué aux projections p; : X3 xg X2 — X;, on obtient des carrés com-
mutatifs

P(Xl Xs Xg) —_— X1 Xsg X2

Lp; Xpil lpi

P(X;)) —=X;

(29N.D.E. : On a modifié et détaillé I'original, en tenant compte des ajouts faits précédemment ;
ceux-ci incorporent, en le détaillant, le contenu de la page 89 de ’original.
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pour ¢ = 1,2, et donc un carré commutatif :

P(X; xg Xg) —X; x5 X»

|

P(Xl) XS P(XQ) —_— Xl XS X2.

Combinant ceci avec le corollaire 0.1.13, on obtient que la fleche verticale est un
isomorphisme, et que l'on a le diagramme commutatif annoncé dans (iii).

Remarque 0.3. — Supposons le X*-schéma Y plat sur S (cf. SGA 1, IV). On peut
écrire alors

Homy+ (YvLX) = Homﬁyo (gS(Q%(U/SU)a j®ﬁso ﬁYU)'

Remarque 0.4. — Notons my : Xg — So le morphisme structural et supposons qu’il
existe un Os,-module wy /o tel que Qy = 7G(wy, /s,) (le cas se présentera en
particulier lorsque Xy sera un Sp-groupe, cf. II, 4.11). Si on définit un foncteur L
au-dessus de S par la formule

(0.4.1) Homs (Y, Ly) = Homey, (wx, /s, @65, Ovos T OY),
on a alors Homy+ (Y, Lx) = Homg(Y,L%) pour tout X*-schéma Y, c’est-a-dire
Lx = Lj x X*.
S
(21)

Alors, puisque Lx xx+ X = L% xgX, I'opération de Lx sur X induit une opération
de LY sur X, et cette opération respecte le morphisme px : X — X*; en effet, si Y
est un S-schéma, h : Y — X un S-morphisme et m un élément de L4 (Y), alors h et
m - h ont méme restriction & Y7, i.e. px(m - h) = px(h).

Remarque 0.5. — Conservons les hypotheses et notations de 0.4 et supposons de plus
que Y soit un S-schéma plat sur S. On a alors

Homx+ (Y, Lx) = Homs(Y, L) = Homs, (Yo, Lox),
ou le Sp-foncteur en groupes abéliens Lox est défini par lidentité (par rapport au
Sp-schéma variable T') suivante :
(0.5.1) Homg, (T, Lox) = Homg,. (wio/so ®ogs, 01y J @og, Or).

Dans les notations de II, 1, on a donc montré que les foncteurs L et HSO /s Lox
ont méme restriction a la sous-catégorie pleine de (Sch),g dont les objets sont les
S-schémas Y plats sur S.

Remarque 0.6. — Conservons les hypotheses et notations de 0.5 (2) et supposons de
plus qu’il existe une section gy de m : X9 — Sg, on a alors wio/so ~ ES(Q%(O/SO).
D’abord, on a (indépendamment de I’hypothese précédente) :

Homs, (T, Lox) = D(T, #ome, (wx, /s, @os, O, T Qeg, Or))-

(2UN.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
(22)N.D.E. : On a ajouté 'hypothése qui suit, implicite dans 'original.
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Supposons maintenant que w)l% /S0 admette une présentation finie (cf. EGA 0y,

5.2.5), ce qui sera en particulier le cas si Xg est localement de présentation finie
sur Sp (cf. EGA TV, 16.4.22). Alors, si T est plat sur Sp, il résulte de EGA 01, 6.7.6
que

f%ﬂomﬁT(w)l(o/So ®ﬁso Or, j®ﬁso Or) = '%ﬂomﬁso (w)l(o/soaj) ®ﬁso Or,
d’ou
Homs, (T, Lox) = T(T, #om e, (wx, /s,» T) @, Or)-

Introduisant la notation W( ) de I, 4.6.1, on a donc prouvé que pour tout Sp-schéma
T plat sur Sy, on a

HomSU (Ta LOX) = HomSU (Ta W(%Om Os, (w)l(o/Sov j)))

En résumsé, si wi admet une présentation finie, et si on se restreint a la catégorie
9 XO/SO ’
des S-schémas plats sur S, on a

(0.6.1) k= H W(«%ﬁOmﬁsU (W)l(o/soaj))a
So/S

et Homes, (w)l(o/so, J)) est un Os,-module quasi-cohérent, par EGA 1, 9.1.1.

Remarquons enfin que si w>1(0 /s, €st en outre localement libre (de rang fini), par
exemple si Xo est lisse sur Sy (auquel cas il est automatiquement localement de
présentation finie sur Sy), on a

(0.6.2) Hom ey, (w>1<o/507 J) = Zie(Xo/So) ®es, T,

ol on note par abus de langage (X n’étant pas nécessairement un Sp-groupe)
Zie(Xo/So) le dual du &g,-module w%o/so, (23)

La proposition 0.2 (et sa démonstration) a deux corollaires importants. (24)

Corollaire 0.7. — Soit X un S-schéma.
a) Tout S-endomorphisme de X induisant lidentité sur X 7 est un automorphisme.

b) On a une suite exacte de groupes :
0 —— Homgy, (Qio/so, JOx) _ Autg(X) — Autg, (X 7).

¢) De plus, si on fait opérer Auts(X) sur le premier groupe par transport de struc-
ture, on a, pour tous u € Auts(X) et m € Homgy (Q%(O/SO, JOx) :

i(um) = wi(m)ut.

(2)N.D.E. : Ceci est justifié par II, 3.3 et 4.11. En effet, le foncteur L;UO/SO’ « espace tangent a

Xo sur Sp au point €g », est représenté par la fibration vectorielle V(ej (Q%(O/SO)) = V(wio/so) sur

So, dont le faisceau des sections est le module dual HomﬁSO Os,) ; celui-ci est Zhe(Xo/So)

(wl b
X0/S0
lorsque Xg est un Sp-groupe et g la section unité.

(29N.D.E. : On a ajouté a 0.7 le corollaire 0.7.bis, qui était utilisé implicitement dans la démons-
tration de 0.8. Signalons ici que les numéros 0.8 & 0.12, ainsi que 0.17, qui jouent un role technique

important dans la suite de cet exposé, sont des conséquences de 0.7 et 0.7.bis.

92
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Démonstration. D’apres 0.2 (i), Homx+ (X, X) est un ensemble principal homogene
sous Homy+ (X, Lx), car il est certainement non vide; il contient en effet un point
marqué : Pautomorphisme identique de X. (25 Par conséquent, 'application m —
m - idx induit une bijection

Homgy (2%, 5,5 J Ox) = Lx(X) = Homy+ (X, X).
Soit m € Lx(X) et soit f = m/-idx un élément de Homy+ (X, X). Appliquant 0.2 (ii)
a f, on obtient que :

fo(m-idx) =Lg(X)(m) - f = Lg(X)(m) - (m’ - idx).
D’autre part, comme f est un X*-endomorphisme de X, on a f7 = idx, et donc
fo = idx, ; comme Ly ne dépend que de fy (cf. N.D.E. (17) dans 0.1.10), on a donc
L¢(X)(m) = m. Par conséquent, 1'égalité ci-dessus se récrit :

(m’-idx) o (m-idx) =m - (m’ -idx) = (m +m’) - idx .

Ceci montre que la bijection m +— m-idx transforme la loi de groupe de Homx+ (X, Lx)
en la loi de composition des X*-endomorphismes de X.

Il en résulte d’abord que tout élément de Homx+ (X, X) est inversible, ce qui est la
premiere assertion de I’énoncé, puis que ’on a une suite exacte

0 — Homy+ (X, Lx) —— Auts(X) — Autg,, (X),

ce qui est la seconde.

Remarquons maintenant que le morphisme ¢ défini ci-dessus est fonctoriel en X
pour les isomorphismes, car il est défini en termes structuraux a partir de I'opération
de Lx sur X au-dessus de XT, elle-méme fonctorielle en X d’aprés I’assertion (ii) de
la proposition 0.2. %) Donc tout automorphisme v de X au-dessus de S induit par
transport de structure des isomorphismes

h: HomX+ (X, Lx) ;) HomX+ (X, Lx>

et f: Autg(X) = Auts(X) tels que le diagramme suivant soit commutatif :
Homy- (X, Lx) — Autg(X)
| |
Homy- (X, Lx) — Autg(X)
i.e. tels que f oi =170 h. D’autre part, f est donné par le diagramme commutatif :
XX

l f(a) l

X——X ,

(25)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
(26)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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c-a-d., f(a) =uoaou™!, pour tout a € Autg(X). En écrivant i(h(m)) = f(i(m)), on
trouve la formule cherchée.

Corollaire 0.7.bis. — Soit X un S-schéma tel que X7 soit un Sgz-monoide. Alors Lx
est muni d’une structure de S-monoide, on a une suite exacte scindée de S-monoides :

1l —> L) — > Ly —=X*——>1

et la loi de monoide induite sur L coincide avec sa structure de groupe abélien.
En particulier, si X7 est un Sy-groupe, alors Lx est un S-groupe et est le produit
semi-direct de XT et de L.

Démonstration. En effet, comme X 7 est un S 7-monoide, alors X+ = Hsj/s X7 est
un S-monoide (en effet, on a XT(Y) = X7(Y7) pour tout Y — S). Pour tout S-schéma
Y, notons Y 7 le Y 7-schéma affine correspondant a la Oy ,-algebre quasi-cohérente
Oy, ® J Oy (i.e. algebre graduée associée a la filtration 0y O JOy). Alors Lx(Y)
s'identifie & X 7 (Y 7) et L (Y) au noyau du morphisme p : X 7(Y7) — X7(Y7) induit
par la «section nulle» Y 7 — 3?3 (i.e. par le morphisme de Oy ,-algebres ﬁ;(J — Oy,
s’annulant sur 'idéal J&y). On a donc, pour tout Y — S, une suite exacte scindée
de monoides, fonctorielle en Y :

; p
1 ——L4(Y) — Lx(Y) == X*(Y) —=1.

Il reste & voir que loi de monoide induite sur L% coincide avec sa structure de groupe
abélien. Notons p la loi de monoide de Lx et e sa section unité; il faut montrer que
pour tout m,m’ € L (Y), on a

p(m-e,m'-e)=(m+m')-e.

Ceci peut se voir de I'une ou I’autre des fagons suivantes. D’une part, on peut reprendre
la démonstration de I’égalité (0.1.10 (*)) en remplacant le morphisme f : X — W
qui y figure par le morphisme pu : Lx xg Lx — Lx. Identifiant XT(Y) = X7(Y7) &
son image par s dans Lx(Y) = X7 (?‘7) on obtient que, pour tout g,¢’ € X7(Y7) et
m,m’ € Lx(Y), on a

(%) p(m-g,m’ - g') = L& (m,m') - u(g, q),

ou Lf;q’g/) désigne le morphisme dérivé de p au point (g, ') (i.e. Y7 est au-dessus
de Lx xs Lx via (g,¢’)). En particulier, on a u(m - e,m’ -e) = Lgf’e) (m,m’) - e; or
L (m,m’) = L, (m') + Ly, (m), ott £e (resp. re) désigne la translation & gauche
(resp. & droite) par e, qui est I'application identique de X, d’ou Lgf’e) (m,m') =
m+m'.

Ou bien, on peut procéder comme suit (cf. la démonstration de [DG70], §1I.4,
Th. 3.5). D’aprés le lemme 0.1.11, la formation de X% et de Lx « commute au produit »
et il en donc de méme de L% ; il en résulte que le morphisme p’ : Ly x Ly — Lk,
induit par p, est un homomorphisme pour la structure de groupes abéliens. On déduit

alors du lemme 3.10 de 'Exp. IT que i/ coincide avec la loi de groupe abélien.
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0.8. — (27 Soit maintenant X un S-schéma tel que X 7 soit un S_7-groupe. Supposons
qu’il existe un S-morphisme
P:XxX—X
S

tel que le morphisme obtenu par changement de base

PJZXJXXJ HXJ
Sg

soit la loi de groupe de X 7. (Un cas particulier important de la situation précédente
sera le cas ol X est un S-groupe et o on prend pour P sa loi de groupe). On en
déduit un morphisme

Lp:LXgLXgLXsz—)LX

qui, en fait, ne dépend pas de P, car il se calcule a I’aide de la loi de groupe P s de
X7 comme nous allons le voir maintenant. (?®) En effet, d’apres (i) et (iii) de 0.2,
pour tout Y — S et z, 2’ € X(Y), m,m’ € L4 (Y), on a

Py’ ') = P((m,m') - (7)) = L (m ) - (g, o)
oll g (resp. ¢’') est 'image de z (resp. 2') dans XT(Y). De plus (cf. la démonstration

de 0.10), Lg’ml) égale ng,g/) et, d’apres 0.7.bis (%), celui-ci est I’élément de L4 (Y)
défini par 1’égalité suivante dans Lx(Y) :

9" . n . ro
L9 (m,m') - u(g,9') = p(m - g,m’ - g'),
c.-a-d., si on note x (au lieu de p) la loi de groupe de Lx et Ad « 'opération adjointe »

de X* sur L% (qui se factorise par Xg et qui est induite par 'opération adjointe de
Xo sur w)l%/so), on obtient que

LLg’g )(m,m’) xgxg =mxgxm' xg =(mxAd(g)(m')) xgxg
d’ou finalement Lg’m,)(m, m’) =m x Ad(g)(m’). On obtient donc la :

Proposition 0.8. — Soit P : XxgX — X un S-morphisme tel que P; munisse Xz
d’une structure de Sg-groupe. Notons X la loi de groupe de Ly et (m,z) — m -z
le morphisme Ly xs X — X définissant Uaction de L sur X, et soit Ad : Xt —
Autg g (L) « Uopération adjointe » de X sur Ly (qui est induite par l’opération
adjointe de Xq sur w}l%/so). Alors, pour tout S — S et z,2' € X(S'), m,m' € LL (),
on a:

(0.8.1) P(m-z,m'-2') = (m x Adpx(z)(m')) - P(z,2').
Si X est un S-groupe, on notera * sa loi, e sa section unité, et i le S-morphisme
défini par :
i(m)=m-e,

pour tout S’ — S et m € L4 ().

(27)N.D.E. : On a ajouté ici le numéro 0.8 pour marquer le retour & l'original.
(28)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.
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Corollaire 0.9. — Soit X un S-groupe. Alors X+ est muni naturellement d’une struc-
ture de S-groupe, et px est un morphisme de S-groupes. De plus, le S-morphisme

i Ly — X, mm-e
est un isomorphisme de S-groupes de Ly sur Ker(px), et l'on a, pour tous S — S,
' € X(8'), me LL(S) -
(0.9.1) m-z' = (m-e)xz’ =i(m)*az'.
Les deux premieres assertions ont déja été démontrées en 0.1.2. Comme X est
formellement principal homogene au-dessus de X T sous Lx = L% xgX™, le morphisme
i est bien un isomorphisme de S-foncteurs de L sur le noyau de px. Le fait que i

soit un morphisme de groupes et la formule (0.9.1) résultent de la formule (0.8.1)

appliquée respectivement & © =2’ =e, et ax =¢, m' = 1.
96
Corollaire 0.10. — Soit X un S-groupe. Avec les notations précédentes, pour tout

S"— S et tous x € X(S') et m’ € Li(S'), on a
(0.10.1) zxi(m')x 27" = i(Adpx(z)(m')).

Cela résulte de I'égalité i(m’) x x=1 = m’ - 27! et de (0.8.1) appliquée & m = 1 et

=z 1

Lorsque X est un S-groupe, nous avons donc déterminé explicitement le noyau de
X — Xt et 'opération des automorphismes intérieurs de X sur ce noyau. Nous allons
maintenant voir que ’on peut faire de méme pour certains S-foncteurs en groupes non
nécessairement représentables. Un cas nous sera utile, celui des foncteurs Aut (I 1.7).

Enongons tout de suite :

Proposition 0.11. — Soit E un S-schéma. Notons X = Autg(E). Le noyau du mor-
phisme de S-foncteurs en groupes

px : X — XT
s’identifie canoniquement au S-foncteur en groupes commutatifs L défini par
Homsg(Y,LY) = HomﬁEUXSOYO (QlEU/SO ®os, Ovos J Orxsy);
ouY désigne un S-schéma variable.
En effet, si Y est un S-schéma variable, on a Homg(Y,X) = Auty (E xsY), et
Homs(Y,X") = Homs(Y 7, X) = Auty, (E >§ Ys) = Auty, ((E >§ Y) ;(vYJ).

En appliquant 0.7 b) au Y-schéma ExgY, on obtient un isomorphisme de groupes : 97
Homg (Y, L) ~ Ker (Homs (Y,X) — Homg(Y, X"')) ,

isomorphisme que l'on vérifie aisément étre fonctoriel en le S-schéma Y. On obtient
donc un isomorphisme de S-groupes

L~ Ker(X — XT1),

ce qui acheve la démonstration de la proposition 0.11.
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Corollaire 0.12. — 29 On conserve les notations de 0.11 : E est un S-schéma et
X = Autg(E). On a une opération naturelle f de X sur L définie de la maniére
sutvante. Pour tout S-schéma Y, on a

Homg (Y, X) = Auty (E Xg Y)
et Homg(Y,LY) = HomﬁonsoYo (QEOXSUYU/YO,jﬁEXSY)
(N. B. Qllio/So ®s, Oy, =~ QlngsoYo/Yo’ cf. EGA 1Vy, 16.4.5) ; le premier groupe opére

sur le second par transport de structure et cette opération est bien fonctorielle en Y.
On a alors la formule :

(0.12.1) zi(m)z! = i(f(x)m),
pour tout Y — S et tous € Homg(Y,X), m € Homg(Y,LY).
En effet, ceci résulte de 0.7 ¢) appliqué au Y-schéma E xgY.

Rappel 0.13. — L’image directe d’'un module quasi-cohérent par un morphisme de
présentation finie est quasi-cohérente. Sous les mémes conditions, la formation de
I'image directe commute au changement de base plat : dans la situation

T =Txg¥

T
S

g9

S/
si on suppose f (et donc f’) de présentation finie et g (et donc ¢’) plat, on a pour
tout Orp-module quasi-cohérent .F

f*(y) ®os Os = f;(y ®os ﬁs’)’
ol, de maniere plus esthétique
9" (f(F)) = filg" (F)).
Ces deux faits sont plus généralement valables pour un morphisme f quasi-compact

et quasi-séparé, cf. EGA 1, 9.2.1 et EGA IIIy, 1.4.15 dans le cas quasi-compact séparé
(compte tenu de EGA Iy, Errpy 25) et EGA IVy, 1.7.4 et 1.7.21.

Remarque 0.14. — 3% Reprenons les notations de 0.11 : soient E un S-schéma, X =
Autg(E) et L le S-foncteur en groupes commutatifs défini par :

L/X(Y) = HomﬁonsoYo (Qll-EO/SO ®ﬁso ﬁYoa jﬁEXSY)
= Homegy, (Q}IE/S ®es Oy, JOgxsy)
=T(E xs Y, Homey, (U5 @os Oy, T Opxsy))-

(29N.D.E. : On a changé « Remarque » en « Corollaire ».
(BON.D.E. : On a détaillé la premiere partie de cette remarque, et ’on a ajouté une deuxieme partie.
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Supposons Y plat sur S, alors on a des isomorphismes :
J Ouxsy < (T O) @65 Oy = (T Or) Qa5 O,

Supposons de plus E de présentation finie sur S; alors Q]{D /s est un Or-module de
présentation finie (cf. EGA TV, 16.4.22) et donc, d’aprés EGA 0, 6.7.6, on a :

Hom 6, v Qs Qos Oy, (T Or) ®ag Oy) = Home, (Vs T Or) @oy Oy

Notons 7 : E — S et g : Y — S les morphismes structuraux ; appliquant 0.13 au
diagramme

’

E~—2 ExsY
S—>—v
et au Og-module 7 = Hom g, (Qy 5. JOr), on obtient

FNExsY, ¢*Z)=T(Y,n.¢*F)=T(,g"1.7) = W(m.7)(Y).
On a donc montré que, si E est de présentation finie sur S, on a
(0.14.1) Ly = W(m. Hom o, (s, T O))

sur la catégorie des S-schémas plats sur S. Notons de plus que le module dont on
prend le W est quasi-cohérent, d’apres EGA 1, 9.1.1 et 9.2.1.

(31) Notons L le So-foncteur

W (70x Hom gy, (QlEO/SO, JO%)).
Alors, revenant & la définition de L4 (Y) et tenant compte de I'isomorphisme
jﬁEXsY = (jﬁE) ®ﬁso ﬁYov
on obtient, en raisonnant comme plus haut, que
L4 (Y) = Lo(Yo) = Lo(Y x5 So) = ( 11 LO)(Y).
So/S

Donc, sur la catégorie des S-schémas plats sur S, on a :

Ly = H W (70w H0m o, (U s505 T Or))-
So/S

Il n’est pas évident que 'action de X sur L définie en 0.12 provienne d’une action
de Xo = Autg (Eo) sur Lo ; c’est toutefois le cas lorsque, de plus, E est plat sur S.

(BUN.D.E. : On a ajouté ce qui suit.
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En effet, on a dans ce cas des isomorphismes canoniques :
JOg ~ j@ﬁs O =~ j@ﬁso ﬁEo-
Lo ~ W (mos Hom gy, (Q]{:(’/SO, J ®os, Or,)),

(0.14.2) Ly = [ Wm0« Hom o, (s, s, T @os, Oy))-
So/S

Alors, pour tout Sg-schéma T, on a
LO(T) = HomﬁonsoT(QIlioxsoT/T’ J ®os, ﬁEOXSOT)

et Homg, (T, Xy) = Autr(Ep xs, T) agit par transport de structure sur Lo(T), de
facon fonctorielle en T, enfin pour tout S-schéma Y plat sur S, ’action par transport
de structure de Homg(Y,X) = Auty(E xs Y) sur L% (Y) = Lo(Yy) se factorise par
AU.tYO (EO XSg YQ)

Extrayons enfin de SGA 1 III les deux propositions suivantes.

Proposition 0.15. — (SGA 1 111, 6.8) ®2) Pour tout Sz-schéma Y lisse sur Sy et
affine, il existe un S-schéma X lisse sur S tel que X xgS7 ~Y, et un tel X est unique
a isomorphisme (non unique) pres.

Proposition 0.16. — (SGA 1 111, 5.5) 33 Soit X un S-schéma lisse sur S. Pour tout
S-schéma Y affine, ’application canonique

px(Y): Homg(Y,X) — Homg(Y,X") = Homs, (Y 7,X7)
est surjective.

Corollaire 0.17. — Soit E un S-schéma lisse sur S et affine; notons X = Autg(E).
Pour tout S-schéma Y affine, l'application canonique

Auty (E xgY) = Homg(Y,X) — Homg(Y, XJr) = AUth (Es XS, Y7)
est surjective.

En effet, Y xg E est affine sur Y, lui-méme affine, donc affine. Appliquant 0.16, on
en déduit que tout S 7-morphisme Y 7 Xg, Es — E se prolonge en un S-morphisme
Y xgE — E.

(34) En d’autres termes, tout Y s-endomorphisme de Y 7 xXs, Bz se releve en un
Y-endomorphisme de Y xg E. Alors, 0.7 a) montre que tout Y 7-automorphisme de
Y7 xs, Eg se releve en un Y-automorphisme de Y xg E, ce qui est la propriété
annoncée.

(32)N.D.E. : Ce résultat de relevement « global » utilise le résultat de relévement « local » de loc. cit.,
4.1, qui est énoncé pour S localement noethérien ; voir EGA IV4 18.1.1 pour le cas général.
(33)N.D.E. : Ceci est une conséquence immédiate de la définition de (formellement) « lisse » adoptée
dans EGA IVy, 17.3.1 (et 17.1.1).

(3YN.D.E. : On a légerement modifié loriginal, pour étre exactement sous les hypothéses de 0.7.
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1. Extensions et cohomologie

1.1. — Soit € une catégorie stable par produits fibrés. (35 Soient S un objet de €,
G un S-groupe (représentable) et F un S-foncteur en groupes commutatifs sur lequel
G opere. On a défini en I, 5.1 les groupes de cohomologie H"(G, F). On rappelle que
ce sont les groupes d’homologie d’un complexe noté C*(G,F) o, notant (G/S)"™ =
G xg -+ xg G (n facteurs),

C*"(G,F) = Homg((G/S)", F).
Comme G et donc (3% les (G/S)™ sont représentables, on a aussi
C™(G,F) = F((G/S)");

de ceci, et de la définition de lopérateur bord, on voit que le complexe C*(G, F) ne
dépend que de la restriction de F a la sous-catégorie pleine de ¢s dont les objets sont
les puissances cartésiennes de G sur S. En conséquence, on a le

Lemme 1.1.1. — Soient € une catégorie stable par produits fibrés 4 | S un objet de
%, G un S-groupe représentable. Notons €¢'(G) la sous-catégorie pleine de €)g dont
les objets sont les puissances cartésiennes de G sur S. Soient F et F' deux S-foncteurs
en groupes commutatifs sur lesquels G opére. Si F et F' ont méme restriction ¢ € (G),
on a un isomorphisme canonique

H*(G,F) =5 H*(G, F).

1.1.2. Cohomologie et restriction des scalaires. — %) Enoncons un autre résultat de
comparaison. Soit maintenant T — S un morphisme de €. Si F est un T-foncteur en
groupes commutatifs, alors le foncteur obtenu par « restriction des scalaires » (cf. Exp.

IT, 1)
F=]][F
T/S
est un S-foncteur en groupes commutatifs et on a un morphisme de S-foncteurs en
groupes
wi []Auty,, (F) — Autg , (Fr). &7
T/S
Soit maintenant G un S-foncteur en groupes et soit

Gr — MT-gr. (F)

(B35N.D.E.: On a ajouté I’hypothese que % soit stable par produits fibrés (ce qui est le cas dans
les applications ou 4 est la catégorie des schémas (Sch) ou celle des foncteurs (Sch)® — (Ens)). Si
on omet cette hypothese, il faut supposer dans la suite que les produits fibrés G xg -+ Xg G sont
représentables.

(36)N.D.E. : On a ajouté le titre de ce paragraphe.

(B7)N.D.E. : En effet, soient S’ — S et a € Aut(r ¢ 57)-gr. (FTxgs7), pour tout U — T x5 S’, notons
ay € Autgr. (Frygs/ (U)) I'élément défini par «; alors u(S')(a) est I'élément 5 de Autg ,, (F1)(S') =

Auts"gr-( [T  Frxgs) tel que fgn = aryggr pour tout S” — S’
TxgS' /S’
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une opération de Gr sur F. Par définition du foncteur [ /s> on en déduit un mor-
phisme de S-foncteurs en groupes

G— H MT-gr. (F)

T/S
d’ol, par composition avec u, une opération de G sur F; = HT/S F. (38)
Lemme 1.1.2. — Sous les conditions précédentes, on a un isomorphisme canonique
H*(G, [[ F) ~ H*(Gr, F).
T/S

En effet, d’apres la définition de la cohomologie, les complexes standard sont ca-
noniquement isomorphes.

1.2. Relévement de morphismes de groupes. — 9 Suivant les principes généraux,
on pose la définition suivante :

Définition 1.2.1. — Soit 1 - M - E % G une suite de morphismes de ‘@’?—groupes.

On dit qu’elle est ezxacte si les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées :

(i) pour tout S € Ob ¥, la suite de groupes ordinaires ci-dessous est exacte :

1——M(8) 2 mg) O )

(ii) pour tout objet H de €, la suite de groupes ordinaires ci-dessous est exacte :

u(H v(H
1 —— Hom(H, M) . Hom(H, E) i Hom(H, G)

Faisant en particulier H = G dans (ii), on voit que ’ensemble des sections de v
(ne respectant pas a priori les structures de groupes) est vide ou principal homogéne
sous Hom(G, M). Supposons-le non vide ; soit donc

s:G—E

une section de v. Alors pour tout S € Ob% et tout x € G(S), 'élément s(z) de
E(S) définit un automorphisme intérieur de Eg qui normalise Mg (plus correctement
limage de Mg par ug), donc un automorphisme de Mg.

(38)N.D.E. : Explicitement, pour tout S’ — S, Popération de G(S') sur F1(S') = F(T xg S') est
donnée par I'opération de G (T xg S’) = G(T xg S’) sur F(T xg S’) et le morphisme de groupes
G(S’) = G(T xg S’) correspondant a la projection T xg S’ — S’. On peut aussi dire que ’opération
de G sur F est donnée par un morphisme Gp X1 F — F; appliquant le foncteur HT/S et notant G
le S-groupe HT/S G, on obtient, compte tenu de II 1.2, un morphisme G1 xg F1 — F1 qui définit
une opération de G; sur F. L’opération de G est alors obtenue via le morphisme naturel G — Gy,
qui correspond par adjonction a idg.

(39)N.D.E. : On a ajouté ce titre.
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Scholie 1.2.1.1. — 9 Si M est commutatif, on voit « ensemblistement » que cet
automorphisme ne dépend pas de la section choisie, mais seulement de z, et qu’il en
dépend multiplicativement. En résumé, a toute suite exacte

(E) 1 M—=E—=GC
telle que M soit commutatif et que v posséde une section, est associée un morphisme

de ¥-groupes
G — Autg,, (M)

que 'on appelle I'opération de G sur M définie par Uextension (E).

Définition 1.2.1.2. — On a vu en I, 2.3.7 que v posséde une section qui est un mor-
phisme de €-groupes si et seulement si 'extension (E) est isomorphe (« en tant qu’ex-
tension ») au produit semi-direct de M par G relativement & l’opération précédente.
Une telle section de v sera appelée section de l'extension (E), ou simplement section
de (E).

Si s est une section de (E) et si m € T'(M) ~ Ker(I'(E) — I'(G)) (pour la définition
de T', voir I, 1.2), alors le morphisme G — E défini par (41)

x> u(m) s(z) u(m) "

est également une section de (E) dite déduite de s par l'automorphisme intérieur défini
par m (ou par u(m)).

Lemme 1.2.2. — Soit (E) : 1 - M % E % G une suite exacte de ‘g-groupes telle
que M soit commutatif et que v possede une section. Faisons opérer G sur M de la
maniére définie par (E).

(i) L’extension (E) définit canoniquement une classe ¢(E) € H*(G,M) dont l’an-
nulation est nécessaire et suffisante a lexistence d’une section de (E).

(ii) Si ¢(E) = 0, l'ensemble des sections de (E) est principal homogéne sous le
groupe Z*(G, M), et l’ensemble des sections de (E) modulo I’action des automorphis-
mes intérieurs définis par les éléments de T'(M) est principal homogéne sous le groupe
HY(G,M).

(iii) (2 Soit s une section de (E), lensemble des conjugués de s par les automor-
phismes intérieurs définis par T'(M) est en bijection avec T'(M)/H°(G, M).

La démonstration se fait exactement comme dans le cas des groupes ordinaires, le
fait que I’on parte d’une section de v assurant la fonctorialité des calculs ensemblistes.
Indiquons brievement les principales étapes de la démonstration.

(ON.D.E.: On a ajouté la numérotation 1.2.1.1 et 1.2.1.2 pour mettre en évidence les notions qui
y sont introduites.

(4DN.D.E. : Dans le terme de droite, on a corrigé = en s(x).

(“2)N.D.E. : On a ajouté ce point, pendant de 1.2.4 (iii). Notons d’autre part que ’assertion est
valable pour toute section de v, cf. la démonstration.
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a) A toute section s de v on associe le morphisme
Ds:Gx G — M,
défini ensemblistement par
u(Ds(x,y)) = s(wy)s(y) ™ s(x) ™

On montre que Ds est un 2-cocycle par le calcul suivant. (*3) D’apres la définition de
la différentielle du complexe standard (I, 5.1), l'on a :

(0Ds)(x,y, z) = (s(z)Ds(y, 2)s(x) ") - Ds(z,y) "' - Ds(zy, 2) " - Ds(z,y2);
il suffit de reporter la définition de Ds dans cette formule pour trouver (sans utiliser
aucune commutativité) Ds € Z2(G, M).
b) Si s et s’ sont deux sections de v, il existe f : G — M tel que s(z) = f(z)s'(z).
On a alors
Ds'(z,y) = f~(zy)Ds(z, y)s(@) f(y)s(z) " f (=),
=Ds(a,y) - f~H (@) - (s(2)f(y)s(2)7") - (@),
soit
Ds' =Ds-0'f.
(44) Ceci montre que la classe de Ds dans H?(G, M) ne dépend pas de la section s de
v choisie; c’est la classe ¢(E) de 'extension (E).

c) Soient s et s’ deux sections de v et soit m € I'(M). Alors, l'égalité s(x) =

m~ts'(z)m (pour tout = € G(S), S € Ob¥) équivaut a

s(z) = m~ s (2)m s’ (z) s (2), ie. s=0"m-s.
En particulier, le stabilisateur de s dans I'(M) est le sous-groupe des m € I'(M) tels
que 9%m = ey, i.e. le sous-groupe H?(G, M). Ceci prouve déja (iii).

d) Le raisonnement est maintenant habituel : (*>) Soit sy une section arbitraire de
v; il existe une section s, nécessairement de la forme s = f - s, qui est un morphisme
de groupes, i.e. qui vérifie Ds = 0, si et seulement si (Dsg)~! = 9'f, c.-a-d., si et
seulement si la classe ¢(E) est nulle. Ceci prouve (i).

Dans ce cas, I'ensemble des sections de (E) est formé des sections s’ = h - s, ou
h: G — M vérifie 9'h = 0, i.e. h € Z}(G, M). De plus, d’apres le point c), deux telles
sections hy - s et ha - s sont conjuguées sous I'(M) si et seulement si hq et hg ont méme
image dans H!' (G, M). Ceci prouve (ii).

Soit toujours

(E) 1 M—=E—=GC
une suite exacte de ‘@’?—groupes avec M commutatif. Soit

fH—G

(43N.D.E.: On a corrigé ’original, pour le rendre compatible avec I, 5.1.

“UOND.E.: On a ajouté la phrase qui suit.
(45)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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un morphisme de ‘@’?—groupes. Considérons Ey = H xg E; c’est un ‘g—groupe et la
projection vy : Ey — H est un morphisme de %?—groupes. De méme pour ey : Ef — E.
D’autre part, si on envoie M dans E par u et dans H par le morphisme unité, on
définit un morphisme de ‘g—groupes uf : M — E¢. On a donc construit un diagramme
commutatif de ‘g—groupes :

(E) 1 M E———GC
id] Ef] fT
(E;) 1 M—L g, —L >H

On a immédiatement :

Lemme 1.2.3. — (i) La suite (Ey) est exacte.

(i) L’application s — ey o s = f' réalise une correspondance bijective entre les
morphismes

s:H—Ey

tels que vy o s = id (c’est-d-dire les sections de vy) et les morphismes
ff*H—E

tels que vo f' = f (c’est-a-dire les morphismes [’ « relevant » f).

(ili) Dans la correspondance précédente, sections de (Ey) et morphismes de groupes
f' relevant f se correspondent.

Appliquant le lemme 1.2.2 & extension (Ey) et tenant compte de 1.2.3, on obtient
la proposition suivante (qui contient formellement 1.2.2) :

Proposition 1.2.4. — Soit (E): 1 — M — E 5 G une suite exacte de %Z—groupes avec
M commutatif. Soit

fH—G

un morphisme de ‘g—gmupes ; supposons qu’il se reléve en un morphisme (non néces-
sairement de groupes) f': H — E. Faisons opérer H sur M par le morphisme composé
(multiplicatif et indépendant du choix de f'),

f/ int
H=—E — Autz (M)

(i) Le morphisme f définit canoniquement une classe c(f) € H2(H,M) dont l’an-
nulation est nécessaire et suffisante a l’existence d’un morphisme de € -groupes
ff*H—E
relevant f.

(i) Si e(f) = 0, Uensemble des morphismes de ‘g-groupes [ relevant f, modulo
Uaction des automorphismes intérieurs définis par les éléments de T'(M) (i.e. par les
éléments m de T'(E) tels que v(m) = e) est principal homogéne sous H! (H, M).
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(iii) Si f : H — E est un morphisme de groupes relevant f, l'ensemble des trans-
formés de f' par les automorphismes intérieurs définis par les éléments de T'(M) est

isomorphe ¢ T'(M)/T'(MY) = T'(M)/H®(H, M).

1.3. Extensions de lois de groupes. — Considérons la situation suivante : on a un
morphisme de €
(t) p: X—Y

et un ‘g—groupe commutatif M opérant sur X, tels que X soit formellement principal
homogene au-dessus de Y sous My

Sig:Y — Z est un morphisme quelconque de %?, alors gop: X — Z est invariant
par M : pour chaque S € Ob %, (g o p)(S) est invariant sous 'action de M(S) opérant
sur X(S). Réciproquement, nous supposerons vérifiée la condition suivante pour n =
1,2,3,4.

(4+)n = Tout morphisme de X™ dans M, invariant sous l’action de M™ opérant sur
X", se factorise de maniére unique par p™ : X™ — Y™ (ou les puissances n désignent
des puissances cartésiennes).

Lemme 1.3.1. — (i) Si h est un morphisme de Y dans M, lautomorphisme up, de X
défini ensemblistement par x — h(p(x)) - x préserve les fibres de p et commute auz
opérations de M sur X, “46) j.e. pour tous S € Ob¥ et x € X(S), m € M(S), on a

p(h(p(z)) - z) = p(=), m - h(p(x)) -z = h(p(m - ) -m-x.

(ii) Cette construction réalise une correspondance bijective entre morphismes de Y
dans M et automorphismes de X préservant les fibres de p et commutant auz opéra-
tions de M.

La premiére partie est claire, puisque p(m - ) = p(z) et que M est commutatif.
Réciproquement, un automorphisme u de X préservant les fibres de p s’écrit ensem-
blistement x +— g(z)z, ol g est un certain morphisme de X dans M. Si u commute
aux opérations de M, le morphisme ¢ est invariant par M (") et on conclut par la
condition (+);.

Nous supposons maintenant que sont données en plus une loi de groupe sur Y et
une opération de Y sur M, c’est-a-dire un morphisme de %-groupes :

(1) fY — Autg  (M).
Définition 1.3.2. — Une loi de composition sur X
P:XxX—X
est dite admissible si elle vérifie les deux conditions suivantes :
(46)N.D.E. : Ici et dans la suite, on a remplacé « commute & p et aux opérations de M » par « préserve

les fibres de p et commute aux opérations de M ». D’autre part, on a ajouté les égalités qui suivent.
(TN.D.E. : En effet, I'égalité mg(z)e = mu(z) = u(mz) = g(mz)mz entraA®ne g(ma) = g(z).
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(i) P releve la loi de groupe de Y, i.e. le diagramme

XxX—2 oX

(p,p)l Pl

YXY————Y

est commutatif.
(ii) Pour tout S € Ob ¥ et tous z,y € X(S), m,n € M(S), on a la relation suivante

(++) P(m-a,n-y) =m- f(p(x))(n) - P(z,y).

Proposition 1.3.3. — Pour qu’une loi de groupe * sur X soit admissible, il faut et il
suffit que les quatre conditions suivantes soient satisfaites :

(i) p: X = Y est un morphisme de groupes.

(ii) Le morphisme i : M — X défini par i(m) = m - ex est un isomorphisme de
groupes de M sur Ker(p), c’est-d-dire : on a ensemblistement (m - ex) * (n - ex) =
(mn) - ex.

(iii) On am -z = (m-ex)*x =1i(m) *x pour chaque m € M(S), x € X(S).

(iv) Les automorphismes intérieurs de X opérent sur Ker(p) suivant la formule
ensembliste :

x *i(m) x 7l = i(f(p(x))m).
La démonstration est immédiate.

Lemme 1.3.4. — *8) Soient h un morphisme Y — M et uj, Uautomorphisme x +—
h(p(x)) - = de X (cf. 1.3.1). Soit P une loi de composition (resp. une loi de groupe)
admissible sur X et soit P’ la loi de composition sur X déduite de P par l'intermédiaire
de up, c.-a-d., P'(z,y) = u; ' (P(un(x),un(y))). Alors :

(i) P’ est une loi de composition (resp. une loi de groupe) admissible.

(ii) Pour tout z,y € X(S) (S € Ob¥), posons v =p(zx) et w=p(y), alors

P'(2,y) = h(vw) ™" - h(v) - f(v)(h(w)) - P(z,y) = (9"h) (p(), p(y)) - P(x,y).

Démonstration. On a u;, " = upv, ot h¥ : Y — M est défini par hV(y) = h(y)~".
D’apres 1.3.2 (i) et (ii), on a P(h(v) - z, h(w) - y) = h(v) - f(v)(h(w)) - P(z,y) et
p(P(z,y)) = vw, d’out

P2, ) = h(ow) ™" h(v) - f(0)(h(w)) - P(z,5) = (0'R) (p(), p(y) - Pz, ).

Il est alors immédiat que P’ vérifie les conditions (i) et (ii) de 1.3.2.

Définition 1.3.5. — Deux lois de composition admissibles déduites I'une de ’autre par
le procédé de 1.3.4 sont dites équivalentes. (9)

(48)N.D.E. : On a détaillé ’énoncé ainsi que sa démonstration, en vue du point (e) de la démonstration
de 1.3.6.
(49 N.D.E. : C’est bien une relation d’équivalence, puisque ugl = upv.
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Proposition 1.3.6. — Supposons qu’il existe une loi de composition admissible sur X.

Alors :

(i) 1l existe une classe ¢ € H3(Y,M) (déterminée canoniquement), dont la nullité
est nécessaire et suffisante a l’existence d’une loi de composition admissible associative
sur X.

(ii) Sic =0, l’ensemble des lois de composition admissibles et associatives (resp.
des classes d’équivalence de lois de composition admissibles et associatives) sur X est
principal homogéne sous Z2(G, M) (resp. H?(G,M)).

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

a) Soit P une loi de composition admissible sur X. Comme P releve la loi de
composition de Y qui est associative, il existe un morphisme unique a : X3 — M tel
que
(%) P(z,P(y, 2)) = a(z,y, 2) P(P(z,y), 2).

En appliquant les conditions 1.3.2 (i) et (ii), on voit aussitot que a est invariant sous
'action de M? sur X3, ®0) d’ot1 en appliquant Phypothése (4)3 le résultat suivant :
(1) Il existe un morphisme unique DP : Y2 — M tel que

P(z,P(y, 2)) = DP(p(z), p(y), p(2)) P(P(z,y), 2),
et P est associative si et seulement st DP = 0.

b) Calculons de proche en proche P(P(P(z,y),2),t) a l'aide de la formule pré-
cédente. En posant p(z) = u, p(y) = v, p(z) = w, p(t) = h, on obtient ® le
diagramme pentagonal suivant, ol une fleche a — b signifie que b=m - a :

P(z,P(y, P(z,1)))

DP(W W@,w,h»

P(P(z,y),P(z,1)) P(z, P(P(y,2),1))
DP(uv,w,h)l lDP(u,vw,h)
DP (u,v,w)

P(P(P(z,y), 2,1) P(P(z,P(y, 2)),1)

donc on trouve
DP(u, v, w) - DP(u,vw, h) - f(u)DP (v, w, h) - DP(u, v, wh) ™" - DP(uv,w,h) " = ey

c.-a-d., 3*DP(u, v, w, h) = ey;. Comme d’autre part le premier membre de la formule
précédente peut s’écrire a 'aide de P et de a comme 'expression en (z,y, z,t) d'un

(59N.D.E. : Pour z,y, z € X(8), posons u = p(z),v = p(y) et w = p(z). Alors

P(ma, P(m'y, m"2)) = P(ma, m f(v)(m")P(y, 2)) = mf(w)(m') f(uv)(m” )P (z, P(y, 2)).
D’autre part, comme p(P(z,y)) = uv, on a aussi

P(P(mz,m'y),m"z)) = P(mf(u)(m')P(z,y),m"z) = mf(w)(m') f(uv)(m” )P (P(z,y), 2)

et la comparaison de ces égalités avec () donne a(mz, m’'y,m' z) = a(z,y, z).
(GUN.D.E. : On a ajouté le diagramme qui suit.
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certain morphisme X% — M, il résulte de I’hypotheése d'unicité dans (+)4 que 93DP
et ey, qui factorisent le méme morphisme, sont égaux, donc

(2) DP est un cocycle, i.e. on a DP € Z3(Y,M).

¢) SiP et P’ sont deux lois de composition admissibles sur X, il existe un morphisme

unique
b:X? — M

tel que P/(z,y) = b(x,y)P(x,y). Appliquant 1.3.2 (ii) & P et P/, on voit que b est
invariant par M2, d’ott, d’aprés (+)2 :
(3) Pour tout couple de lois de compositions admissibles (P, P’), il existe un unique
d(P,P"): Y2 = M tel que

P'(z,y) = d(P,P")(p(2), p(y)) P(z,y),
et 'ensemble des lois de compositions admissibles devient ainsi principal homogene
sous Hom(Y?2, M) = C2(Y,M).

d) Sous les conditions précédentes, on a la formule :

(4) DP’ — DP = 9%d(P,P’).

e) P et P’ sont équivalentes si et seulement si il existe un morphisme h €
CH(Y,M) = Hom(Y, M) tel que d(P,P’) = 8'h; cela résulte de la définition de 1'équi-
valence et de 1.3.4 (ii).

f) Il n’y a plus qu’a conclure : on cherche un P’ qui soit associatif, i.e. tel que
DP’ = eyr. Or DP est un cocycle dont la classe dans H3(Y, M) ne dépend pas de la loi
de composition admissible P choisie (par (3) et (4)). Cette classe est 'obstruction ¢
demandée. On pourra choisir un P’ répondant aux conditions si et seulement si ¢ = 0;
en effet, choisissant un P quelconque, on aura & résoudre, par (1) :

0 = DP’ = DP + 9%d(P,P’),

ce qui est possible par (3) et (4) si et seulement si ¢ = 0. L’ensemble des P’ associatifs
est principal homogene sous Z2(Y,M), toujours par (3) et (4). L’ensemble des P’
associatifs & équivalence pres est principal homogene sous H2(Y, M) d’aprés (e).

2. Extensions infinitésimales d’un morphisme de schémas en groupes

Reprenons les notations du n°0. Soient Y et X deux S-foncteurs en groupes. Soit
M le noyau du morphisme de groupes px : X — XT. On a donc une suite exacte de
S-foncteurs en groupes

1—M— X2 Xt
Par définition de X+, on a des isomorphismes
Homg(Y,X") — Homs,(Y7,Xs)
Homs'gr-(Y’ X+) % Homsj'gr-(Yjv Xj)v
et le morphisme

Homs (Y, px) : Homg(Y,X) — Homg(Y,X™)
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associe & un S-morphisme f : Y — X, le S-morphisme f* :Y — XT correspondant
par les isomorphismes précédents au Sgz-morphisme f7 : Y7z — X7 obtenu par
changement de base a partir de f. Si M est commutatif, on peut appliquer a cette
situation la proposition 1.2.4.

2.0. — 52 Dans la suite, nous nous intéresserons au cas suivant : Y est plat sur S,
et X est un S-foncteur en groupes de I'une des deux especes suivantes :

a) X est un S-schéma en groupes,
b) X = Autg(E) ol E est un S-schéma, de présentation finie sur S.

Notons (Plats) /g la catégorie des S-schémas plats sur S. Dans le cas (a) (resp. (b)),
le S-foncteur en groupes M = Ker(X — X*), sa restriction L & (Plats) /s, et les
opérations des automorphismes intérieurs de X sur M, ont été calculés en 0.9, 0.5, et
0.10 (resp. 0.11, 0.14, et 0.12). C’est-a-dire, dans le cas (a), soit Ly le Sp-foncteur en
groupes commutatifs défini par : pour tout Sp-schéma T,

Homs, (To, Lo) = HomﬁTU (w)l(o/so Qos, Ory, J ®os, Ory),
sur lequel X( opere via sa représentation adjointe dans w)l(o /S0’ alors L = HSO /s Lo,
i.e. pour tout S-schéma T, on a L(T) = Lo(T xg Sp).
Dans le cas (b), notons 7 le morphisme structural E — S, alors L est le foncteur
en groupes abéliens sur (Plats),g défini par

Homs (T, L) = T(T, m.(H#0m g, (5, T Or)) @es Or),

sur lequel X, considéré comme foncteur sur (Plats) /g, opere comme on I’a vu en 0.12.

Alors, on a une suites exacte de foncteurs en groupes sur (Plats) /g :
(E) l1—L-—X-—X".

D’autre part, Y étant supposé plat sur S, les groupes H(Y,M) ne dépendent,
d’apres 1.1.1, que de la restriction L de M & (Plats)s. Comme L = []g /g Lo dans le

cas (a), alors d’apres 1.1.2, on a dans ce cas des isomorphismes H* (Y, L) ~ H*(Yq, Lo).

Alors, compte tenu de ce qui précede, on déduit de la proposition 1.2.4 le (53)

Théoreme 2.1. — Soient S un schéma, I et J deux idéaux quasi-cohérents tels que
ID>J etZ-J =0, définissant les sous-schémas fermés Sg et Sy, et soient :

— X un S-foncteur en groupes de type (a) ou (b), et Lo, L comme ci-dessus;

- Y un S-schéma en groupes plat sur S et f7 : Y7 — X7 un morphisme de
S 7-groupes.
Alors :

(i) Pour que f7 se reléve en un morphisme de S-groupes Y — X, il faut et il suffit
que les deuz conditions suivantes soient satisfaites :

(52)N.D.E. : On a ajouté la numérotation 2.0, pour des références ultérieures.
(33)N.D.E. : On a placé plus haut les définitions qui figuraient dans l'original dans ’énoncé du
théoreme 2.1 et formaient I’essentiel de la page 113 de l'original.



2. EXTENSIONS D’UN MORPHISME DE SCHEMAS EN GROUPES 133

(i1) f7 se reléve en un morphisme de S-foncteurs Y — X (d’aprés 1.2.4,
ceci définit une opération de Y sur L, qui ne dépend pas du relévement choisi;
de plus, dans le cas (a), Uopération ainsi obtenue de Yo sur Lo provient du
morphisme fo: Yo — Xo et de « laction adjointe » de Xg sur Lg) ;

(i2) Une certaine obstruction c(f7), définie canoniquement par f7, est nulle,
ot c(f7) est une classe dans H2(Y,L) (~ H?(Yo,Lo) dans le cas (a)).

(ii) Si les conditions de (i) sont satisfaites, l’ensemble E des morphismes de S-
foncteurs en groupes Y — X prolongeant f7 est principal homogéne sous Z'(Y,L)
(~ ZY(Yo,Lo) dans le cas (a)), et E modulo I’action des automorphismes intérieurs
de X définis par les sections de X sur S induisant la section unité de Xz sur Sy, est
principal homogéne sous H (Y, L) (~ H*(Yq, Lo) dans le cas (a)).

(iii) St f : Y — X est un morphisme de S-foncteurs en groupes prolongeant f7,
l’ensemble des morphismes Y — X transformés de f par les automorphismes inté-
rieurs définis par les sections de X sur S induisant la section unité de Xz sur Sy, est
isomorphe & T'(L)/H°(Y,L) (=~ T'(Lo)/H°(Yo,Lo) dans le cas (a)).

Remarque 2.1.1. — % Si f f' : Y — X sont des morphismes de S-foncteurs en
groupes prolongeant f7, on obtient donc un cocycle d(f, f') € Z*(Y,L) (~ Z*(Yo, Lo)
dans le cas (a)), tel que

() fr=dif, fy-f . 9
On notera d(f, f') I'image de d(f, f') dans H}(Y,L) (~ H' (Yo, Lo) dans le cas (a)).

Remarque 2.2. — On conserve les notations précédentes; en particulier, Y est plat
sur S. Dans le cas (b), L est, d’apres (0.14.1), la restriction a (Plats) /g du foncteur

W (1. (H0m g, (5, T O)))

ou 7 : E — S est le morphisme structural. Dans le cas (a), supposons de plus que X
soit localement de présentation finie sur S; alors d’apres (0.6.1), L est la restriction a
(Plats) /s du foncteur

H W(%amﬁSO (w)l(o/so, j))

So/S
Dans les deux cas, le module dont on prend le W est quasi-cohérent, d’apres EGA 1,
9.1.1. Supposons de plus Y affine sur S 9. Alors, d’apres I, 5.3, on obtient :

a) Hi(Y,L) = H(Yo, Lo) = H'(Yo, Homos, (wk, /s, 7)):
b) HI(Y, L) = H(Y, 7 (Hom oy (U 5, T O))).

(5)N.D.E. : On a ajouté cette remarque, analogue de 4.5.1, pour introduire les notations da(f, ')
et d(f, f"), utilisées en 4.38; par conséquent, on a aussi ajouté dans 2.1 (ii) ci-dessus, la partie
concernant E lui-méme.

(33)N.D.E. : On s’est conformé aux conventions de signe de Poriginal. On aurait pu choisir d’écrire
f' =d(f', f)- f, mais alors pour avoir en 4.27 I'égalité d* (d(i,i’)) = d(Y, 4’ (Y)) lorsque i, i’ sont deux
immersions Y < X, il aurait fallu changer le signe de la classe d(Y,Y’) introduite en 4.5.1, et cela
aurait conduit a des changements de signes dans les formules de 4.8, 4.14, 4.17. On a préféré garder
les signes donnés dans ’original (tous corrects!).

(6)N.D.E.: On a ajouté cette hypothese, ainsi que la référence a I, 5.3.
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Remarque 2.3. — 1) D’apres 0.16 et 0.17, la condition (i1) est automatiquement vé-
rifiée lorsque Y est un schéma affine et

dans le cas (a), X est lisse sur S;

dans le cas (b), E est lisse et affine sur S.

(%)

2) De plus, sous ces conditions (Y étant toujours supposé plat sur S, cf. 2.0), on
peut écrire dans le cas (a), d’apres 2.2 a) et (0.6.2),

Hl(YaL) = Hi(YOaLO) = Hi(YOaXie(XO/SO) ®ﬁso j)a
(7) et dans le cas (b), d’apres (0.14.2), 1.1.2 et I, 5.3,
H'(Y,L) = H' (Yo, Tox H0m oy, (s, 5,5 T Qos, Ory))-

Enon(;ons maintenant un certain nombre de corollaires concernant le cas ou Y est
un S-groupe diagonalisable (I, 4.4); on sait alors (loc. cit. 5.3.3) que si S est affine,
H™(Y,%) = 0 pour n > 0 et tout Os-module quasi-cohérent #. D’abord un cas
particulier :

Corollaire 2.4. — Soient S un schéma et Sg un sous-schéma fermé défini par un idéal
nilpotent. Soit Y un S-groupe diagonalisable et soit :

a) X un S-groupe localement de présentation finie sur S,
b) X = Autg(E) ou E est un S-schéma localement de présentation finie.

Soit f: Y — X un morphisme de S-groupes tel que le morphisme fo: Yo — Xo obtenu
par changement de base soit le morphisme unité. Alors f est le morphisme unité.

En effet, la question est locale sur S et (dans (b)) sur E. On peut donc supposer
S affine et (dans (b)) E de présentation finie sur S. En introduisant maintenant les
sous-schémas fermés S,, de S définis par les puissances de 1'idéal définissant Sy, on
est ramené au cas ou Sy est défini par un idéal de carré nul, et en ce cas ’assertion
énoncée résulte du théoreme, via 2.2.

Dans le cas o1 on ne suppose pas nécessairement que fy soit le morphisme unité,
ona:

Corollaire 2.5. — Soient S et Sy comme dans 2.4. Supposons de plus S affine. Soient
Y un S-groupe diagonalisable, X un S-foncteur en groupes et fo: Yo — Xo un mor-
phisme de So-foncteurs en groupes.

()

(BT)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit, cf. la N.D.E. (31) dans 0.14.

(58)N.D.E. : L’original énongait : « Supposons que 'on ait I'une des deux propriétés suivantes : (a)
X est un S-groupe localement de présentation finie; (b) X = Autq(E) ol E est de présentation finie
sur S. Alors fo se prolonge en un morphisme de S-groupes Y — X si et seulement si il se prolonge en
un morphisme de S-foncteurs Y — X. » et indiquait : « (i) résulte de proche en proche de la partie
(ii) du théoréme. ». Cette démonstration ne semble pas suffisante : si par exemple I3 =0et J =12
et si f:Y — X est un morphisme de S-foncteurs relevant fo, alors fo se reléve en un morphisme de
S-groupes g7 : Y7 — X7 ; ensuite, g7 se releve-t-il en un morphisme de S-foncteurs g : Y — X7
En tout état de cause, cette assertion (i) n’est pas utilisée dans la suite, o X est partout supposé
lisse sur S.
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(i1) Supposons que Uon ait l'une des deux propriétés suivantes :
(a) X est un S-groupe lisse sur S ;
(b) X = Autg(E) ot E est lisse et affine sur S.

Alors fo se prolonge en un morphisme de S-groupes Y — X, deux tels prolongements
sont conjugués par un automorphisme intérieur de X défini par une section de X sur
S induisant la section unité de Xo sur Sg.

Introduisons les S,, comme ci-dessus. ®®) Pour (ii), notons d’abord quun schéma

lisse sur S est nécessairement localement de présentation finie sur S; donc, dans le cas
(b), E étant lisse et affine sur S est nécessairement de présentation finie sur S, i.e. on
est bien sous I’hypotheése (b) de 2.0.

Alors, sous les hypotheses de (ii), la condition (i;) de 2.1 est automatiquement
vérifiée d’apres 0.16 et 0.17; en outre toute section de Xg, sur S,, se releve en une
section de Xg, ,, sur S,41, d’apres la définition de « lisse sur S » dans le cas (a), et
d’apres 0.17 dans le cas (b). Par conséquent, si f et f’ sont deux relevements de fp, on
peut supposer de proche en proche f,, = f/ en relevant ’automorphisme intérieur dont
Pexistence est affirmée par la partie (ii) du théoréme, ce qui achéve la démonstration.

En raisonnant de méme, on obtient en tenant compte de la remarque 2.3 :

Corollaire 2.6. — Soient S un schéma, Z un idéal nilpotent définissant le sous-schéma
fermé So, Y un S-groupe plat sur S et affine, X un S-groupe lisse sur S.

(i) i, pour tout n > 0, on a H?(Yo, Zie(Xo/So) ®es, Z"/I"1?) = 0, tout
morphisme de Sg-groupes fo : Yo — Xg se reléeve en un morphisme de S-groupes
f:Y—=>X.

(ii) 8%, pour tout n > 0, on a H'(Yo, Zie(Xo/So) ®es, I /I7H?) = 0, deux
tels relevements sont conjugués par un automorphisme intérieur de X défini par une
section de X sur S induisant la section unité de Xg sur Sg.

Or on a le lemme suivant :

Lemme 2.7. — Soient S un schéma affine, G un S-groupe affine, ¥ un Og-module
quasi-cohérent, £ un Os-module localement libre. Supposons que l’on ait une opéra-
tion de G sur.Z au sens de l'exposé 1, ce qui définit une opération de G sur F Qg5 L
(60) Notons A lanneau de S, L le A-module définissant £ (qui est donc un module
projectif). On a un isomorphisme canonique

HY(G, 7 ®¢s £) ~ H'(G, F) @2 L.

(61) En effet, notons &7 la Ogs-algebre o7 (G) et considérons le complexe € de Os-
modules quasi-cohérents :

0 —F — F QR — F Qos ¥ Qpg A — -+

(59)N.D.E. : Dans ce qui suit, on a légérement modifié et détaillé original.

(60)N.D.E. : Ot .Z est muni de Paction triviale de G.

(6(UN.D.E. : On a détaillé (et simplifié) la démonstration de l'original (celui-ci invoquait en plus
les isomorphismes " (% Rgy L) ~ A (C) Ry L et HY(I'(—)) ~ T'(J"(—)), ol les (7))
désignent les faisceaux de cohomologie du complexe €).

117

118



119

136 EXPOSE III. EXTENSIONS INFINITESIMALES

D’apres I, 5.3, H*(G,.#) (resp. H*(G, ¥ Qg Z)) est la cohomologie du complexe
I'(S, %) (resp. I'(S, € ®¢s -£)). Or, comme S est affine, on a (cf. EGA I, 1.3.12)

[(S,% @6, L) ~T(S,%) &4 L.

Comme L est un A-module projectif (donc plat), on a aussi H*(I'(S, %) ®a L) ~
H*(I'(S, %)) @ L, d’ou le résultat annoncé.

En utilisant le lemme, on transforme 2.6 en :

Corollaire 2.8. — Soient S un schéma affine, T un idéal nilpotent sur S définissant
le sous-schéma fermé Sg. Supposons les T /I"+2 Jocalement libres sur Sg. Soient
Y un S-groupe plat sur S et affine, X un S-groupe lisse sur S, et fo : Yo — Xo un
morphisme de S-groupes.

(i) Si H%(Yo, ZLie(Xo/So)) = 0, fo se reléve en un morphisme de S-groupes Y — X.

(i) Si H' (Yo, Zie(Xo/So)) = 0, deuz tels relévements sont conjugués par un auto-
morphisme intérieur de X défini par une section de X sur S induisant la section unité
de Xo sur Sp.

En particulier, faisant Y = X :

Corollaire 2.9. — Soient S et So comme ci-dessus. Soit X un S-groupe lisse sur S et
affine.

(i) Si HY (X, ZLie(Xo/S0)) = 0, tout endomorphisme de X au-dessus de S induisant
lidentité sur Xg est l'automorphisme intérieur défini par une section de X sur S
induisant la section unité de Xg sur Sg.

(ii) Si H?(Xo, Zie(Xo/So)) = 0, tout So-automorphisme de Xo se prolonge en un
S-automorphisme de X. (62)

Remarque 2.10. — Les assertions concernant les H' ont des réciproques d’apres le
théoreme. Signalons comme exemple la suivante : si S = Ig, est le schéma des nombres
duaux sur Sy (II, 2.1) et si X est un S-groupe plat tel que tout automorphisme de X
sur S induisant 'identité sur Sy soit 'automorphisme intérieur défini par une section
de X sur S induisant la section unité de X sur S, alors H'(Xg, Zie(Xo/So)) = 0. (63)

Corollaire 2.11. — Soient S, T et J comme en 2.1. Soient Y un S-schéma en groupes
plat sur S, X un S-schéma en groupes, f : Y — X un morphisme de S-groupes.
L’ensemble des morphismes de Y dans X déduits de f par conjugaison par des x €
X(S) induisant l'unité de X(Sy) est isomorphe au quotient

E= Homﬁsg (w)l(o/sov j)/Homﬁso (w)l(o/soa j)ad(YO)a

(6(2)N.D.E. : En effet, soit fo un Sg-automorphisme de Xo et soit g son inverse. D’aprés 2.8 (i),
fo (resp. go) se releve en un S-endomorphisme f (resp. g) de X. Alors, g o f et f o g sont des
endomorphismes de X induisant ’identité sur Xg ; ce sont donc, d’apres 0.7, des S-automorphismes
de X, et il en est donc de méme de f et g.

(63)N.D.E. : Ceci est utilisé dans XXIV, 1.13.
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ot le second groupe est formé des Os,-morphismes wio/so — J, qui par tout chan-
gement de base S' — Sy donnent des morphismes w)l(o/so ®es, Os — J ®e6s, O
invariants sous laction de Yo(S') sur le premier facteur.

Par 2.1 (iii), on sait que I’ensemble cherché est isomorphe & I'(Lg)/H%(Yy, Lo). Or
I'(Lo) = Homes, (wy, /s, J) et H(Yo,Lo) n'est évidemment autre que I['(Lg)2d(Yo)

au sens de I’énoncé précédent.
120

Corollaire 2.12. — Sous les conditions de 2.11, supposons de plus w)l(o/so localement
libre de rang fini. Alors
E ~ T'(So, Zie(Xo/So) ®as, J)/H (Yo, Lie(Xo/So) ®es, T)-

(64) En effet, si wio/so est localement libre de rang fini, on a #omgq, (w)l%/so, J) ~

ZZ'E(X()/S()) ®ﬁso j
Corollaire 2.13. — Supposons de plus Y diagonalisable. Alors
E ~ F(So,fie(XO/So) ®ﬁso j)/F(SO, gie(XO/So)ad(Yo) ®ﬁso J)

ot Lie(Xo/S0)23Y0) peut étre construit comme le facteur de la décomposition de 1,
4.7.3, correspondant au caractére nul de Y.

En effet, si Yo ~ Dg, (M), on a par loc. cit. une décomposition en somme directe :

Zie(Xo/So) = Lie(Xo/S0)o & €D Lie(X0/S0)m-

meM
m##0

En tensorisant par J, on trouve une décomposition analogue pour Zie(Xo/So)®gs, J ,
d’ou la relation

HO (Y, Zie(Xo/S0) ® J) ~ T(So, Lie(Xo/So)o @es, T )-
Corollaire 2.14. — Supposons de plus Sy affine. Alors

E~T (so, [ﬁe(xo /S0)/ ZLie(Xo /so)adm)} D6, j) .

3. Extensions infinitésimales d’un schéma en groupes
121

Toujours dans les notations du n°® 0 (S, Z, J, etc.), donnons-nous un S-schéma X
et supposons X7 muni d’'une structure de groupe. Nous nous proposons de trouver
les structures de S-groupe sur X induisant sur X s la structure donnée.

A partir de maintenant, nous supposons X plat sur S. Soit € la catégorie des S-
schémas plats sur S. On a donc X € Ob%. Nous noterons Y, resp. M, le foncteur
sur ¢ défini par X*, resp. L. Le morphisme canonique px : X — X définit un
morphisme de €

p:X—Y

(6()N.D.E.: On a ajouté la phrase qui suit.
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et I'opération de L sur X dans (gc?) /s définit une opération de M sur X dans €. On
vérifie aussitot que X devient bien ainsi formellement principal homogene sous My
au-dessus de Y (cf. 0.2 (i) et 0.4).

L’opération de X1 sur LY définie en 0.8 (notée Ad en loc. cit.) définit une opération
notée f de Y sur M. On sait, d’autre part (0.5), que
Hom »(Z, M) ~ Homsg, (Zo, Lo), Ze0b¥,

ou L est le foncteur défini en 0.5.

Lemme 3.1. — (i) La condition (+)y, de 1.3 est vérifiée pour tout entier positif n.
(i1) Si on fait opérer le So-groupe Xo sur le So-foncteur Lo par Uintermédiaire de
sa représentation adjointe, on a un isomorphisme canonique
H*(Xo,Lo) ~ H*(Y, M),

(la premiere cohomologie est calculée dans (Sch)/s,, la seconde dans €).

Les deux parties du lemme résultent de la relation :

~ _ +
Hom (Y, M) ~ Hom(sch)/SO (X >S< So, Lo)

~ HOIIlS0 (Xo, Lo)
~ Hom (X, M),

qui provient aussitot de la définition de M comme un [[g /s Cette relation étant
plus généralement vérifiée en remplacant X, Y par X", Y”, on en déduit que tout
morphisme X" — M se factorise de maniére unique par Y™, ce qui entraine (+),. On
en déduit aussi la relation C*(Y, M) = C*(Xo, Lg) ce qui entraine (ii).

Nous pouvons donc appliquer les constructions de 1.3. En particulier :

Lemme 3.2. — Soit P : XxgX — X un morphisme. Pour que P induise la loi de groupe
de X 7, il faut et il suffit que P soit une loi de composition admissible (cf. 1.3.2) sur
X.

En effet, pour que P induise la loi de groupe de X 7, il faut et il suffit que P releve
la loi de groupe de XT, ou encore celle de Y. Il n’y a donc qu’a montrer que tout
morphisme P relevant la loi de groupe de X vérifie I'identité (++) de 1.3.2(ii), ce
qui est exactement ce qu’'on a vu en 0.8.

Proposition 3.3. — Soient S un schéma et Sg un sous-schéma fermé défini par un idéal
nilpotent. Soit X un S-schéma plat, et quasi-compact ou localement de présentation
finie sur S. Soit P : X xg X = X une loi de composition sur X. Pour que P soit une
loi de groupe, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

(i) P est associatif.
(il) P induit sur Xo = X Xx So une loi de groupe.

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Montrons qu’elles sont suffisantes.
Supposons d’abord que X — S possede une section. Comme X(S’) est alors non vide
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pour chaque S’ — S, il suffit (6%

a gauche et a droite par x sont des isomorphismes de Xg.

On peut évidemment supposer S’ = S; la translation en question ¢ induit sur Xg
une translation ¢y de Xg, qui est donc un automorphisme puisque Xg est un groupe.
On conclut par platitude (SGA 1 III 4.2). (67)

Ne supposant plus maintenant que X possede une section sur S, supposons qu’il
existe un S’ — S tel que Xg/ posseéde une section sur S’. Alors Xg est un S’-groupe
d’apres ce qu’on vient de voir ; considérons sa section unité €¢’. L’'image inverse de e’
par pr; : ' xgS" — S’ (i = 1, 2) est la section unité de Xg pour la loi de groupe image
inverse de Pg/ par pr;. Mais comme P est « défini sur S », ces deux lois de groupes
coincident, donc aussi leur section unité. On a donc prj(e’) = pri(e’).

Si 8’ — S est un morphisme de descente (cf. Exp. IV n°2), il existera une section
de X donnant e’ par extension de la base, et on aura terminé. Comme Xx possede
une section sur X (la section diagonale), on voit qu’il suffit maintenant de prouver
que X — S est un morphisme de descente. Or il est plat et surjectif, et quasi-compact
ou localement de présentation finie, donc couvrant pour (fpqc), donc un morphisme
de descente (Exp. IV, n°6).

de montrer que, pour tout = € X(S'), les translations
(66)

Remarque. — En fait ’hypothese X — S quasi-compact ou localement de présentation
finie est superflue, en vertu du résultat suivant que le lecteur démontrera comme
exercice sur l'exposé 1V :

Sous les conditions du texte sur S et Sp, si X — S est un morphisme plat et Xg — Sg
un morphisme couvrant pour (fpqc), alors X — S est un morphisme de descente.

Lemme 3.4. — Pour que deux lois de compositions admissibles sur X soient équiva-
lentes (cf. 1.3.5), il faut et il suffit qu’elles soient déduites l'une de lautre par un
automorphisme de X au-dessus de S induisant Uidentité sur X .

(65N.D.E. : On a corrigé l'original, en supprimant la référence inadéquate & un exercice de Bourbaki
sur les semi-groupes (cf. [BAlg], §1.2, Exercices 9 & 13) et en indiquant le rdle des translations &
gauche et a droite, voir la N.D.E. suivante.

(66)N.D.E. : Soit E un ensemble non vide muni d’une loi de composition associative, telle que toute
translation a gauche £, soit bijective; fixons xg € E. Il existe un unique e € E tel que zo - e = xg;
alors g - e - = xo -  entraine e - x = x, pour tout x € E. D’autre part, pour tout z il existe un
unique z’ tel que = - &’ = e. Supposons de plus qu’il existe b € E tel que la translation a droite 7
soit injective. Alors, pour tout z, 1’égalité - e-b =z - b donne = - e = z (i.e. e est élément neutre),
et x -2’ -z =12 =1z eentraine 2’ -z = e, i.e. o’ est 'inverse de = & gauche et & droite, donc E est
un groupe.

Noter que ’hypothese « 7, injective » est nécessaire : sur tout ensemble E on peut définir une loi de
composition par z -y = y, pour tous z,y € E; alors toute translation & gauche est I'identité (d’olt
lassociativité de la loi), mais pour tout y on a ry(E) = {y}, donc E n’est pas un groupe si [E| > 1.
(6)N.D.E. : Puisque X et Xp ont méme espace topologique sous-jacent et que tg est un automor-
phisme, ¢ est un homéomorphisme, donc un morphisme affine, cf. Exp. Vig, 2.9.1 ou EGA 1Vy,
18.12.7.1. 11 suffit donc de voir que si J est un idéal nilpotent d’un anneau A, et ¢ : A — B un
morphisme de A-algebres, avec B plate sur A, tel que ¢ @5 (A/J) soit bijectif, alors ¢ est bijectif.
D’apres le « lemme de Nakayama nilpotent », ¢ est surjectif; de plus, B étant plate sur A, on a aussi
Ker(¢) @A (A/J) =0, d’ott Ker(¢) = 0, donc ¢ est bijectif.
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En effet, les morphismes construits en 1.3.1 sont exactement ceux de 1’énoncé pré-
cédent (par 0.7). (69)

Compte tenu de tous les résultats précédents, la proposition 1.3.6 donne :

Théoreme 3.5. — Soient S un schéma, T et J deux idéaux sur S tels que T D J,
T-J =0,Sp et Sy les sous-schémas fermés de S qu’ils définissent. Soit X un S-
schéma plat sur S (et localement de présentation finie ou quasi-compact sur S), Xg et
X7 les schémas obtenus par changement de base. Supposons X 7 muni d’une structure
de S 7-groupe et notons Ly le So-foncteur en groupes abéliens défini par la formule

HOIDSU(T, LO) = Homg (W)I(U/Sg ®ﬁso Or,J ®ﬁso Or)

sur lequel Xo opére par Uintermédiaire de sa représentation adjointe.

(i) Pour qu’il existe une structure de S-groupe sur X induisant la structure donnée
sur Xz, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i1) Il existe un morphisme de S-schémas X xg X — X induisant la loi de
groupe de X 7.

(iz) Une certaine classe d’obstruction appartenant ¢ H?(Xo, Lo) (définie ca-
noniquement par la donnée de X et de la loi de groupe de X 7) est nulle.

(i) Si les conditions de (1) sont satisfaites, l'ensemble E des lois de groupe sur X
induisant la loi donnée de X est un ensemble principal homogéne sous Z2(Xo, Lo),
et E modulo les S-automorphismes de X induisant l'identité sur X 7, est un ensemble
principal homogéne sous H?(Xo, Lo).

(69 En effet, tout morphisme de S-schémas f : X xg X — X induisant la loi de
groupe de X 7 est, d’apres 3.2, une loi de composition admissible sur X ; alors, d’apres
1.3.6 (i), Pexistence d’une loi de composition admissible P : X xg X — X associative
équivaut & la nullité d'une certaine classe c(f) € H*(Xo, Lo), et dans ce cas, d’aprés
3.3, P est une loi de groupe. Ceci prouve (i), et (ii) découle alors de 3.3 et 1.3.6 (ii).

Remarque 3.5.1. — (™) Si p1, 11/ sont des lois de groupe sur X induisant la loi donnée
de X 7, on obtient donc un cocycle §(u, p') € Z2(Xo, Lo), la convention de signe choisie
étant que ' = 6(u, 1) - pu, c.-a-d., pour tout S’ — S et z,y € X(5),

(z,y) = 6(p 1) (o, yo) - pla,y). (T

(68)N.D.E. : En effet, d’aprés la démonstration de 0.7, les S-endomorphismes de X induisant I’identité
sur X 7 sont les automorphismes m-idx, pour m parcourant M(X) = Homg (X, M) (pour tout S’ — S
et z € X(S'), on a (m-idx)(z) = m(x)-z ). Or, d’aprés la démonstration de 3.1, chaque m : X — M se
factorise de facon unique en un morphisme h de Y = X1 vers M, et donc m-idx est I’automorphisme
up, introduit en 1.3.1. Le lemme découle alors de la définition de ’équivalence, cf. 1.3.4 et 1.3.5.
(69)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit.

("ON.D.E. : On a ajouté cette remarque, analogue de 4.5.1, pour introduire la notation §(u, p’)
(ou 6(X, X)), utilisée en 4.38; par conséquent, on a aussi ajouté dans 3.5 (ii) ci-dessus, la partie
concernant E lui-méme.

(TUN.D.E. : On s’est conformé aux conventions de signe de Doriginal, afin d’avoir en 4.38 (5) ’égalité
9'd(X,X") = §(X,X') (voir aussi la N.D.E. (54)).
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On notera 0(u, ') Vimage de d(u, ') dans H?(Xg, Lo). Enfin, si X muni de la loi de
groupe p (resp. u') est désigné simplement par X (resp. X'), on écrira 6(X, X’) au lieu
de d(u, '), et de méme pour 6(X,X").

Remarque 3.6. — Soit X7 un Ss-schéma lisse sur Sy et affine. Par 0.15, il existe a
isomorphisme pres un unique S-schéma X, lisse sur S, et se réduisant suivant X 7. Si
X7 est muni d’une structure de S 7-groupe, il résulte de 0.16 que la condition (i) est
automatiquement vérifiée. De plus, d’apres 0.6 la définition de L se simplifie et on
obtient :

Corollaire 3.7. — Soient S, Z et J comme dans 3.1. Soit X7 un S 7-groupe lisse sur
S et affine.

(i) L’ensemble des S-groupes lisses sur S et se réduisant suivant Xz, & isomor-
phisme (induisant lidentité sur Xz) prés, est vide ou principal homogéne sous le
groupe

H?(Xo, ZLie(Xo0/So0) ®as, T )-

(i) Il existe un S-groupe lisse sur S se réduisant suivant X 7 si et seulement si une
certaine obstruction dans

H?(Xo, Zie(Xo/S0) ®es, JT)

est nulle.
On en déduit comme d’habitude les corollaires suivants :

Corollaire 3.8. — Soient S un schéma et Sg un sous-schéma fermé défini par un idéal
nilpotent . Soit Xg un So-groupe lisse sur S et affine.

(i) Si H*(Xo, ZLie(Xo/So) @ag, I /T7H2) = 0 pour tout n > 0, deuz S-groupes
lisses sur S se réduisant suivant Xy sont isomorphes (par un isomorphisme induisant
Uidentité sur Xo).

(i) Si H*(Xo,Zie(Xo/S0) ®es, I /I7T?) = 0 pour tout n > 0, il existe un
S-groupe lisse sur S, se réduisant suivant Xg.

Corollaire 3.9. — Soient S un schéma affine et Sy un sous-schéma fermé défini par
un idéal nilpotent I. Supposons les T /"2 localement libres sur Sg. Soit Xo un
So-groupe lisse et affine sur Sg

(i) Si H?(Xo, ZLie(Xo/So)) = 0, deux S-groupes lisses sur S se réduisant suivant
Xo sont isomorphes.

(i) Si H3(Xo, Zie(Xo/So)) = 0, il existe un S-groupe lisse sur S se réduisant
sutvant Xg.
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Corollaire 3.10. — Soient So un schéma et S =Ig, le schéma des nombres duaux sur
So. Soit Xg un Sg-groupe lisse sur Sg. Pour que tout S-groupe Y, lisse sur S, tel que
Yo soit Sp-isomorphe a Xo, soit S-isomorphe a X = Xo Xg, S, il faut et il suffit que
HZ(Xo,ZZ'E(Xo/So)) =0. (72)

En effet, en vertu de 3.5 l’ensemble des classes, & un isomorphisme de S-
groupes pres « induisant I'identité sur Xg », de tels groupes Y, est en bijection avec
H?(Xo, Zie(Xo/So)), donc I'ensemble des classes, & un isomorphisme de S-groupes
quelconque pres, est en bijection avec

H2(Xo,gi€(X0/So))/Fo ,

FO = Autso_gr_ (Xo)

(qui opere de facon évidente sur le H?). La conclusion résulte aussitot de la. (73)

4. Extensions infinitésimales de sous-groupes fermés

Enongons d’abord un résultat valable dans une catégorie abélienne quelconque.

Lemme 4.1. — Soient 0 A A LA 0 wune suite exacte, ¢ :

A’ — Q un morphisme et w: A” — P un épimorphisme de noyau C. Soit E I’ensemble
(a isomorphisme prés) des quadruplets (B, f, g, h) tels que la suite

0—>Q-—Tt-B-2-p 0

soit exacte et le diagramme ci-dessous commutatif :

0 A — A P A7 0
¢‘/ hl ‘/ﬂ-
f g
0 Q B P 0.

(i) Pour que E soit non wvide, il faut et il suffit que l'image dans Ext'(C,Q) de
Uélément A de Ext*(A”,A") soit nulle.

(i1) Sous ces conditions, E est un ensemble principal homogéne sous le groupe abé-

lien Hom(C, Q).

("2DN.D.E. : Ceci est utilisé dans XXIV, 1.13.

("3N.D.E. : En effet, Autg,_g;.(Xo) opere par automorphismes de groupe sur le groupe abélien
H?(Xo, Zie(Xo/S0)), donc I'orbite de 0 est le singleton {0} ; par conséquent I’ensemble quotient est
un singleton si et seulement si H?(Xg,.%ie(Xo/So)) = {0}.
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A/
Introduisons la somme amalgamée B’ = AJJQ. On a alors un diagramme commu-

tatif ot les lignes sont exactes : (74
0 N—" A —L A 0
o
0 Q—L—p A 0,

et il est clair que la catégorie des solutions du probleme posé est canoniquement 128
isomorphe a la catégorie des solutions du probléme correspondant pour la suite

0 Q B/ A" 0

et les morphismes idg et 7 : A” — P. (75) Dans ce cas, 'ensemble E est en bijection
avec I'ensemble des sous-objets N de B’ tels que B — A’ induise un isomorphisme
de N avec le noyau C de A” — P, c’est-a-dire 'ensemble des morphismes e : C — B’
relevant le morphisme canonique C — A”. Le groupe abélien G = Hom(C, Q) agit sur
E par g-e = g+ e (addition dans Hom(C, B')), et si E # & ceci fait de E un ensemble
principal homogene sous G.

On en déduit :

Proposition 4.2. — (7% Soient S un schéma, Sy le sous-schéma fermé défini par un
idéal quasi-cohérent J de carré nul, X un S-schéma, F un Ox-module, X 7 = XxgS 7,
Fg=F Qs Os,, et G5 = Fg/H7 un module quotient de Fy. Donnons-nous un
morphisme de Ox _, -modules

f\7®ﬁSJ%JHQ

Soit & le faisceau d’ensembles sur X défini comme suit : pour chaque ouvert U de X,
&(U) est lensemble des modules quotients 4 de F|u, tels que /TG =G|y et qu’il
existe un 1somorphisme

hjgi)th

rendant commutatif le diagramme 129

flu

J ®es,, (Y7lu) Qlu

can.

12

JY

(")N.D.E. : On a Coker(j) = B'[[?0 = AI_[A/ 0 = A”, et 'on voit que Ker(j) ~ Ker(i) = 0 en
raisonnant « comme si ¢ était une catégorie de modules » ; pour une démonstration uniquement en
termes de fléches, voir par exemple [Fr64], Th. 2.5.4 (x).

(5)N.D.E. : Dans ce qui suit, on a remplacé A par B, et détaillé la fin de 'argument.

(TO)N.D.E. : On a récrit 1’énoncé pour étre exactement dans le cadre de I’application qui en est faite
dans 4.3 ; d’autre part, on a détaillé la démonstration, selon les indications données par M. Demazure.
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(h est alors unique, puisque J ®os  (G7|u) = TY est un épimorphisme). Alors & est
un faisceau formellement principal homogene sous le faisceau en groupes commutatifs

o = Homex (Hy, Q) = Homey  (Hy, Q).

Démonstration. Si &(U) = @ il n’y a rien & démontrer ; on peut donc supposer que

&(U) contient un élément 4. Alors, dans le diagramme ci-dessous, h est un isomor-
phisme et toutes les fleches sont des épimorphismes :

flu
T ®0s, (F7lv) — T 905, (Gsl0) > Qlu

h
can. can.
~

JY

I Flu

Donc, le morphisme J ®¢ , (F7|u) — Qlu induit un épimorphisme (nécessairement
unique) ¢ : J.Z |y — Qlu, et si ¢ est un Oy-module tel que ¥/ TY = 4G 7|u et qu’'on
ait un diagramme commutatif a lignes exactes :

0 jyhj le yj|U—>0
I B
0 Qlu G~ G|y ——>0

(on p7 est la projection ¥ — 4/TY = 47|y, de sorte que Qly = Ker(py) = JY),
alors on peut identifier 4 & un module quotient de F|y. Par conséquent, d’apres 4.1
(ii), 'ensemble & (U) est principal homogene sous le groupe abélien

Hom o (A7, Q)U) = Hom g (A7, Q)(U).

Proposition 4.3. — (TDTE 1V 5.1) Soient S un schéma, Sy le sous-schéma fermé
défini par un idéal quasi-cohérent J de carré nul, X un S-schéma, F un Ox-module
quasi-cohérent, Xy = X xg Sy, Fg = F Qeg Os,. Soit G5 = F5 /7 un module
quotient quasi-cohérent de 77, plat sur S7.

Pour tout owvert U de X, soit &(U) lensemble des modules quotients quasi-
cohérents 4 V) de F|y, plats sur S et tels que G/JYG ~ G7|y. Alors les &(U)
forment un faisceau d’ensembles & sur X, qui est formellement principal homogene
sous le faisceau en groupes commutatifs

o = %Omﬁxj (%J,j@ﬁsj gj).

(")N.D.E. : Pour alléger I’énoncé, on a ajouté ici ’hypotheése que ¥ soit quasi-cohérent, et reporté
a la démonstration la remarque que cette hypothese est automatiquement vérifiée ; on a détaillé la
démonstration en conséquence.
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Démonstration. — Notons 7 : X — S le morphisme structural. Soient U un ouvert de
X et 4 un Oy-module plat sur S et tel que ¥/ JY ~ 4 7|y. Alors, pour tout = € U,
9, est un module plat sur ’anneau local 0g s (ot s = m(x)), et donc le morphisme

js ®ﬁs,5 (g/jg>x = js ®ﬁs,5 gm — (jg)x

est bijectif; on a donc une suite exacte

00— T ®es (97lv) 9 Y7lv 0

et comme J Qg (97|u) et 7|y sont des Oy-modules quasi-cohérents, ¢ I'est aussi
(cf. EGA 111, 1.4.17).

Réciproquement, puisqu’on a supposé ¢ 7 plat sur S 7, si ¢ est un Oy-module quasi-
cohérent tel que ¥/ JY ~ 97 et que le morphisme J ®os, Y7 — JY soit bijectif,
alors 4 est plat sur S, d’apres le « critére fondamental de platitude » (cf. SGA 1 1V,
5.5 (78)),

Par conséquent, 'ensemble & (U) considéré ici coincide avec ’ensemble considéré
dans 4.2, en prenant pour f le morphisme identique de J ®os, 97, et la conclusion
découle donc de 4.2. C.Q.F.D.

(79) On conserve les notations précédentes. Soit Y7 un sous-schéma fermé de X 7,
défini par un idéal quasi-cohérent .#y ,. On suppose Y 7 plat sur S7. Alors, appliquant
438 F =0x et 9y =0y, = ﬁxj/fyj, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.1. — SoientS, Sy, J, X, X7, Y7 et Sy, comme ci-dessus ; on suppose
Y 7 plat sur Sy. Notons 77 le faisceau en groupes commutatifs

%Omﬁxy (fYJ’j ®ﬁsj ﬁYJ)

sur Xz et o =i.(7), ol i est Uimmersion X7 — X.
Pour tout ouvert U de X, soit &(U) l’ensemble des sous-schémas fermés Y de U,
plats sur S, tels que Y xgS7 =Y 7 NU. Alors & est un </ -pseudo-torseur.

Si de plus un Y existe localement (c.-a-d., si tout & € X possede un voisinage ouvert
U tel que &(U) # @), alors & est un o/-torseur. Or on sait (voir par exemple EGA
IVy4, 16.5.15) que les o/-torseurs sur X sont paramétrés par le groupe H' (X, o7) =
HY (X7, 47), et que & possede une section globale (c.-a-d., &(X) # @) si et seulement
si la classe de cohomologie correspondant a & est nulle. On obtient donc le :

Corollaire 4.4. — Soient S, Sy, J, X, X7, Y7 et Iy, comme ci-dessus; on suppose
Y 7 plat sur Sy. Soit E l’ensemble des sous-schémas fermés Y de X, plats sur S, tels
queY xsS7=Yyg.

(i) L’ensemble E est vide ou principal homogéne sous le groupe abélien

H'(X, /) = H*(X7, #7) = Homey (v, T Qos, Oy, )-

(") N.D.E. : Voir aussi [BAC], § IIL5, th. 1.
(T)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit et ajouté le corollaire 4.3.1. D’autre part, on rappelle que
« pseudo-torseur » est synonyme de « formellement principal homogene ».
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(i1) Pour que E soit non vide, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes
soient vérifiées :
(a) Il existe localement sur X une solution du probléme.
(b) Une certaine obstruction est nulle, qui se trouve dans

Hl(XJ,ﬁfomﬁXJ (A, T ®os, Oy ,)).

Complément 4.4.1. — (89 Conservons les notations de 4.4 et supposons que E
contienne un élément Y. Notons #y l'idéal de Ox définissant Y, et #y, son image
dans Ox . Alors, comme on ’a vu dans la démonstration de 4.2, on a un diagramme
commutatif

J ®es, Oxy; —>> T Ox

|

i ~
J ®es, Ov, —= T Oy

donc un épimorphisme de Ox-modules ¢ : JOx — J Qs Oy, ; notons % son
noyau. Alors, pour tout élément Y’ de E, le morphisme &x — Oy se factorise par
Ox | (qui est la somme amalgamée B’ de la démonstration du lemme 4.1) et, notant
Sy I'idéal de Y’ dans Ox, on a un diagramme commutatif :

0 0

fy//%~—>fy

J

0——=(Tox)/H

lz

ﬁx/f%/ﬁ ﬁxj —=0

0 —J ®e¢s, Ov, Oy Oy, —0
0 0 0

Donc, remplagant X par le sous-schéma fermé défini par J#°, on se raméne a J# = 0.

Alors, la donnée de Y’ équivaut & celle du sous-Ox-module #y, de Ox, s’envoyant

bijectivement sur £y par la projection p : Ox — Ox ; notons f' : Sy, — Sy

(resp. f : Sy, — &) 'isomorphisme réciproque. Alors f’ — f est un élément de
HOmﬁXJ (fyj,j ®ﬁsj ﬁYJ) = Homﬁxj (fyj,jﬁy)

quon notera d(Y',Y). (Noter que d(Y,Y’) = —d(Y",Y).)

(8)N.D.E.: On a ajouté ce complément, utile pour démontrer le point (ii) de la proposition 4.8.
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Pour notre Y fixé et Y’ variable, considérons le morphisme :
Iy ——= Ox —= Oy = Ox/Iy;

puisque la composée avec Oy — Oy, est nulle, on sait qu'il est & valeurs dans J 0y =
J ®ﬁsj Oy, . Plus précisément, si V est un ouvert de X, 2’ une section de %y sur
V et 7 son image dans I'(V, %y, ), alors

o' = flxg) = flag) + (f' = Hzg) = flag) +dY',Y)(zg).

Par conséquent : le morphisme Sy, — J Oy est donné par d(Y',Y).

4.5.0. — ®1) Conservons les notations de 4.3.1 et 4.4 et effectuons un certain nombre
de transformations : S,/ f@j est un Ox ,-module quasi-cohérent annulé par fy ,
donc est I'image directe d'un Oy ,-module quasi-cohérent noté A5, /x ,, et appelé le
faisceau conormal 2 'Y 7 dans X 7. (82) Comme J ®ﬁsj Oy, est annulé par Sy, le
faisceau en groupes commutatifs /7 de 4.3.1 s’identifie a :

Homeoy (S, /9%,,T Qes, Ov,) = Homey (M, /x,.T Qes, Ovy),
d’ou, pour tout ¢ > 0 :

H' (X7, og) =" (Y7, #Homey (N, /x5, T @es, Oxy))-

(83) On peut alors supprimer hypotheése « Y fermé », comme suit. Notons d’abord
que tout ouvert Uy de X7 provient par changement de base du sous-schéma ouvert
U de X ayant méme espace topologique sous-jacent que Uy. Soit maintenant Y 7
un sous-schéma fermé de Uy, plat sur Sy, et Sy, l'idéal quasi-cohérent de Oy,
définissant Y 7. Si Y 7 se reléve en un sous-schéma Y de X, alors Y, ayant méme espace
topologique sous-jacent que Y 7, est un sous-schéma fermé de U; par conséquent,
I’obstruction pour relever Y 7 en un sous-schéma, plat sur S, de X ou de U est «la
méme », elle réside dans

Hl(Yj,%OMﬁyj (J‘Qj/xj,j ®ﬁsj ﬁyg)).

Enfin, revenons aux notations du n°0 : soit Z un idéal quasi-cohérent de Oy tel
que J CZ et ZJ =0, et soit Sy le sous-schéma fermé de S défini par Z. Pour tout
S-schéma Z, on note Zy = 7Z xs Sz et Zo = Z xg Sp. Alors, comme J est annulé par
Z, on a, avec les notations de 4.4 :

T ®es, Ov,; =T ®s, OY,
%Omﬁ\,y (JK(J/XJ J ®ﬁsy ﬁyy) = <%ﬂO’mﬁYO (J‘QJ/XJ ®ﬁYJ ﬁyo s J ®ﬁso ﬁyo),
etc. On obtient donc :
(8)N.D.E.: On a ajouté la numérotation 4.5.0 pour marquer le retour a ’original.

(82)N.D.E. : On a corrigé la phrase suivante.
(83)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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Proposition 4.5. — Soient S un schéma, Sg et Sz les sous-schémas fermés définis par
les idéauz quasi-cohérents T et J, tels que Z D J et Z-J = 0. Soient X un S-schéma
et Y7 un sous-schéma de X 7, plat sur Sy. Soit o le Oy,-module défini par

oy = %Omﬁyo (J‘QJ/XJ Qoy, Ov,, J ®os, Oy,).

(i) Pour qu’il existe un sous-schéma'Y de X, se réduisant suivant Y 7, plat sur S,
il faut et il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :

(a) Un tel Y existe localement sur X.
(b) Une certaine obstruction dans R'T'(Yo, o) est nulle. 9

(i) Sous ces conditions, 'ensemble des Y répondant auz conditions exigées est
principal homogéne sous le groupe commutatif T (Yo, ).

Remarque 4.5.1. — %) 11 résulte de 4.5 (ii) la donnée pour tout couple (Y,Y’) de
sous-schémas (¥6) de X, plats sur S et se réduisant suivant Y7, d'une « déviation »

d(Yle) € F(Yo,%) = Homﬁyo (‘/‘/YJ/XJ ®ﬁyg ﬁYm J ®ﬁso ﬁYo);

la convention de signe adoptée dans 4.4.1 étant que d(Y’,Y) correspond au morphisme
de Ox-modules

fY’ — ﬁX — ﬁY
(qui est & valeurs dans J Oy ~ J ®es, Oy, et se factorise par fyzj = Sy, puis par
M 5 /[Xg )-

Remarque 4.6. — ®7) Si X est plat sur Setsi Y 7 est localement intersection compleéte
dans X 7, alors la condition (a) est toujours satisfaite et tout Y plat sur S relevant
Y 7 est alors localement intersection complete dans X. Si de plus Yy est affine, la
condition (b) est également satisfaite.

Définition 4.6.1. — (cf. SGA 6, VII 1.1) Soient B un anneau commutatif, f : E — B
un morphisme B-linéaire, ott E est un B-module libre de rang fini d, et I I'idéal f(E)
(si on choisit une base de E, f est donné par un d-uplet (fi,..., fq) d’éléments de
B, et I est I'idéal engendré par les f;). Le compleze de Koszul Ko(f) est le B-module
gradué A\ E, muni de la différentielle (de degré —1) :

K2
;clA---/\;ciHZ(—l)f'*lf(xj)xl/\---A@/\---Axi.
j=1

(8)N.D.E. : Ici, on a noté R1T'(Yo, %) le groupe de cohomologie « cohérente » H (Yo, %) du Oy -
module %, afin de le distinguer de groupes de cohomologie « de Hochschild » H!(Yo,.#o) (Yo un
So-groupe, .#o un Og,-module) qui seront considérés & partir de 4.16.

(85)N.D.E. : On a placé ici cette remarque, qui remplace la remarque 4.7 de Poriginal.

(86)N.D.E. : On a corrigé « sous-schémas fermés » en « sous-schémas ».

(87)N.D.E. : On a conservé, pour mémoire, la remarque 4.6 de I’original, oit ne figure pas la définition
de «localement intersection compléte ». On a ajouté a la suite la « bonne » définition, tirée de SGA 6,
VII 1.4 (qui remplace celle de EGA IVy, 16.9.2), et la démonstration des trois résultats énoncés dans
la remarque.
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On a donc un complexe de chaines augmenté (B/I étant en degré —1) :

AN’ E E—L-B B/I 0

qui par définition est exact en degré 0, puisque I = f(E). On dit que f est régulier si
K.(f) est acyclique en degrés > 0, c.-a-d., si le complexe augmenté ci-dessus est une
résolution de C = B/I.

Dans ce cas, la démonstration de SGA 6, VII 1.2 b) montre que les C-modules
["/I"*1 (n € N) sont libres, /1 étant de rang d.

Définition 4.6.2. — (cf. SGA 6, VII 1.4) Soient X un schéma, Y un sous-schéma, U un
ouvert de X tel que Y soit un sous-schéma fermé de U, défini par I'idéal quasi-cohérent
Sy

On dit que Y est localement intersection compléte dans X si Y — X est une
immersion réguliere au sens de SGA 6, VII 1.4, c.-a-d., si pour tout y € Y il existe un
voisinage ouvert affine V de y dans U, un Oy-module fini libre &, et un morphisme
régulier f : & — Oy d’image Fy |y, i.e. tel que K.(f) soit une résolution de Oynv.

Ceci implique que I'immersion Y < X est localement de présentation finie, et,
d’apres 4.6.1, que le faisceau conormal A5 /x = Hy/ FZ est un Oy-module fini loca-
lement libre.

Lemme 4.6.3. — ®8) Soient A un anneau, J un idéal de A de carrénul, A =A/J, B
une A-algébre plate, E un B-module libre de rang fini, f : E — B un morphisme de
B-modules. On suppose que le morphisme g : E =E®a A — B =B ®a A induit par
f est régulier et que B/g(E) est plate sur A.

Alors f est régulier et B/ f(E) est plate sur A.

Démonstration. Posons C = B/ f(E) et C = C®s A = B/g(E). D’abord, les /\ZB(E)
sont des B-modules libres, donc des A-modules plats, puisque B est plat sur A. Comme
Ag E ®a A ~ AZE, on obtient donc une suite exacte de complexes :

0——=J®as ARE Ag E AE 0.

De plus, comme J2 =0,ona J®s M =] ®KK ®a M pour tout A-module M. Notant
— — > les fleches d’augmentation, et d le rang de E, on obtient donc le bicomplexe
qui suit, ou les lignes sont exactes :

(88)N.D.E. : Afin de démontrer les résultats énoncés dans la remarque 4.6, on a ajouté les lemmes
4.6.3, 4.6.4 et la proposition 4.6.5, ainsi que la remarque 4.6.6.
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el
o

0—=J @3 AGE A

0——>J@y E

id ®gl

0——>J@,; B

O
<~ Wa&a<—0

— R =0

Q

|

|

V J—
J®KC

|

De plus, les colonnes de droite et de gauche sont exactes, puisque K.(g) est une
résolution de C et que celui-ci est plat sur A. Donc, considérant la suite exacte longue
d’homologie associée a la suite exacte de complexes non augmentés on obtient que
K.(f) est acyclique en degrés > 0, et qu’'on a en degré 0 une suite exacte :

e Al - —E——
o

0——==J®aC C C 0.

Donc C est plat sur A, d’aprés le « critére fondamental de platitude » (cf. [BAC],
§IIL.5, th. 1).

Lemme 4.6.4. — (%) Sojent A un anneau commutatif, J un idéal nilpotent, N C M
des A-modules tels que M/N soit plat sur A. Si x1,...,x, sont des éléments de N
dont les images engendrent ’image N de N dans M/JM, alors ils engendrent N.

En effet, notons N’ le sous-module de N engendré par les z;, et Q = N/N’. Alors le
morphisme N’ ® (A/J) — N est surjectif. D’autre part, comme M/N est plat sur A,
le morphisme N ® (A/J) — N est bijectif. On obtient donc que Q ® (A/J) = 0, d’olt
Q = 0 d’apreés le « lemme de Nakayama nilpotent » (on a Q = JQ = J2Q = --- = 0).

On peut maintenant démontrer la :

Proposition 4.6.5. — ®8) Soient S, T,.J et X,Y s comme en 4.5. Supposons de plus X
plat sur S et Y7 localement intersection complete dans X 7.
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a) Alors, la condition (a) de 4.5 (i) est satisfaite ; de plus, tout’Y plat sur S relevant
Y 7 est localement intersection complete dans X.

b) Si de plus Yo est affine, la condition (b) de loc. cit. est également satisfaite.

Démonstration. La premiere assertion de (a) découle du lemme 4.6.3 ; la seconde ré-
sulte alors du lemme 4.6.4. D’autre part, I'’hypothese entraine (cf. 4.6.2) que A5, /x ,
est un Oy ,-module fini localement libre, donc le &y, -module

JZ{O = %Omﬁyo (J‘/YJ/XJ ®0YJ ﬁYoaJ ®ﬁso ﬁYU)
est quasi-cohérent (cf. EGA I, 1.3.12), d’ott R'T'(Yq, #%) = 0 si Yy est affine.

Remarque 4.6.6. — (®) Terminons ce paragraphe par 1’exemple suivant, qui montre
que, sous les hypotheses du lemme 4.6.3, si (g1, g2) est une suite réguliére engendrant
I'idéal T = g(E), elle ne se releve pas nécessairement en une suite réguliere dans B.

Soient k un corps, A = k[X, Y], notons ke le A-module A/(X,Y) (i.e. P-e = P(0,0) e
pour tout P € A), et soit A = A @ ke, ou J = ke est un idéal de carré nul. On a
AJJ =R

L’algebre B = A ®, k[Z,T] est libre sur A, donc plate; on a B = k[X,Y,Z, T].
Posons g1 = XZ — YT et go = XZ — 1. Comme le polynéme ¢; est irréductible,
B/(g1) est integre, et donc (g1, g2) est une suite réguliere dans B, engendrant Iidéal
I1=(XZ—-1,YT —1). Donc

C=B/1=kX, Y, X LY =AY
est une A-algebre plate (et aussi une A-algébre plate). Mais tout relevement dans B

de g1 est de la forme XY — ZT + Ae, ou A € k[Z, T], donc annule €.

4.7. — On a supprimé ici la remarque 4.7, placée en 4.5.1.

Remarque 4.8.0. — (3% Soient S un schéma, S’ un sous-schéma fermé, X un S-schéma,
Y un sous-S-schéma de X, et X’ =X xg S, Y =Y xgS’. Alors, on a un morphisme
surjectif de Oy/,-modules

J‘Q/X ®ey Oy = JK(//X/ .

En effet, quitte a remplacer X par un certain ouvert, on peut supposer que Y est
fermé, défini par un idéal £y de Ox ; alors 'image de #y dans Oy est l'idéal Fy.
définissant Y’, et I’on a un morphisme surjectif de Oy/-modules

T (I I Qey Oy s Iyt | 5L,
Supposons de plus que Oy = Ox /Py soit plat sur O ; alors le morphisme naturel

Iy Ry Oxr — Iy

(89)N.D.E. : On a inséré ici cette remarque, utilisée dans la proposition qui suit ; elle figurait en 4.10
de loriginal.
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est bijectif (cf. EGA IV3, 2.1.8). On a alors le diagramme commutatif & lignes exactes
suivant :

f% X ox Oxr — I ®ex Oxr —> (fy/f%) Koy Oy —>0

surj.l LZ wlsurj.

0 72, Sy S ] T2, 0
d’ott on déduit, d’apres le lemme du serpent : (°0)
(4.8.0) My x @y Oy = Ny x siY est plat sur S.

Proposition 4.8. — Soient S, So, S et T, J comme en 4.5. OV Soient X un S-schéma,
Y un sous-schéma de X, et i l'immersion Y — X.

i) Pour tout S-morphisme f: T — X tel que : Ty — X7 se factorise par Y 7,
J J J J

on peut définir une obstruction

(*) C(XaYaf) € HomﬁTO(fg('/VY/X ®ﬁy ﬁYO)aJﬁT)
dont la nullité équivaut a l’existence d’une factorisation de f par Y.

(ii) Soit Y' un second sous-schéma de X. Supposons que Y'; = Y7 et que Y, Y’
soient plats sur S. On a alors des isomorphismes (cf. 4.8.0) :

JOy = J ®gs, Ov, = TOy et Myx®oy Ov, — Mry/x,
d’ou un isomorphisme :
U : HOInﬁYo (JK(J/XJ ®ﬁyj ﬁyo, jﬁy) = HOInﬁYo (f/Vy/X R ey ﬁyo, jﬁy/).

Notant i’ : Y — X limmersion canonique et d(Y,Y') la déviation de 4.5.1, on a :
(92)

(x%) e(X,Y,i") = u(d(Y,Y")).

(iii) Le morphisme canonique A5 /x D, i*(Q%(/S) (cf. SGA 1 II, formule 4.3) (93)
duit un morphisme :

Do : My /x ey Ovy — Q%wso ®ox, OYo

(99N.D.E. : Dans loriginal, ceci était indiqué dans la remarque 4.10, sous ’hypothése additionnelle
que Y’ soit localement intersection complete dans X’. Cette hypothese figurait aussi, par suite, dans
les énoncés 4.12—4.14 ; elle semble en fait superflue, et on ’a supprimée des énoncés précités.
(OUN.D.E. : On a supprimé ’hypothése que Z soit nilpotent, qui parait superflue (cf. la démonstra-
tion).

(92N D.E. : Voir aussi 4.27 plus loin.

(93)N.D.E. : Voir aussi EGA IV, 16.4.21. Rappelons que si U est un ouvert affine de X tel que YNU
soit défini par I'idéal I de A = Ok (U), si on note d la différentielle A — I'(U, Q%US)7 et si x €1, alors

D(x +12) est I'élément d(z) @ 1 de F(U,Q%(/S) ®a (A/T).
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et donc, pour tout S-morphisme f: T — X comme en (i), un morphisme :

Ufo * HomﬁTo (fék (Q%(O/S[))a JOr) = HomﬁTo (fék (JK(/X ®oy Ov,), J Or),

a— ao f§(Do)

ot ci-dessus le premier groupe est Homy+ (T, Lx), ¢f. 0.1.5. Pour a € Homx+ (T, Lx),
on a :

(***) C(XvYaa'f) 7C(X7Ya f) :’Ufo(a),
ot l'on a noté a - f le morphisme composé T M Lx xx+ X = X.

Nous allons démontrer la partie (i) de la proposition, laissant au lecteur le soin de
(ne pas) vérifier les assertions (ii) et (iii); cette vérification se fait par réduction au
cas affine, puis par comparaison des définitions explicites. (9%

Démontrons donc (i). Le morphisme f : T — X définit un morphisme de faisceaux
d’anneaux ¢ : Ox — f.(Or). ®) Soit U un sous-schéma ouvert de X dans lequel Y est
fermé ; comme T (resp. Y 7) a méme espace sous-jacent que T 7 (resp. Y), I'application
continue sous-jacente a f envoie T dans U, et comme U est un ouvert de X, ¢ induit
un morphisme de faiceaux d’anneaux Oy = Ox|y — f«(Or), i.e. f se factorise par U.

Donc, on peut se restreindre au cas ou Y est fermé, donc défini par un faisceau
d’idéaux .#y. Pour que f se factorise par Y, il faut et il suffit que I’application com-
posée Sy — Ox — f.(Or) soit nulle. Comme f7 se factorise par Y 7, I'application
composée Fy,, = Ox, — f.(Or,) est nulle. Considérant le diagramme commutatif
ou la premiere ligne est exacte :

f«(TOr) fo(O1) —— f:(Or,)

AN
AN T¢ chy
N

0

AN
SO Ox Ox,
AN
AN
AN
AN
Iy Iy,

on en déduit que ¢ applique .#y dans f,(J Or). 9 Puisque J2 = 0, il en résulte que
f+(T Or), vu comme Ox-module via ¢, est annulé par .y ; par conséquent, ¢ induit
un morphisme de &x-modules

h: o i(Myyx) = v/ IY — [(T Or).

(99N.D.E. : On a fait ces vérifications plus bas.

(95)N.D.E. : D’une part, on a supprimé ’hypothése que Z soit nilpotent, i.e. que Xo ait méme espace
topologique sous-jacent que X ; d’autre part, on a détaillé la phrase qui suit.

(96)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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D’autre part, on a des carrés cartésiens :

T0¢>X0<LY0

l lrxo lwo
f .

T——=X~<~—Y.

ou i, etc. sont les immersions fermées déduites par changement de base de Sg — S.
Comme J Ot est un Op-module quasi-cohérent annulé par Z, on a un isomorphisme

J Ot >~ (71, )+ T1,(J O1),

d’ott fu(TOr) =~ (7x,)«(fo)« 71,(T O1). Donc h correspond, par adjonction, a un
morphisme de Or,-modules

ho:  foTx,ix (M x) — i1, (T O).
Or, 7%, ix(Av/x) = (i0)« 7, (M /x) = M x @oy Oy,. Done, revenant a I'abus de
notation i (JOr) = JOr constamment utilisé, hy s’identifie & un morphisme de
Or,-modules

ho:  fo(M/x @ey Ov,) — T Or
qui est Pobstruction ¢(X,Y, f) cherchée. Ceci prouve (i).

Lorsque f est 'immersion i’ : Y < X, on voit que ¢(X, Y,4") provient du morphisme

Sy < Ox — Oy, donc correspond, d’apres 4.4.1 et 4.5.1, a la classe d(Y,Y’). Ceci
prouve (ii).

Démontrons (iii). D’abord, D : A5 /x — i*(Q%i/S) induit un morphisme

Do: 7, (A /x) — 73,0 (R s) = ig, (R s)

et, comme Xo = X xg S, on a 7%, (Q%(/S) ~ Q%%/So (cf. EGA 1Vy, 16.4.5). On obtient
donc le morphisme annoncé

Do : </Vy/X ®oy Oy, — Q%(U/SO ®eox, Oy, -
Enfin, on va vérifier ’égalité (xxx) apres la remarque ci-dessous.

Remarque 4.9. — L’obstruction ¢(X,Y, f) se calcule localement sur T. Soit U =
Spec(C) un ouvert affine de T au-dessus d’un ouvert affine Spec(A) de X, lui-méme
au-dessus d’un ouvert affine Spec(A) de S, soient J C I C A (resp. Iy C A) les idéaux
correspondant & J C Z (resp. & Hy ), soit B = A/Iy et soit ¢ : A — C le morphisme de
A-algebres correspondant & f : T — X; comme f(T;) C Y; on a ¢(Iy) C JC et donc
¢ induit un morphisme de A-algébres B — C/JC — Cy = C/IC. Alors, l'obstruction
c=c(X,Y, f) se calcule par le diagramme commutatif suivant :

Iy A—" ¢

| |

Iy/I%{—>Iy/I%{®BCO—C>JC s
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c.-a-d., elle est définie, au-dessus de I'ouvert U, comme 'unique élément de
Homc, (Iy/I%( ®p Co, JC) = Homgp, (Iy/I% ®B Bo, JC)
tel que, avec les notations évidentes, on ait ¢(T ®p 1) = ¢(x), pour tout x € Iy.

7) On peut maintenant achever la démonstration de 4.8 (iii). L'égalité (x+*) se

vérifie localement sur T, on est donc ramené a la situation affine décrite ci-dessus.
Notons dp/, la différentielle A — Qll%//\' Alors a correspond, au-dessus de U, a un
élément ay de

HomCO(Q}Xg/AO QAo Co,JC) ~ HomBO(Q}VA XA Bo,JC) ~ HOmA(Q}X/A,JC).

Alors, d’une part, vy, (a) correspond au-dessus de U & I'élément ay o D, ot Dy est le
morphisme de B-modules (%8)

Iy /I — Q4,4 ©a Bo, z+15 = dya(z) @1

D’autre part (cf. la démonstration de 0.1.8 et 0.1.9), le morphisme de A-algébres
¢’ : A — C correspondant a a - f differe de ¢ par la A-dérivation A — JC associée a
ay, i.e.on a :

¢ =¢+avody=¢+ayo(da®1).

Par conséquent, notant ¢ = ¢(X,Y,a - f), on a pour tout « € Iy, en notant T son
image dans Iy /I3 :

(@ =)@ ®1) = ay(da/a(z) ®1) = (ay 0 Do)(F) = vy, (a)(Z).

Ceci montre que ¢’ — ¢ = vy, (a).

4.10. — On a supprimé la remarque 4.10 de l'original, rendue obsolete par ’ajout de
la remarque 4.8.0.

4.11. — Nous nous proposons maintenant d’étudier la situation suivante. Soient S,
S et Sp comme en 4.8 ; on a trois S-schémas X, X/, T, un sous-schéma Y de X (resp.
Y’ de X’), et des morphismes f: T — X" et g: X' — X.

Y’ Y

(OT)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit.
(989)N.D.E. : Cf. N.D.E. (93).
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On suppose que par réduction modulo 7, ce diagramme se compléte en un diagramme

commutatif
g oo > Yy
-
7
- -/
- 7 v
7
7
7
fa , 97
Ts J X7

137 On a donc par 4.8 des obstructions :
c(X,Y,goi') € Homg,, (i0' 90 (N5 /x oy Oy,), T Oyr),
(XY, f) € Homey, (f5 (Nr/xr @6y, Ovy), T Or),
c(X,Y,go f) € Homgy, (f595(Mv/x ®oy Oy,), T Or),

dont on cherche & calculer les relations. (99

Lemme 4.12. — Supposons Y' plat sur S, de sorte que J ®gg, Oy, =JO0y.

(i) On a un morphisme naturel
by, : HomﬁY() (’L/O*gs (</VY/X ® Oy,),TOy') — HOInﬁTU (fo*gg (</VY/X ® Oy,),JOr).

(ii) On a aussi un morphisme naturel, fonctoriel en T (100)

agy (fo) : Homgy (fo (A /xr ® Oyy), T Or) — Homey (f596(NMv/x @ Ov,), T Or).

Démonstration. — (190 Remarquons d’abord que, X, X', Y, Y’ étant fixés, se donner
un T comme ci-dessus équivaut & se donner un morphisme (f, f7): T — X’ xx/, Y.
Posons Z = X’ XX/, Y’ et notons M et M’ les Z-foncteurs définis par : pour tout
f:T—>7Z,

M(T) = HomﬁTU (fggS(JVY/X ® ﬁYo)v jﬁT)
M'(T) = Homgy,, (5 (A /x ® Oyy), TOp). (102

9IN.D.E.: A partir de 4.17, on appliquera ceci au cas ot X est un S-groupe, g : X xg X — X la
multiplication, Y un sous-schéma de X tel que Y 7 soit un sous-groupe de X7, Y/ =Y Xg Y, et aux
deux morphismes Y3 — X2 qui envoient (y1,y2,¥3) sur (y1y2,¥3), resp. (y1, y2y3). Dans ce cas, la
comparaison des obstructions ci-dessus montrera que l’obstruction a ce que Y soit un sous-groupe
de X réside dans un certain groupe de cohomologie (de Hochschild) H2(Yy, Np).

(100)N.D.E. : On a supprimé ’hypothése « Y{ localement intersection compléte dans X{, », superflue
d’apres 4.8.0; d’autre part, on a ajouté que ag, (fo) est « fonctoriel en T », ceci jouant un réle crucial
dans la démonstration de 4.17.

(10N D.E. : On a détaillé la démonstration, pour faire voir la « fonctorialité en T » de agg -

(102)N D.E. : La situation se simplifiera & partir de 4.16 : on se restreindra aux schémas plats sur S,
Y sera un S-groupe plat et Y/ =Y xg Y, on obtiendra alors des So-foncteurs Ng et N,.
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On a de toute facon un diagramme commutatif :

fg(j ®ﬁso ﬁY[’)) :\7®ﬁso ﬁTo
f5(TOy) = ——— - >JOr

et comme Y’ est plat sur S, la fleche de gauche est un isomorphisme, donc on obtient
un morphisme de Or,-modules f3(JOy') — JOrp. Celui-ci induit un morphisme de
groupes abéliens

Homg,, (f590 (M /x ® Ov,), £ (T Oyr)) — M(T)
et, composant avec le morphisme
M(Y') — Home,, (f590 (A5 /x @ O,), fo (T Oy)),
induit par f§, on obtient le morphisme by, : M(Y'") — M(T).
De méme, on a de toutes facons un diagramme

9 (My/x ®oy Ovy) — = = My xr Qo Oy,

98(%0/)(0)

et comme Y’ est plat sur S, la deuxieéme fleche verticale est un isomorphisme, d’apres
4.8.0. On obtient donc un Oy;-morphisme

My /x;,

i0 90 (M /x ®ey Ov,) — My xr ey, Oy,

qui induit un morphisme agy, (idy+) : M'(Y") — M(Y’) et, pour tout f : T — Z, un
morphisme ag, (f) : M/(T) — M(T) tel qu'on ait un diagramme commutatif

(ol by est défini comme by, ). C.Q.F.D.
Remarque 4.12.1. — (1°3) Notons My et M} les Y/ -foncteurs définis par : pour tout
f : TO — Yé,

My (T) = HomﬁTU (fO*gS(JK(/X ® Ov,), J ®os, Or,)
Mg(T) = HOHlﬁT0 (fE)k (JK(//X/ (9 ﬁYg)a J ®ﬁso ﬁTO)-

(103)N.D.E.: On a ajouté cette remarque, utilisée dans la démonstration de 4.17.
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Remarquons tout de suite que Zg = Y|, et que sur la catégorie des Z-schémas T qui
sont plats sur S, M et M’ coincident, respectivement, avec les foncteurs [[g, /s Mo et
Ils, /s M. Dans ce cas, by, est simplement le morphisme

5 Mo(Y) — M(To)

induit par fy, et pour tout morphisme u : U — T, posant h = fowu, on a un diagramme
commutatif

agy (fo)
Mj(To) ——— Mo (Ty)

l l
Qg (ho)

Mj(Ug) ——— Mo (Uo)

Le. ag, devient un morphisme de foncteurs []g o Mg — [Is, ;s Mo.

Proposition 4.13. — Supposons Y' plat sur S. On a alors la formule :
€%, Y, g0 ) = g (e(X', Y, £)) + by (e(X, Y, 9 07)).

Comme la définition des différentes obstructions et des morphismes ag4, et by, est
locale, on voit facilement qu’il suffit de vérifier la formule donnée lorsque les différents
schémas en cause sont affines. Notons donc S = Spec(A), S; = Spec(A/J), Sp =
Spec(A/T), T = Spec(C), X = Spec(A), Y = Spec(A/Iy) = Spec(B), X’ = Spec(A’),
Y’ = Spec(A’/Iy/) = Spec(B’).

On a donc un diagramme d’anneaux et d’idéaux (104

B B
C—Tt Nt a
IY/ IY .

Etudions les différents termes de la formule & démontrer. Dans ce qui suit, si z € Iy
(resp. u € Iy/), on note 7 (resp. u) son image dans Iy /13 (resp. Iy//I2,,) ; d’autre part,
si m appartient & un A-module M, on note mg son image dans My = M /IM.

On a vu que ¢ = ¢(X,Y,go f) est Punique Co-morphisme Iy /I3, @5 Co — JC tel
que ¢(T® 1) = f(g(x)), pour tout x € Iy.

(109)N.D.E. : On a conservé les notations de Poriginal, en notant f : A’ — Cet g : A — A’
les morphismes d’anneaux correspondant & f : T — X’ et g : X’ — X. Ceci explique la formule
c(X,Y,g0 f)(T®1) = f(g9(x)), pour z € Iy.



4. EXTENSIONS INFINITESIMALES DE SOUS-GROUPES FERMES 159

Fixons ¢ € Iy; on a g(z) € Iy, + JA’ puisque ¢;(Y}) C Y. Ecrivons g(z) =
'+ > Na, avec o' € Iy, A; € J, al € A’. On a donc

(1) (X, Y,g0 f)F@1) = fg(x) = f@') + Y Nif(a)).

Considérons maintenant a4, (¢(X',Y’, f)). D’apres les définitions posées, il est défini
par le diagramme

Iy C

) ~ ) (X' Y, )
IY6/1Y6 ®B6 Co <~ IY//Iyl 2921 Co — JC

90 g0 (XY, )

IYU /I%(U ®B0 CO ~ IY/I% ®B Co

On a donc ag, (¢(X", Y, f))(T®1) = f(u), ot u est un élément de Iy+ dont I'image 140
u dans Ly, /I%(6 vérifie Ty @ 1 = Gy(To) ® 1 = go(xo) ® 1. On peut donc prendre u = z’
et on trouve

(2) ag, (XY, [)E® 1) = f(2).

Considérons enfin by, (¢(X,Y, g 04’)). Par hypothése, le morphisme de Ag-algebres
fo : Ay — Co se factorise par B, et donc, comme J ®5, Bj — JB’ (B’ étant plat
sur A), on obtient un morphisme de Bj-modules ¢ : JB’ — JC tel que l'on ait un
diagramme commutatif :

id @7’ id ® fi
J@py A ——=J @), By —=J @4, Co

Y .

7T b

J) ———JB - - — - — = JC.

Notons ¢ : JB’ ®p; Cop — JC le morphisme de Cyp-modules déduit de 9, alors on a,
pour tout @’ € A’; A € J,

(1) oM’ (d') ©1) = Af(a’).
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Alors, by, (e(X,Y, g oi’)) est défini par le diagramme commutatif :

m’og

Iy B’

c(X,Y,goi’ ~
Iy/I% ®p B/O % JB’

Iy /12 ©p Co ———— JB @p, Co

]
bro <<>M

JC.

On a donc aussitot
(3) bro (c(X,Y,god)) (@@ 1) = (Y Nr'(af) @ 1) = > Nif(aj),

la derniére égalité découlant de (f) plus haut. La comparaison des trois résultats
explicites (1), (2), (3) donne la formule cherchée.

Corollaire 4.14. — Soient Y,Y' deux sous-schémas de X, plats, se réduisant suivant
Y 7 ; supposons Y localement intersection complete dans Xgo. St f : T — X est un
S-morphisme tel que f7 se factorise par Y 7 — X7, on a la formule

C(XaYv f) - C(XaYlv f) - bfo (d(YaY/))

En effet, appliquant la formule précédente au diagramme

Y’ Y

T X

>

on trouve ¢(X,Y, f) — (X, Y, f) = bs (c¢(X,Y,3)). De plus, d’apres 4.8 (ii), on a
c(X,Y,) =d(Y,Y’).

Proposition 4.15. — Soient X un S-groupe lisse sur S et Y un sous-S-groupe plat et
localement de présentation finie sur S. Alors Y est localement intersection compléte

(cf. 4.6.2) dans X.
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Démonstration. (1°°) On va montrer que Pimmersion Y — X est réguliére au sens
de EGA 1V, 16.9.2, ce qui implique qu’elle I'est aussi au sens de 4.6.2, d’apres EGA
IVy, 19.5.1 (d’ailleurs, d’apres loc. cit., les deux définitions sont équivalentes si S est
localement noethérien). Donc, dans ce qui suit, on prend « immersion réguliére » au
sens de EGA IVy, 16.9.2. Comme X et Y sont plats et localement de présentation
finie sur S, alors, d’apres EGA 1V, 19.2.4, il suffit de montrer que, pour tout s € S,
Y — X, est une immersion réguliere. D’aprées EGA TV, 19.1.5 (ii), on est ramené a
vérifier 'assertion sur les fibres géométriques de S, donc lorsque S est le spectre d’un
corps k algébriquement clos.

Alors, d’apres VIu, 3.2, le quotient X/Y existe et est lisse, le morphisme 7 : X —
X/Y est plat, et 'on a un carré cartésien

(ot € est 'image dans X/Y du point unité de X). Donc, par changement de base plat
(cf. EGA TVy, 19.1.5 (ii)), il suffit de voir que ¢ est une immersion réguliére, ce qui est
immédiat puisque 'anneau local noethérien Ox /v ¢ est lisse, donc son idéal maximal
engendré par une suite réguliere.

4.16. — (199 Soit X un S-groupe lisse sur S, on note  : X xgX — X sa loi de groupe.
Donnons-nous un sous-S 7-groupe Y 7 de X 7, plat et localement de présentation finie
sur S7. D’apres 4.15, Y 7 est localement intersection complete dans X.

Donc, d’aprés 4.6.5, tout S-schéma plat (1°7) Y relevant Y7 est localement inter-
section complete dans X. Pour un tel Y on a, d’apres 4.8.0,

(4.16.1) M jx Boy Ovy = My xy = My xy @0y, O,

(105 N.D.E. : On a ajouté dans 1’énoncé ’hypothése que Y soit localement de présentation finie sur
S, et 'on a donné la démonstration qui suit, plus directe que celle esquissée dans l'original. Pour
étre complet, détaillons aussi cette derniere. Comme dans la démonstration donnée plus haut, on se
rameéne d’abord au cas ou S = Spec(k), k étant un corps algébriquement clos. D’apres EGA IVy,
16.9.10 et 19.3.2, il suffit de voir que, pour tout y € Y, le complété de ’anneau local Oy , est
le quotient d’un anneau local noethérien complet par une suite réguliere. D’apres loc. cit., 19.3.3,
I’ensemble des y € Y vérifiant cette propriété est un ouvert U de Y ; comme Y est de type fini sur
k, il suffit de montrer que U contient tout point fermé. Comme Y est un k-groupe il suffit, par un
argument de translation, de montrer que la propriété est vraie pour le complété de Oy ., c.-a-d., pour
le « groupe formel » 2 correspondant & Y (cf. Exp. VIIg). Or, comme X est lisse, I’algebre affine JM()Z)
est une algebre de séries formelles k[[X1, ..., Xn]], et on conclut & I’aide du théoréme de structure de
Dieudonné qui montre que o/ (¥) est isomorphe & un quotient k[[X1, ... ,X,A_FSH/(XZIJ11 e XI;M ),
ol p est 'exposant caractéristique de k et r + s < n, cf. VIIg, Remarque 5.5.2 (b).

(106)N.D.E. : On a réorganisé 4.16 en y regroupant, d’une part, les hypothéses énoncées  la fin de
4.15 et, d’autre part, la définition de ’obstruction DY

(107)N.D.E. : On a corrigé 'original en rajoutant « plat ».
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D’autre part, notons €g : So — Yo la section unité de Yo et ny,,/x, le Os,-module
quasi-cohérent :

o /Xo = ES(J‘/YO/XO)'
Comme Yq et Xg sont des Sp-groupes, on voit aisément que A5, /x, est invariant par

les translations (disons & gauche) de Yo, donc (198) est 'image réciproque par Yo — So
de ny,/x,, i-e. on a

(4.16.2) Mo/Xo = My Xe @5, O-

Tenant compte de (4.16.1) et (4.16.2), on déduit d’une part de 4.5 que ’ensemble
des sous-S-schémas Y de X, plats sur S, relevant Y 7, est vide ou principal homogene
sous

(4.16.3) HOInﬁYo (an/Xo ®Qes, Ov,, J ®Qes, Oy,),

et Pon déduit d’autre part de 4.8 (i) que, pour tout tel Y et tout S-morphisme f :
T — X tel que f7 : Ty — X7 se factorise par Y 7, 'obstruction ¢(X,Y, f) & ce que
f se factorise par Y est un élément de

Homey, (nYO/Xo Qos, Ory, JOr);
si de plus T est plat sur S, ce dernier groupe égale
}IOInﬁTU (nYo/Xo ®ﬁso ﬁToa j®ﬁso ﬁTO)-

Ceci conduit a introduire le foncteur en groupes Ny ci-dessous :

Définition 4.16.1. — Soit Ny le Sp-foncteur en groupes commutatifs défini par : pour
tout Z € Ob(Sch) g,
(*) HOInS0 (Z, NO) = HOInﬁZ (“Yu/Xo ®ﬁso ﬁz, J ®ﬁso ﬁz).

Alors, 'ensemble des sous-S-schémas Y de X, plats sur S, relevant Y 7, est vide ou
principal homogene sous

Homs, (Yo, Ng) = C!(Yo, No).

Pour chaque tel Y, considérons le diagramme suivant :

Y xsY Y
W)[ [
XxgX ——+ X

et notons DY = ¢(X, Y, p o (¢,7)) U'obstruction & ce que o (i,7) se factorise par Y,
i.e. a ce que Y soit stable par la loi de groupe de X ; d’apres ce qui précede, DY est
un élément de

No(Yo xs, Yo) = C*(Yo, Np).

(108)N D.E. : Voir 4.25 plus loin.
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Lemme 4.17. — (199 Sojent X un S-groupe lisse sur S et Y7 un sous-Sz-groupe de
X7, plat et localement de présentation finie sur Sy. Pour chaque sous-schéma Y de
X, plat sur S et relevant Y 7,considérons l'obstruction définie en 4.16.1 :

DY € Homg, (Yo xs, Yo,No) = C*(Yo, No)
(i) Pour que Y soit un sous-S-groupe de X, il faut et il suffit que DY = 0.
(i1) Si on fait opérer Yo sur No par fonctorialité o partir des automorphismes
intérieurs de Yo, alors DY € Z?(Yq, Np).
(i) SiY et Y’ sont deuzr sous-schémas de X, plats sur S, relevant Y 7 (de sorte
qu’est définie la déviation d(Y,Y') € CY(Yo,Nop), cf. 4.5.1), on a DY — DY =
61d(Y,Y’). (110)

Démontrons successivement ces diverses assertions.

4.18. — Démonstration de 4.17 (i). Par définition, on a DY = 0 si et seulement si
Y est stable par la loi de groupe de X. Donc DY = 0 si Y est un sous-groupe de X.
Réciproquement, si DY = 0, Y est muni de la loi induite pY, qui est associative et se
réduit modulo J suivant la loi de groupe sur X 7 ; comme Y est plat et localement de
présentation finie sur S, il résulte de 3.3 que ¥ est une loi de groupe.

4.19. — Démonstration de 4.17 (ii). Celle-ci se fait en comparant les deux valeurs de
u=c(X,Y,u?o (i,i,i)) calculées dans les deux diagrammes suivants (D), j = 1,2 :

YXSYXSY YXsY Y
(Dy) (i,i,1) (4,%) i
XxgXxgX — 2> X xgX — =X

ot f1 = (1,7), fo = (m,1), et ot 'on note u? le morphisme
pofi=pofa: XxXxX—X.
S S
(1) Posons p¥ = po (i,4), f¥ = fjo(i,i,i) et p>¥ = p? o (i,i,i). Pour j = 1,2,
notons a; et b; les morphismes
aj=au,((f{)o) et bj =Dy,

associés au couple de morphismes ( f]Y , 1) par le lemme 4.12; on a donc :

Homﬁyg ((f;{)g(‘/VYoXYU/XOXXo)vJﬁYg) % Homﬁyg ((P‘ZY)S(%U/XO)yjﬁYg)

M Home, , ((My)é(r/‘/\/o/xo%jﬁyg) > Homo, ((MQ’Y)S(JVYO/XOLJﬁYg) :

(109N .D.E. : On a modifié 4.17 et 4.18 en tenant compte des ajouts faits dans 4.16.

(110ON.D.E. : Dans loriginal, on trouve DY’ — DY = —0d(Y,Y’), mais 0 y est 'opposé de la
différentielle ' définie en I, 5.1.

(I1)N.D.E.: On a légérement modifié les notations, et détaillé le début de I’argument.
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Comme My xv,/XoxXe = Pr1Nv,/x0 © PraAy,/x, (Puisque Xo et Yo sont plats sur
S0), et Ay, x0 = My /xo @5, Oy, alors :
(f;()g(«/‘ﬁzoxYo/Xoxxo) ~ (Ny,/x, D Ny, /x,) ® Oys
et, de méme,
(,u2’Y){§(«/VYo/Xo) ~ Ny, /x, @ ﬁyg et (/’[/Y)Ek)(r/’/Y'O/XO) ~ y, /x, @ ﬁyg.
De plus, comme YZ et Y3 sont plats sur S, alors (1) se récrit sous la forme suivante :
a;j : Homg, (Y3, No & No) — Homsg, (Y3, No)
() { b; : Homg, (Y3, Ng) — Homs, (Y3, Np).
Appliquant deux fois 4.13 & ¢(X,Y, u?Y) = u, on obtient :
ar(e(X2, Y2, f1)) + 01(e(X, Y, 7)) = u = az(e(X%, Y, f2)) + ba(e(X, Y, 1Y)
Or, ¢(X,Y,uY) = DY et, comme f; = (1,u) et fo = (u,1), on a, avec des notations
évidentes :
(X%, Y2 f1) = (0,DY) et X2 Y? f2) = (DY,0).
Donc, on obtient :
u = a1((0,DY)) + b1 (DY) = ax((DY,0)) + by (DY).
La premiére chose que I'on remarque, c’est que b; n’est autre que Homso((ij)o, No),
c’est-a-dire le morphisme déduit de ( f]Y )o par fonctorialité.
L’identité ci-dessus devient donc :
a1((0,DY)) — Hom((x, 1), No)(DY) + Hom((1, 1), Ng)(DY) — a2((DY,0)) = 0.

On reconnait les deux termes du milieu : ce sont les parties « DY (xy,z) » et
«DY(z,yz) » de la formule du 2-cobord. Il ne reste plus donc qu’a identifier les deux
autres termes.

Il nous faut d’abord calculer I’application a;. Or elle provient, par image réciproque

par ( fjY )o, du morphisme de Oyz-modules

P nYo/Xo ® ﬁyg — (nYO/XO D nYO/XU) X ﬁYS
induit par le produit dans Yy. Or ce morphisme se décrit de la maniere suivante :
considérons le fibré vectoriel V.= V(ny, x,); P donne par dualité un morphisme

VP): VxVxYyxYy—VxYyxYy
S() S() S() SO SO

qui s’exprime ensemblistement par
V(P)(u,v,a,b) = (u+ Ad(a)v, ab,b). (112)

Ceci se démontre exactement comme le fait correspondant sur les algebres de Lie, c’est-
a-dire sur le module w%(o /S0 On remarque d’abord que V est muni par fonctorialité
en Yo d'une structure de groupe dans la catégorie des fibrés vectoriels sur Sp; en

(L2)N D.E. : On a remplacé a, b par ab,b pour faire voir que V(P) provient par image inverse sur
Y% du morphisme de multiplication Vv, x5, Vy, — Vy,.
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vertu du lemme déja utilisé pour les algebres de Lie (exposé II, 3.10), cette structure
coincide avec la structure de groupe sous-jacente a sa structure de Og-module. On
voit ensuite que V (ny,/x, ®as, Ov,) = V(Ay,/x,) est lui aussi muni d’une structure
de Sg-groupe qui n’est autre que le produit semi-direct de celle de V par celle de
Yo. Il ne reste plus qu’a identifier les opérations de Yy sur V pour établir la formule
cherchée.

Calculons maintenant les deux termes restants. Considérons d’abord a1 ((0,DY)).
On le calcule par le diagramme (ol n désigne ny,/x,) :

n® Oyz ——= (n+n) ® Oy

51 51
n® Oy (n+n) ® Oy
(0,DY)
a1((0,DY))

Considérant maintenant les fibrés vectoriels définis par ces différents modules comme
autant de schémas sur Sy et prenant les points & valeurs dans n’importe quoi, on a,
en notant (u,z,y, z) un point de V(J) x Y§ ;

(Ad(z)DYy - (u), z,yz) =<—(0+ DY, .(u), z, y2)

I

(0 + DYy,Z(“)’ x’ y’ z)

I

(Ad(z)DYy . (u),z,y,2) =<— (u, 2, ¥, 2)

On a donc obtenu a1 ((0,DY))(x,y,2) = Ad(x2)DY(y, 2), ce qui est bien le premier 146
terme du cobord. On aurait de méme az((DY,0))(x,y, 2) = DY (z,y), d’out (113)

0 = Ad(z)DY(y, 2) — DY (2y, 2) + DY (2,y2) — DY(z,y) = (0°DY)(z, v, 2).

(I13)N.D.E.: On a changé les signes, pour les rendre compatibles avec I 5.1.
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4.20. — Démonstration de 4.17 (iii). %) Celle-ci se fait en comparant les deux va-
leurs de v = ¢(X, Y, po (¢/,7)) calculées dans les deux diagrammes suivants

Y’ Y
(%) i’{ i
, , po(i’ i)
Y' xXgY/ ——— X ———X
Y xsY Y
(t) ) z[
Y xe Y — XX — X
Notons f = po (i',4') ; alors (x) donne
(1) v=DY'+ f§(c(X,Y,7)).
Or Y{, = Y et fo est la multiplication Y3 — Yo ; on en déduit que
(2) fg (C(X’ Y, il))(tTOa Yo) = C(X’ Y, il)(moyo)-

Posons ¢ = ¢(X, Y, ) ; via Pidentification Nj ~ No @ Ny, ¢(X xs X, Y x5V, (¢,i))
s’identifie au couple (¢, ¢). Alors, notant h = (i’,4), () donne
(3) v =ho(DY) + ay,(c, ¢).
Or hg est I'application identique de Y2, d’ott h§(DY) = DY. Enfin, d’apres le calcul
de ay,, fait précédemment, on a pour tout 8" — S et zg,y0 € Yo(Sp),
(4) Ao (¢, €) (0, yo) = c(wo) + Ad(zo)(c(yo))-
On obtient donc :

(DY’ — DY)(zo,y0) = Ad(zo)(c(X,Y, i/)(yo)) —¢(X,Y, ) (woyo) + c(X, Y, i) (x0)

= (810()(, Y, ’LI)) (.’L‘0, yo)

Comme ¢(X,Y,#) =d(Y,Y’) (cf. 4.8 (ii)), ceci montre que DY’ — DY = 9'd((Y,Y’).
Théoréme 4.21. — Soient S un schéma, T et J deux idéaux ) sur S tels que
ID>J et Z-J =0. Soient X un S-groupe lisse sur S et Y7 un sous-S_y-groupe de

X7, plat et localement de présentation finie sur Sy. Considérons le Sy-foncteur en
groupes commutatifs No défini par

Homg, (T, Ny) = Homg,. (nYo/Xo Bos, or,J ®6s, Or), Te Ob(SCh)/SO,
sur lequel Yo opere par Uintermédiaire des automorphismes intérieurs de Xg.

(i) Pour qu’il existe un sous-S-groupe de X, plat sur S, qui se réduise suivant Y 7,
il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

(114)N D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.
(115)N.D.E. : On a supprimé ’hypothése que Z soit nilpotent, qui semble superflue.
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(iy) Il existe un sous-schéma Y de X, plat sur S, relevant Y 7 (condition
automatiquement vérifiée si Yo est affine, cf. 4.6.5).

(iz) Une certaine obstruction canonique, élément de H?(Yo,Ny), est nulle.

(i) Si les conditions de (1) sont satisfaites, l'ensemble des sous-S-groupes Y de X,
plats sur S et se réduisant suivant Y 7 est un ensemble principal homogéne sous le

groupe Z' (Yo, Ng). (116)

En effet, la condition (i;) est nécessaire. Supposons-la vérifiée et soit Y plat sur S
relevant Y 7. Il nous faut chercher un Y’ plat sur S relevant aussi Y 7 tel que DY’ = 0,
(17 ¢f. 4.17 (i). D’apres 4.17 (iii), cela revient & chercher un d(Y’,Y) € C'(Yo, No)
tel que DY = 9'd(Y’,Y). (118)

Soit ¢ € H?(Yo,Np) la classe image de DY qui est un cocycle par 4.17 (ii). Elle ne
dépend pas du choix de Y d’apres 4.17 (iii), et sa nullité est nécessaire et suffisante a
Pexistence d'un d(Y’,Y) vérifiant I’équation précédente. Ceci démontre (i).

Si on a maintenant choisi Y tel que DY = 0, I’équation a résoudre s’écrit
o'd(Y',Y) = 0, ce qui démontre (ii).

Remarque 4.22. — On conserve les notations de 4.21. D’apres 4.15, Y est localement
intersection complete dans Xy, donc Ay, /x, est un Oy,-module fini localement libre,
et par suite ny,/x, = £5(-45,/x,) est un Os,-module fini localement libre. Donc,
notant n¥0/xo = Hom ey, (Ny,/x,: Ov,), 0N a

%omﬁT (nYo/Xo ®ﬁso or,J ®ﬁso ﬁT) = n¥(0/Xg ®ﬁso J ®ﬁso Or.

pour tout T — So. 119 Par conséquent, le So-foncteur Ny est isomorphe au foncteur

W(“\vzo/xo ®os, J) ~ W(%ﬂomﬁso (“YO/XU, J)).

Il en résulte des isomorphismes : (120)

H2(Y07N0) = HQ(YOa %Omﬁso (nYo/Xov j)) = HQ(YOa n¥0/XO ® o5, j))v
Zl(Y07N0> = Zl(YOaﬁomﬁSg (nYo/X(ﬂj)) = Zl(Y07n¥(o/Xo ®050 j))

4.23. — Toujours sous les hypotheses de 4.21, nous allons maintenant étudier com-
ment ’ensemble des Y relevant Y 7, se comporte vis-a-vis de la conjugaison par des
sections de X. Si z est une section de X sur S induisant la section unité de X 7, 'auto-
morphisme intérieur Int(z) défini par x transforme sous-groupes plats de X relevant

(116)N.D.E. : La question de savoir si Pensemble précédent, modulo conjugaison par les z € X(S)
induisant I'unité de X(S7), est principal homogene sous H' (Yo, No), occupe les n° 4.23 & 4.36.
(LIT)N.D.E. : On a corrigé 8DY’ en DY".

(18)N.D.E. : Cf. N.D.E. (110).

(L19N.D.E. : On a détaillé ce qui précéde, ceci montre que I'isomorphisme qui suit est valable sans
hypothese de platitude ; par contre, depuis 4.16, on s’est restreint aux S-schémas f : T — S plats sur
S pour s’assurer que le groupe HomﬁT0 (“Yo/Xo ®gso Oty, JOr), dans lequel réside I’obstruction
¢(X,Y, f), coincide avec Ng(Tp) (cf. la fin de 4.16).

(120)N D.E. : avec les notations de I 5.3, supposant Y affine sur Sgp.
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Y 7 en sous-groupes plats de X relevant Y 7. Or, sous les conditions de 4.21 (ii), l'en-
semble de ces sous-groupes est principal homogene sous Z!' (Y, Np) ; nous allons voir
qu'il existe alors un sous-groupe I' de B'(Y(,Ng) 21 tel que deux sous-groupes de
X, plats sur S, et relevant Y 7 soient conjugués (par des x € X(S) induisant 'unité de
X(S7)) si et seulement si leur « différence » dans Z*(Yg, Ng) est un élément de I'. Dans
les meilleurs cas, nous montrerons que I' égale B!(Y(, Np), donc que I’ensemble des
sous-groupes de X plats, relevant Y 7, modulo conjugaison par les z € X(S) induisant
I'unité de X(S7), est vide ou principal homogeéne sous H*(Yq, Nog) (cf. 4.29 et 4.36).

4.24. — On conserve les notations de 4.21. Soit Y un sous-groupe plat de X, se
réduisant suivant Y 7. Rappelons que nous avons introduit en 0.5 le foncteur Lox
(resp. Loy ) défini par l'identité par rapport au Sg-schéma variable T :

Homs, (T, Lox) = Homg, (wx, /s, @65, O1,T Qes, Or)

(resp. de méme en remplagant X par Y), ainsi que le foncteur Ly = []g, /s Lox.

Oron a :
Lemme 4.25. — Il existe une suite exacte canonique de Yo-Os,-modules
d 1 1
(+) nYU/XO - WXU/SO %wYo/So - 0

possédant les propriétés suivantes :

(i) Par image réciproque sur Yo, d donne le morphisme Dg de 4.8 (iii).

L sont alors

(i1) SiXo et Yo sont lisses sur Sg, alors d est injectif. Comme les deux w
localement libres de type fini, il en est de méme de ny,/x, €t la suite est localement

scindée.

Démonstration. 122) Notons 7y le morphisme Yo — So. D’apres SGA 1 II, formule
(4.3) (voir aussi EGA IV, 16.4.21), on a une suite exacte canonique de Oy,-modules

D
) Mo/ x0 — %, /50 Qoxg Ove —= Dy g, — 0

Comme cette suite est formée de modules et de morphismes (Yo Xs Yo )-équivariants,
son image réciproque (+) par £ est une suite exacte de Yo-Og,-modules, et (1) est
I'image réciproque de (+) par 7§ (cf. Exp. I, §6.8). Ceci prouve (i).

Supposons de plus Xy et Yo lisses sur Sg. Alors, d’apres SGA 1 II 4.10 (voir aussi
EGA IVy, 17.2.3 (i) et 17.2.5), D est injectif et la suite (1) est formée de Oy,-modules
localement libres de type fini (donc est localement scindée). D’apres Iéquivalence
de catégories I, 6.8.1, d est également injectif, et donc la suite (4+) a les propriétés
indiquées.

(12N D.E. : On a remplacé Z1(Yo,Np) par B'(Yo, No), puisque la démonstration montre que T est
un sous-groupe de B(Yo, Np), cf. 4.27-4.29.
(122)N D.E. : On a détaillé la démonstration, en tenant compte des ajouts faits dans I’'Exp. I, §6.8.
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4.26. — (123) Pour tout Sp-schéma f : T — Sp, (+) donne une suite exacte de Yo(T)-
O(T)-modules

0 — Home (f*(wy, s,)s f7(T)) — Homg (f*(wky/s,): /(7))
— Homg,. (f*(ny,y/x,)s f5(T)) s

on a donc une suite exacte de Yo-Og,-modules :

(4.26.1) 0 Loy Lox —4= Ny .

On en déduit une suite exacte de complexes de groupes abéliens :

0 —— C*(Yo, Loy) —= C*(Yo, Lox) L C*(Yo,No) »

et en particulier, un diagramme commutatif a lignes exactes

0 ——= C%(Yo, Loy) ——= C(Yo, Lox) ———= C°(Yo, No)

| Pk

0 —— C(Yo, Loy) — C*(Yo, Lox) ——> C* (Yo, No)

Remarquons que C°(Yg, Loy) (resp. C°(Yo, Lox)) n’est autre que Homsg, (So, Loy) =
Homg(S, L) (resp. ---) ie. (cf. 0.9) le groupe des sections de Y (resp. X) sur S
induisant la section unité de X 7. Notons aussi que d' n’est autre que le morphisme
Uiy, de 4.8 (iii), olt iy, : Yo — Xq est I'immersion canonique. (124

Lemme 4.27. — Sous les conditions de 4.21 pour S, T, J et X, soit Y un sous-groupe
de X, plat surS et relevant Y 7. Notons i :Y — X Uimmersion canonique. (125

(i) Soit ' : Y — X un morphisme de S-schémas relevant ig (de sorte que i’ est
aussi une immersion), soit Y = i'(Y) et soit d(i,i') I’élément de C'(Yo,Lox) tel
que i’ = d(i,i') - i (cf. 1.2.4). Alors la déviation d(Y,Y') € C*(Yo,Np) (cf. 4.5.1) est
donnée par la formule :

d(Y,Y') =d"(d(i,7)) .

(ii) Soit x € C%(Yo, Lox) une section de X sur S induisant la section unité de X 7
sur Sz. Alors la déviation d(Y,Int(x)Y) € C(Yo,No) (cf. 4.5.1) est donnée par la
formule :

—d(Y,Int(2)Y) = d'0x = 0d’x.

(123)N.D.E. : On a détaillé 'original, pour faire voir qu’on a une suite exacte de Yo-Og,-modules.
(12)N.D.E. : Cela résulte de la définition de d : Ny, /Xe — Q%(O/SO (cf. 4.25) et de celle de Viy,
(cf. 4.8).

(125)N.D.E. : On a ajouté le point (i) ci-dessous, qui sera utile en 4.35.1 puis en 4.38 (4) et (5).
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En effet, Y’ est 'image de Y par le morphisme composé : (126)

y LD, X 5 X,

S
qui est noté d(i,i’) - i en 4.8 (iii) ; d’apres loc. cit. et 'égalité v;, = d', on a donc :

X, Y, d(i,i') i) — (X, Y' i) = v, (d(i, i) = d* (d(i, ")) .

Mais d(i,4") -4 = 4’ se factorise par Y’ par définition, donc le premier terme est nul; de
plus, par 4.8 (ii), on a ¢(X,Y’, i) = d(Y’,Y) = —d(Y,Y’). Donc d(Y,Y’) = d*(d(i, ")),
ce qui prouve (i).

Soit maintenant x comme en (ii). Par la formule

wya~! = aya”ly Ty = (2 - Ad(y)a)y = (-02)(y) -y,
on voit que Y’ est I'image de Y par 'immersion ¢’ = (—9z) - iy. Donc, d’apres (i) on
obtient
—d(Y,Int(2)Y) = d'0x = 0 d’x.

Corollaire 4.28. — Pour que deux sous-groupes Y et Y’ de G, plats sur S et relevant
Y 7, soient conjugués par une section de X sur S induisant la section unité de Xz, il
faut et il suffit que d(Y,Y") € 9d° C°(Yo,Lox) C 9C°(Yo, No) = B1(Yq, Np).

Corollaire 4.29. — Si d° est surjectif, Y et Y’ comme ci-dessus sont conjugués par
une section de X sur S induisant la section unité de X 7 si et seulement si d(Y,Y') €
B!(Yo,No).

Corollaire 4.30. — Soit Y comme dans 4.27 ; 'ensemble des conjugués de Y par des
sections de X sur S induisant la section unité de X est isomorphe a :

d'0C%(Yo, Lox) = C°(Yo,Lox)/ Kerd'd.

Remarquons maintenant que C%(Y(/Lox)/ Ker d'd se calcule uniquement & laide
du carré de gauche du diagramme commutatif de 4.26. Il en résulte en particulier que
l’on peut aussi le calculer dans tout diagramme du méme type ayant le méme carré
de gauche. Considérons en particulier le foncteur Lox /Loy au-dessus de Sy défini par

Homsg, (T, Lox /Loy) = Homs, (T, Lox)/ Homs, (T, Lyy).
On a un diagramme commutatif
0 — C°(Yo, Loy) — C°(Yo, Lox) — C°(Yo, Lox/Loy) —0
I | &
0 — C!(Yo, Loy) — C'(Yo, Lox) — C'(Yo, Lox/Loy) —=0 ,

d’ou par la remarque précédente :

(126)N D.E. : On rappelle que Ly = HSO/S Lox.
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Corollaire 4.31. — Soit Y comme en 4.27; l’ensemble des conjugués de Y par des
sections de X sur S induisant la section unité de X7 est isomorphe a

E = 9 C°(Yo, Lox/Loy) = C°(Yo. Lox/Loy) /H (Yo, Lox /Loy)-
Corollaire 4.32. — Supposons de plus Sy affine et w\l(o/so (127) fini localement libre. Si
on note Fy = (Xie(XO/SO)/Zie(YO/SO)) ®Reps, J, on a E = I'(So, Z0)/H° (Yo, Z0).

(128) En effet, comme wy, /s, st fini localement libre, ainsi que W, /s, (Puisque X

est supposé lisse sur S), on a, d’aprés 0.6 :
Loy = W(XZC(Y()/S()) ®ﬁso j) et Lox = W(XZC(XO/S()) ®ﬁso j)
D’autre part, d’apres 4.25, on a une suite exacte de Yo-0g,-modules :
0 —— 4 —wl . wi —0
Xo/So Yo/So

(ot # = Ker(¢)). Comme wy et wy . sont finis localement libres, on a une
suite exacte localement scindée :

00— gie(YQ/SQ) ®ﬁso J — gie(XQ/SQ) ®ﬁso J — F9—=0

Il en résulte qu’on a une suite exacte de Yo-Og,-modules :
0 — Loy — Lox — W(yo)

Par le raisonnement qui nous a servi a prouver 4.31, nous pouvons calculer E comme
I'image de I'application composée

C°(Yo, Lox) —— CO(Yo, W(Zo)) —> C (Yo, W(F0)).

Or l'application 7 ci-dessus est I'application I'(So, Zie(Xo/So) ®gs, J) — I'(So, F0)-
Donc, Sy étant affine, 7 est surjective et on trouve bien le résultat annoncé.

Corollaire 4.33. — Soient S, I, J et X comme en 4.21, et soit Y un sous-groupe dia-
gonalisable de X. Supposons wﬁl(o /S0 fini localement libre et Sy affine. 129 L ’ensemble
des sous-groupes de X, conjugués de Y par une section de X sur S induisant la section
unité de X 7, est isomorphe a

E=T (507fi@(Xo/So)/D%G(XO/SO)ad(Y“)) ®r(S0,05,) L'(S0, T)

(130) C.-d-d., a Lox(Yo)/HO(Yo,Lox).

(12)N.D.E. : On a corrigé Zie(Yo/So) en wﬂl{o/so'
(128)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.
(129)N D.E. : On a ajouté ’hypothése sur w,}(o/so et remplacé I’hypothese « S affine » par « Sp affine ».

(130)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit, cf. 4.34.
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En effet, on écrit par I 4.7.3 (cf. 2.13) :
Zie(Xo/So) = Lie(Xo/S0)* V) P %.
Comme Yy est commutatif on a Zie(Yo/So) C Lie(Xo/S0)*4Y0), donc

Fo = (,zie(xo /S0)™Y0) / Zie(Y, /so)) RITDRA®DJT,
Fot) = (Lhe(Xo/80)"Y | Lie(Yo/S0)) @ T
Par 4.32, on a donc E ~ T'(So, Z ® J ). Retournant & la définition de Z, on a terminé.

Corollaire 4.34. — Soient S, Z, J et X comme en 4.21, et soit Y un sous-groupe
diagonalisable de X. Supposons wﬂl(o/so fini localement libre et Sy affine. 131 §j z €

X(S) induit la section unité de X7 et normalise Y, alors il centralise Y.

Cela résulte immédiatement de la comparaison du corollaire précédent et de 2.14.
En effet, 4.33 montre que les éléments de C°(Yy, Lox) qui respectent globalement Y
sont les éléments de HY(Yq, Lox), et on a vu en 2.14 que ce sont ceux-la méme qui
agissent trivialement sur 'immersion canonique Y — X.

4.35. — Revenons a la situation générale de 4.21 et supposons Y 7 lisse sur S 7. Alors,
d’apres 4.25 (ii), on a une suite exacte de Yo-0g,-modules :

(%) 0 —— Zie(Yo/So) — Lie(Xo/So) —= 11§V(0/XU —0

et ce sont des Og,-modules finis localement libres.
D’autre part, d’apres SGA 1, II 4.10, tout sous-schéma Y de X relevant Y 7 et plat
sur S sera lisse sur S. (132) Supposons de plus Sg et Y affines. Alors, comme n%o/xo

est un Og,-module localement libre, la suite (%) reste exacte lorsqu’on lui applique
®gs,J, puis qu’on prend I'image inverse sur Y{, et comme les Y sont affines, on
obtient donc une suite exacte de complexes de groupes abéliens :

0 —_— C*(Yo, Loy) —_— C*(Yo, Lox) L C*(Yo, No) —_— 0

et en particulier, un diagramme commutatif a lignes exactes

1
0—— Cl(Yo,Loy) —_— Cl(Yo,Lox) L Cl(YQ, No) —0

la la la
0 — C2(Yo, Loy) — C2(Yo, Lox) —— C%(Y, No) —= 0
Soient maintenant Y,Y’ deux sous-groupes de X relevant Y 7 et plats, donc lisses,

sur S. Comme Y7 est affine alors, d’apres 0.15, Y et Y’ sont isomorphes comme
schémas étendant Y 7, i.e. il existe un isomorphisme de S-schémas

f: Y=Y

(I3UN.D.E. : Cf. N.D.E. (129).
(I132)N.D.E.: On a ajouté ce qui suit et la proposition 4.35.1, implicite dans loriginal, cf. 4.38 (5).
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induisant l'identité sur Y 7. D’une part, d’apres 1.2.4, f définit un élément a de
CY(Yo, Lox) tel que f(y) = a(yo)y, pour tout y € Y(S'), S’ — S, et d’apres 4.27 (i),
on a
d'(a) = d(Y,Y’).

De plus, comme Y,Y’ sont des sous-groupes de X, I’élément ci-dessus appartient a
Z'(Yo,Ng) (cf. 4.21). Alors da est un élément de Z2(Yo,Loy) dont 'image da dans
H2(Yo, Loy) ne dépend que de la classe d(Y,Y’) € H' (Yo, No) ; ceci étant la définition
de I'application bord 8* : H' (Y, Ng) — H?(Yo, Loy), on a donc :

' (d(Y,Y")) = da.

D’autre part, transportons par f la structure de groupe de Y’ et soit Y; le groupe
obtenu (qui a donc Y comme schéma sous-jacent), c.-a-d., la loi de groupe p1 de Y
est définie par : pour tout S’ — S et z,y € Y(5'),

pa(,y) = f7H(f(2) ()
D’apres 3.5.1, Y1 définit un cocycle §(Y, Y1) € Z%(Yo, -Zie(Yo/So)) tel que, pour tout
S" = Seta,yeY(S), on ait
(Y, Y1)(wo,y0) 2y = pur(z,y) = [ (f(2)f(y))-

Posons b = 6(Y,Y1). Pour tout S — S et z,y € Y(S'), on a (
et donc on obtient que f(b(xo, yo) zy) égale, d’une part, a(xoyo)
part,

b(zo,90) y)o = Zoyo
b(xzoyo) xy et, d’autre

f(@)f(y) = a(zo)z a(yo)y = al(zo) Ad(zo)(a(yo)) zy.
Comparant les deux expressions, on obtient que b(xo, yo) égale

a(oy0) ™' a(x0) Ad(xo)(a(yo)) = Ad(zo)(alyo)) — alwoyo) + a(zo) = (9a)(zo, o),
i.e. 6(Y, Y1) = da. On a donc obtenu la

Proposition 4.35.1. — (132) Sous les hypothéses de 4.21, supposons de plus Sy affine
et Yz lisse sur Sy et affine. Soient Y,Y' deux sous-groupes de X relevant Y 7 et
plats (donc lisses) sur S, soit f : Y — Y' un isomorphisme de S-schémas induisant
lidentité sur Y 7, notons Y1 le groupe obtenu en transportant par f la structure de
groupe de Y'. Alors on a

O d(Y,Y') =03(Y,Y1).

Proposition 4.36. — Sous les hypothéses de 4.21, supposons de plus Y 7 lisse sur Sy et
So affine. L’ensemble des sous-S-groupes Y de X plats (ou lisses) sur S, se réduisant
sutvant Y 7, modulo conjugaison par des sections de X sur S induisant la section unité
de X 7, est soit vide, soit un ensemble principal homogéne sous le groupe

H' (Y, [ZLie(Xo/S0)/ ZLie(Yo/S0)] ®es, T )
Il nous suffit de vérifier que le corollaire 4.29 s’applique, c’est-a-dire que

d° Homﬁso (w)l(o/soa j) — Homﬁsg (nYo/Xov j)
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est surjectif. Or cela résulte de ce que la suite (+) de 4.25 (ii) est scindée, Sp étant
affine. (133)

Enongons enfin un corollaire commun a 4.21 et 4.36, qui sera, en fait, la seule forme
sous laquelle nous utiliserons par la suite les résultats généraux de ce numéro. (134)

Corollaire 4.37. — Soient S un schéma et Sy le sous-schéma fermé défini par un idéal
nilpotent Z. Soient X un S-groupe lisse sur S, et Yo un sous-Sg-groupe de Xq, plat
sur Sg.

(i) SiSo est affine, Yy lisse sur Sy, et si
H' (Yo, [Zie(Xo/S0)/ ZLie(Yo/S0)] ®es, T /T"H?) =0

pour toutn > 0, deuz sous-S-groupes de X, plats (ou lisses) sur S, se réduisant suivant
Yo, sont conjugués par une section de X sur S induisant la section unité de Xg.

(ii) Si Yo est affine et de présentation finie et si (13%)

H? (Yo, ny, /x, @65, VI =0

pour tout n = 0, il existe un sous-S-groupe de X, plat sur S, se réduisant suivant Y.

4.38. — Il nous reste a relier les trois constructions que nous avons faites dans cet
exposé. Pour éviter des complications inessentielles, nous nous placerons dans la si-
tuation suivante : Sg est le spectre d’un corps k, S est le spectre des nombres duaux
D(k), G est un S-groupe lisse sur S, K un sous-S-groupe, lisse sur S et affine.

(136) Notons go = Zie Go (qui égale ici T'(Sg, Zie Gg) = Lie(Go/S0)(So)) et & =
ZieKp. On a une suite exacte de k-espaces vectoriels (137)

i d
0 E0 gdo nﬁo/Go 0)

donnant naissance a une suite exacte de cohomologie :
0 %, 170 d° 110
0 — H"(Ko, to) — H"(Ko, go) — H" (Ko, go/t0)
3, 1 i a' v d', 112
— H (Ko,éo) — H (Ko,go) — H (KO’nKo/Go) — H (Ko,éo).
Or ces divers groupes ont tous une signification géométrique.

a) HO(Ky, &) = Zie Centr(Kq) 138 d’apres 11 5.2.3.

(133)N.D.E. : Ceci résulte aussi de la démonstration de 4.32.

(139)N.D.E. : Par exemple, 4.37 est utilisé dans Pexposé IX pour prouver les énoncés 3.2 bis et 3.6 bis.
(I35)N.D.E. : On a remplacé ,%‘bmﬁso (nyg /x> T /Z7F2) par n¥U/XO ®os, Zn+1/I7+2 ) confor-
mément a la remarque 4.22.

(136)N.D.E. : On a légérement modifié loriginal dans ce qui suit. En particulier, on a remplacé X
par G et Y par K, et I’on a noté go et £o leurs algebres de Lie. D’autre part, on a écrit explicitement
H!(Ko, ) au lieu de 'abréviation H*( ) de l'original.

(I37)N.D.E. : Munis de 'action adjointe de K.

(138)N.D.E. : Comme la formation des centralisateurs et normalisateurs commute au changement de
base (cf. 12.3.3.1), on a écrit Centr(Ko) au lieu de Centr(K)o dans l'original, et de méme Centr  (Ko)
et Normg (Ko) au lieu de Centrg (K)o et Normg (K)o.
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b) H(Ko, go) = Zie Centrq, (Ko) (138) (idem).
¢) HO(Ko, go/t0) = Zie Normg, (Ko)/to 13 (idem).

d) H'(Ko,t) = Zie (Autg_,, (Ko))/Im(t), ot Im(ty) désigne I'image de & par
le morphisme Zie(Intg) déduit de Intp : Ko — Autg, ., (Ko). En effet, il résulte
de 2.1 (ii), appliqué A Y = X = K et fo = idk,, que Z'(Ko, &) est le groupe des
automorphismes infinitésimaux du So-groupe Ko, et que H! (Ko, £y) s’obtient en quo-

tientant par les automorphismes infinitésimaux intérieurs, i.e. par 'image de ¢y. De
plus, d’aprés 11 4.2.2, on a aussi Z' (Ko, &) = Zie (Autg,_,, (Ko)) 139.

e) H' (Ko, go) est, d’apres 2.1 (ii), le groupe des déviations entre homomorphismes
K — G prolongeant I'immersion canonique ig : Ky — Gg, modulo les déviations
obtenues par 'action des automorphismes intérieurs de G définis par des éléments de
G(S) donnant 'unité de G(Sp) (c’est-a-dire des éléments de go).

f) H! (KO’nI\QU/GO) est, d’aprés 4.36, le groupe des déviations entre sous-groupes K’
de G prolongeant Ky et plats sur S (donc lisses sur S, c¢f. SGA 1, IT 4.10), modulo
les déviations obtenues par l'action des automorphismes intérieurs de G construits
comme précédemment.

g) H2(Ko, ¥) est, d’apres 3.5 (ii), le groupe des déviations entre structures de groupe
sur K prolongeant celle de Ky, modulo les S-automorphismes de K induisant 'identité
sur Ko.

Nous nous proposons maintenant de montrer comment on peut expliciter les six
morphismes de la suite exacte précédente dans l'interprétation géométrique que nous
venons de donner.

1) i% et d° ne sont autres que les morphismes obtenus par passage & I'algebre de Lie
(puis par passage au quotient pour d°), & partir des monomorphismes canoniques :

Centr(Kg) — Centrg (Ko) — Normg, (Ko).

C’est en effet ce qu’il résulte immédiatement de la définition des identifications (a),
(b), et (c).

2) On construit §° ainsi. Soit T € ZieNormg (Ko)/to. Relevons-le en un z €
Zie Normg (Ko) C Normg (K)(S). Alors Int(z) définit un automorphisme de K indui-

sant I'identité sur Ko, donc un élément de Zie Autg . (Ko). Notons Int(z) I'image
de cet élément dans Zie Autg, ,, (Ko)/Im(t). Alors on a :

(%) 2°(x) = —Int(z) = Int(z~1).

En effet, calculons I'élément de Zie Autg ,, (Ko) défini par Int(z). I correspondra
par définition & un élément a de Z'(Ko, &) tel que

ryxr~t =alyo)y, pour tout y € K(8'), 8" — S.
Mais ceci s’écrit aussi a(yo) = xyz~ly~! = 2 — Ad(y)r = —9(x)(yo), d’ott a = —9(x).

(I39)N.D.E. : Et ceci est I’algébre de Lie Déry,(£p) des dérivations de €9, donc H'(Ko,%) est le
quotient de Déry (to) par les dérivations intérieures (i.e. par 'image de ad : ¢g — Dérg (£o)).
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(140) D’autre part, 'image de o € Zie Normg, (Ko) C go par 0 est un élément de
7' (Ko, ), dont I'image d(x) dans H* (Ko, &) ne dépend que de T, et par définition
de l'application bord 9°, on a

0°(x) = A(x);
combiné avec 1’égalité a = —0(x), ceci prouve (x).
3) (141 Notons i : K — G l'immersion canonique. Soit @ un élément de H' (Ko, &),
image d’un
u € Lie Autg ,, (Ko) C Autg g (K).

Alors, on a :
(%) i'(@) = d(i,iou),
ot d(i,i o u) est la classe définie en 2.1.1.

En effet, @ est 'image d'un élément v € Z (Ko, &) tel que u(y) = v(yo)y, et i'(u)
est 'image dans H*(Kjg, go) du cocyle i o v € Z! (Ko, go)-

Or, comme ¢ est un morphisme de groupes, I'égalité u(y) = v(yo)y entraA®mne
iu(y) = 1w(yo)i(y). Il en résulte que i o v = d(i,7 0 u), d’olt ().
4) Soit 7' : K — G un morphisme de groupes relevant g, soit d(i,i') la classe définie
en 2.1.1, et soit d(K,i(K)) € Cl(KO,nKU/XU) la déviation définie en 4.5.1; d’apres
4.21, d(K,(K)) appartient a Z'(Ko,nx, x,). Notons d(K,(K)) son image dans
H' (Ko, nk,/x, ). Alors, d’aprés 4.27 (i), on a :

(1) d' (d(i,i')) = d(K,i'(K)).

5) Soit enfin K’ un sous-groupe de G relevant Ky et plat, donc lisse, sur S. On a
supposé que Ky est affine. Alors on sait que K et K’ sont isomorphes comme schémas
étendant Ko (cf. 0.15), donc qu’il existe un isomorphisme de S-schémas
f: K=K
induisant 1'identité sur Ky. Transportons par f la structure de groupe de K’ et soit K1
le groupe obtenu (qui a donc K comme schéma sous-jacent), c.-a-d., la loi de groupe
w1 de Ky est définie par : pour tout S’ — S et z,y € K(8'),
i (a,y) = fFHF (@) f(y)-
(142) Drapres 3.5.1, Ky définit un cocycle §(K, K1) € Z2(Ko, ) tel que, pour tout
S" = Seta,yeK(S), on ait
(K, K1) (0, yo) wy = pa(z,y) = [~ (f(2) ().
Alors, d’apres 4.35.1, on a :
(i) al E(KaK/) = S(KaKl)

(140N D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.

(141)N.D.E. : On a détaillé P'original dans ce qui suit, et dans (+#) on a corrigé w o i en i o u.

(142)N D.E. : On a modifié l'original dans ce qui suit, en tenant compte des ajouts faits en 3.5.1 et
4.35.1.
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