EXPOSE VII,

ETUDE INFINITESIMALE DES SCHEMAS EN GROUPES
par P. GABRIEL

Dans ’exposé II nous nous étions limités a ’étude des invariants différentiels du
premier ordre et nous n’avions pas abordé certains phénomenes spéciaux a la carac-
téristique p > 0 ou a la caractéristique 0. Notre objet dans la partie A de cet exposé
est de combler cette lacune.

D’ailleurs, ’étude infinitésimale d’ordre quelconque d’un schéma en groupes est
reliée a celle du groupe formel associé ; 'objet de la deuxieéme partie de cet exposé est
de présenter les premieres définitions et propriétés concernant les groupes formels.

A) Opérateurs différentiels et p-algebres de Lie (*)

1. Opérateurs différentiels

Dans cette section, ainsi que dans les sections 2 et 3, S désigne un schéma fixé et les
produits considérés sont des produits cartésiens dans la catégorie des S-schémas. (1)
Si X est un S-schéma, nous notons px/s, px ou simplement p le morphisme structural
de X dans S.

1.1. — Soit v : Y — X un morphisme de S-schémas et munissons 'image directe
ux(Oy) du faisceau structural de Y de la structure de &x-module induite par u. Le
faisceau . = f%ﬂomp;(ﬁs)(ﬁx,u*(ﬁy)) des homomorphismes de py'(&s)-modules
de Ox dans u.(0y) est donc muni naturellement d’une structure de Ox-bimodule :
si U est un ouvert de X, f et d des sections de Ox et 5 sur U, fd et df sont
respectivement les morphismes g — fd(g) et g — d(fg) de Ox dans u,(Oy). Nous
écrirons désormais (ad f)(d) au lieu de fd — df.

(*)La partie A du présent exposé n’avait pas été traitée sérieusement dans les exposés oraux.

(UN.D.E.: En particulier, si X et Y sont deux S-schémas, X XgY est noté simplement X X Y. D’autre
part, signalons que pour le contenu des sections 1 et 2, on peut se reporter a [DG70], § I1.4, n° 56,
voir aussi [Ja03], §1.7.

412

413



444 EXPOSE VII. ETUDE INFINITESIMALE DES SCHEMAS EN GROUPES

Définition 1.1.1. — Une S-déviation d’ordre < n est par définition un couple D = (u, d)
formé d’un morphisme de S-schémas u : Y — X et d’'un morphisme de pgl(ﬁs)—
modules d : Ox — u.(0y) tel que, pour tout ouvert U de X et toutes les suites de
n + 1 sections fo, ..., fn € Ox(U), on ait dans Hompal(ﬁs)(ﬁU,u*(ﬁY”U) Pégalité :

(*n) (ad fo)(ad f1) -+~ (ad fa)(d) = 0. @

Dans ce cas, nous dirons aussi que d est une S-déviation de u d’ordre < n. En par-
ticulier, une S-déviation de u d’ordre < 0 est un morphisme de Ox-modules de Ox
dans u.(0y), c-a-d., un élément de I'(Y, Oy).

Définition 1.1.2. — Un morphisme de p~!(Og)-modules d : Ox — u.(Oy) est une
S-déviation de w si, pour tout point y de Y, il existe un voisinage ouvert U de u(y)
dans X et un voisinage ouvert V de y dans Y vérifiant les conditions suivantes :

a) uw(V) C U;

b) si v : V — U est le morphisme induit par u, il y a un entier n tel que le
morphisme Oy — v, (Oy) induit par d soit une S-déviation de v d’ordre < n. (3)

Si d est une S-déviation de u, nous disons aussi que le couple D = (u,d) est une

e . . . .. D d
S-déviation et il nous arrivera d’écrire Y — X ou Y — X.

u
Lorsque d est ’homomorphisme d’algebres u® : @x — u.(Oy) qui correspond au
morphisme v : Y — X, nous écrirons aussi u au lieu de D.

Remarques 1.1.3. — Y Soit Dév(u) (resp. DévS"(u)) 'ensemble des S-déviations de u
(resp. S-déviations de u d’ordre < n). Il est muni d’une structure naturelle de Oy (Y)-
module : si A € Oy (Y), Ad est la déviation qui envoie f sur Ad(f), pour toute section
f de Ox sur un ouvert U.

Pour tout ouvert V de Y, posons Zév(u)(V) = Dév(uly), c-a-d., Dév(u)(V) est
I’ensemble des

dy € HOmp—l(ﬁs)(ﬁX, (ulv)*(ﬁv)) = HOmp—l(ﬁS)((’u,h{)_lﬁx, ﬁv)
= %Ompfl(ﬁs)(u_lﬁx, ﬁy)(V)

(DIN.D.E. : On voit facilement que ceci équivaut & dire que, pour tout = € X et fo,..., fn,g € OX s
on a (ad fo)(ad f1) - - - (ad fn)(dz)(g) = 0. D’autre part, rappelons que ’isomorphisme d’adjonction :
. ~ -1
6: Homp;1(ﬁs)(ﬁx, u*(ﬁy)) — Hom 71(6.8)(u (ﬁx), ﬁy)

Py
associe a tout morphisme de p)_(l(ﬁs)—modules d: Ox — u+(Oy) le morphisme d’ = € o u™1(d), on
¢ est le morphisme canonique u~lu.(0y) — Oy . Réciproquement, pour tout p;l(ﬁs )-morphisme
d :u=Y(0x) — Oy, on a @~ 1(d') = u«(d') on, oul 1 est le morphisme canonique Ox — usu~1(0x).
Il en résulte que d vérifie (x5,) si et seulement si d’ vérifie :

(*n) (ad fo) -+ (ad fn)(d')(9) = 0

pour tout ouvert V. de Y et fo,..., fn,g € u~ (Ox)(V).
BIN.D.E. : Si X et u sont quasi-compacts, toute S-déviation de u est donc d’ordre < n, pour un
certain entier n.

4N.D.E.: On a ajouté ces remarques, qui seront utiles dans 1.3, 1.4 et 2.1.



1. OPERATEURS DIFFERENTIELS 445

tels que, pour tout ouvert U de X, I'application dy (U) : Ox(U) — Oy (u=*(U)NV) vé-
rifie (%, ). Ceci définit un préfaisceau de Oy-modules sur Y, et ’on voit facilement que
c’est un faisceau (plus précisément, un sous-faisceau de %Ompfl(ﬁs)(u_lﬁx7 Oy)).

1.2. — Considérons maintenant deux S-déviations D = (u,d) et E = (v,e) :
Z——Y——=X
Lorsque U parcourt les ouverts de X, les applications composées

T, ox) 2“9 ru=tu, oy) s potuU, 0y)

définissent une S-déviation de uv que nous noterons de ; lorsque d est d’ordre < m et
e d’ordre < n, de est d’ordre < m + n. Nous écrirons aussi

(1) DoE = (uv,de) ®)

et nous dirons que D o E ou DE est la S-déviation composée. Lorsque d = u? (c.-a-d.,
D = u avec la convention de 1.1), on dit aussi que DE est l’image de E par u.

L’application (D, E) — D o E que nous venons de définir nous permettra désormais
de parler de la catégorie des S-déviations, qui a pour objets les S-schémas, pour
morphismes les S-déviations. (©)

Définition 1.2.0. — (V) Soit w : Z — X un S-morphisme. Une S-dérivation de w, ou
S-dérivation de Ox dans w.(0z), est un morphisme de p~!(&s)-modules d : Ox —
w«(Oz) tel que, pour tout ouvert U de X et f, g € Ox(U),

d(fg) = w*(f)d(g) + w*(g)d(f).
Alors, d est une déviation de w d’ordre < 1, qui s’annule sur la section unité de Ox.
On notera Dérg(w) I'ensemble des S-dérivations de w; ¢’est un &(Z)-module.

Avec les notations de 1.2, prenons Y égal & Iz = Spec Oz[t], ot t> = 0, et v égal &
la section zéro 7 : Z — Iz, définie par le morphisme de &z-algébres 0y[t] — Oz qui
envoie t sur 0, et prenons e égal au morphisme de &z-modules o : Oy[t] défini par
(1) =0et o(t) =1, ® qu'il est commode de noter ;.

Siu : Iz — X est un morphisme vérifiant w = uos, alors o ou? est une S-dérivation
de Ox dans w.(0z). Réciproquement, & toute S-dérivation d on associe le morphisme
u: Iz — X tel que u = w sur les espaces sous-jacents, et

ui(f) = wi(f) +d(f)t,

GI)N.D.E. : On prendra garde qu’avec cette notation, de désigne la composée « d suivie de e ».
(O)N.D.E. : Souvent, on ne considére que les S-déviations du morphisme idx, qui forment P’algebre
des S-opérateurs différentiels de X, cf. 1.4 plus bas. Toutefois, le cadre plus général des S-déviations
fournit un langage « fonctoriel » commode pour démontrer des énoncés tels que : «si G est un S-
groupe, lalgebre des S-opérateurs différentiels sur G, invariants & gauche, est isomorphe & ’algebre
des S-déviations de la section unité € : S — G, cf. 2.1 et 2.4 plus loin.

(MN.D.E. : On a détaillé ce paragraphe, en attribuant & cette définition (resp. au lemme qui suit) le
numéro 1.2.0 (resp. 1.2.1).

(®)N.D.E.: On a ajouté ce qui suit, i.e. on a introduit la notation 0.
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pour toute section f de Ox sur un ouvert U. On obtient ainsi :

Lemme 1.2.1. — Soit E = (7,0;) la déviation de 7 : Z — 1z définie plus haut. Pour
tout S-morphisme w : Z — X, Uapplication u — u o E est une bijection entre les
S-morphismes u : Iz — X tels que u o s = w, et les S-dérivations de w.

1.2.2. — Soit d une S-déviation de u : Y — X. D’une part, d est évidemment une
S’-déviation de u pour tout morphisme s: S — S'.

D’autre part, soit ¢ : T — S un morphisme de but S, et soient ut : Y — X7 le
morphisme déduit de u par changement de base, et tyv : Yr — Y et tx : X7 — X les
projections canoniques. Il existe alors une T-déviation de ur et une seule, que nous
noterons dr ou d x T, qui vérifie 'égalité txdr = dty, au sens de (1) plus haut, c.-a-d.,
pour tout ouvert U de X, on a un diagramme commutatif : (¥)

o(U) _ O(U x T)

d(U)L LdT(UXT)
th

O U) ——= O(u'U x T).

Si l'on pose D = (u, d), on écrira aussi Dt = (ur, dr) et nous dirons que dt et Dp
sont déduits de d et D par changement de base.

1.2.3. — Soient par exemple u : Y — X et v : Z — T deux S-morphismes, d et e des
S-déviations de u et v. On a un diagramme commutatif

XxT=—2—Y xT

uXv
vX vy

XXxZ<2_Y x7Z

et nous noterons d x e (produit de d et e) la S-déviation de u x v égale & drey = exdy
(avec la convention (1) plus haut), c.-a-d., pour tout ouvert U de X x T, si 'on désigne

OIN.D.E. : Explicitement, si V est un ouvert affine de S et U (resp. U’) un ouvert affine de X
(resp. T) au-dessus de V, de sorte que OxxT(U x U') = 0x(U) ® g4 (v) O1(U’), alors dr(U x U’)
est la composée :

d(U)®id

Ox(U) R eog (V) ﬁT(U/) ﬁy(u_lU) ey (V) ﬁT(U/) E—— ﬁyxT(u_lU X U/).

L’auteur a laissé au lecteur le soin de vérifier que dr est bien définie, et les éditeurs font de méme.
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par W louvert v\?lu;lU = uglv;(lU, on a un diagramme commutatif :

d(U)

O(U) ———= 0(uz'V)
h N (dxe)(U
ex(U) \( \X ) ey (up'U)

~N

~
dz (’U;l U) A

O(vg'U) ————— G(W).

Si l'on pose D = (u,d) et E = (v, d), nous écrirons aussi D x E = (u x v,d X e).

1.3. — (10 Soit w : Y — X un morphisme de S-schémas. Rappelons que I'isomor-
phisme d’adjonction :

Homp;(ﬁs)(ﬁx,u*(ﬁy)) — Homp;l(ﬁs)(ufl(ﬁx), Oy)

associe & tout morphisme de p~!(Os)-modules d : Ox — u.(Oy) le morphisme d’ =
gou~(d), ou € est le morphisme canonique u~lu.(Oy) — Oy.

Notons ¢, (resp. .#,) le noyau de ’'homomorphisme d’algebres u® : Ox — u.(Oy)
(resp. u® : u=Y(Ox) — Oy) et soit d : Ox — u.(Cy) un morphisme de p~*(Os)-
modules. Si U est un ouvert de X et fo,..., fn,g € Ox(U), on voit facilement par
récurrence sur n que la condition (%,) équivaut a I'égalité suivante (cf. EGA IV,
16.8.8.2) :

(+0) 0= (D" @ (fjou-1) d(fi9).

IC[o,n]
ou fi désigne le produit des f;, pour i € I. Il en résulte que si d vérifie (x,), alors d
s’annule sur I'idéal g1,

Supposons maintenant Y égal & S; alors v : S — X est une section de p : X — S,
donc est une immersion (cf. EGA I, 5.3.13). Alors, d’une part, € : u~'u, 05 — O est
un isomorphisme, de sorte que u~!( Ju) = H,. D’autre part, on a un isomorphisme :

() u N Ox) = Os @ S,
Supposons que d s’annule sur _#Z*!. Alors d' = € o u™!(d) s’annule sur !
et donc d' vérifie les analogues (xx]) et (x),) de (xx,) et (x,), lorsque fo,...,fn €

Z,(u™1(U)). De plus, comme (ad a)(¢) = 0, pour tout a € Os(u~*(U)) et tout mor-
phisme de @,-1(y)-modules ¢ : u~'(Oy) = O,-1(1), on déduit de (x) que d' vérifie
Panalogue (/) de (x,,). Il en résulte que d vérifie (x,,). Par conséquent, on a obtenu :

Lemme. — Siu:S — X est une section de p: X — S, alors d est une S-déviation de
u d’ordre < n si et seulement si d’ s’annule sur S

Cette interprétation peut étre généralisée comme suit. Soient v : Y — X un S-
morphisme quelconque et I'u le graphe de u, c’est-a-dire le morphisme ¥ — Y x X

(10)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce paragraphe; voir aussi la N.D.E. (2) dans 1.1.1.
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de composantes idy et u. Pour toute S-déviation d de u d’ordre < n, on obtient par
composition :

diag. dy
Y——=YXY——YxX

une Y-déviation de T'u d’ordre < n que nous noterons I'd (le graphe de d).
Réciproquement, a toute Y-déviation e de I'u on associe la S-déviation composée
ex =pryoe:

YF—Z>Y><X&>X.

On voit aussitdt que (T'd)x = d, et 1'égalité Tex = e résulte du fait que e est Oy-
linéaire (). On obtient ainsi un isomorphisme de Oy (Y)-modules :

{S-déviations de u d’ordre < n} AN {Y—déviations de T'u d’ordre < n}
d — Td.
De plus, on voit facilement que d est une S-dérivation de wu si et seulement I'd est une
Y-dérivation de T'u.

Appelons £, le noyau de 'homomorphisme d’algebres (T'u) ™! (Oy «x) — Oy qui
correspond a I'u. Tenant compte du lemme qui précede, on a obtenu :

Proposition. — Soient u : Y — X un S-morphisme et T'u : Y — Y x X son graphe.
Les S-déviations de u d’ordre < n s’identifient aux Y -déviations de T'u d’ordre < n,
lesquelles sont en bijection avec

HOmﬁY ((FU)_l(ﬁyxx)/eﬂFﬂJl, ﬁy)

1.3.1. — (12) Revenons au cas ol u : S — X est une section de p : X — S. Alors,
I’homomorphisme ¢ : u~1(0x) — Os admet une section, que nous noterons simple-
ment g — g - 1, de sorte que, avec les notations de 1.3, on a un isomorphisme de
Os-modules :

(%) u N Ox) = Os @ A,
et pour toute section f de u=1(0x), f — #(f) - 1 est une section de .7,.

Soient d une S-déviation de u d’ordre < 1, et d’ le Os-morphisme u=*(0x) — Os
correspondant & d. Si a, b sont des sections de u=1(0x), on a :

0=d'((a—¢(a) 1)(b—¢(b) - 1)) = d'(ab) — ¢(a)d' (b) — $(b)d'(a) + $(ab)d'(1).

Par conséquent, on voit que d est une S-dérivation de u (cf. 1.2.1 et N.D.E. (2)) si et
seulement si d'(1) = 0. On obtient donc :

(IDN.D.E. : Si A, f sont des sections locales de 0y et Ox, on a Tex)(A® f) =X-e(1®g), et ceci
égale e(A ® g) puisque e est Oy-linéaire.
(12)N.D.E.: On a ajouté ce paragraphe.
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Lemme. — Les S-dérivations de u sont exactement les S-déviations de u d’ordre 1 qui
s’annulent sur la section unité de Ox ; elles correspondent au Os(S)-module

Homg, (£, ) I2, O),
et on a un isomorphisme de Os(S)-modules DévS!(u) =2 Os(S) @ Dérs(u).
Revenant au cas général, on en déduit, avec les notations de 1.3,

Corollaire. — Soient u : Y — X un S-morphisme et Tu: Y — Y x X son graphe. On
a un isomorphisme canonique de Oy (Y)-modules

Dérs(u) = Déry (Tu) = Homey (I /25, OY).

Définition 1.4. — Soit X un S-schéma. On appelle S-opérateur différentiel (resp. S-
opérateur différentiel d’ordre < m) sur X toute S-déviation (resp. toute S-déviation
d’ordre < n) du morphisme identique de X.

D’apres 1.1, un S-opérateur différentiel d’ordre < n est donc un endomorphisme de
p~"(Os)-module de Ox qui vérifie les égalités (x,) de 1.1. Nous désignerons par Dify /g
le T'(0s)-module (*3) formé des S-opérateurs différentiels d’ordre < n, par Dify /s celui
formé de tous les S-opérateurs différentiels.

Comme nous ’avons vu en 1.2, on peut composer les S-déviations de idx, ce qui
munit Difyx,g d'une structure de I'(Og)-algebre; nous dirons que c’est 1'algébre des
opérateurs différentiels de X/S.

De méme, pour tout ouvert V de X, posons Zifx,5(V) = Dify;s = Dév(idv);
d’aprés 1.1.3, ceci définit un faisceau de Ox-modules, appelé le faisceau des S-
opérateurs différentiels sur X. (1%)

1.4.1. — Comme nous ’avons vu en 1.3, on peut interpréter les opérateurs différentiels
de X/S au moyen du graphe du morphisme identique de X, c¢’est-a-dire du morphisme
diagonal A = Ax/g de X dans X x X. Traduisons dans le contexte actuel les énoncés
de 1.3.

Munissons Ox xx de la structure de prfl(ﬁx)-algébre définie par pr,, de sorte que
A7Y(Oxxx) est muni d'une structure d’algébre sur Ox = A‘lprfl(ﬁx). Soit #x /s
le noyau de I’homomorphisme

A_l(ﬁxxx) — 0%
adjoint de 'homomorphisme Ox xx — A.(0Ox), et soit ?)T/S la Ox-algebre
A_l(ﬁXXX)/fQ/JSrl.
Si V est un ouvert affine de S et U un ouvert affine de X au-dessus de V, et si 'on
pose k =T'(V,0s) et A =T(U, %), on a donc :
L(U, 2%)5) = (A @k A) /T,

(I3)N.D.E. : Dans cet exposé, ’anneau I'(S, 0g) = O5(S) est noté T'(Og).
(1)N.D.E. : On a modifié ici loriginal, qui mentionnait le faisceau U — Difx yu, ou U parcourt les
ouverts de S; celui-ci est 'image directe de .Oﬁifx/s par le morphisme px : X — S.
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ou I est I'idéal engendré par les éléments a @ 1 — 1 ® a, pour a € A. Ceci étant, on a
d’aprés 1.3 un isomorphisme de Ox(X)-modules :

qu’on peut définir comme suit : si d appartient a Dif%s et si ¢ est une section de
PYg sur U de la forme a ® b + I+ on a jx(d)(c) = a-d(b). 1%

1.4.2. — Soient d un opérateur différentiel et u une section de X sur S. Nous appelons
valeur de d en u la S-déviation composée

§—“sx—2.x.
idx

D’aprés 1.3 et 1.4.1, si d est un opérateur différentiel d’ordre < m, alors du (resp. d)
est associé canoniquement & un morphisme de Os-modules d’ : u=1(0x)/ I+ — Oy
(resp. un morphisme de Ox-modules d” : PRs = 0x).

Il est clair qu’on peut construire d’ & partir de d” de la maniere suivante : le carré

X~eSx X 2% L xxX
/|

\Lpfl
u

S— X

est cartésien, ce qui permet d’identifier X & S xx (X x X), u & S xx A, donc u*(QQ/S)
au~Y(Ox)/ZmTL. On identifie ainsi u*(d”) & un morphisme u=!(0x)/ LMt — O,
qui n’est autre que d’.

1.5. — Posons comme d’habitude Is = Spec Os[T]/(T?). Soient 7 : S — Ig la
section zéro et o la déviation canonique de 7 que nous avons définie en 1.2.0,
i.e. ’homomorphisme de @s-modules qui s’annule sur la section unité de Os[T]/(T?)
et qui envoie la classe t de T modulo T2 sur la section unité de Os.

Soit X un S-schéma. A tout Is-automorphisme u de Is x X induisant 'identité sur
X est associé par composition un opérateur différentiel D, de X :

XS x X 2K g x X —%o I x X 222X,
D’apres 11, 3.14, Uapplication u — D, est un isomorphisme de la T'(0s)-algébre de
Lie
Lie(Aut X) := Lie(Aut X)(S)

sur la T'(0s)-algébre de Lie des p~'(Os)-dérivations de Ox. L’isomorphisme réci-
proque associe a toute dérivation D "automorphisme de Ig x X correspondant a ’au-
tomorphisme a + bt + a + (Da + b)t de Ox[T]/(T?).
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2. Opérateurs différentiels invariants sur les schémas en groupes

2.1. — Soit G un S-schéma en groupes; nous désignons par € ou g : S — G la
section unité de G.

Définition. — Soit U(G) le I'(0g)-module des S-déviations de e (ou S-déviations de
Vorigine) (cf. 1.1).

Si d et e sont deux éléments de U(G), d x e est une S-déviation de ¢ x ¢ : S ~
S xS — G x G. L’'image de d X e par le morphisme multiplication m : G x G — G
(cf. 1.2) sera appelé le produit de d et e et sera noté d - e.

Le I'(0s)-module U(G) se trouve ainsi muni d’une structure de I'(&s)-algebre as-
sociative qui a eg pour élément unité (1.1). Nous dirons que U(G) est ’algébre infi-
nitésimale de G. (16)

Lorsque T parcourt les schémas au-dessus de S, 'algebre infinitésimale U(Gr) du
T-groupe G x T varie évidemment de fagon contravariante en T, de sorte que nous
pourrons parler du foncteur algebre infinitésimale.

Lorsque T parcourt les ouverts de S, on obtient donc un préfaisceau T +— U(Gr)
de Os-algebres ; de plus, d’apres 1.1.3, ceci est un faisceau. Nous le noterons % (G) et
nous l'appellerons le faisceau d’algébres infinitésimales de G.

L’algebre U(G) est aussi un foncteur covariant en G. En effet, si u : G — H est
un homomorphisme de S-groupes et d une S-déviation de g, I'image de d par u
est un élément U(u)(d) = ud de U(H). L’application U(u) : U(G) — U(H) ainsi
définie est évidemment un homomorphisme de I'(0g)-algebres. On définit de méme
un homomorphisme % (u) de % (G) dans % (H).

2.2. — Soit d un élément de U(G), c.-a-d., une S-déviation de origine de G. Consi-
dérons la S-déviation d x G de e Xx G : G ~ S x G — G x G obtenue a partir de d
par changement de base (1.2.2); I'image de d x G par le morphisme multiplication
m : G x G — G est une S-déviation de mo (¢ x idg) = idg, i.e. un élément de Difg g,
qu’on notera d°.

L’application d — d© est évidemment I'(&s)-linéaire et le diagramme « commuta-
tif » ci-dessous montre qu’on a (e - d)& = d& - G : (17

(I5)N.D.E. : Via cet isomorphisme, les X-dérivations de AX/S correspondent, d’apres 1.3.1, aux
S-dérivations de idx, c.-a-d., aux p~1(0g)-dérivations de Ox.

(16)N.D.E. : On dit maintenant « Palgebre des distributions » (& I'origine) de G, cf. [DG70], § 1.4, 6.1
et [Ja03], I 7.7.

(I7)N.D.E. : On a corrigé l'original, en remplacant dans le diagramme d X G x G par G x d X G, de
sorte que la composée sur le coté gauche du triangle est (e x d) X G, et que application d +— d&
est un anti-isomorphisme de U(G) sur les opérateurs diférentiels invariants a droite (cf. 2.3, 2.4 ci-
dessous) ; d’autre part, en définissant Gd comme I'image par m de G X d, on obtiendrait de méme un
isomorphisme de U(G) sur les opérateurs diférentiels invariants a gauche (cf. [DG70], §I11.4, Th. 6.5).
On a corrigé en conséquence 2.4 et 2.5.
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GxGxG GxG
GxdxG

exGxG
GxG GxG m

G

exG m dxG m
exG exG
G G
e d
G dG G ldG

La commutativité des deux triangles du bas résulte en effet de la définition de d©
et e ; d’autre part, la S-déviation composée de e x G et G x d x G est (e x d) x G
(cf. 1.2.2), son image par m x G est (e - d) x G, et 'image de celle-ci par m est donc
égale a (e - d)“

On obtient ainsi un anti-homomorphisme U(G) — Difg/g de I'(0s)-algebres, ap-
pelé translation & droite. (*®)

Si Zif o s désigne le faisceau des S-opérateurs différentiels sur G (cf. 1.4) et p
le morphisme structural G — S, on définit de méme une « translation a droite » :

U (G) = ps(Zif o )s)-

2.3. — Nous allons maintenant caractériser les opérateurs différentiels de G sur S de
la forme d. Soient ¢ : S — G une section du morphisme structural de G et gg la
translation a droite de G par g, c’est-a-dire le morphisme composé :

G
go: GG xS 4L GxG ™.
Pour tout opérateur différentiel D de G sur S, la composée g(_;ngG (cf. 1.2) est encore
une S-déviation de idg, c.-a-d., un élément de Difx /g ; nous noterons :

DY = g(_}lD gc.

Nous dirons que D est invariant o droite si, pour tout changement de base ¢t : T — S
et toute section g : T — G x T, on a (Dt)9 = Dr.

Lemme. — Pour tout opérateur différentiel D de G sur S, les assertions suivantes
sont équivalentes (ot m est le morphisme multiplication de G) :

(i) D est invariant & droite.
(ii) Les deux déviations de m suivantes sont égales : Dm = m(D x G).

(I8)N.D.E. : 1l serait préférable de lappeler opération a gauche. En effet, soit par exemple d une
S-dérivation de Dorigine; d’apreés 1.2.1, d est la composée de la S-dérivation (7,0¢) : S — Ig et d’un
morphisme z : Is — G tel que zoT = ¢ (i.e. = € Lie(G/S)(S)), et alors d© est la dérivation de Og qui
envoie une section locale ¢ sur la section g — 9¢p(xg). De plus, avec cette terminologie, on pourrait
dire que : « 'opération a gauche commute aux translations a droite ».
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(ii) = (i) : comme la condition (ii) est stable par changement de base, il suffit de
montrer que (ii) entraine 1’égalité D9 = D pour toute section g : S — G. Soit h le
morphisme G x g: G~ G xS — G x G, de sorte que m o h est la translation a
droite gg. L’égalité D9 = D équivaut a 1’égalité gg o D = D o gg, et celle-ci résulte du
diagramme commutatif :

G n GxG G

D |idg DxG id(GxG) D |idg
m h

G GxG G

(i) = (ii) : prenons en effet pour ¢t : T — S le morphisme structural p : G — S,
pour section g : T — G x T le morphisme diagonal A : G — G x G. La translation &
droite

AGXgiGXG—)GXG

est alors le morphisme de G x G dans G x G qui a pour composantes m et pr,. L’égalité

(Dg)® = Dg équivaut alors & la commutativité du premier carré du diagramme
suivant :

GxG—C gxag—2 ¢

D¢ |idaxc Dg |idexa D |idg

GxG—%C gxag—2 ¢

L’égalité (ii) résulte donc de ce que m = pry o Agxa-

Considérons par exemple un élément d de 1’algébre infinitésimale U(G). Les carrés
du diagramme

GxG=====3xGxG—%%%»GxGxG—lﬁieexG
m Sxm GXxXm m
SxG—™¢  axg—" .G
exG

sont alors commutatifs. Comme on a
mo(dxG)=d® et (mxG)o(dxGxG)=d%xG

on a aussi d% om = mo (d% x G). Donc : pour toute S-déviation d de lorigine, d©
est un opérateur différentiel invariant a droite.
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2.4. Théoréme. — (i) L’application d +— dS est un anti-isomorphisme (9 de lal-
gebre infinitésimale U(G) sur la sous-algebre Difg/s de Difg /g formée des opérateurs
différentiels invariants a droite.

(i1) De méme, lapplication d +— Sd est un isomorphisme de U(G) sur la sous-
algebre de Dif s formée des opérateurs différentiels invariants a gauche.

Soit en effet D un opérateur différentiel quelconque de G sur S et désignons par Dy
sa valeur & Uorigine, c’est-a-dire la déviation composée S = G T?—) G. L’opérateur
idg

différentiel invariant & droite (Do) est alors obtenu par composition :

GngG&GxG%GxGLG.

Si D est invariant & droite, on a Dm = m(D x G), d’out
D =Dm(e x G) =m(D x G)(e x G) = (Dy)“.
En particulier, application d — d est surjective.
Réciproquement, soit d une S-déviation de 'origine. On a alors un carré commutatif

GXG<L

G
GXET Ts
GszG<d—S

d’ou il résulte que d = m(G x €)d = m(d x G)e = (d%)o. A fortiori, application
d +— d est injective. Ceci prouve le théoreme.

Lorsque S varie, le théoreme 2.4 implique évidemment que la translation a droite
% (G) — p«(Zif ¢ /s) est un anti-isomorphisme de Os-algebres de % (G) sur le faisceau

de Os-algebres p*(@ifG/s)G, qui & tout ouvert U de S associe Ding/U.

2.4.1. Remarque. — Considérons le diagramme commutatif
G=——GxG
P

S=——G ;

ot 7 désigne le morphisme « (z,y) — yz =1 » (20) Celui-ci induit des morphismes

77/ : n_l(ﬁg) — Ogxa et A_l(nl) :p_lf;‘_l(ﬁ(;) —> A_l(ﬁ(;x(;).

(19)N.D.E. : On a corrigé « isomorphisme » en « anti-isomorphisme », et 'on a ajouté 'assertion (ii),
cf. la N.D.E. (17).
(20N.D.E. : c-a-d., G agit a gauche sur lui-méme par translations a droite.
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Pour tout entier n > 1, posons pg, g = €~ (0g)/ I (confer 1.3 et 1.4 pour les

notations). (1) Comme le carré formé par les morphismes €, 7, A et p est cartésien,
A~Y(n') induit un isomorphisme de Og-modules :

P (peys) — Poys-

Les opérateurs différentiels de G sur S d’ordre < n correspondent donc biunivoque-
ment aux morphismes de &g-modules p* (pg, /s) — Og, c’est-a-dire aux morphismes 424
de Os-modules

péjs — p«(0c).
Dans cette bijection, les opérateurs différentiels invariants a droite sont associés aux
fleches composées

D s — Os < p,(00).
On retrouve ainsi I'isomorphisme du théoréme 2.4.

2.5. — (22 Soit Lie(G) 'algebre de Lie de G (%) ; on va définir un morphisme de
I'(0g)-algebres de Lie « : Lie(G) — U(G).

Soient s : S — Ig la section nulle de Ig — S et ¢ la déviation de s définie en 1.2.0.
Rappelons (cf. I, 4.1) que Lie(G) est 'ensemble des morphismes z : Is — G tels que
x os=¢eg. Alors la composée

S—>1s——=G

est une S-déviation de e¢, i.e. un élément de U(G); avec les notations de 1.2 (}), elle
est notée ox. De plus, d’apres 1.2.1, application « : x +— oz est un isomorphisme de

Os(S)-modules de Lie(G) sur le sous-module Dér(eg) de U(G) formé des S-dérivations
de eg. Nous allons voir que « est un morphisme d’algébres de Lie. %) Soit
pl : U(G) — DifG/S
le morphisme d’algebres qui a une S-déviation d de e¢ associe 'opérateur différentiel
invariant & gauche “d € Difg /s, cf. 2.2, N.D.E. (17).
Soit p : G — Autg(G) 'homomorphisme de foncteurs en groupes qui associe a un
S-morphisme g : T — G la translation a droite de G par g, i.e. le morphisme :

GrXg mr

GTZTXTGT GT XTGT GT.

Rappelons aussi (cf. 1.5 et II, 3.14) que Lie(Aut G) = Lie(Autg(G)/S)(S) s’identi-
fie aux automorphismes infinitésimaux de G, c.-a-d., aux automorphismes de Is x G

(21)N.D.E. : Dans ce qui suit, on a corrigé l'original, qui référait au carré formé par les morphismes
D, p, 1, et pry, au lieu de €, n, A et p.

(22)N.D.E. : Dans ce paragraphe, on a modifié l'ordre, en commencant par définir Iapplication
o : Lie(G) — U(G), et on a corrigé loriginal, comme indiqué dans la N.D.E. (17).

(Z3)N.D.E. : Dans cet exposé, si G (resp. X) est un S-schéma en groupes (resp. un S-schéma), 1'« al-
gebre de Lie » Lie(G) (resp. Lie(Aut X)) désigne, avec les notations de l’exposé II, Lie(G/S)(S)
(resp. Lie(Autg(X)/S)(S)) ; c’est une I'(0s)-algebre de Lie, d’apres II, 4.11 et 3.14.

(249)N.D.E. : Voir aussi II, 4.11.
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induisant I'identité sur G. Comme p est un monomorphisme, il en est de méme du mor-
phisme Lie(p) : Lie(G/S) — Lie(Autg(G)/S) (voir, par exemple, Exp. IT, N.D.E. (50)),
donc Lie(p) : Lie(G) — Lie(Aut G) est injectif.

D’autre part, d’apres 1.5, 'application 8 qui a tout automorphisme infinitésimal u
de G associe 'opérateur différentiel D,, de G :

oxG u pro

G~SxG stG stG

G

est un isomorphisme de Lie(Aut G) sur la sous-algebre de Lie de Difg /g formée des
p~1(0Os)-dérivations de Og.

Pour tout 2 € Lie(G), on a le carré commutatif suivant qui détermine I'image de
x par Lie(p) :

Lie(p)(z)

m

GxG

Compte-tenu de ce diagramme, 'image de Lie(p)(z) par § est la déviation composée

G:SxG%ISxG%GxGLG

qui, d’apres 2.2 N.D.E. (17), n’est autre que ¢(ox) = p'(a(z)). On obtient donc un
diagramme commutatif :

Lie(G) %L Tie(Aut G)

T

ou Lie(p), B et p’ sont des morphismes d’algebres de Lie. Comme p’ est injectif, il en
résulte que « est aussi un morphisme d’algebres de Lie. Par conséquent, on a obtenu :

Proposition. — « est un isomorphisme de Og(S)-algébres de Lie, de Lie(G) dans lal-
gébre de Lie des S-dérivations de e, elle-méme isomorphe via Lie(p) a Ualgébre de
Lie des S-dérivations de G invariantes & gauche. (25
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3. Coalgebres et dualité de Cartier

3.1. — Soit S un schéma (ou, plus généralement, un espace annelé). Une Og-coalgébre
(26) est un couple (% ,Aq) formé d’'un Os-module % et d’'un morphisme de Os-
modules Ay : U — U Qe % (dit morphisme diagonal ou comultiplication) tels
que :

(i) c0Ay =Agy,0oto(a®b) =b®a.

(ii) Le carré

w S U Do, U

Agy idy ®Aq,

A Qidy
%@ﬁs%%%@)ﬁs%@ﬁs%

est commutatif.

(iii) Il existe un morphisme de Os-modules €9 : % — Os, dit augmentation, tel
que les morphismes composés

U 2% Y @5, U E Y 24, Os ~ U

U 2% U 0o, U 2% Oy 0o, U ~ U
soient le morphisme identique de % .

Si €4 et €}, sont deux augmentations, on a e = (9 ® €y, ) 0 Ay = €7, ; aug-
mentation est donc déterminée de fagon unique par (iii).

Si (%,Aq) et (V,Ay) sont deux Og-coalgebres, un morphisme de la premiere
dans la seconde est un morphisme de Og-modules f :  — 7 tel que les diagrammes

f

4 v w v

Aoy Ay et

wouw Ll yvey Os

Eu Ev

soient commutatifs. Les morphismes de coalgebres se composent comme les mor-
phismes de Os-modules de sorte que nous pourrons parler de la catégorie des Os-
coalgebres.

(25)N.D.E.: 1l y a des exemples d’algebres de Lie g sur un anneau A, telles que 'application g — U(g)
ne soit pas injective, cf. [BLie], §1.2, Ex. 9. Le résultat ci-dessus montre (puisque « se factorise en
Lie(G) — U(Lie(G)) — U(G)) que ceci ne peut se produire pour des algebres de Lie « algébriques »,
c.-a-d., de la forme Lie(G), ot G est un A-schéma en groupes.

(26)N.D.E. : On dit aussi « cogébre », cf. [BAlg], III §11.1. D’autre part, on notera que dans cet
exposé (ainsi que dans VIIg), on se place dans la catégorie des coalgebres cocommutatives (c.-a-d.,
vérifiant la condition (i)), ce qui est crucial pour définir le produit et la notion de coalgebre en
groupes (cf. 3.1.0 et 3.2).
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3.1.0. — @7 Cette catégorie posséde des produits finis : Pobjet final est le @g-module
Os, la comultiplication étant l'identité; le produit de deux coalgebres (%,A ) et
(¥, Ay) est le produit tensoriel % ®¢, ¥, la comultiplication étant le morphisme
composé

oV 2Ry oy ovey Y gy oy ey v

ol o(a®b) = b®a; les projections canoniques de % ® ¥ sur les facteurs % et ¥ sont
les morphismes idy Qey et e4 @idy, (28 et le « morphisme diagonal » % — % QU
(correspondant au couple de morphismes (idg ,ids )) n’est autre que la comultiplica~
tion Agy.

3.1.1. — Soit &/ une Os-algebre commutative, localement libre et de type fini en tant
que OUg-module. Si nous posons

o = %Omﬁs—Mod.(rQ{a ﬁs),

le morphisme canonique ¢ de &* Qg F* dans (& Qg &)* est inversible. Si m :
o ® o — &/ est le morphisme définissant la multiplication de <, on obtient par
composition un morphisme diagonal

-1
*
« P

Ay : A " (@A) —— Q.

Ce morphisme diagonal fait évidemment de ./* une Os-coalgebre qui a pour aug-
mentation le morphisme transposé du morphisme g — o/ défini par la section unité
de 7. De plus, il est clair que :

Le foncteur of — o/* est une anti-équivalence de la catégorie des Os-algébres, qui
sont localement libres et de type fini en tant que Os-modules, sur la catégorie des
Os-coalgebres localement libres et de type fini en tant que Os-modules.

3.1.2. — A toute Os-coalgtbre % est associée canoniquement un S-foncteur
Spec® % : (Schg)° — (Ens).

Remarquons en effet que, pour tout S-schéma ¢ : T — S, ¢*(% Qg %) s'identifie a
(%) Qe ¢ (%), de sorte que ¢* (A ) fait de % = ¢* (%) une Orp-coalgebre ; nous
pouvons donc poser par définition et avec un abus de notation évident : (29

(Spec* %)(T) = {x e (T, %r) | () =1 et Ag(z) =2 ®x}.

(2)N.D.E. : On a ajouté la numérotation 3.1.0, pour références ultérieures.

(28)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit. Rappelons aussi que, pour montrer que % ® ¥ est bien le produit
de % et ¥ dans la catégorie des Os-cogebres cocommutatives, on vérifie que si ’on a une 0g-cogebre
arbitraire & et des morphismes de cogebres f : & — % et g : & — ¥, alors tout morphisme de
cogebres ¢ : & — % @V tel que prgy, o ¢ = f et pry o ¢ = g est nécessairement égal & (f @ g) o Ag,
et que celui-ci est un morphisme de cogebres si et seulement si il égale (g ® f) o Ag.

(29N.D.E. : Pour tout z ® y € (T, %r) ® () T'(T, %r), son image dans I'(T, %t ® g, %r) est
encore notée r ® y.
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Les sections x de %t correspondent évidemment aux morphismes de &p-modules
& : Or — Yt ; les conditions e(x) = 1 et A(z) = = ® x expriment simplement que &
est un morphisme de coalgebres. On a donc également :

(Spec* %)(T) = HomﬁT—coalg.(ﬁTa OZ/T)

En particulier, on a la proposition suivante : (30)

Proposition 3.1.2.1. — Soit &/ une Os-algébre commutative qui est localement libre

de type fini en tant que Os-module. Alors le S-foncteur Spec* &/* est représenté par
Spec &7 .

En effet, pour tout S-schéma T, on a des isomorphismes canoniques :
(SpeC* M*)(T) = HomﬁT—coalg-(ﬁTa ‘Q{’If) = HomﬁT-alg-(“Q{Ta Or) ~ (Spec A)(T)'

3.2. — Une Os-coalgébre en groupes, c’est-a-dire un groupe de la catégorie des Og-
coalgebres, consiste en la donnée d’une Os-coalgebre (%, A4, ) et de trois morphismes
de Os-coalgebres may : U QU — U, ny : Os — U et cqp : U — U vérifiant
les conditions (ii)*, (iii)* et (vi) ci-dessous; d’autre part, le fait que mg¢ soit un
morphisme de cogebres se traduit par la commutativité des diagrammes (iv) et (v)
ci-dessous :

U U e w
Ay ®Ay
(iv) USUDU QU A
idgy ®o®idy, l

mao Qmay

USLUSLSUSU ———URU

may

U U

) oL

Os

w

(ii)* Le carré

ide, @My

USLUSLSU —USU
ma, Qidgy, may

U U 4

est commutatif.

(BON.D.E. : On a ajouté la numérotation 3.1.2.1, pour références ultérieures. Remarquons d’autre
part que le S-foncteur Spec* % est un faisceau pour la topologie de Zariski (et méme pour la topologie
(fpgc) si Z est un Og-module quasi-cohérent).
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(iii)* Les deux composées ci-dessous égalent le morphisme identique de % :

ides ®
U=U @O ——U QU ———>U
na Qidey maey
U=2OsQU ——U QU .
(vi) Le morphisme composé ci-dessous est égal & ng oeq :
Aoy ®id /
U—"UDU U U —"U.
3.2.1. — Les morphismes 14, et cg sont uniquement déterminés par mq, . D’autre

part, les conditions (ii)* et (iii)* expriment simplement que mg, fait de % une Og-
algebre qui a pour section unité I'image par 74, de la section unité de €g. La condition
(iv) exprime aussi que le morphisme diagonal Ag, est compatible avec la multiplica-
tion; et en effet, Ay : % — U ® % doit étre un homomorphisme de coalgebres en
groupes, ce qui implique également la commutativité du triangle

Os
. nu N
(v)
w Ao U QU

D’autre part, comme dans toute catégorie, 'antipodisme ¢4 est un isomorphisme
de % sur I'objet en groupe « opposé » 31) : en particulier, ¢4 induit un isomorphisme

d’algebres de % sur l'algebre opposée % °.

3.2.2. — Comme le foncteur % ~ Spec* % commute aux produits finis, il transforme
une coalgebre en groupes en un S-foncteur en groupes; et en effet, pour tout S-schéma
T, les éléments x € T'(T,%r) appartenant a (Spec” % )(T) forment un groupe pour
la multiplication de 1’algebre I'(T, %) ; I'inverse de x n’est autre que cq (x). D’apres
3.1.2.1,on a:

Scholie 3.2.2.1. — 2) Soit % une Os-coalgebre en groupes, finie et localement libre
en tant que Os-module. Alors le S-foncteur en groupes Spec* % est représenté par le
S-groupe, fini et localement libre, Spec % *.

Remarque 3.2.2.2. — Soient . une Os-algebre de Lie et 7 (.£) I'algeébre enveloppante
de .Z, c’est-a-dire le faisceau sur S associé au préfaisceau qui attribue a tout ouvert
V Dalgebre enveloppante U(I'(V,.Z)) de lalgebre de Lie I'(V, Z).

Tout homomorphisme de . dans 'algebre de Lie sous-jacente & une Og-algebre
associative se factorise d’une fagon et d’une seule a travers le morphisme canonique
de .Z dans % (£) ; en outre, cette propriété universelle entraine, outre la fonctorialité
de % (£) en £, que l'algeébre enveloppante d’un produit d’algebres de Lie s’identifie
au produit tensoriel des algebres enveloppantes.

BUN.D.E. : i.e. muni de la multiplication m’q[ =mg 00
(32)N.D.E. : On a ajouté ce scholie, implicite dans ’original.
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En particulier, le morphisme diagonal § : . — £ x £ induit un homomorphisme
d’algebres A : U (L) —» U (L x L) ~ U (L) @ % (£). Le morphisme nul . — 0
induit un homomorphisme ¢ : % (£) — % (0) ~ Os. L’isomorphisme z — —z de .Z
sur lalgebre de Lie opposée .Z° induit un anti-isomorphisme ¢ de I'algébre % (.£). On
vérifie alors facilement que la multiplication m de 'algebre % (.£) fait de (% (L), A)
une Og-coalgébre en groupes qui a € pour augmentation et ¢ pour antipodisme. (33)

3.2.3. — B9 Soit % une Os-coalgebre en groupes. On va voir que le S-foncteur en
groupes G = Spec* % est trés bon, au sens de 11, 4.6 et 4.10.

Soit .# un Og-module libre de rang r, et soit T — S un S-schéma. Comme It (.#Z) =
Spec(Or @ A1), de sorte que 7 : It(A#) — T est affine, on a

T Yip (1)) = Ur @67 T+(Or () = Ur Qor (O1 & M),
et donc
(1) U(Ip (M), Uy (.ar) =T (T, %) @o(r) (O(T) ® T(T, Mr)).
Soit (dy,...,d,) une base de .. Alors, un élément uo+, uid; de T(Iv (A ), %1 (.a))
appartient & G(Ir(.#)) si et seulement si 'on a :
1=c¢e(uo+ Zuidi) = ¢e(ug) + Za(ui)di ,
et

(M+Z)WWMM+Z)WJ:MM+§)MJ:MMHQ:MWM,

c’est-a-dire :

@) e(up) =1, Aug = up® uy, (i.e. up € G(T))

e(u;) =0, Au;) =u; ®up+ug®u;, pouri=1,...,r.
De plus, le morphisme G(It(.#)) — G(T) correspondant & la section nulle de
It() — T est donné par : ug + ), uid; — ug. De ceci, combiné avec (1) et (2), on
déduit que, si A4 est un second Og-module libre de rang fini, le diagramme d’ensembles

G(Ir(M & N)) — G(Ir(AN))

l l

G(Ip(A)) ————= G(T)

est cartésien, i.e. G vérifie la condition (E) de II, 3.5.

(33)N.D.E. : Le S-foncteur en groupes Spec* % () n’est pas représentable en général, mais on verra
plus loin (5.5) que si S est un schéma de caractéristique p, si £ est finie localement libre sur Og et
si % (L) est son algébre enveloppante restreinte (cf. 5.3), alors Spec* %, (L) est représenté par un
S-groupe fini et localement libre.

(B49N.D.E. : On a détaillé ce paragraphe.
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Notons PrimI'(T, %r) le sous-&'(T)-module de I'(T, %r) formé des éléments pri-
mitifs, c.-a-d., des éléments u qui vérifient (avec I’abus de notation signalé en 3.1.2) :

Au=u®l+1Qu, e(u) =0. (35)

Comme (Lie G)(T) est I’ensemble des éléments de ug +ud € G(It) au-dessus de 1’é1é-
ment unité ug = 1 de G(T), on obtient un isomorphisme de &'(T)-modules, fonctoriel
en T : (36)

(Lie G)(T) ~ Prim I'(T, %r).
D’autre part, on déduit de (1) que
Prim U (Iv (), %y ar)) = Prim (T, %r) ® (1) O (Ir(A)),
et il en résulte que le morphisme naturel de & (I (.#))-modules :
(Lie G)(T) @g(t) O (Ir(4)) — (Lie G)(Ir(4))

est un isomorphisme, i.e. Lie G est un bon Og-module (cf. IT, Déf. 4.4).

Donc G est un bon S-foncteur en groupes (cf. IT, Déf. 4.6), et d’apres I1, 4.7.2, Lie G
est muni d’un « crochet de Lie » Og-bilinéaire et vérifiant 'identité de Jacobi. Reste a
montrer que G est trés bon, i.e. que le « crochet » sur (Lie G)(T) vérifie bien [u, u] = 0
pour tout u € (Lie G)(T) (cf. II, 4.10).

Soient w,v deux éléments de (LieG)(T), c.-a-d., deux éléments primitifs de
(T, %r). Posons I = Spec Os[d]/(d?) et I' = Spec Os[d’]/(d'?). Comme la loi de
composition de G(I x I') est induite par la multiplication de I’algébre % «1/, on a dans
G(I x ') I’égalité :

(14 ud)(1 +vd )1 4+ ud) " (1 +vd) ™t = (1 +ud)(1 +vd)(1 — ud)(1 — vd)
=1+ (uv —vu)dd’

D’aprés la description du crochet [u,v] donnée avant la Prop. 4.8 de 'Exp.II, on
obtient que

[u,v] = uv — vu,

ou le terme de droite est le commutateur de u et v dans 'algébre T'(T, %r), d’on
[u,u] = 0. On a donc obtenu la proposition suivante : (37)

Proposition. — Soit % wune Os-coalgébre en groupes. Le S-foncteur en groupes G =
Spec* % est trés bon, et l’on a un isomorphisme Lie G ~ Prim W (%) de Og-algébres
de Lie, ot Prim W (%) désigne le foncteur qui d tout T — S associe la O(T)-algébre
de Lie formée des éléments primitifs de W (% )(T) = T'(T, %r).

(35)N.D.E. : Notons que la seconde condition est conséquence de la premiére, car celle-ci entraine
que u = (id ®e)A(u) = u+ e(u), dou e(u) = 0.

(36)N.D.E. : La structure de Og-module sur Lie G est définie dans II, Prop. 3.6.

BI)N.D.E.: On a ajouté cette proposition, qui résume la discussion précédente.
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3.3. — Supposons enfin que % soit une Os-coalgébre en groupes commutatifs, c’est-
a-dire que le triangle

U QU U QU

(i)*

soit commutatif, ou encore que mqy fasse de % une Os-algébre commutative. Les
conditions (i), (ii), (iii), (iv), (v), (vi), (i)*, (ii)*, (iii)* et (v)* signifient alors aussi que
% est un cogroupe dans la catégorie des Og-algebres commutatives. Donc, si de plus
% est un Os-module quasi-cohérent, alors le S-schéma affine Spec % est un S-schéma
en groupes commutatifs.

Dans ce cas, puisque le morphisme diagonal A’ de Os[T, T~!] envoie T sur T®T, les
morphismes de S-groupes de Spec % dans G,, s (I 4.3.2) correspondent bijectivement
aux morphismes de Og-algebres unitaires

0: O[T, T — %
tels que (¢ ® @) o A’ = Ay 0@ (dans ce cas, e o ¢ est élément neutre de G, s(S),
i.e. Paugmentation €’). Un tel morphisme ¢ est déterminé par 'image ¢(T), qui doit
étre un élément inversible x de % vérifiant Ay x = x @z et e (z) = '(T) = 1. On
a donc :
Homg. g (Spec % , Gym,s) =~ (Spec™ %) (8S)
et comme cette formule reste valable apres tout changement de base, ceci donne :
Spec” % ~ Homg ,, (Spec % , G, s).
On a donc obtenu la

Proposition 3.3.0. — Si % est une Os-coalgébre en groupes commutatifs, quasi-
cohérente comme Ogs-module, alors le S-schéma affine G = Spec% est un S-
schéma en groupes commutatifs, et l'on a un isomorphisme de S-foncteurs en groupes
Spec* U ~ Ho_ms_gr'(G, Gm.s)-

Si ’on suppose de plus que % est un Os-module localement libre de type fini alors,
d’apres 3.1.2.1, le S-foncteur en groupes Spec*™ % est représenté par Spec % *. On
obtient donc la

Proposition 3.3.1 (Dualité de Cartier). — Le foncteur
A (G) = A (G)* = HomesMod (F(G), Os)
induit une dualité *) de la catégorie des S-schémas en groupes commutatifs, finis et

localement libres ; elle associe a G le S-groupe Homg ,, (G, G s)-

(*)Une dualité d’une catégorie € est un couple (D, ¢) formé d’un foncteur contravariant D de &
dans % et d’un isomorphisme fonctoriel ¢ : Id¢z — DD tel que les isomorphismes @D : D — DDD et
Dy~ : DDD — D soient réciproques 1’'un de 'autre. (38)

(33)N.D.E. : On a corrigé Dy en Dy~ 1.
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4. « Frobeniuseries »

Soient p un nombre premier fixé et (Sch /g, ) la catégorie des schémas de caracté-
ristique p, c’est-a-dire des schémas au-dessus du corps premier F,,. Suivant les conven-
tions générales de ce séminaire, nous identifions (Sch/r ) & une sous-catégorie de

(Sﬂp) au moyen du foncteur h de I 1.1. Nous profitons de méme de I'isomorphisme
de Hom(hx, F) sur F(X) défini en I 1.1 pour identifier ces deux ensembles chaque fois

que X est un [F,-schéma et F un objet de (SFh/\]FP).

Notations 4.0. — % Si T est un F,-schéma, un T-foncteur est un morphisme q :

F—Tde (Sa;p) qui a T pour but ; pour tout T-schéma r : X — T, I’ensemble des
T-morphismes X — F, i.e. des F,-morphismes s : X — F tels que g o s = r, sera alors
noté ¢(r), ¢(X/T), F(r) ou F(X/T) (ou méme F(X) lorsqu’aucune confusion ne sera
possible avec Hom(hx, F)).

4.1. — Pour tout schéma S de caractéristique p, nous notons fr(S), ou simplement fr,
I’endomorphisme de S qui induit I'identité sur I'espace topologique sous-jacent a S et
qui associe zP a une section x de Og sur un ouvert U.

Alors lapplication fr : S — fr(S) est un endomorphisme du foncteur identique de
(Schyg, ), (40) ce qui implique les résultats suivants. Soit E un Fp-foncteur, c’est-a-dire
un objet de (Sch/r,); I'application qui associe a tout IF,-schéma S 'endomorphisme
E(fr(S)) de E(S), est un endomorphisme fonctoriel de E que nous noterons fr(E) ou fr;
cette notation est compatible avec I'identification de (Sch/r,) & une sous-catégorie

de (S?h/\]}:p). De plus, l'application E — fr(E) est un endomorphisme du foncteur
identique de (Schy,) (que nous noterons encore fr). (41

Pour tout F,-schéma § et tout S-foncteur ¢ : X — S, nous notons X#/5) ou X
I'image réciproque de X par le changement de base fr(S) :

X/ X x

l l/q
fr(S

S

(BIN.D.E.: On a ajouté la numérotation 4.0, pour références ultérieures.

(4ON.D.E. : i.e. pour tout morphisme de Fp-schémas f : Y — X, le diagramme ci-dessous est
commutatif :
Y —f> X
fr(Y) fr(X)

Y—f> X.

(AUN.D.E. : On dit que fr(X) est le morphisme de Frobenius « absolu » de X, pour le distinguer du
morphisme de Frobenius « relatif » Fr(X/S) introduit plus bas.
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Le carré commutatif

fr(X)
X—X

| |
fr(S)

-

induit alors un S-morphisme noté Fr(X/S) (ou simplement Fr) de X dans X®/9) tel 435
que fr(X) = pry o Fr(X/S) :

X fr(X)

NX/S)
Prx

q X®/8) —— X o x

fr(S
g " ¢

Nous dirons que Fr(X/S) est le morphisme de Frobenius de X relativement a S; il est
clair que I'application Fr : X — Fr(X/S) est un homomorphisme fonctoriel.

(42) Soit 7 : T — S un S-schéma. Pour tout ¢ € X(r) = Homg(T, X) (cf. 4.0), on a
un diagramme commutatif :

x S s P
P a G/ q
T T q fr(S)

D’aprés la définition de X®/5) comme produit fibré, pry induit une bijection :
X®/9)(r) = Homg (T, X®/9) =5 Homg(T, X) = X(fr(S) o 7).

D’autre part, 7 o fr(T) = fr(S) o r, puisque fr est un endomorphisme du foncteur
identique. Tl en résulte que I’application Fr(X/S)(r) : X(r) — X®/S)(r) peut étre
caractérisée par la commutativité du carré suivant :

Fr(X/S)(r
X(r) % X(p/S)(T)

() X(£:(T)) )

X(rofr(T))

X(fr(S) or).

(42)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.



436

466 EXPOSE VII. ETUDE INFINITESIMALE DES SCHEMAS EN GROUPES

Par exemple, si X est le sous-schéma de S défini par un idéal quasi-cohérent .#,
alors X(®) est le sous-schéma de S défini par 1'idéal .#{P} engendré par les puissances
p-iemes des sections de & ; en outre, Fr(X/S) est alors 'immersion canonique de
Spec(Ox/.#) dans Spec(€/.#1P}).

4.1.1. — 3 Soient ¢t : T — S un changement de base et X1 = X x T. Considérons
q,t
l'image réciproque de X par fr(T) :

(Xp)®/T) Xt X
| L
fr(T
T SN

Comme ¢ o fr(T) = fr(S) ot, alors (X1)®/T) s’identifie & I'image réciproque de X®/5)
par t; autrement dit, on a un isomorphisme canonique :

XD~y (x0/9))y

Il est clair que, dans cette identification, Fr(Xr/T) s’identifie & 'image réciproque
Fr(X/S)T de Fr(X/S).

4.1.1.1. — En particulier, si S est le spectre du corps premier F,,, X(®/9) est égal & X
et Fr(X/S) a fr(X). Par conséquent, Xg/T) s’identifie & X et Fr(X1/T) & fr(X)r.

Par exemple, si E est un ensemble et E1 le T-schéma constant de type E, on a
EP/T ~ Bp et Fr(BEr/T) ~ idg,.

4.1.2. — Le foncteur X — X®/5) commute évidemment aux produits ; il transforme
donc un S-groupe G en un S-groupe G(#/5) : de plus, comme Fr est un homomorphisme
fonctoriel, alors

Fr(G/S): G — G#/9

est un homomorphisme de S-groupes. Nous noterons g, G son noyau.
Sir:T — S est un schéma au-dessus de S, il résulte du diagramme (}) de 4.1 que
la valeur de G en r est le noyau de ’homomorphisme

G(fr(T)) : G(r) — G(r o fr(T)).

Or, lorsque T est le schéma Ig des nombres duaux sur un S-schéma R, fr(Ig) se
factorise comme suit :

can. fr(R s
R ®) R

Ir IR)

ol s est la section nulle. Il en résulte que (7 G)(Ir) contient le noyau Lie(G/S)(R) du
morphisme G(s) : G(Ig) — G(R), et qu’on a donc : Lie(G/S) = Lie(s,G/S).

(43)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.
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4.1.3. — Plus généralement, pour tout S-foncteur X, nous définissons le S-foncteur
X(P") par récurrence sur n & Paide des formules :

XP XS g X0 = (x0T,

De méme, Fr"(X/S) ou Fr" désignent "lhomomorphisme fonctoriel composé

X Fr(X/S) x () Fr(X®) /3) () n-1) Fr(x®" 1 /s)

.y X x (")

On notera que, d’aprés 4.1.1, Fr(X®) /S) coincide avec Fr(X/S)(®) | i.e. le diagramme
suivant est commutatif :

XP) — o X

Fr(X(p)/S)L ‘/Fr(X/S)

X0®*) o x(®

Si G est un S-foncteur en groupes, G") en est un également et Fr"(G/S) est un
homomorphisme de S-foncteurs en groupes.

Définition. — Nous noterons p»G le noyau de Fr"(G/S) et nous dirons que G est de
hauteur < n si Fr"(G/S) est nul, c’est-a-dire si ;n G = G.

Lemme. — Le sous-foncteur en groupes pn G de G est caractéristique, c.-a-d., pour
tout S-schéma T, tout endomorphisme ¢ du T-foncteur en groupes Gr induit un
endomorphisme de (g G)r.

En effet, comme la construction de G®") et de Fr"(G/S) commute aux changements
de base d’apres 4.1.1, on peut supposer T = S; dans ce cas, 'assertion résulte de ce
que Fr"(G/S) est un homomorphisme fonctoriel.

4.1.4. — Voici quelques exemples.

a) Considérons d’abord un groupe abélien « abstrait » M et le groupe diagonalisable
G = Dg(M) de type M (I 4.4) : pour tout S-schéma T, G(T) est donc le groupe abélien
Homap) (M, I(T, &1)*). Comme G est I'image réciproque du groupe diagonalisable
D(M) sur F,, G®) g’identifie & G et Fr(G/S)(T) s’identifie & ’endomorphisme z + xP
de G(T) (4.1.1). En particulier, lorsque M est égal & Z, on a Dg(M) = G, g, de sorte
que :

FrGm, g est le S-groupe pp s qui associe a tout S-schéma T le
groupe des racines p-iémes de lunité dans T(T, Or)*.

b) Considérons maintenant un schéma S de caractéristique p et un faisceau de
modules & sur S. D’apres I 4.6.2, on a un isomorphisme canonique

W(g)(p) ~ W(g(p)%

ot &) est 'image réciproque de & par fr(S). Pour tout S-schéma 7 : T — S Iappli-
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cation Fr(W(&))(r) est déterminée, d’apres 4.1 (f), par le triangle commutatif

(T, 7" fr(S)* &) ———— T(T, fr(T)* 7* &)

can.

Fr(W(&)/8)(r) £

(T, 7 &) :

ou f’ est application induite par fr(T).
En particulier, si & est égal & O, W(&) s’identifie au groupe additif G, s. Dans

ce cas, on a &P) = & = O et le morphisme de Frobenius Fr(G,s/S) applique
x € I(T, Or) sur 2. Donc :

FrGq, s est le S-groupe ay, 5 qui associe a tout S-schéma T le

groupe : {x € I(T, Or) | 2 = 0}.

¢) On verrait de méme que, pour toute Os-algebre quasi-cohérente o7, (Spec .o7)(P)
s’identifie au spectre Spec.@/(P) de I'image réciproque de < par fr(S). Si 7 désigne
I’endomorphisme x — 2P du faisceau d’anneaux Og, on a donc

AP = 0. O5 Y
et Fr((Spec &)/S) est induit par le morphisme de Og-algébres & ®, Os — o/ défini

par a @, x — aPx.
Pour tout Os-module quasi-cohérent & enfin, on a des isomorphismes canoniques
V()P ~ y(&£P) et S(&)P) ~ §(&P),
ou §(&) désigne 'algebre symétrique du Og-module &.
d) Soient % une Og-coalgebre (3.1) et T un schéma de caractéristique p. Si % (P/S)

ou % ) désignent I'image réciproque de la coalgebre % par fr(S), on a comme en b)
un isomorphisme canonique :

(Spec* % )P) ~ Spec* % ).

Si % est une coalgebre en groupes, la valeur de g (Spec* %), i.e. du noyau du
morphisme de Frobenius Spec* % — (Spec” % )®), pour un S-schéma T est donc
I’ensemble des éléments v de

(Spec* % )(T) ={x e (T, %r) | cor () =1, Agpr=zx@x}

tels que I'image dans I'(T, %1 ®g (1) Or) de 'élément v @1y 1 de I'(T, %1) Q¢ (1) O(T)
soit égale a 1.

(“UON.D.E. : of ®x Og désigne la Og-algebre obtenue par 'extension des scalaires 7 : Oy — Og, i.e. on
a:ar®®rl=a®rzP,etz - (a®x1) =a®n x.
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4.2. — 5 Nous allons maintenant nous occuper d’une construction voisine de la
précédente : soient S un schéma de caractéristique p, X un S-schéma et X§ le produit
dans la catégorie (Sch/g) de p exemplaires de X.

Nous désignons alors par UP(X) le sous-schéma ouvert de X{ qui est la réunion des
produits UE, lorsque U parcourt les ouverts affines de X. Un point = de X§ appartient
donc & UP(X) si et seulement si les projections pr; z de x sur les facteurs de X%
appartiennent a un méme ouvert affine de X. Par exemple, si toute partie finie de X
est contenue dans un ouvert affine, on a U?(X) = X§.

Le groupe symétrique ., d’ordre p opére sur X{ par permutation des facteurs et
laisse stable 'ouvert UP(X). Nous appellerons produit symétrique p-uple de X et nous
noterons ¥*X le quotient de X§ par ., dans la catégorie des espaces annelés. Soit
¢(X), ou simplement ¢, la projection canonique X§ — ¥*X

Alors, ¢ applique UP(X) sur un ouvert VP(X) du produit symétrique, qu’on peut
décrire comme suit (cf. V 4.1). Le faisceau structural de XX induit sur V?(X) une
structure de schéma; le morphisme ¢'(X) : UP(X) — VP(X) induit par ¢(X) est affine
et méme entier ; lorsque U parcourt les ouverts affines de X qui se projettent dans un
ouvert affine variable V de S, les £?U forment un recouvrement affine de V?(X); si R
désigne l'algebre affine de V et A celle de U, XU a pour algebre affine la sous-algebre
YPA de @f A formée des tenseurs symétriques.

Considérons maintenant le morphisme diagonal § de X dans UP(X). Si V = SpecR
est un ouvert affine de S et U = Spec A un ouvert affine de X au-dessus de V, la
restriction de § a U est définie par le morphisme d’algebres

n: QA — A, a1 ® - @ ap > a1az - - - ap.

On a donc, si N est 'opérateur de symétrisation :

n(N(a1 ® - ®ay)) :77( Z ag(1)®---®ag(p)) =pla---a, =0.
ceSp

Autrement dit, 7 s’annule sur le sous-espace N(Q%F A) de ¥PA formé des tenseurs
symétrisés. De plus, si f est un tenseur symétrique, on a évidemment N(fa) = fN(a),
ce qui montre que N(Q¥% A) est un idéal de XPA. Nous noterons désormais

UP/S) = Spec (SPA/N(®4 A));

c’est un sous-schéma fermé de ¥P(U) = VP(U). La réunion des UP/S! lorsque U
parcourt les ouverts affines de X qui se projettent dans un ouvert affine variable V de
S, est un sous-schéma fermé de VP (X), noté XP/5l,

De plus, si i(X) désigne I'inclusion de XP/SI dans VP(X), nous venons de voir que
q'(X) 04 se factorise & travers X[P/Sl| d’ott un morphisme FPI(X/S) : X — X[P/5] . (46)

(45)N.D.E. : Pour le contenu des n° 4.2 et 4.3, on peut aussi se reporter & [DG70], §IV.3, n° 4-6.
(46)N.D.E. : Dans loriginal, ce morphisme (resp. le morphisme de Frobenius relatif) était noté F’
(resp. F).
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» 5(X)
X2 o UP(X)=——X

Q(X)‘ Q’(X)l IF[”](X/S)
(X)

(X
Y(X) DO VP(X)=——XP/S]

Il est clair que XIP/5! est fonctoriel en X et que Iapplication FIP : X s FIPI(X/S)
est un homomorphisme fonctoriel.

4.2.1. — Les schémas X[P/S et X(#/5) sont évidemment reliés : soient V un ouvert
affine de S d’anneau affine R et U un ouvert affine de X au-dessus de V ; soit A ’algebre
affine de U. Si 7 désigne ’endomorphisme z + z? de R, alors U®/5) a A @, R pour
algebre affine. On vérifie en outre que I'application

a®w)\l—>()\a®---®a modN(®%A))

définit un morphisme de R-algebres de A @, R dans XPA/N(®p A), et celui-ci induit
un morphisme ¢(U) : UP/SI — U®P/S) tel que p(U) o FPI(U/S) = Fr(U/S).

« Recollant les morceaux », on obtient alors un triangle commutatif

X
FIPI(X/S) Fr(X/S)

X[p/S] o)

X(»/8)

Par exemple, si X est le sous-schéma de S défini par un idéal quasi-cohérent .#,
FIPl(X/S) s’identifie au morphisme identique de X, de sorte que ¢(X) est I'immersion
canonique de Spec(&s/.#) dans Spec(0s/.#{P}H). On voit ainsi que p(X) n’est pas un
isomorphisme en général.

Toutefois, lorsque M est un R-module libre, il est clair que I’application

M@, R — SPM/N(QLM),  m@sA— ()\m ® - @m  mod N(® M))

est bijective; cette application reste donc bijective lorsque M est R-plat, parce que
tout module plat est une limite inductive filtrante de modules libres (Lazard (*) (47)),
Il s’ensuit que

o(X) : XP/S] 5 X®/S) est un isomorphisme si X est un S-schéma plat.

()D. Lazard, C. R. Acad. Sc. Paris 258, 1964, p. 6313-6316.

(“7)N.D.E. : Voir aussi : D. Lazard, Bull. Soc. Math. France 97 (1969), 81-128, ou : [BAlg], X §1.6,
Th. 1.
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4.3. — Considérons enfin un S-schéma en groupes abéliens G. Alors, le morphisme
composé p(G) : UP(G) — GE — G, qui est défini par la multiplication, se factorise &
travers VP(G), i.e. il existe un morphisme v(G) : VP(G) — G tel que v(G) o ¢'(G) =
1(G), de sorte qu’on a le diagramme commutatif suivant :

G 5(Q)
G—"" (G ————23C

A
: »(Q) FIPI(G/S)
: q(G)

Ver(G/S).". _

Fr(G/S)

Qw9

Lorsque G est S-plat, ¢(G) est un isomorphisme et 'on peut définir un morphisme
(dit Verschiebung)

Ver(G/S): GWP/S — G
a laide de la formule Ver(G/S) = v(G) 0 i(G) o p(G)~t. Lorsque G parcourt les S-
schémas plats en groupes abéliens, I'application Ver : G — Ver(G/S) est évidemment
un homomorphisme fonctoriel ; par conséquent, Ver(G/S) est un homomorphisme de
groupes. Pour tout S-schéma T enfin, I’application composée

applique € G(T) sur p - 2. Nous pouvons écrire p - idg au lieu de p(G) o 6(G),
obtenant ainsi la formule classique :

(%) Ver(G/S) o Fr(G/S) = p-ide .

Exemples 4.3.1. — (a) Lorsque G est un S-schéma constant en groupes abéliens, nous
savons que Fr(G/S) s’identifie au morphisme identique de G (cf. 4.1.1.1). On a donc
Ver(G/S) = pidg.

(b) Lorsque G est le S-groupe diagonalisable de type M, Fr(G/S) est égal & pidg
d’apres 4.1.4 (a) ; on voit alors facilement que Ver(G/S) est le morphisme identique
de G.

(c) Lorsque & est un Os-module plat et que G est le S-groupe V(&’), le morphisme
Ver(G/S) est nul ainsi que p-idg. On verra dans exposé VIIg qu’un groupe algébrique
commutatif G sur un corps k est « unipotent » si et seulement si ’homomorphisme
composé

nfl)

n—1
a®™) Ver(G®" ™ )/8) Ver(G/S)

est nul pour un certain n (on a posé G®") = (GE"))®) ¢f. 4.1.3). (4

(48)N.D.E. : Ceci ne figurant pas explicitement dans VIIg, on renvoie & [DG70], §IV.3, Prop. 4.11.
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4.3.2. — Comme lapplication Ver : G — Ver(G/S) est un homomorphisme fonctoriel
lorsque G parcourt les S-schémas plats en groupes commutatifs, le carré

a® Ver(G/S) G
Fr(G/S)® LFr(G/S)

Ver(G(P) /S)
—_—

G®) a®

est commutatif, ott Fr(G/S)(®) désigne I'image réciproque de Fr(G/S) par le change-

ment de base fr(S). D’aprés 4.1.1, on a Fr(G/S)® = Fr(G® /S) donc, d’apres 4.3 (x)
appliqué & G®) | on obtient :

(%) Fr(G/S) o Ver(G/S) = Ver(G® /S) o Fr(GP) /S) = p - idg ) .

4.3.3. — Supposons enfin que G soit un S-groupe commutatif, fini et localement libre ;
soient o/ la Os-algebre affine de G et m 'endomorphisme du faisceau d’anneaux Og
qui envoie une section = de g sur zP. (49 On désigne par XP.¢7 la sous-algebre de

%S &f formée des sections invariantes sous 'action du groupe symétrique, par i(%)
Pinclusion de ¥P.«/ dans le produit tensoriel. Soit AP(&/) @ & — @, & le mor-
phisme obtenu en itérant le morphisme diagonal de la coalgebre o (il correspond au
morphisme de multiplication de UP(G) = G§ vers G) ; d’apres le début du paragraphe
4.3, AP(&7) se factorise & travers XP.7, c.-a-d., induit un morphisme

alt): of — SPof

tel que i(#) o a() = AP ().

D’autre part, soient SP(%7) la composante de degré p de 1'algébre symétrique de
o et () : Qp, @ — SP(&) la projection canonique. La multiplication m?(<) :
®%>S o/ — o se factorise & travers SP (&), c.-a-d., induit une application

() :SP(A) — o
telle que b() o q() = mP ().
Comme YPo7 est 'algebre affine de VP(&7) alors, d’apres le début de 4.3 & nouveau,
le morphisme composé i(G) o ¢(G)~! induit un homomorphisme d’algébres
r(): Yof — o Qp O

cet homomorphisme s’annule sur les sections de la forme

D o) ® @ dg(y)
oeSp

(49N.D.E. : On a modifié l'ordre, en introduisant d’abord les objets intervenant dans le diagramme
qui va suivre.
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et envoie a ® -+ ® a sur a ®, 1. De méme, j(&) est le morphisme de Os-modules
a®r 1+ qla®---®a). On obtient donc le diagramme commutatif :

of AP () %S of mP () of
i(at) ()
a(e) / \ %K/)
() YPof SP ()
r& %ﬂ)
A Rn Os

Le composé r(<f) o a(<f) est associé au morphisme Verschiebung Ver(G/S), tandis
que b(/) o j(&/) est associé au morphisme de Frobenius Fr(G/S).

Le diagramme commutatif (&) ci-dessus est autodual ; soit en effet D le foncteur
qui associe & tout Og-module .# le Os-module dual Home, (M, Os); il est clair que
I'image du diagramme (&) par le foncteur D n’est autre que le diagramme (D7), les
morphismes Dr(«/), Da(«), Dj(&) et Db(&/) s’identifiant respectivement & j(D.o/),
b(D), r(D) et a(D&/). D’apres 3.3.1, on voit donc que :

Dans la catégorie des S-groupes commutatifs, finis et localement libres, la
dualité de Cartier échange morphisme de Frobenius et Verschiebung. (°0)

5. p-algébres de Lie
445

Rappelons d’abord quelques résultats du Séminaire Sophus Lie. (°1)

5.1. — Soient p un nombre premier, R un anneau commutatif de caractéristique p
et A une R-algebre associative, mais non nécessairement commutative. Si a et b sont
deux éléments de A, nous posons [a,b] = ab — ba et ab = L,(b) = Ry(a). On a alors :

(adz”)(y) = [2”,y] = (L] = RE)(y) = (La — Ra)?(y) = (ad z)"(y)
d’otu la premiére formule de Jacobson :
(i) ad(z?) = (ad x)P.

Siai,...,a, sont p éléments arbitraires de A alors, notant N 'opérateur de symé-
trisation (cf. 4.2), on a les égalités :

() Nar®-®ay) =Y o) o) = P_larm)lar@l[arp-1),ap) -]

T

(50)N.D.E. : Voir aussi [DG70], §IV.3, 4.9.
(GUN.D.E. : cf. P. Cartier, Ezemples d’hyperalgébres, Sém. Sophus Lie 1955/56, Exp. 3 (accessible
sur le site Numdam : http://www.numdam.org).
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ou ¢ parcourt les permutations de p lettres et 7 celles de (p — 1) lettres. En effet, le
dernier terme vaut

p—1
DX D (1) ar(iy) Gr(ia)  Cr(i) Bp Br(i) - Beiy)

T r=0 1< <ip

ou 7 parcourt les permutations de p — 1 lettres, i1, ...,%, les suites strictement crois-
santes d’entiers de l'intervalle [1,p — 1] et ou j1,...,js désigne la suite strictement
croissante dont les valeurs sont les entiers de [1,p — 1] différents de i1, ...,4,. Pour

une valeur fixée de r, la somme des termes (—1)* Qr(iy) O (i) Op Qr(j,) *** Qr(jy) Vaub

évidemment .
(1) ( )Z%(l “Gp(r) Ap Gp(r41) ** Ap(p—1)

ol p parcourt les permutations de p — 1 lettres. Or (—1)3(’”;1) =1 dans F,, puisque
dans F,[z] (z une indéterminée) on a: (x —1)P =aP — 1= (xz —1)(xP~ 1+ -+ 1) et
donc (z —1)P~1 = 2P~ + ... + 1. Ceci prouve (*).
D’autre part, si xg et x7 sont deux éléments de A, on a
(w0 +21)P = 2§ +2F + sz(l)wz@) T Ty(p)s

ou z parcourt les applications non constantes de [1,p] dans {0,1}. On en tire

1
(1'0+:C1)p:$g+1'€+ Z WN(Z'Q,...,Z'O,:Cl,...,:Cl).
0<r<p M p;r
(52) Or, d’apres (%), on a :
N(zg,...,Z0,T1,...,21) = —1—r '; Ty(1) Z't(g) . [xt(p_l),zl] 1]

T p—r

ou t parcourt les applications [1,p — 1] — {0,1} prenant r fois la valeur 0. On en
déduit la deuzieme formule de Jacobson :

(i) (zo + 21)P = 2f + 2 — Z Z [z1) [Tee2) [ [2eo1), 21] -+ ]]]
o<r<p t

ou t parcourt les applications [1,p — 1] — {0, 1} prenant r fois la valeur 0.

5.2. — Soit maintenant g une R-algebre de Lie. On dit qu’une application = — z®) de
g dans g fait de g une p-algébre de Lie sur R si les conditions suivantes sont vérifiées :
0) Mx)® =X .2 pour \€R,z€g
(i) adz® = (ad z)?, pour TEY
(ii) (zo +$1)(p) = zép) +~’C Z Z xt(l) $t(2)[ e [SCt(p—1),~T1] H]
0<r<p t
ou ¢t parcourt les applications [1,p— 1] — {0, 1} prenant r fois la valeur 0 (zo, 21 € g).
L’application z — z(P) sera alors appelée « puissance p-iéme symbolique ».

(32)N.D.E. : On a inséré 'explication qui suit, tirée de [DG70], §11.7, 3.2.
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Par exemple, si A est une R-algebre associative, nous avons vu en 5.1 qu’on obtenait
une p-algebre de Lie, qu’on notera Ap;c, en prenant le R-module sous-jacent a A et
en posant, pour x,y € A,

[z,y] = zy — yx et 2P = 2P,
Nous dirons que Ar;e est la p-algébre de Lie sous-jacente a A.

Dans la suite nous considérerons surtout des sous-p-algebres de Lie de p-algebres
de la forme Ay ; en voici un exemple : soient S un schéma de caractéristique p > 0
et X un S-schéma. On rappelle qu’'une dérivation de X sur S est un endomorphisme
D du faisceau en groupes abéliens Ox tel que

D(A-s)=X-D(s) et D(st) = (Ds)t + s(Dt)

lorsque A et s,t parcourent les sections de Og et de Ox sur des ouverts tels que les

formules aient un sens. La formule de Leibniz
n

n . .
D" (st) = D*s)(D" "¢
=3 (7)o
montre que D est encore une dérivation de X sur S, compte-tenu de I'égalité () = 0
(mod p) pour i # 0, p. Il s’ensuit que :

L’algébre Déry /g des dérivations de X sur S est une p-sous-algebre de Lie
de la T'(S, Og)-algebre des opérateurs différentiels de X sur S.

5.2.1. — Si g et h sont deux p-algebres de Lie, un homomorphisme h : g — b est
une application R-linéaire de g dans b telle que h([z,y]) = [h(z), h(y)] et h(zP)) =
h(ac)(p) si z, y € g. L’application composée de deux homomorphismes est encore un
homomorphisme, de sorte que nous pourrons parler de la catégorie des p-algebres de
Lie sur R.

Si (X, Z) est un espace annelé, nous dirons qu’un Z-module g est muni d’une struc-
ture de p-algébre de Lie sur Z si, pour tout ouvert U, I'(U, g) est muni d’une structure
de p-algebre de Lie sur T'(U, %) et si les restrictions sont des homomorphismes.

5.3. — Nous nous intéressons maintenant au foncteur adjoint a gauche du foncteur
A — Ay de 5.2. Soient g une p-algebre de Lie sur 'anneau R de caractéristique p,
U(g) l’algebre enveloppante de I’algebre de Lie sous-jacente a g (cf. [BLie], I §2.1) et
ig (ou simplement ¢) 'application canonique g — U(g).

Soit A une R-algebre associative unitaire. On sait que, pour tout homomorphisme
d’algebres de Lie ¢ : g — Ap;e il existe un unique homomorphisme de R-algebres
unitaires ¥ : U(g) — A tel que ¥ oi = ¢. En outre, ¢ est un homomorphisme de
p-algebres de Lie si et seulement si 1) s’annule sur les éléments i(x)? —i(z®)), lorsque
x parcourt g.

Définition. — On note U (g) ou simplement Uy (g) le quotient de U(g) par lidéal
bilatere engendré par les éléments i(z)? —i(x®)), et j; (ou simplement ;) 'application
g — Up(g) composée de i : g — U(g) et de l'application canonique U(g) — Up(g). On
dit que Up(g) est l'algébre enveloppante restreinte de g.
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D’apres ce qui précede, on a la

Proposition. — Pour toute R-algébre associative unitaire et tout morphisme de p-
algébres de Lie ¢ : g — ALie, il existe un unique homomorphisme d’algébres unitaires
¥ Up(g) — A tel que Y oj = ¢. En d’autres termes, le foncteur g — U,(g) est
adjoint a gauche du foncteur d’oubli A — Arpie.

5.3.1. — Avec les notations de 5.3, posons maintenant 3(z) = i(x)? — i(z®)). Pour
tout élément y de g, on a, d’apres 5.1 (i) et 5.2 (i) :

B(a)i(y) = i(y)B(z) + [B(z),i(y)]
= i(y)B(z) + (adi(x))"i(y) —i((ad z)" y)
= i(y)B(x),
de sorte que B(x) appartient au centre de U(g); en particulier, I'idéal & gauche en-
gendré par les éléments G(x) est déja bilatere.
D’autre part, il est clair que S(Ax) = APB(x), pour A € R, et il résulte de 5.1 (ii)
et 5.2 (ii) que, pour z,y € g,

Blz+y)=Bx) + By).

En particulier, si (z,) est une famille de générateurs du R-module g, I'idéal & gauche
engendré par les éléments [(z) est déja engendré par les S(z4).

5.3.2. Proposition. — 3 Soit g une R-algébre de Lie dont le R-module sous-jacent
est libre de base (xo). Alors les structures de p-algébre de Lie sur g correspondent
biunivoquement aux familles (yo) de g telles que ady, = (ad zy)?.

En effet, si g est munie d’une structure de p-algebre de Lie z — z(®), alors d’apres
5.2 (i) et (0), (ii), les yo = 2 vérifient ad y, = (adz4)P, et déterminent la structure
de p-algebre de Lie.

Prouvons la réciproque. Comme g est un R-module libre, I’application canonique
i : g — U(g) est injective, d’apres le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt (cf. [BLie],
I §2.7), donc on peut identifier g & un sous-R-module de U(g). Supposons que (yq)
soit une famille d’éléments de g tels que ad y, = (ad x,)P. Soit 7 Papplication r + rP
de R dans R, et soit g ®, R la R-algebre de Lie obtenue par I’extension des scalaires
m:R—R. Y

Il existe alors une application R-linéaire v de g ®, R dans U(g) qui envoie z, ®; 1
sur 2 — y, ; de plus, comme on a, pour tout z € g,

(adzf)(z) = (ad za )P (2) = (ad ya)(2),
~ applique g ®, R dans le centre de U(g). Posons, pour tout € g :
2P = 2P — y(z @ 1).
(53)N.D.E. : Dans ce paragraphe, on a modifié I’ordre, énoncant d’abord le résultat, puis détaillant

la démonstration.
GYN.D.E. : cra-d, zr@r1l=2Q@x1P et r - (®x 1) =2 ®xr, pour z € g, r € R.
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Alors, pour tout «, on a P Yo S1 T =D Ay, on déduit de 5.1 (ii) (en procédant
par récurrence sur le nombre d’indices « tels que A, # 0), que

T
(o7

désignant par z cet élément, on a alors () = ST A2y, + z et donc z(P) € g.

Il est clair que 'application z + z®) vérifie (Az)® = M (). De plus, comme
~v(z &, 1) est central, alors ad z®) = adz? et donc, d’aprés la premiére formule de
Jacobson (5.1 (i)), on a

adz® = (adz)?.
Enfin, d’aprés la deuxieme formule de Jacobson (5.1 (ii)), 'application z ~ ()

vérifie la condition (ii) de 5.2. Elle fait donc de g une p-algebre de Lie. Ceci prouve la
proposition.

5.3.3. Proposition. — Soit g une p-algébre de Lie sur R dont le module sous-jacent
est libre de base (xo). Alors Uapplication j : g — Uy(g) est injective et, si l’on pose
Za = j(xa), alors Up(g) a pour base les mondmes

Hz"“ ou 0< ny<p,
«

(les ng sont supposés nuls hormis un nombre fini d’entre eux; on suppose la base
totalement ordonnée et les produits effectués dans I'ordre croissant).

En effet, identifions g & un sous-module de I’algébre enveloppante U(g) au moyen de
Papplication canonique i. Pour toute famille n = (n,) d’entiers naturels, nuls hormis
un nombre fini d’entre eux, posons

— n __ n,
In| = E Na et " = Hma“.
« (o7
Ecrivant n, = mq + pl,, avec 0 < m, < p, posons aussi

T, = H xme ﬂ(xa)ea

ol f(x) = aP — zP) est I'application g — U(g) définie en 5.3.1.

Pour tout r € N, notons U” le sous-R-module de U(g) engendré par les 2™ tels que
In| < 7. Comme l'anneau gradué @, U”/U"! est commutatif (cf. [BLie], I §2.6), on
voit que, pour tout n :

T, - [[a" € U1,

Pour tout s € N, les 2™ tels que |n| = s forment, d’apres le théoréme de Poincaré-
Birkhoff-Witt (loc. cit., §2.7), une base de U*/U*~! et donc il en est de méme pour
les T,, tels que |n| = s.

Donc, lorsque s = |n| varie, les T, forment une base de U(g). Or le noyau J
de I'application canonique U(g) — Up(g) est I'idéal & gauche de U(g) engendré par
les éléments centraux [B(x,) (5.3.1). Par conséquent, les T, tels que £ = (¢,) # 0
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forment une base de J, et les T,, tels que n, < p pour tout a, forment une base de
Up(g) = U(g)/J.

5.3.3 bis. — Soient g une p-algebre de Lie sur R et f : R — R’ une extension de
Panneau de base. Je dis qu’il existe sur le R'-module R’ ®g g une structure de p-
algebre de Lie et une seule telle que

(%) MA@z, pey] =\ z,y] et A@z) P =)\ 2P,

Il en résultera, en particulier, que le foncteur g — R’ ®g g est adjoint & gauche au
foncteur « restriction des scalaires de R’ & R ».

L’unicité de la structure de p-algébre de Lie définie par (x) étant claire, prouvons
Pexistence. Lorsque g est libre de base (x,) il existe d’apres 5.3.2 une et une seule
structure de p-algebre de Lie sur I'algebre de Lie R’ Qg g telle que

(1 ® xa)(l)) =1® w((xp);

cette structure est celle que nous cherchons.

Lorsque g est une p-algebre de Lie arbitraire, il existe une p-algebre de Lie libre
(en tant que R-module) Ly et un homomorphisme surjectif go : Lo — g; il suffit par
exemple de prendre pour Lg la p-algebre de Lie R®r, g, ot ), désigne le corps premier
de caractéristique p, pour gy ’homomorphisme A ® z — Az (g est libre sur F,!). Le
noyau de qqg est alors un p-idéal de Ly, c’est-a-dire un idéal de I’algebre de Lie Ly qui
est stable par 'endomorphisme z — z(?) ; il y a donc également une p-algebre de Lie
libre (en tant que R-module) Ly et un homomorphisme ¢; : L1 — Lo dont 'image est
Ker qo, d’ou la suite exacte :

Li &L & g—0.
On en déduit une suite exacte de R’-algebres de Lie

R/ ®r L1 R'®rq1 R’ ®r Lo R'®rqo R/ ®r g — 0.
Comme R/ ®g ¢; est manifestement un homomorphisme de p-algébres de Lie, le noyau
de R/ ®Rr qo est un p-idéal, de sorte que l'opération puissance p-iéme symbolique de
R’®grLg induit par passage au quotient une application de R'®rg dans R'®@grg (utiliser
la formule (ii) de 5.2.); cette derniére munit R’ ®g g de la structure de p-algébre de
Lie cherchée.

5.3.4. — L’application canonique j4 : g — U,(g) induit, pour toute extension R — R’
de 'anneau de base, un homomorphisme

R'®@rjg: R @rg— R @r Upyg),
d’olt un homomorphisme
h:Up(R' ®@r g) — R’ @r Uy(g)

tel que h o jrigg = R’ @R Jg. Il résulte évidemment des propriétés universelles de
R’ ®r g et de I’algebre enveloppante restreinte que h est un isomorphisme, ce qui nous
permettra d’identifier Up(R’ ®r g) & R’ ®r Up(g).
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En particulier, si 7 est un élément de R et si R’ est 'anneau localisé R, on voit que
gr = R, ®R g est muni canoniquement d’une structure de p-algebre de Lie sur R,., de
sorte que le faisceau g sur Spec R est une p-algebre de Lie quasi-cohérente sur Spec R.
De plus, I’algébre enveloppante restreinte U?T (gr) s’identifie & U?(g)T de sorte que le
faisceau associé au préfaisceau V — U,(I'(V, g)) est quasi-cohérent.

Définition. — Plus généralement, si S est un schéma de caractéristique p et & une
p-algebre de Lie quasi-cohérente sur Og, le faisceau associé au préfaisceau V +—
Up(T'(V,9)) est quasi-cohérent ; il sera noté %,(¥) et appelé lalgébre enveloppante
restreinte de ¢. Si V est affine, U,(I'(V,¥)) s’identifie & T'(V, %,(¥)).

5.4. — Le caractére universel de U, (g) entraine que U,(g) est fonctoriel en g : tout
homomorphisme de p-algebres de Lie ¢ : g — § induit un homomorphisme d’algebres
unitaires Up(¢) et un seul tel que jy o ¢ = Up(¢) o j4. Voici quelques exemples :

a) Si h =0, U,(h) s’identifie & 'anneau de base et U,(¢) est un homomorphisme
d’algebres g4 : Up(g) — R appelé augmentation.

b) Prenons maintenant pour h ’algebre g° opposée a g, i.e. g° a méme module sous-
jacent que g, méme puissance p-ieme symbolique, le crochet de deux éléments dans
g° étant Popposé du crochet dans g. Il est clair que nous pouvons identifier U,(g°)
a l’algebre opposée & U,(g). De plus, I'isomorphisme = — —z de g sur g° induit un
isomorphisme ¢g4 de Up(g) sur Upy(g°) ~ Up(g)°. On dit que ¢4 est I'antipodisme de
Uy (9).

c) Soient enfin f et g deux p-algebres de Lie et b la p-algébre de Lie produit f x g qui
a pour R-module sous-jacent le produit direct f x g, le crochet et la puissance p-ieme
symbolique étant définis par les formules

(@), (@) = (2. 2], [y.y/]) et (2,9)® = (2P yP)).

Sihy : f— tet hyg : g — € sont deux homomorphismes de p-algebres de Lie
tels que [h1(z), ha(y)] = 0 pour tout = de f et tout y de g, 'application hy + hs :
(z,y) = hi(x) + ha(y) est un homomorphisme de p-algebres de Lie; réciproquement,
tout homomorphisme de f x g dans £ est de ce type, ce qui permet de caractériser f x g
comme solution d’un probléme universel. Par exemple, les applications

hy:z—ip(z)®1 et ho:y—1®i4(y)
induisent un homomorphisme hy + hy de § x g dans la p-algebre de Lie sous-jacente a

U,(f)@U,(g). Il résulte des caracteres universels de f x g et des algebres enveloppantes
restreintes que h; + hy se prolonge en un isomorphisme :

@ Up(f x 9) — Up(f) ® Uy(g).

Définition. — Si f = g, Uapplication diagonale ¢ : z — (z,z) de g dans g x g induit
un homomorphisme de U,(g) dans U,(g x g). Nous noterons Ay le composé de cet
homomorphisme avec I'isomorphisme ¢ : U, (g x g) — U,(g) ® U,(g). %

(GSN.D.E. : ie. Ag(z) =2z ® 1+ 1®x pour tout « € g; en particulier, la comultiplication Ay est
bien cocommutative ...
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On voit alors facilement que Ay et la multiplication de Palgebre U,(g) font de
Up(g) une R-coalgébre en groupes (cf. 3.2) qui a €4 pour augmentation et ¢y pour
antipodisme.

5.5. — (96 Soit maintenant S un schéma de caractéristique p. D’abord, si % est
une Ogs-coalgebre en groupes et G le S-foncteur en groupes Spec* %, on a vu (3.2.3)
que, pour tout T — S, (Lie G)(T) est la sous-algebre de Lie de I'(T, %) formée des
éléments primitifs. Or, si z est un tel élément, on a A(2P) = 2P ® 1 + 1 ® zP (puisque
(f) =0 mod p pour 0 < i < p), i.e. xP est encore un élément primitif. Il en résulte,
d’aprés 5.1 et 5.2, que Papplication z +— 2 munit (Lie G)(T) d’une structure de
O (T)-p-algebre de Lie.

Soit maintenant . une Os-p-algebre de Lie, quasi-cohérente sur Og. Lorsque V
parcourt les ouverts de S, les structures de coalgebres en groupes définies précédem-
ment sur les ensembles U,(I'(V,.%)) induisent sur le faisceau associé, i.e. sur 'algebre
enveloppante restreinte %,(.¢), une structure de Og-coalgebre en groupes. De plus,
pour tout S-schéma T, on a un isomorphisme %,(%r) — %,(ZL ).

Notons Prim %,,(.Z) le sous-préfaisceau de %,(.Z) associant & tout ouvert V 'en-
semble des éléments primitifs de %,(-Z)(V) ; on voit facilement que c’est un faisceau.
Lorsque V parcourt les ouverts de S, les applications composées

I(V,.2) L= Prim U, (I(V,.%)) —> Prim %,(Z)(V)

définissent un morphisme ¢ — Prim %,(.¢), que nous noterons encore j ou j¢, et
celui définit encore un morphisme de Og-p-algebres de Lie W (.Z) — Prim W(%,(.Z))
(cf. 3.2.3).

Proposition 5.5.1. — Soit £ une Os-p-algebre de Lie, localement libre comme Os-
module. Alors jo induit un isomorphisme de Og-p-algébres de Lie :

W (L) 5 Prim W (%, (Z)).

Démonstration. Soit T un S-schéma; compte-tenu de 'identification %,(%r) =
Uy (L), il Sagit de montrer que application I'(T, %) — PrimI'(T, %,(%r)) est
bijective. Remplagant S par T, on est ramené au cas ou T = S, et il suffit alors de
montrer que le morphisme de faisceaux jo : Z — Prim %,(.Z) est un isomorphisme.
Cette question étant locale sur S, nous pouvons supposer que S est affine d’anneau
R et que .Z est le faisceau associé & une R-p-algebre de Lie L de base (z,). Comme
en 5.3.3, notons z, l'image de z, dans U = U,(L) et, pour toute famille n = (n,)
d’entiers compris entre 0 et p— 1, nuls hormis un nombre fini d’entre eux, notons (™)
le produit

n
1
Ne!

[e3%

(36)N.D.E. : On a transformé le §5.4.1 de loriginal en ce §5.5 : d’'une part, la proposition 5.5.1
réunit les résultats de la Section 5 et la proposition 3.2.3 et contient le lemme 7.3 de 'original;
d’autre part, la démonstration de 5.5.3 (ii) reprend, en la détaillant, celle de I'implication (i) = (ii)
dans le théoreme 7.4 plus bas.
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(on suppose la base (x,) totalement ordonnée et les produits effectués dans l'ordre
croissant).
Comme A(zy) = 2o ® 1 + 1 ® 24, on voit facilement que

AGM) = 3200 g 50

T

la somme étant prise sur ’ensemble (fini!) des r tels que 0 < r, < n, pour tout a.
Comme les z(™ (resp. les 2(™ ® 2(™)) forment une base de U (resp. de U ® U), on
en déduit quun élément v de U vérifie A(u) =u® 1+ 1 ® u si et seulement si u est
combinaison linéaire des z,. Ceci prouve 5.5.1.

Remarque 5.5.2. — Rappelons (cf. 3.2.2 et 3.2.3), que le S-foncteur en groupes
G = Spec* %,(Z) est trées bon et que Lie(G) = Prim W(%,(¥)). La proposition
précédente signifie donc que jg induit un isomorphisme W (%) — Lie(G).

Si 'on suppose de plus que .Z est un Os-module localement libre de rang fini,
alors %,(Z) est finie localement libre sur g, d’apres 5.3.3, donc Spec” %,(.Z) est
représenté par le S-groupe G,(Z) = Spec%,(Z)* (ct. 3.2.2.1), et Pon obtient la
proposition plus précise suivante :

Proposition 5.5.3. — Soit £ une Os-p-algébre de Lie, localement libre de rang fini
comme Os-module, soit o = Up(L)* et soit G = Gp(ZL) le S-groupe affine Spec <7 .
(i) jg induit un isomorphisme W (&) — Lie(G) de Ogs-p-algébres de Lie.
(ii) Soient . lidéal d’augmentation de o/ et wg = S /.92 (cf. 11, 4.11.4). Alors

wg s’identifie ¢ L* = Homes (L, Os), donc est un Os-module localement libre de
rang fini (et l'on a Wiys = 2).

Démonstration. (i) découlant de 5.5.2, prouvons (ii). Notons 14 et £4 la section
unité et Paugmentation de % = %,(L), N et e celles de &, et ¢ = Kerey,.
Alors on a :

(1) U =ny(0s)® 7.

Soit § le morphisme défini par le diagramme ci-dessous, ou 7 et 7 désignent l’inclusion
et la projection déduites de la décomposition (1) :

I g0 g

Y2y u

alors on a une suite exacte :

Jjz 5

(+) 0 Z

S ars

De plus, d’apres 5.3.3, le Os-module # /.2 est localement libre et, d’apres 5.5.1, la
suite (*) reste exacte apres tout changement de base. Donc, d’apres [BAC], II §3,
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prop. 6, ¢ induit un isomorphisme de ¢ /.Z sur un sous-module Q localement facteur
direct de # ® _#. 1l en résulte que (*) donne par dualité la suite exacte :

(**) 0 7 Je t§

54 IS

Or la décomposition (1) correspond par dualité & la décomposition :
(2) A =ng(0s) ® I

et la transposée de A est la multiplication my : & ® & — /. Comme .# est un idéal
de &7, my envoie .Y ® . dans . ; plus précisément, compte-tenu de la décomposition
(2), on a un carré commutatif

Y L

o <L A A

qui montre que la restriction m’ de my & F ®  est la transposée de §. La suite
exacte (#*) donne alors % /.2 ~ £* et la proposition en découle.

6. p-algebre de Lie d’un S-schéma en groupes

Soit S un schéma de caractéristique p > 0. Au paragraphe 5.5 nous avons associé
a toute Og-p-algebre de Lie quasi-cohérente £ un S-foncteur en groupes G,(Z) =
Spec™ %,(.£). Nous allons voir maintenant que, pour tout S-schéma en groupes G, la
Og-algebre de Lie Lie(G/S) définie en IT 4.11 est munie naturellement d’une structure
de Og-p-algebre de Lie.

6.1. — Identifions tout d’abord Lie(G/S)(S) et Lie(Aut G/S)(S) respectivement a
des sous-algebres de Lie de U(G) et Difg /g au moyen des injections a et § de 2.5;
Lie(Aut G/S)(S) est donc identifiée & la I'(Os)-algebre de Lie des S-dérivations de 0.
D’apres 5.2, cette derniere est une sous-p-algebre de Lie de Difg/g.

D’autre part, I'image de L = Lie(G/S)(S) par le morphisme injectif d’algebres
¢:U(G) — Difgys, d — Gd est formée des dérivations invariantes & gauche (cf. 2.2,
N.D.E. (17), 2.4 et 2.5). Si z appartient a L, £(x)P n’est autre que £(aP), d’apres loc. cit.
Comme £(z)? est encore une dérivation, on voit que aP appartient a Lie(G/S)(S).
Donc : °7)

Lie(G/S)(S) est une sous-p-algébre de Lie de lalgébre infinitésimale U(G).

(37)N.D.E. : On peut aussi montrer directement (sans 'intermédiaire de Difg/s) que lalgebre de Lie
des dérivations de G & 'origine (isomorphe & Lie(G/S)(S) d’apres 2.5) est stable par I’élévation a la
puissance p dans U(G) : ceci est fait en 6.2 ci-dessous.
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6.1.1. — Soit ¢ : G — H un homomorphisme de S-schémas en groupes. Il est clair
que les homomorphismes Lie(¢/S)(S) et U(¢$) sont compatibles avec les identifica-
tions de Lie(G/S)(S) et Lie(H/S)(S) & des sous-p-algebres de Lie de U(G) et U(H).
Comme U(¢) est un homomorphisme d’algeébres, on voit donc que Lie(¢/S)(S) est un
homomorphisme de p-algebres de Lie.

De méme, si s : T — S est un changement de base, I’application de Lie(G/S)(S)
dans Lie(G/S)(T), qui est induite par s, est un homomorphisme de p-algebres de Lie.
On peut traduire cela en disant que le foncteur Lie(G/S) est muni d’une structure de
Og-p-algebre de Lie. En particulier, lorsque T parcourt les ouverts de S, on voit que
le faisceau Zie(G/S) est muni d’une structure de &g-p-algebre de Lie.

6.2. — Suivant une idée de Demazure, nous allons maintenant généraliser ce qui pré-
cede a certains S-foncteurs en groupes non nécessairement représentables. Pour cela,
nous allons d’abord donner une autre définition de la puissance p-ieme symbolique
dans l'algebre de Lie d’un S-schéma en groupes G.

Soit D une dérivation de G & Porigine; (°8) d’apres 1.2.1, D est la composée de la
S-dérivation § = (r,9;) de la section zéro 7 : S — Ig, et d’'un morphisme z : Is — G
tel que x o7 =€ (i.e. z € Lie(G/S)(S)). D’apres la définition que nous avons donnée
en 2.1, D? est la déviation composée suivante :

m®)

SszSx-~~xSMIS><~-~><ISM>G><~--><G~—%G
—_—
P

ott m() est le morphisme induit par la multiplication m : G x G — G. Comme
Is x -+ x Ig est affine sur S et a pour algebre affine & = Osldy, ..., d,]/(d3,. .., d2),
la déviation § X --- x § est définie par le morphisme de Os-modules

¢ : B — Os

qui envoie sur 1 le monéme dqds - - - dp, et sur 0 les autres monomes d;, - - - d;, , pour 0 <
r < p. D’autre part, si pr; désigne la projection de I§ sur le i-iéme facteur et si z; est
I'image dans G(I§) de z par G(pr;), alors le morphisme composé mP)o(zx - - -xz) n'est
autre que le produit z1z2 - - - z,. Par conséquent, DP est aussi la déviation composée
suivante :

SMIs,X'“XISMp—)G.

Cette description nous permet de redémontrer que D? est une dérivation de G a
Porigine. En effet, comme G est un trés bon groupe (II 4.11), les images G(pr;)(x)
et G(pry)(z) de x dans G(Is x Ig) commutent entre elles. Il s’ensuit que les éléments
z; de G(I§) commutent deux & deux et donc, pour toute permutation + des facteurs
de Ig, ona (xy--- xp) oy =x1---Tp; il s'ensuit que x; - - -z, se factorise & travers la
projection canonique de I§ dans le produit symétrique XPIg (cf. 4.2).

Le produit symétrique X.PIg a pour algebre affine la sous-algebre o7 de & qui a pour
base sur Og les fonctions symétriques élémentaires 1 = og, 01,...,0p de di,...,dp.
Notons # l'inclusion &/ < % et m le morphisme de Os-algébres o — Os[t]/(t?) qui

(38)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.
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annule o1,...,0p—1 et envoie o, sur t; alors on a ¢ o kK = J; o (on rappelle que
Oy 1 Os[t]/(t?) — Os est le morphisme de Os-modules qui annule 1 et envoie ¢ sur
1). Par conséquent, notant ¢ 'immersion fermée Ig < ¥PIg définie par 7, on a un
diagramme commutatif :

DP
— T
S EX-X§ Is T Ty G
JL lcan. H
[q— " >Ylg—— =G
\/’
Yy

qui montre que DP est de la forme y o, donc est bien une dérivation de G a l'origine.

6.3. — Soient .#, le groupe symétrique d’ordre p et I§ x ., la somme directe d'une
famille d’exemplaires de If indexés par .#,. Nous notons 7 : I x %, — I la projection
canonique et

plf x S — 1Y
le morphisme définissant 'opération de ., sur I§ (c.-a-d., si 7 est un élément de .7},
la restriction de p & I§ x 7 a pr.(;) pour j-ieme composante). Ceci étant, nous posons
la définition suivante :

Définition. — Un foncteur X : (Sch/s)° — (Ens) vérifie la condition (F) si :
a) X transforme les sommes directes finies en produits directs,
b) pour tout S-schéma T, la suite ci-dessous est exacte :
X(idr x7)
X(T x ¥PIg) ———— X(T x I§)) T Z X(T x I§ x .%}).
X(idr X p)
Tout S-schéma vérifie (F) ; si .Z est un Og-module, W (%) vérifie (F) ; toute limite
projective de foncteurs vérifiant (F), vérifie aussi (F); si Y vérifie (F) et si X est un
S-foncteur quelconque, Homg(X,Y) vérifie (F).

Soit X un trés bon groupe (II 4.10) vérifiant la condition (F). Désignant par x :
Is — X un morphisme qui prolonge la section unité de X et reprenant les notations
de 6.2, on voit comme ci-dessus que x1 - - - zp, : I§ — X se factorise & travers ¥PIg :

12 et X

YPIg

et définit par composition un morphisme

i P (x
sl — s x

x(p) : IS

que nous appellerons la puissance p-ieme symbolique de x.
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L’endomorphisme 2 + x() de Lie(G/S)(S) est évidemment compatible avec les
changements de base et est fonctoriel en G. Il serait intéressant de savoir pour quels
G cet endomorphisme fait de Lie(G/S)(S) une p-algebre de Lie.

6.4. — La derniere définition de la puissance p-ieme symbolique, que nous venons de
donner, est particulierement bien adaptée au calcul. Voici quelques exemples :

6.4.1. — Soient M un groupe abélien « abstrait » et Dg(M) le S-groupe diagonalisable
de type M (I 4.4.2). Pour tout S-schéma T, on a donc

Ds(M)(T) = Homap) (M, (T) ).
Soit z un élément de Lie(Dg(M)/S)(S), c’est-a-dire un homomorphisme de groupes
abéliens
M —==T(S, Os + d0s)*
de la forme m +— 1+ d§(m), ou £ € Homap) (M, €(S)). Avec les notations de 6.2 et
6.3, le produit x; - - -, associe a un élément m de M 'expression
(1 +di&(m))--- (1 +dp §(m))
cest-a-dire 1+ o1 £(m) + 02 &(m)? + -+ - + 0, E(M)P.
Cette expression appartient bien & €(XPIg). Projetant ceci dans &(S)[d]/(d?) en

annulant o1,...,0,-1 et en envoyant o, sur d, on voit que 2 est ’homomorphisme
de M dans I'(S, Os + d0s)* suivant :

m— 1+ d&(m)P.
En résumé, si 'on identifie Lie(Dg(M)/S)(S) & Homap) (M, &(S)) comme en II 5.1,

la puissance p-ieme symbolique associe & ¢ ’homomorphisme &P : m — &(m)P.

6.4.2. — Soient .Z% un Ogs-module et G le S-foncteur en groupes abéliens W (%) (cf. I,
4.6). Soient y un élément de W(.Z)(S) = I'(S,.%) et v/ son image dans W (.#)(Is)
par W(Z#)(Is — S).

On sait (cf. II, 4.4.2 et 4.5.1) que Papplication y — dy’ est un isomorphisme de
0 (S)-modules de W (.%)(S) sur Lie(W(.#)/S)(S). Si 'on pose x = dy’, la quantité a;
de 6.2 n’est autre que d; y”, ot y” désigne I'image canonique de y’ **) dans W (.Z)(13).
Par conséquent le produit z; - - -z, est égal ici a

1'1+...+1'p:(d1+...+dp)y”:0'1y”

et appartient & W (#)(2PIg). Comme I’homomorphisme &(XIg) — O(Is), qui définit
le morphisme i de 6.1, annule ¢y, on voit que z®) est nul. Donc :

Pour tout Os-module F, Uopération x +— x®) dans Lie W (.F) est nulle.

(39N.D.E. : on a corrigé x en y'.
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6.4.3. — Soient X un S-schéma, G le S-foncteur en groupes AutgX et D une S-
dérivation du faisceau structural Ox. D’aprés 1.5, D peut étre identifié & un Ig-
automorphisme x de Xig, induisant 'identité sur X, qu’on peut décrire comme suit.
Si f est une section de @g[d]/(d?) de la forme a + bd, posons Disf = Da + (Db)d;
autrement dit, Dig est déduit de D par le changement de base Is — S; alors 'au-
tomorphisme en question de Xy, est associé a ’endomorphisme f — f + (D f)d =
a+ (D(a) + b)d de Osd]/(d?).

De méme, soit DI’S’ Popérateur différentiel de Xlg déduit de D par le changement de
base I§ — S. Avec les notations de 6.2, 'automorphisme z; de XI’S’ est alors associé a
endomorphisme f — f+(Dyz f)d; de Os[d, ..., dp)/(d3,...,d2). Le produit z; - - - x;
est donc associé a I’endomorphisme

(1+diDz)(1 4 d2Dyz) -+ (1 4 dpDyz)

c’est-a-dire, & 1 + o1 Dy + 02 Dfp + -+ 0, Dl
S S S

Le coefficient de o), est ng, ce qui signifie que I'isomorphisme d’algebres de Lie

Dérs(0x) — Lie(Autg X), D + z (cf. 1.5), est aussi un isomorphisme de p-algebres
de Lie.

6.4.4. — En utilisant la méme méthode, on voit que, pour tout fs-module .%, 'iso-
morphisme

Lie(Auto, moa. W(F)/S)(S) — (Endo moa. W(F))(S).

d’algebres de Lie (cf. 1T 4.8) est aussi un isomorphisme de p-algébres de Lie.

6.4.5. — (69 Soient % une Os-coalgebre en groupes et G le S-foncteur en groupes
Spec* % , supposons que G soit représentable. Dans ce cas, pour tout T — S, on
a défini en 5.5 et 6.1.1 deux structures de p-algebre de Lie sur L(T) = Lie(G)(T).
Comme on a un diagramme commutatif

ou U(L(T)) est l'algebre enveloppante de L(T) et ¢, les morphismes d’algebres
induits par «, T, on voit que les deux structures de p-algebres de Lie coincident : si
on identifie 2 € L(T) & son image dans U(Gr) (resp. I'(T, %)), alors 2(P) est I'image
de I’élément 2P de U(L(T)) par ¢ (resp. v).
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7. Groupes radiciels de hauteur 1

(61) Soit S un schéma de caractéristique p > 0. Nous dirons quune Og-algebre
&f (resp. une Og-p-algebre de Lie .Z) est finie localement libre si le Os-module sous-
jacent & o7 (resp. .Z) est localement libre et de type fini. Si £ est une Og-p-algébre
de Lie finie localement libre, nous savons (cf. 5.5.2) que le S-foncteur en groupes
Spec® %,(ZL) est représenté par un S-schéma en groupes G,(.Z), fini et localement
libre . Nous allons voir que ce S-schéma en groupes est solution d’un probléme universel
(7.2) et nous allons caractériser les S-schémas en groupes de la forme G,(Z) (7.4).

Définition 7.0. — (62) Soit H = Spec .« un S-schéma en groupes fini localement libre.
On dit que H est infinitésimal si la section unité ey : S — H est un homéomorphisme,
ce qui équivaut a dire que l'idéal d’augmentation de &7 est localement nilpotent.

7.1. — (%3 Soit Z une Og-p-algebre de Lie finie localement libre et soit G,(%) le
S-groupe affine Spec %,(.Z). D’apres 5.5, on sait que £ s’identifie & Zie G,(.Z).

Considérons maintenant un tres bon S-foncteur en groupes G vérifiant la condition
(F) de 6.3 et soit ¢ : Gp(Z) — G un morphisme de S-foncteurs en groupes. D’apres
6.3, le morphisme de Og-algebres de Lie Zie ¢ : Lie G,(L) — ZLie G est compatible
avec la puissance p-ieme symbolique. Si nous notons Hom, (.2, Zie G) 'ensemble des
morphismes de Og-algebres de Lie, qui sont compatibles avec la puissance p-ieme
symbolique, on a donc une application

Zie : Homg.gr. (Gp(Z), G) — Hom, (.2, Lie G), ¢ — ZLie ¢.

7.2. Théoreme. — Si L est une Os-p-algebre de Lie finie localement libre, ’application
Homg o (Gp(¥),G) — Hom, (%, Zie G)

est bijective dans chacun des cas suivants :
(i) G est un S-schéma en groupes ;
(ii) G est de la forme Autg X, ot X est un S-schéma ;

(iii) G est de l'une des formes W(.F) ou Autg, .q W(F), ot F désigne un
Os-module quasi-cohérent.

La démonstration du théoreme s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme. — Si £ est une Os-p-algebre de Lie finie localement libre, le S-groupe G =
Gp(Z) est annulé par le morphisme de Frobenius Fr : G — G®) . En particulier, G
est infinitésimal.

(60)N.D.E. : On a ajouté la numérotation 6.4.5, et détaillé I’original.

(6)N.D.E. : Pour les résultats de cette section, on peut aussi se reporter 2 [DG70], §11.7, n°® 3-4.
(62)N.D.E. : On a ajouté cette définition (cf. [DG70], § 1.4, 7.1), qui sera utilisée en 7.2.1.
(63)N.D.E.: On a simplifié 'original, en tenant compte des ajouts faits en 5.5.
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(64) Soient en effet % 1’algebre enveloppante restreinte de &, o/ = % * V’algébre
affine de G, et & = Kere l'idéal d’augmentation de &7. On a

(1) o = I Sy (0s),

ol 7). désigne la section unité de &7, et comme £ (resp. 1.) est la transposée de
na (resp. eq ), cette décomposition correspond par dualité & la décomposition

(2) U= J Snu(0s),
ou Z est l'idéal d’augmentation de % ; on a donc # = /*.

Notons 7w ’endomorphisme x +— 2P de 5. Nous devons montrer que le morphisme
Fr: G — G® se factorise & travers la section unité de G, ce qui équivaut & dire
(cf. 4.1.4(c)) que le morphisme @ : a®rz — o z de & @, Os dans & est nul. Comme
&/ est fini localement libre sur Oy, il suffit de voir que le morphisme transposé '® est
nul.

Or ® n’est autre que le composé suivant

T i) b(o)
]®ﬂ'ﬁsﬁ«52{®ﬂﬁs SPal (Q{,
ou 7 est déduit de linclusion . — &7, et b(&/) et j(&) sont définis comme en 4.3.3
(i.e. b(«) est induit par la multiplication de <7 et j(&) envoie a ®, 1 sur l'image
de a ® -+ ® a dans SP&7). Comme le Os-module dual de SP.&/ n’est autre que le
sous-module XP% de Q" % formé des sections invariantes sous I’action du groupe
symétrique d’ordre p, on voit que *® est le morphisme composé suivant :

a(U) (%) q
% Ep% %@ﬂ'ﬁsﬁj@ﬂ‘ﬁs’

ou ¢ est déduit de la projection Z — _# de noyau 14 (0s), a(%) est induit par la
comultiplication de % et r(%) s’annule sur les tenseurs symétrisés et applique une
section x ® - - ® x sur @, 1 (confer 4.3.3).

Il est clair que '@ ong = 0 et donc, d’apres (2), il reste & voir que ® annule 1'idéal
d’augmentation #. Comme ‘@ est un morphisme d’algébres et comme l'idéal _#
est engendré par . (identifiée & son image dans %), il suffit de voir que ‘®(z) = 0
pour toute section x de .Z. Or —a(%)(z) = (p — 1)! a(%)(x) est le symétrisé de
x®1®---®1, donc son image par (% ) est nulle. Ceci prouve la premieére assertion
du lemme.

La seconde en découle. En effet, comme toute section locale de .# est de puissance
p-ieme nulle et comme £ est un Os-module de type fini, .# est localement nilpotent
(explicitement, si V est un ouvert affine de S tel que I = T'(V,.#) soit engendré par r
éléments, alors I"P=D+1 = ), d’ott Gy4q = Sreq et donc la section unité eq : S — G
est un homéomorphisme.

7.2.1. — %) Nous allons d’abord prouver l'assertion (ii) du théoréme 7.2. Soit 7 :
X — S un S-schéma. Considérons d’abord un S-groupe infinitésimal H arbitraire. Les

(6)N.D.E. : On a détaillé Ioriginal dans ce qui suit. Pour une autre démonstration, voir [DGT70],
§11.7, 3.9.
(65)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.
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morphismes ¢ de H dans Aut X correspondent bijectivement aux opérations a gauche
p:Hx X — X de H sur X. Pour une telle opération, si € est la section unité de H, le
morphisme composé

XoSx X5 HxX =X

doit étre l'identité. Comme (H x X),¢q s’identifie & X,¢q, on voit que p doit induire
Iidentité sur les schémas réduits associés. En particulier, p induit une opération de H
sur chaque ouvert de X, et l'on obtient donc, pour tout ouvert U de X, affine sur S,
un morphisme d’algebres associatives unitaires :

o (U) — &/ (H) ® &/ (U)

faisant de &7 (U) un &7 (H)-comodule & gauche, ceci de fagon que les applications de
restrictions &/ (U) — &/(U’), pour U C U, soient des morphismes de comodules.
Réciproquement, toute donnée de ce type provient d’une unique action a gauche
u:H x X — X. D’autre part, on a le lemme suivant :

Lemme. — Soient X = Spec% un S-schéma affine, H = Spec &/ un S-groupe in-
finitésimal, et U = o* = Home(F,0s). Les opérations & gauche de H sur X
correspondent bijectivement auz représentations de l'algebre % dans le Os-module €
telles qu’on ait :

(b) u(zy) = Zvi(x)wi(y) st Au= Zvi ® w;.

(Dans les formules ci-dessus, u désigne une section quelconque de % sur un ouvert
affine V de S, x et y des sections de & sur V ; on désigne par 1¢ la section unité de €,
par € et A Paugmentation et le morphisme diagonal de % .) En effet, une opération a
gauche p de H sur X est définie par un morphisme d’algebres associatives unitaires :

ANC —AdRQC

faisant de ¥ un &/-comodule & gauche. Nous noterons « le morphisme composé

U 6. C L2 U @p, o R6,C 2% Os 06, C~C

ol v est la « contraction » de &7* ®g, &/ dans Os. Comme &7 est finie localement
libre sur Og, on sait que lapplication A — (7 ® €)(% ® \) est une bijection de
Homg, (€, o @ €) sur Homg, (% ® €,€). De plus, on voit facilement que la condi-
tion que A définisse une structure de &/-comodule & gauche (resp. soit un morphisme
d’algebres associatives unitaires) équivaut, par dualité, & la condition que « soit une
représentation de % dans € (resp. que « vérifie les conditions (a) et (b)). Ceci prouve
le lemme.

De plus, il est clair que, pour toute représentation de % dans le Os-module %,
les sections u de % qui vérifient les conditions (a) et (b) du lemme forment une
sous-algebre de % .

Dans le cas particulier H = G,(-¢) qui nous intéresse, ces conditions seront donc
satisfaites pour toutes les sections u de % = %,(Z), si elles sont vraies pour les
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sections u de .Z (en identifiant .Z & son image dans %,(.Z)). Or, si u est une section
de .Z, les conditions (a) et (b) signifient simplement que u(le) = 0 et que u(zy) =
u(z)y + zu(y), i.e. que a(u) est une Og-dérivation de ¢ = &7 (X). L’assertion (ii)
de 7.2 en découle. En effet, tout morphisme ¢ de G, = G,(¥) dans Aut X définit
un morphisme de p-algeébres de Lie Zie¢ de £ = ZLie G, dans m.(Pére,Ox), et
réciproquement toute donnée de ce type provient, d’apres ce qui précede, d’une unique
action p: G x X — X.

7.2.2. — Montrons maintenant comment l’assertion (i) du théoreme 7.2 résulte de (ii).
Soit G un S-schéma en groupes. Si T est un S-schéma et x un élément de G(T), nous
notons £} (resp. rl) la translation & gauche (resp. & droite) de Gt qui est définie par z.
Les applications ¢T : z + £ déterminent donc un homomorphisme ¢ de G dans Aut G.
Soit d’autre part f un T-automorphisme de G ; on définit alors zf comme étant égal
a(rI)=tfrl ie. pour tout TV — T et g € G(T'), (zf)(g9) = f(gx)z~". De cette fagon
G opere a gauche sur le S-foncteur en groupes Aut G, donc aussi sur les foncteurs
T — Homr.gr. (G, (%r), Aut Gr) et T — Hom,,(ZLr, Lie(Aut Gr/T)). D’autre part,
le morphisme /1 : G — Aut Gr identifie G au groupe des automorphismes du
T-schéma Gt commutant aux translations & droite, et le morphisme dérivé Zie({t)
identifie .Zie G a la p-algebre de Lie des Orp-dérivations de O, commutant aux
translations & droite (cf. II, 4.11.1) ; ils induisent donc des carrés commutatifs

Homr. . (Gp(Lr), Gr) — 24— Hom,(Zr, Lie(Gr/T))

L Lie b

Homr.g,. (G, (1), Aut Gr) —25> Hom, (Zr, Lie(Aut Gr/T)).

Les images des deux fleches verticales sont les sous-foncteurs formés des invariants
sous ’action du S-groupe G. Comme la fleche horizontale du bas est inversible d’apres
7.2.1 et qu’elle est compatible avec I’action de G, la fleche horizontale du haut est aussi
inversible. Ceci prouve 7.2 (i).

7.2.3. — Considérons maintenant le cas ott G = Autg_oq. W(-F). (°9) Posons % =
U L), o =U* et H= G,(L) = Spec /. Comme H est affine sur S alors, d’apres
VIg 11.6.1, un morphisme de S-groupes de H dans Autg,_,,q. W(F) est la méme
chose qu’'une structure de «7-comodule & droite

w:F —F4.

De plus, comme o est finie localement libre sur Og, ceci équivaut & la donnée d’une
représentation

a: U — Endes(F)
de % dans .Z. Enfin, d’apres la propriété universelle de % = %,(.Z), se donner un
tel morphisme a équivaut & se donner sa restriction p & £ (identifiée & son image
dans %), qui est un morphisme de p-algebres de Lie de .Z dans &nd gy (7).

(66)N.D.E. : Dans ce qui suit, on a détaillé (et simplifié) l'original, en tenant compte de VIg, 11.6.1.
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(67) Enfin, considérons le cas ott G = W(.%), en gardant les notations précédentes.

D’abord, se donner un morphisme de S-foncteurs ¢ : H — W (%) équivaut & se donner
un élément 0 de T'(H, # ® Oy), et comme H est fini localement libre sur S, on a :

I'H,# @ Oy) =T(S, ¥ ® &) = Homeg, (% , F).

La condition que ¢ soit un morphisme de groupes se traduit alors par le fait que 6,
considéré comme morphisme de Og-modules % — Z, s’annule sur 1o et sur ¢/ _#2,
ou Z est idéal d’augmentation de %, d’ou

1) Homs . (H, W(Z)) = Homo, (7 | 77, 7).

D’autre part, considérons le faisceau quasi-cohérent £, %], image du morphisme
LY — £, r®y — [z,y]; pour tout ouvert affine V de S, on a [.Z, Z|(V) =
[Z(V),Z(V)]. Alors on a une suite exacte

(t) 0— L. %) —— L "> 7] 72 ——>0,

olt 7 est la composée de linclusion £ < # et de la projection ¢ — ¢/ #2.
En effet, la question étant locale sur S, on peut supposer que S est affine d’anneau
R et que L = Z(S) est libre de base (x1,...,z,). Identifiant L & son image dans
U = U,(L), soit K le sous-R-module de U somme directe de [L,L] et du sous-module
de base les monoémes x]'' - -- 2" tels que ny + - - + n,. > 2; on vérifie alors que K est
un idéal bilatere de U. Comme K est contenu dans J? (ol J est Iidéal d’augmentation
de U) et contient tous les produits x;z; (qui engendrent J?), on en déduit que K = J2,
d’ott J2NL = [L,L] et I'on a la suite exacte (7).

D’autre part, on sait d’apres 6.4.2 que Lie W (%) n’est autre que W (%), le crochet
de Lie et la puissance p-ieme symbolique étant nuls. De ceci et de ce qui précede on
déduit que

(2) Hom, (£, 7) = Home, (£/[Z, ), F) = Home, (1 | J°, F)
et ceci, combiné avec (1), achéve la démonstration du théoréme 7.2.

7.3. Lemme. — Si £ est une Os-p-algébre de Lie finie localement libre, le morphisme
Jjo L — ZieGp(L) de 5.5 est inversible.

(68) Pour la démonstration, voir 5.5.1.

7.4. — Pour terminer cette section, nous allons donner une caractérisation des S-
schémas en groupes de la forme G,(.Z), ou .Z est une Og-p-algebre de Lie finie
localement libre.

Soient G un S-schéma en groupes, ¢ la section unité et .#’ le noyau du morphisme
eq'(0c) — Os correspondant & eg. L'image de Lie(G/S)(S) dans U(G) s’identifie,
d’apres 2.5 et 1.3.1, aux morphismes de g-modules de Eal(ﬁg) dans Og qui s’an-
nulent sur la section unité de eg'(€g) et sur .#’2. On retrouve ainsi I'isomorphisme

(67)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit. (L’original indiquait « le cas de W (%) est analogue »).
(68)N.D.E. : Pour ne pas modifier la numérotation, on a conservé 1’énoncé 7.3, bien qu’on l'ait inclus,
avec sa démonstration, dans 5.5.1.
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canonique de Lie(G/S)(S) sur Homg, (') .72, 05) de 11, 3.3 et 4.11.4. (49 Nous
poserons wg s = -#’/.#'? comme dans loc. cit., de sorte que le faisceau Zie(G/S)
s'identifie & wg, 5 = Homeg(ways, Os). (70) De plus, si G = G,(Z), ou .Z est une
Os-p-algebre de Lie finie localement libre, on a vu en 5.5.3 que wg/s = £*.

Théoréme. — Si G est un schéma en groupes sur un schéma S de caractéristique
p >0, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une Og-p-algébre de Lie finie localement libre Z telle que G ~ G,(.Z).
(") La Os-p-algébre de Lie Zie(G) est finie localement libre et G ~ G,(Zie(Q)).
(ii) G est affine sur S, was est un Os-module localement libre de type fini et

l’algébre affine de G est localement isomorphe au quotient de l’algébre symétrique
Sos(ways) par lidéal engendré par les puissances p-iémes des sections de wgqs.

(iii) G est localement de présentation finie sur S, de hauteur < 1, et wg/g est
localement libre.

(iii") G est localement de type fini sur S, de hauteur < 1, et wg/s est localement
libre.

(iv) G est localement de présentation finie et plat sur S, de hauteur < 1. (71)

7.4.1. — L’équivalence (i) < (i’) résulte de 5.5.3 (i), les implications (i) = (iii) =
(iii") sont claires, et Pon a (i) = (iv) puisque G,(.Z) est fini localement libre et de
hauteur < 1, d’aprés 5.5.2 et le lemme 7.2. Montrons que (i) entraine (ii). Notons .#
Iidéal d’augmentation de & = %,(£)*. On a déja vu en 5.5.3 (ii) que wg s = & /.72
s’identifie & .Z*, donc est fini localement libre.

Supposons maintenant S affine. Il y a alors une section o : wg/;g — & de la
projection .# — .# /.#?; elle induit un morphisme d’algebres o’ : Sp (ways) — A et,
d’apres le lemme 7.2, o’ se factorise en un morphisme

¢ : Sos(ways)/H — o,

ou £ désigne I'idéal engendré par les puissances p-itmes de sections de wg /g. Si 'on
filtre o7 (resp. Seq(wa/s)/# ) par les puissances de . (resp. de I'idéal engendré par
ways), il est clair que ¢ induit un épimorphisme des gradués associés. Donc ¢ est un
épimorphisme de Os-modules localement libres de méme rang (cf. 5.3.3) ; donc ¢ est
un isomorphisme. Ceci prouve que (i) = (ii).

(69N.D.E. : Si G est affine sur S et si .# désigne I'idéal d’augmentation de <7 (G), alors .#'/.7"2
s’identifie & %, (7 /.#2), cf. loc. cit.

(TON.D.E.: On a ajouté la phrase qui suit.

("UN.D.E. : On ajouté, d’une part, I’assertion (i’), implicite dans l'original, et d’autre part, les
assertions (iii’) et (iv), signalées par O. Gabber ; I’assertion (iv) reprend une note de bas de page de
Poriginal, qui indiquait : « La condition sur wg/g est en fait inutile, comme on voit aisément en se
ramenant au cas ou S est local de corps résiduel k, et en appliquant le théoréme au cas du groupe
Gk ». Comme signalé par Gabber, ceci est inexact sans hypothese de platitude : si A est un anneau
local artinien de caractéristique p > 0 et J un idéal propre non nul de A, soit H le sous-groupe
Spec A[z]/(xP, Jx) de ap, A (i.e. pour toute A-algeébre R, HR) = {x € R | 2P = 0 et Jz = 0}), alors
H n’est pas plat sur A donc n’est pas de la forme Gp,(.%), ou £ est une p-algebre de Lie libre de
rang fini sur A.
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7.4.2. — Supposons maintenant G de hauteur < 1 et localement de présentation
finie sur S. (") Comme le morphisme de Frobenius Fr : G — G®) est entier et se
factorise par la section unité de G, alors G est entier (donc affine) sur S. Soit
alors o = &/(G), comme G est supposé localement de présentation finie sur S, il
en résulte que G est fini et de présentation finie sur S, donc que &/(G) est un Os-
module de présentation finie (cf. EGA IVy, 1.4.7). Soit .# l'idéal d’augmentation de
&/ ; comme & = 14 (05) @I (ol 14 est la section unité de &), & est un Og-module
de présentation finie, et il en est donc de méme de wg = .# /.#2. Lorsqu’on suppose
G de hauteur < 1 et localement de type fini sur S, on obtient de méme que &7 (G), .#
et wg = & /F? sont des Os-modules de type fini.

Donc, sous I'hypothese (iii’) on obtient que wq/g est fini localement libre sur O,
ainsi que & = Zie(G/S) = w( 5. Soient alors Z = %,(£)" et H = G,(£) = Spec Z.
D’apres le théoreme 7.2, Papplication identique de .Z correspond & un morphisme de
groupes de H = G,(.Z) vers G, donc & un morphisme de Os-algebres 0 : o — 2. 11
s’agit de montrer que ¢, qui induit par définition un isomorphisme de wq/s sur wyys,
est un isomorphisme.

Pour cela, on peut se restreindre au cas ou S est affine. Il y a alors une section 7 de
la projection .# — wgq g ; elle induit un morphisme d’algebres 7' : Sgg (wa/s) — < et
comme toute section locale de & est de puissance p-iéme nulle (puisque Fr: G — G®
se factorise par la section unité de G(»)), 7/ induit un morphisme de @s-algebres 9
qui s’incrit dans le diagramme commutatif ci-dessous :

P
Sos(ways)/ H —= o

R,

B

ou A est 'idéal engendré par les puissances p-iemes de sections de wg/s. D une part,
on montre comme en 7.4.1 que ¥ est un épimorphisme de Os-modules. D’autre part,
nous avons vu en 7.4.1 que ¢ = 6 o v est un isomorphisme. Il en va donc de méme
pour 6. Ceci prouve que (iii’) = (i).

7.4.3. — (™) Montrons enfin que (iv) entraine (iii). Il suffit de montrer que wq /s est
localement libre, donc on peut supposer S affine d’anneau R. Comme remarqué au
début de 7.4.2, 'hypothése (iv) entraine alors que G = Spec A, pour une R-algebre
A qui est un R-module de présentation finie, ainsi que wg,a = I/T* (olt I est I'idéal
d’augmentation de A). Comme on suppose de plus G plat sur S, alors A est un R-
module fini localement libre (cf. [BAC] II, §5.2, Th. 1 et cor.2) et, d’apres loc. cit.,
pour montrer que wg/a est localement libre de rang fini, il suffit de montrer que
(wa/a)m est plat pour tout idéal maximal m de R. Donc on peut supposer R local,
et A libre de rang n + 1, donc I libre de rang n. Soient m 1'idéal maximal de R et
k=R/m.

(T2)N.D.E. : On a détaillé (et simplifié¢) I’original dans ce qui suit.
(T3N.D.E. : On a ajouté ce paragraphe pour démontrer que (iv) = (iii), cf. la N.D.E. (71).
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Notons Ij lidéal d’augmentation de Ay et r la dimension de Wa/k = Ik/Ii.
Soit (e1,...,e,) une base de Iy telle que (er41,...,6e,) soit une base de I3, et
soient x1,...,x, des éléments de I relevant les e;. D’apres le lemme de Nakayama,
(21, ...,2n) est une base de I sur R. Soit N le sous-R-module de I de base (z1,...,z,)
et soit B le quotient de I’algebre symétrique de N par I'idéal engendré par les éléments
2P, pour x € N. Comme tout élément de I est de puissance p-ieme nulle, on obtient
un morphisme de R-algebres

Y: B—A.

D’apres 7.4.2, ¢ ® k est un isomorphisme. Il en résulte que Coker ¢ = 0 et que, notant
K = Ker ), le morphisme 7 : K® kK — B ® k est nul. Mais puisque 9 est surjectif et
que A est plat sur R, alors 7 est aussi injectif, d’ou K ® k = 0. D’autre part, comme
A est un R-module de présentation finie, K est un R-module de type fini (cf. [BAC]
I, §2.8, Lemme 9), d’ott K = 0 d’aprés Nakayama. Donc v est un isomorphisme de
R-algebres, et comme 1)1 (I) contient I'idéal d’augmentation J de B, il en résulte que
¥~1(I) = J, et donc ¢! induit un isomorphisme de R-modules de 1/1% sur J/J? = N.
Ceci prouve que wg/s est fini localement libre, d’out I'implication (iv) = (iii). Ceci
acheve la démonstration du théoreme 7.4.

Remarque 7.5. — (™) 11 résulte évidemment des théorémes 7.2 et 7.4 que les foncteurs
G — Zie(G) et Z — Gp(Z) induisent des équivalences, quasi-inverses 'une de
I’autre, entre la catégorie des S-groupes localement de présentation finie et plats, de
hauteur < 1, et la sous-catégorie pleine de celle des Og-p-algebres de Lie, formée des
OUg-p-algebres de Lie finies localement libres.

8. Cas d’un corps de base

8.1. — Résumons maintenant les résultats obtenus dans le cas ou S est le spectre
d’un corps k de caractéristique p > 0. Disons alors qu'un k-schéma en groupes est
algébrique si le schéma sous-jacent est de type fini sur k. Dans ce cas, d’apres le
théoréme 7.2, on obtient : (7%

Théoréeme 8.1.1. — Le foncteur Gy, qui associe & toute p-algébre de Lie £ de di-
mension finie sur k le k-groupe G,(.Z), est adjoint & gauche au foncteur qui a tout
k-groupe algébrique G associe Lie(G).

Combinant ceci avec le théoreme 7.4, on obtient :

Théoreme 8.1.2. — Les foncteurs G, : £ — G,(Z) et G — Zie(G) induisent des
équivalences, quasi-inverses l'une de 'autre, entre la catégorie des p-algebres de Lie
de dimension finie sur k, et celle des k-groupes algébriques de hauteur < 1.

("YN.D.E. : On a ajouté cette remarque.
(T)N.D.E. : On a ajouté la numérotation 8.1.1 & 8.1.3, pour mettre en évidence les résultats qui y
sont énoncés.
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Alors, comme G, est un foncteur adjoint & gauche, il commute auz limites induc-
tives, (9 donc en particulier & la formation des conoyaux. D’autre part, si l'on a
deux morphismes ¢ : G — H et ¢/ : G’ — H entre k-groupes algébriques de hauteur
< 1, alors le produit fibré G xy G’ est encore un k-groupe algébrique de hauteur < 1
(car le morphisme Fr : G — G(®) commute au produits fibrés). Donc 'inclusion de la
catégorie des k-groupes algébriques de hauteur < 1 dans celle de tous les k-groupes al-
gébriques commute aux produits fibrés, donc en particulier a la formation des noyaux.

On en déduit le :

Corollaire 8.1.3. — Le foncteur G, est exact, au sens suivant. Si 7w : L1 — £5 est
un morphisme surjectif entre p-algébres de Lie de dimension finie sur k et si i est
Uinclusion de £y = Kerm dans £, on a une suite exacte de k-groupes algébriques :

Gy (3) Gp(m) (77)
1——=Gp(L) —=Gp(L4) —=Gp(L) —1.

En effet, d’apres ce qui précede, Gp(¢) induit un isomorphisme de G,(%p) sur
Ker(Gp(m)) (ce noyau étant le méme dans la catégorie de tous les k-groupes algé-
briques H ou dans celle des H de hauteur < 1), et G,(7) : G,(£1) — G,(%%) identifie
Gp(%) au quotient de G,(Z1) par G,(%) dans la catégories des k-groupes algé-
briques.

Remarque 8.1.4. — ("® Soient ¢ : G — H un morphisme de k-groupes et K = Ker(¢).
On suppose ¢ couvrant pour la topologie (fpqc) (ceci sera le cas, en particulier, si ¢
est couvrant pour une topologie moins fine, par exemple la topologie (fppf)). Alors,
d’une part, ¢ est un K-torseur au-dessus de H (cf. IV 5.1.7.1). D’autre part, (cf. IV
6.3.1) il existe un recouvrement de H par des ouverts affines S;, et pour chaque ¢ un
morphisme affine fideélement plat T; — S; se factorisant par ¢. Alors G xy T; est
T;-isomorphe & K x T;, donc fidélement plat sur T;, et donc, par descente (fpqc),
G xug S; — S; est fidelement plat, de sorte que ¢ est fidelement plat.

Réciproquement, si ¢ est fidélement plat et quasi-compact (resp. et localement de
présentation finie), il est couvrant pour la topologie (fpqc) (resp. (fppf)), cf. IV 6.3.1.
Rappelons enfin qu’un morphisme de faisceaux est couvrant si et seulement si ¢’est un
épimorphisme, cf. IV 4.4.3. On obtient donc, en particulier, qu'un morphisme quasi-
compact de k-groupes est fidelement plat si et seulement si c’est un épimorphisme de
faisceaux (fpqc).

8.2. Proposition. — Considérons une suite exacte (™ de groupes algébriques sur un
corps k de caractéristique p > 0
1 G ——=G——=G" 1

(T6)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit, ainsi que la démonstration du corollaire ci-dessous.
("DN.D.E. : De plus, d’apres VIa, 3.2, Gp (%) représente le faisceau (fppf) quotient de G, (.%1) par
Gp(%).

(")N.D.E. : On a ajouté cette remarque, signalée par O. Gabber, qui sera utile en 8.3.1.

("N.D.E. : i.e. m est fidelement plat et i est un isomorphisme de G’ sur Ker, de sorte que G
représente le faisceau (fppf) quotient de G par G/, cf. VIa, 3.2 et 5.2.
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et les assertions suivantes :
(i) Le morphisme T est lisse.
(ii) G’ est lisse.

(i) Pour tout entier n > 0, la suite ci-dessous, induite par T et w, est exacte :
1 — G — G — G — 1.

(iv) Le morphisme w7 : 7:G — 5, G” est un épimorphisme de faisceauz (fppf).
(v) Le morphisme Lie(w) : Lie(G) — Lie(G") est surjectif.

Alors on a les implications (i) < (i) = (iil) = (iv) & (v) et toutes les assertions
sont équivalentes lorsque G est lisse sur k.

En effet, (i) équivaut & (ii) d’apres VIg 9.2 (vii), et il est clair que (iii) implique
(iv). D’autre part, Péquivalence de (iv) et (v) résulte de 8.1.3.
L’implication (ii) = (iii) résulte du diagramme :

T T

1 G’ G G” 1
Fr"(G' /k) Fr""(G/k) Fr™(G" /k)
1 — @) a®e™) — aQr®") 1
7™ "

dont les deux lignes sont exactes : comme Fr" (G’ /k) est un épimorphisme de faisceaux
(fppf) d’apres le corollaire 8.3.1 ci-dessous, 7 induit un épimorphisme de p»G sur
mn G” (généraliser le lemme du serpent aux faisceaux en groupes non nécessairement
commutatifs).

De méme, lorsque G est lisse sur k, Fr(G/k) est un épimorphisme, donc si de plus
me7 est un épimorphisme, le méme lemme du serpent appliqué au diagramme ci-dessus
pour n = 1 montre que Fr(G’/k) est un épimorphisme, donc que G’ est lisse sur k,
d’apres 8.3.1 ci-dessous.

8.3. Proposition. — Si G est un groupe localement de type fini 89 sur un corps k de
caractéristique p > 0, il existe un entier ng tel que G/(pnG) soit lisse sur k pour
n = ng.

Comme la construction de G/ (g G) commute & Pextension du corps de base (4.1.1
et VIa, 3.3.2), nous pouvons supposer k parfait. Dans ce cas, Gsq est un k-groupe
localement de type fini (cf. VI, 0.2) et Pon a le diagramme commutatif et exact

(80)N.D.E. : On a remplacé « algébrique » par « localement de type fini ».
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suivant, ou l'on a noté H le k-schéma Geq\G :

1 Gred G H

Fr™ (Grea /k) Fr™(G/k) Fr™ (H/k)

] — > GEIE?Z) - g — S~ gOM

Or H est le spectre d’une k-algebre finie, locale, de corps résiduel k (cf. VIa, 5.6.1).
Par conséquent, il existe un entier ng tel que, pour tout n > ng, Fr" (H/k) se factorise
A travers la section « unité » de H®"), 1l s’ensuit que, pour n > ng, Fr"(G/k) se

factorise a travers Gig;) et donc, d’apres VIa, 5.4.1, on a un diagramme commutatif

Fr™ (G/k)
_—

G/ (Fr" G)

ol i est une immersion fermée (et m est la projection canonique). Comme, de plus, i
induit un homéomorphisme des espaces topologiques sous-jacents, c’est donc un iso-
morphisme. Comme k est parfait, széjg) est lisse sur k (VIa, 1.3.1), et donc G/ (g G)
est lisse sur k, pour tout n > ng.

")
Grla

8.3.1. Corollaire. — Soit G un groupe localement de type fini 8% sur un corps k
de caractéristique p > 0 et soit n un entier > 1. ®V Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) G est lisse sur k.
(ii) Fr"(G/k) : G — G®") est un épimorphisme de faisceauz (fppf).
(iii) Fr"(G/k) : G — G®") est fidelement plat.

D’abord, comme G est localement de type fini sur k, Fr"(G/k) est de présentation
finie, donc I’équivalence de (ii) et (iii) découle de 8.1.4. Supposons G lisse sur k, donc
G réduit. Alors, comme Fr"(G/k) est surjectif, il est fidelement plat (cf. VI4, 6.2 ou
Vg, 1.3).

Réciproquement, supposons Fr"(G/k) fidelement plat. Comme Fr”(G®") /k) est
déduit de Fr"(G/k) par changement de base (cf. 4.1.3), il est donc aussi fidélement
plat, ainsi que le composé :

F2(G/k): G — GPY) — g™,

On obtient ainsi que, pour tout m € N, Fr™"(G/k) : G — G®™") est fidelement plat,
donc induit un isomorphisme G/(pmnG) =~ G®™") (cf. VI5, 5.4.1). Or, d’apres la

proposition 8.3, G®™") est lisse sur k pour m grand, donc G Pest aussi, par descente
(fpac) (cf. EGA TVy, 17.7.1).

m,n)

(8N.D.E. : On a explicité équivalence entre (ii) et (iii) et 1’on a détaillé la démonstration.
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8.4. — Dans les deux énoncés qui terminent cet exposé, nous revenons au cas d’un
corps k de caractéristique quelconque.

Lorsque k est de caractéristique 0 (resp. p > 0), soit n un entier > 1 (resp. un entier
> 1 et premier a p); dans les deux cas, nous disons simplement que n est premier &
la caractéristique de k. De plus, si G est un schéma en groupes sur k, nous notons
ng : G — G le morphisme de k-schémas qui applique un élément = de G(T) sur
2™ € G(T), lorsque T est un k-schéma.

Proposition. — Soient G un groupe algébrique sur un corps k et n un entier premier
a la caractéristique de k. Alors ng : G — G est un morphisme étale.

(82) Drapres VIg 1.3, il suffit de montrer que ng est étale a lorigine. Soient A
I’anneau local de G a l'origine et I I'idéal maximal de A. D’apres II 3.9.4, I'appli-
cation Lie(ng) : Lie(G) — Lie(G), qui est induite par ng, est ’homothétie de rap-
port n. C’est donc un isomorphisme ainsi que ’endomorphisme induit par ng sur
I/I? = Lie(G)*. Si k est de caractéristique 0, G est lisse sur k (VIg 1.6.1, voir aussi
VIIg 3.3.1), donc le morphisme canonique S(I/12) — gr;(A) est un isomorphisme, ot
gri(A) désigne le gradué associé a la filtration I-adique. Il en résulte que ng induit
un automorphisme de gr;(A), donc aussi du complété A de A, donc ng est étale a
Porigine (cf. EGA IVy, 17.6.3).

Si la caractéristique est p > 0 et si G est de hauteur < 1, alors A est isomorphe
au quotient de I'algebre symétrique de wg/, = 1/ 12 par I'idéal engendré par les puis-
sances p-iemes des éléments de wq/y, (cf. 7.4); on peut appliquer alors le « méme »
raisonnement qu’en caractéristique 0, et I’on obtient que ng induit un automorphisme
de A.

Si G est de hauteur < r et si nous supposons notre assertion démontrée pour les
groupes de hauteur < r — 1, notons B, A et A’ les algebres affines de .G, G et
G’ = i G\G, et np, na et nas les endomorphismes de B, A et A’ qui sont induits
par n,.q, ng et ng. 83 Soit I' = I'N A 'idéal maximal de A’, comme on a un carré
cartésien

FrG—>G

|

e — G’

on a B = A/T'A. Observons que nas (resp. np) n’est autre que I’endomorphisme
induit par na sur A’ (resp. sur B). D’aprés VI 3.2, A est un A’-module fidélement
plat, et comme A’ est un anneau local artinien (G’ étant un k-groupe algébrique de
hauteur < r — 1), il en résulte que A est un A’-module libre. Comme la restriction
de np a A’ est ma/, qui est un isomorphisme d’aprés I’hypotheése de récurrence, il
résulte du lemme de Nakayama que np sera un automorphisme si ’endomorphisme

(82)N.D.E. : On a changé dans 1’énoncé « étale & 1’origine » en « étale », et I’on a ajouté la phrase qui
suit.
(83)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans ce qui suit.
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qu’il induit sur A/T'A en est un. Or cet endomorphisme n’est autre que ng, qui est
un automorphisme puisque B est de hauteur < 1. Donc na est un automorphisme.

Enfin, lorsque G est un groupe algébrique quelconque sur un corps de caractéris-
tique p > 0, ce qui précede montre que ng induit des automorphismes des k-schémas
- G ; ces schémas sont affines sur k et ont pour algebres les quotients de 1’algebre lo-
cale A par I'idéal It} engendré par les puissances p”-iemes des éléments de I. Comme
ne définit des automorphismes des algebres A/ 1"} on voit par passage & la limite

projective, que ng induit un automorphisme de A, donc ng est étale a origine (EGA
IVy, 17.6.3).

8.5. Proposition. — Soit G un groupe algébrique fini, de rang n sur le corps k. Alors
ng : G — G est le morphisme nul de G.

Signalons tout de suite le corollaire suivant, obtenu en combinant 8.4 et 8.5 : (8%)
Corollaire 8.5.1. — Soit G un groupe algébrique fini, de rang n sur le corps k. Sin
est premier a la caractéristique de k, alors G est étale sur k.

Démontrons maintenant 8.5. Soit H un sous-groupe distingué de G de rang m sur
k. Notons A : H x G — G le morphisme induit par la multiplication de G. Alors, avec
les notations de VI5 3.2, on a un carré cartésien :

HxG A G
|k
G———=H\G

Comme 7 : G — H\G est fidélement plat, quasi-compact (VI 3.2), et que pry est
localement libre de rang m, il résulte de EGA IVa, 2.5.2, que G — H\G est localement
libre de rang m. Notant r = rg;(H\G), on a donc n = rg,(G) = rm.

D’un autre c6té, on a une suite exacte de groupes « abstraits »
1— H(T) — G(T) — (H\G)(T)

quel que soit le k-schéma T'; il est donc clair que ng est nul si my et rp\q le sont.
Si I'on prend pour H la composante neutre G° de G, alors G°\G est étale (cf. VI
5.5.1), de sorte qu’on peut supposer G étale sur k ou bien infinitésimal (cf. 7.0).

Si G est étale, on se ramene, par extension du corps de base, au cas ou k est
algébriquement clos. Dans ce cas, G est un groupe constant (cf. I 4.1), et ’énoncé est
classique.

Si G est infinitésimal et non nul, k£ est nécessairement de caractéristique p > 0
(cf. VIg 1.6.1 ou VIIg 3.3.1); les sous-groupes gp» G forment alors une suite de com-
position de G, dont les quotients sont de hauteur < 1.

(8)N.D.E. : On a ajouté ce corollaire, indiqué implicitement dans loriginal par : « (confer 8.4) ».
Pour une autre démonstration du corollaire, n’utilisant pas 8.5, voir par exemple [TO70], Lemma 5.
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Ceci nous ramene au cas ot G est de hauteur < 1. Soient alors A (resp. L) l'algebre
affine (resp. l'algebre de Lie) de G et U = Up,(L). D’apres 7.4, on a G = G,(L) d’ou
A = U*; donc si dimg L = 7, le rang de G sur k est p” (cf. 5.3.3). Nous allons donc
étudier le morphisme pg : G — G défini par I’élévation a la puissance p; il induit un
endomorphisme pa de A et, par dualité, un endomorphisme py de U.

Soit I I'idéal d’augmentation de A, nous allons montrer que pa (I) C IP. Supposant
ceci établi, on aura donc p’y (I) C I?". D’autre part, on sait que I"®~D+1 = (puisque
I est engendré par r éléments de puissance p-iéme nulle). Comme p” > r(p — 1), il
en résulte que pj (I) = 0, donc pg est le morphisme nul. Il reste donc & montrer
I’assertion :

(%) pa(l) CI”.

Pour tout entier s > 1, on notera m?y ' : A®* — A (resp. Af; : U — U®*) applica-
tion induite par la multiplication ma de A (resp. la comultiplication Ay de U). Alors
pa est égal au composé suivant :

p—1 p—1
AV LULN

A A®P A

et comme la transposée de ma (resp. Ap) est Ay (resp. my), 'endomorphisme py =
tpa de U est le composé ci-dessous :

p—1 p—1
AY m

U [J@p

(85) Soit J I'idéal d’augmentation de U, on a U = kly @ J et on notera 7 la
projection U — J de noyau kly. Pour tout entier s > 1, notons (I*)* I'orthogonal de
I* dans A* = U, i.e. (I*)* est I'ensemble des u € U tels que le composé ci-dessous soit

nul :
s—1

® & 1% o .

Comme la transposée de ma est Ay, on voit que (I*)1 est le sous-espace vectoriel

Ps_; formé des u € U tels que Affl (u) s’annule sur I®%, i.e. notant Affl la composée
de Affl et de la projection 7% : U®* — J®5 on obtient que

(1)t =Py_y = Ker Af!

(voir aussi VIIg, 1.3.6). Done, pour montrer 'assertion (x), il faut montrer que 1’ap-
plication transposée py = 'pa applique P,_; dans I+ = kly. Comme py(ly) = 1y, il
suffit de montrer I'assertion ci-dessous, ol P}il désigne JNPp_; :

(*%) pU(P;;l) =0.

D’autre part, on montre facilement, par récurrence sur s, que P:_l est le sous-espace
vectoriel de U engendré par les produits 1 - - - x4, avec 1 <t < s—1let a; € L (cf. VIIg

(85)N.D.E. : On a détaillé Poriginal dans le paragraphe ce qui suit.
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4.3). Or, si x1,x2,...,2; sont des éléments de L, on a :
t p i

j=1i=1

Il est clair que I'expression Hj > 1® - ®@2;®- - -®1 est une somme de p* termes x,
indexés par les applications h de {1,...,t} dans {1,...,p}. % Une telle application
h définit une partition ordonnée pj de {1,...,t} en au plus p parts. En effet, notons
iy < -+ < i, les éléments de I'image de h et, pour s = 1,...,r, posons Iy = h™1(i,)
et o1, =[] jel, Tjs le produit étant pris dans ’ordre croissant. Alors h correspond au
p-tenseur

1@ @, ® Q1,8 - ®1

(ot chaque 1, est & la place is), et son image par m{; est le produit :

T, Q- @y,
qui ne dépend que de la partition ordonnée p = (I, ...,I,), et qu’on notera z,. Pour p
fixé, x, est obtenu pour tous les choix de i1 < --- < i, dans {1,...,p}, et 'on obtient
donc 1’égalité
p
pu(T1ze - 21) = ( ) Lp,
zp: n(p)

ou p parcourt Pensemble des partitions ordonnées de {1,...,t} en au plus p parts, et
ou n(p) désigne le nombre de parts de p. (On a 1 < n(p) < min(¢, p).)

Lorsque t < p, tous les termes (nf’p)) sont donc nuls, de sorte que py(xy -+ - x) = 0.
Donc py s’annule sur P;‘_l, ce qui prouve lassertion (xx), et donc (), et achéve la
démonstration de 8.5.

Corollaire 8.5.2. — ®7) Soient S un schéma réduit et G un S-groupe fini localement

libre de rang n. Alors ng : G — G est le morphisme nul de G.

En effet, soit S’ la somme des Spec O ,, pour 7 parcourant les points maximaux
de S. Comme S est réduit, le morphisme S’ — S est schématiquement dominant, et il
en est de méme du morphisme f : Ggs — G, puisque G est fini localement libre sur S
(cf. EGA TV3, 11.10.5). Comme G — S affine, donc séparé, le lieu de coincidence de
ng et du morphisme nul est un sous-schéma fermé de G, or il majore f d’apres 8.5,
donc égale G, i.e. ng est le morphisme nul.

Remarque 8.5.3. — Signalons aussi que, d’aprés un théoréme de P.Deligne (voir
[TO70], p.4), si G est un S-groupe commutatif fini localement libre de rang n sur
une base S arbitraire, alors ng = 0.

(86)N.D.E. : On a détaillé D'original dans ce qui suit, en remplagant la notion de préordre par la
notion équivalente de partition ordonnée.
BN.D.E.: On a ajouté ce corollaire, signalé dans ’Exp. VIII, Remarque 7.3.1.
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