EXPOSE VI,

GENERALITES SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES
par P. GABRIEL

Dans tout ce chapitre, A désignera un anneau local artinien de corps résiduel k. Un
schéma en groupes G sur Spec A sera appelé simplement un A-groupe. Cet A-groupe
est dit localement de type fini si le schéma sous-jacent est localement de type fini sur
A ; il est dit algébrique si le schéma sous-jacent est de type fini sur A.

0. Remarques préliminaires

0.1. — Considérons d’abord un schéma en groupes G sur un schéma quelconque S.
Nous appelons multiplication le morphisme structural i : G xg G — G et inversion le
morphisme ¢ : G — G qui est défini par les égalités c(T)(x) = 2~ ! (T étant un schéma
sur S et z un élément de G(T)). Si U et V sont des parties de I'ensemble sous-jacent &
G, nous notons U - V I'image par le morphisme multiplication de la partie de G xg G
formée des points dont la premiere projection appartient a U, la deuxieme a V. De
méme, les notations U~! et ¢(U) sont équivalentes.

Soient pry la projection de G xg G sur le premier facteur et 0 : G xs G = G xg G
le morphisme de composantes pr; et p. Pour tout S-schéma T, o(T) est applica-
tion (x,y) +— (z,zy); il sensuit que o est un automorphisme. Le composé de cet
automorphisme et de la projection pry de G xg G sur le deuxieme facteur est le mor-
phisme multiplication. Lorsque G est plat sur S, pr, donc p sont des morphismes
plats ; lorsque G est lisse sur S, pr, donc p sont des morphismes lisses, etc...

0.2. — Nous supposons a partir de maintenant que S est le spectre d’'un anneau
local artinien A de corps résiduel k. Nous désignons par (Sch)req la catégorie des
schémas réduits sur k. Pour tout schéma X sur A, le schéma réduit X,¢q est un objet
de (Schy)req et le foncteur X +— Xy¢q est adjoint a droite a l'inclusion de (Schy)req
dans (Sch,,). Il s’ensuit que, pour tout A-groupe G, Gysq est un groupe dans la
catégorie (Sch)réq-
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Réciproquement, si k est un corps parfait, 'inclusion de (Schy).6a dans (Sch ;)
commute aux produits de sorte que les groupes dans la catégorie (Sch /i )rsq s'identi-
fient aux schémas en groupes sur k dont le schéma sous-jacent est réduit. En particu-
lier, pour tout k-groupe G, Gy¢q est un sous-schéma en groupes de G ; ce sous-groupe
n’est pas invariant dans G en général : par exemple, si k est un corps de caractéristique
3, le groupe constant (Z/(2))x opére de facon non triviale dans le groupe diagonali-
sable Dg(Z/(3)) (I.4.1 et 1.4.4) ; si G désigne le produit semi-direct de Dy (Z/(3)) par
(Z/(2))r défini par cette opération, Gyeq s’identifie & (Z/(2))r et n’est pas invariant
dans G.

Si k est un corps quelconque et H un groupe dans la catégorie (Sch y).sa, (H ®%
kP~ " )iea est un schéma en groupes sur kP . Comme H @ kP~ a méme espace
topologique sous-jacent que (H @y kP~ )44, on voit que les groupes de (Schp)rea
ont en commun avec les k-groupes certaines propriétés topologiques invariantes par
extension du corps de base : par exemple, il résultera de 0.3 et des remarques qu’on
vient de faire que tout groupe de (Schy).sq est séparé.

Nous rencontrerons dans la suite des groupes de (Sch/j)réq chaque fois que nous
aurons affaire & une partie localement fermée non vide U d’'un A-groupe G telle que
U-U=Uet Ut = U: en effet, le sous-schéma réduit de G défini par U est un groupe
de (Sch/k)réd.

0.3. — Un A-groupe G est toujours séparé : la diagonale de G x G s’identifie en
effet au foncteur de (Sch/A)° a valeurs dans (Ens) qui associe & tout schéma S sur A
I'image réciproque de 1'élément neutre de G(S) par 'application ¢(S) : (x,y) — zy~*
de G(S) x G(S) dans G(S). On a par conséquent un carré cartésien

Gx,G——2 > @

morphisme diagonalT Tsection unité
G ———SpecA

de sorte que le morphisme diagonal, qui est déduit d’une immersion fermée par chan-
)
gement de base est lui-méme une immersion fermée.

0.4. — Soit G un A-groupe. Nous dirons qu’un point g de G est strictement rationnel
sur A s’il existe un A-morphisme s : Spec A — G qui envoie le seul point de Spec A
sur g. On sait qu'un tel s définit un automorphisme 75 du schéma G sur A qu’on
appelle translation & droite par s : pour tout morphisme 7 : S — Spec A, r4(S) est
Pautomorphisme z — x - (G(7)(s)).

De méme, on note ¢, la translation a gauche par s, c’est-a-dire ’automorphisme
de G défini par les égalités (£5(S))(z) = (G(7)(s)) - .

Comme G ®a k et G ont méme espace topologique sous-jacent G, que G ®a k
est un k-groupe et que s ®a k dépend seulement de g et non de s, on voit que les
automorphismes de G induits par r4 et £5 (ou par rsgi et £sgr) dépendent seulement
de g et non de s; lorsque P est une partie de G, nous pouvons donc noter P-g et g- P
au lieu de 75(P) et £5(P), ce qui est conforme & 0.1.
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0.5. — Considérons maintenant deux ouverts partout denses U et V d’un A-groupe
localement de type fini G. Le produit U-V (cf. 0.1) est alors égal a tout lespace sous-
jacent a G : en effet, comme G et G ® k ont méme espace sous-jacent, on peut
supposer, quitte a remplacer A par k et G par G ®a k que A est un corps k. Dans
ce cas le morphisme multiplication est plat et localement de type fini (cf. 0.1), donc
ouvert, de sorte que U -V est un ouvert de G. Si k est une cloture algébrique de k,
on a évidemment (U-V) @,k = (U®i k) - (V@i k); daprés SGA 1 VIII §4, il suffit
donc de prouver qu'on a Gk = (U4 k) - (V@4 k) et on est ramené au cas ot k est
algébriquement clos. Dans ce dernier cas, il suffit de prouver que U - V contient tout
point fermé x de G; si k est algébriquement clos, un tel x est strictement rationnel
et les ouverts partout denses U™! -z et V ont en commun un point fermé v ; si u est
I'élément de G(k) défini par I'égalité 2 = u - v, u~! - 2 appartient alors & U™! - 2 de
sorte que u appartient a U, ce quiprouve 'assertion.

1. Propriétés locales d’'un A-groupe localement de type fini

Nous allons voir d’abord que, si G est localement de type fini et plat sur A, on peut
«rendre strictement rationnel tout point fermé de G » au moyen d’une extension finie
et plate de la base.

1.1. — Sauf mention expresse du contraire, nous supposerons a partir de maintenant
que G est un A-groupe localement de type fini. Lorsque A est un corps, nous obtien-
drons dans I'exposé VIIg des résultats tres précis sur les anneaux locaux de G. Nous
nous contentons ici de quelques résultats élémentaires :

Proposition 1.1.1. — Soit © un point d'un A-groupe G localement de type fini et
plat sur A. Alors Uanneau local Og , est de Cohen-Macaulay et il existe un systéme
ai,...,an de parameétres de O 5 tel que O 5/ (a1, ..., ay) soit un A-module plat.

Nous supposons d’abord A égal a son corps résiduel k; il suffit de prouver alors
que Og , est de Cohen-Macaulay et on peut se limiter au cas olt « est un point fermé
(cf. EGA Oy, 16.5.13). D’apreés le lemme 1.1.2 ci-dessous, G contient un point fermé y
tel que Og 4 soit de Cohen-Macaulay. D’apres SGA 1,1 §9, il revient au méme de dire
que, pour toute extension finie K du corps de base k et tout point 7 de G = G®,K au-
dessus de y, ﬁa,ﬂ est de Cohen-Macaulay. Si I’extension K a été choisie assez grande
(i.e. si K contient l'extension normale de k engendrée par les corps résiduels k(y) et
k(x)), 7 est (strictement) rationnel sur K ainsi que tout point 7 de G au-dessus de
z. Comme 'automorphisme rz o (rg)_l applique ¥ sur 7, il s’ensuit que ﬁ’@j, donc
Oc.» (SGA 1,189) sont de Cohen-Macaulay.

Lorsque A est de nouveau supposé quelconque, le raisonnement précédent s’ap-
plique & k ®a G de sorte que k ®a Og,, est de Cohen-Macaulay. Si aq,...,a, est une
suite d’éléments de Og , dont I'image dans k ®a Oc . est un systeme de parametres,
il résulte de SGA 1, IV 5.7 ou de EGA Oy, 15.1.16, que ag,...,a, est une suite
Og p-réguliere et que Og . /(a1,...,ay) est fini et plat sur A.
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Lemme 1.1.2. — Tout schéma non vide X, localement de type fini sur un anneau
artinien A, contient un point fermé x dont l’anneau local est de Cohen-Macaulay.

On peut évidemment supposer X affine d’algebre B et raisonner par récurrence
sur dim X (Passertion est claire si X est discret, tous les anneaux locaux étant alors
artiniens). Comme B est de type fini sur A, si dim B > 0, B contient un élément a non
inversible et non diviseur de 0; le sous-schéma fermé X’ = Spec B/(a) de X est alors de
dimension strictement inférieure & dim X et contient par hypothése de récurrence un
point fermé x tel que Ox , soit de Cohen-Macaulay. Comme on a Ox/ , = Ox ./ (a)
et a est non inversible et non diviseur de 0 dans 0x 5, Ox . est de Cohen-Macaulay
(Voir aussi EGA IVs, 6.11.3).

Proposition 1.2. — Soient A un anneau artinien, G un A-groupe localement de type
fini et plat sur A et x un point fermé de G. Il existe alors une A-algébre A’ locale,
finie et libre sur A telle que tout point de G ®x A’ au-dessus de x soit strictement
rationnel sur A’.

On sait en effet qu’il existe une A-algeébre A; locale, finie et libre sur A et telle
que le corps résiduel de A; contienne I'extension normale de k engendrée par le corps
résiduel k(z) de z. Dans ce cas, tous les points g1,...,9, de G ®a Ay au-dessus de
g € G ont méme corps résiduel que A; (i.e. g1,...,gn sont rationnels sur A; au sens
de V, §4; e)). Soient donc By, ..., B, les anneaux locaux de ¢1, ..., g,. D’apres 1.1.1,
Bi,...,B, possédent des quotients B],..., B! qui sont artiniens et plats sur A;. Si
on pose A’ =B ®a4, - ®a, B, les algébres B; ®4, A’ sont toutes locales et elles ont
un quotient isomorphe & A’, de sorte que A’ répond & la question.

1.3. — Soit e I'élément neutre (ou origine) de G, c’est-a-dire I'image du seul point
de Spec A par la section unité Spec A — G. Par définition méme, e est strictement
rationnel sur A.

Proposition 1.3.1. — Soient G un groupe localement de type fini et plat sur un anneau
artinien A et K la cloture parfaite du corps résiduel k de A. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) G ®aK est réduit.

(i bis) Si Og.e est Uanneau local de lorigine de G, O . ®@a K est réduit.

(ii) G est lisse sur A.

(ii bis) G est lisse sur A a lorigine.

Au moyen de SGA 1, I1.2.1, on se rameéne tout de suite au cas ou A est un corps
(A = k). Les implications (i) = (i bis), (ii) = (ii bis), (ii) = (i) et (ii bis) = (i bis)
sont évidentes, de sorte qu’il suffit de prouver que (i bis) entraine (ii). Or, si k désigne
la cloture algébrique de k, il résulte de (i bis) que Og . k est réduit. De plus, si
x est un point fermé quelconque de G = G ® k, il y a exactement un k-morphisme
s : Speck — G ®; k dont I'image est x; la translation & droite r, induit alors un
isomorphisme de Og . ®p k sur 05 . de sorte que Og ,, donc G sont réduits. Mais,

comme G est aussi localement de type fini sur &, G contient au moins un point 7 fermé
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dans G et lisse sur k. Comme, d’autre part, les anneaux locaux des points fermés de G
sont tous isomorphes & O¢ . ® k, on voit que tous ces anneaux locaux sont réguliers,
de sorte que G est lisse sur k, donc G lisse sur k.

2. Composantes connexes d’un A-groupe localement de type fini

2.1. — Considérons d’abord un A-groupe quelconque G et soit G’ la composante
connexe de l'origine e de G. Cette composante connexe est évidemment fermée de
sorte que nous pouvons l'identifier au sous-schéma fermé réduit de G qui a G’ pour
espace sous-jacent.

Proposition 2.1.1. — Pour toute extension K du corps résiduel k de A, G’ @2 K a
pour espace sous-jacent la composante connexe de l'origine dans le K-groupe G @ K
(G’ est géométriquement connexe).

Soit en effet (G ®a K)' la composante connexe de 'origine dans G ®4 K. Comme
I'image de (G ®a K)' dans G est connexe et contient I’élément neutre de G, cette
image est contenue dans G’ de sorte que (G®4 K)’ est contenu dans I'image réciproque
G’ ®a K de G’ dans G ® K. La proposition résulte donc de la connexité de G’ ®, K
qui est prouvée dans le lemme 2.1.2 :

Lemme 2.1.2. — Soient X et Y deuz schémas connexes sur un corps k. Si X contient
un point rationnel, X X, Y est conneze.

Nous donnons ci-dessous une démonstration directe de ce résultat de EGA IV,
(4.5.8 et 4.5.14).

Supposons d’abord Y non vide, connexe et affine d’algebre B. Dans ce cas, X x; Y
est le spectre de la Ox-Algebre quasi-cohérente = Ox ® B. Nous voulons montrer
que toute partie U de X X Y qui est ouverte, fermée et non vide, coincide avec X x; Y.
Et en effet U est affine sur X et a pour Ox-Algebre affine un facteur direct de 4. Il
résulte donc du lemme 2.1.3 ci-dessous que 'image de U dans X est ouverte et fermée,
i.e. coincide avec X tout entier. Cette image contient en particulier un point rationnel
x de X, de sorte que U rencontre 'image réciproque de x dans X x; Y. Comme cette
derniere est isomorphe a Y, donc est connexe, U contient cette image réciproque. Le
méme résultat serait valable pour le complémentaire de U dans X x; Y, si U était
distincte de X X Y, ce qui serait absurde.

Si Y est maintenant un k-schéma quelconque, ce qui précede montre que les fibres
de la projection canonique X X5 Y — Y sont connexes. Si z est un point rationnel de
X, ces fibres rencontrent toutes le sous-schéma {z} x; Y qui est lui-méme connexe,
d’ou la proposition.

Lemme 2.1.3. — Soient X un schéma et &/ une Ox-Algébre quasi-cohérente qui est
un facteur direct d’un Ox-Module libre. L’image de Spec o/ dans X est alors ouverte
et fermée.

Soit V cette image. Il est clair que V est contenue dans le support de 7. Récipro-
quement, si z appartient au support de o/, @/, est non nul et est un Ox z-module
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libre (Kaplansky).Par conséquent la fibre de Spec < en x, qui est affine d’algebre
Ay ey, k(x), n'est pas vide. On voit donc que I'image de Spec .o/ coincide avec le
support de .

Si s est la section unité de o7, 1’égalité s, = 0 entraine que s est nul dans un
voisinage du point x de sorte que le support de &7 est fermé. On peut supposer d’autre
part que &7 est un facteur direct de la somme directe d’une famille (0¢) d’exemplaires
de Ox. Soit alors p* la restriction a o7 de la projection canonique de [[, 0% sur 0% ;
si x est un point de X, tout homomorphisme de Ox z-modules ¢ : &, — Ox , est de
la forme a — Y~ £%¢p%(a) ou (£%) est une famille d’éléments de Ox . Comme 7, est
libre et non nul, on peut choisir les £&* et a de telle facon qu'on ait 1 =3 _ {*¢*(a) =
£ (a) 4 - + £ (a). L'égalité 1 = £ 0 (a) + - - - + £* o (a) reste alors
valable dans un voisinage de z, ce qui montre que a, donc &/ sont non nuls dans un
voisinage de x (« le support d’un module projectif est ouvert »).

2.2. — Les notations étant toujours celles de 2.1, il est clair que G’ est un schéma
réduit au-dessus de Spec k C Spec A. Le lemme 2.1.2 montre que G’ x;, G’ est connexe,
de sorte que (G’ X, G')sq est le sous-schéma réduit de G x 4 G qui a pour espace sous-
jacent la composante connexe de 'origine. En particulier, le morphisme multiplication
i : G xa G — Ginduit un morphisme g’ : (G’ X G')reqa — G qui fait de G’ un groupe
dans la sous-catégorie pleine de (Sch/k) formée des k-schémas réduits.

2.3. — Conformément a nos conventions de 1.1, nous supposons de nouveau a partir
de maintenant que G est localement de type fini sur A. Alors G est localement noe-
thérien, donc localement connexe, de sorte que la composante connexe de 1’élément
neutre est ouverte dans G. Nous noterons G° le sous-schéma induit par G sur cet
ouvert, de sorte qu’avec les notations de 2.1 on a G’ = (G?),4q. Il résulte évidemment
de 2.2 que G est un sous-schéma en groupes de G que nous appellerons la composante
neutre de G.

Soient G® une composante connexe quelconque de G et v : G xA G® — G le
morphisme défini par les égalités (v*(S))(g,7) = gyg~! (S € (Sch/A),g € G*(S),v €
GY(8)). Si e est lorigine de G, la restriction de v* & G x 5 {e} est le morphisme nul;
comme G® x5 G? est connexe d’apres 2.1.2, on voit que v® se factorise & travers GY
de sorte que G est un A-sous-groupe invariant de G (car ce qui précede entraine, que
pour tout schéma S sur A, G°(S) est un sous-groupe invariant de G(S)).

Proposition 2.4. — La composante neutre d’un A-groupe G localement de type fini est
géométriquement irréductible et est de type fini sur A.

Soit % la cloture algébrique du corps résiduel k de A et montrons d’abord que G°
est géométriquement irréductible, c’est-a-dire que G® @4 k est irréductible. D’apres
2.2 (G ®a k)rea est un k-groupe localement de type fini et réduit, donc lisse sur k
(1.3.1). A fortiori les anneaux locaux de (G ®4 E)réd sont integres, de sorte que les
composantes connexes de G ® k, en particulier G ® k, sont irréductibles.

Montrons maintenant que G° est de type fini sur A. Comme G° est localement de
type fini sur A, il suffit de prouver que G° est quasi-compact. Pour cela, soit V un
ouvert affine de G°. Comme GO est irréductible, cet ouvert est dense dans G° de sorte
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que V-V coincide avec G° (0.5) ; comme V-V est I'image de V x 5 V par le morphisme
multiplication, V - V est quasi-compact.

Corollaire 2.4.1. — Toute composante connexe de G est irréductible et de type fini sur

A.

On peut supposer en effet A égal a son corps résiduel k. Soit alors H une composante
connexe de G, z un point fermé de H, k(x) le corps résiduel de z et K l'extension
normale de k engendrée par k(x). La projection canonique 7 : H®, K — H est ouverte
et fermée de sorte que toute composante connexe de H ®; K est la somme des images
de G® ®; K par les translations définies par les points de 7~1(x). Comme H @y, K est
de type fini, H lest.

Si H n’était pas irréductible, on pourrait choisir = de telle facon que x appartienne
a deux composantes irréductibles distinctes. L’anneau local 0y, aurait alors deux
idéaux premiers minimaux distincts, ainsi que ’anneau local de tout point de H ®y,
K au-dessus de x (« going down theorem » de Cohen-Seidenberg, cf. Bourbaki, Alg.
comm. chap. VI); or nous venons de voir que H®y, K est la somme directe d’un certain
nombre d’exemplaires de G° ®; K, qui est irréductible . ..

3. Construction de groupes-quotients (cas des groupes de type fini)

3.1. — Soient A un anneau local artinien et u : F — G un homomorphisme de
A-groupes. Si p: FxaF — Fet v:GxaG — G désignent les morphismes multi-
plication et A le morphisme composé

FXAG—>U><G GxaG VaG )

on rappelle que le quotient & gauche F\G de G par F est le conoyau du (Sch,)-
groupoide G, décrit ci-dessous :

FxA
uxG
FXAFXAG FXAG4>G
Pry
Pra 3

(pry et pry 3 sont les projections de F xa G et F xa(F xa G) sur les deuxiémes fac-
teurs). Nous dirons que G, est le groupoide de base G défini par u (confer V, 2a;
comme dans I'exposé V, nous ne suivons pas en VI, la convention de IV, 4.6.15).

Comme 'unique A-morphisme F — Spec A est universellement ouvert (EGA IV,
2.4.9), pry est un morphisme ouvert ; il en va donc de méme pour A qui est composé
de pry et de 'automorphisme o de F x5 G qui est défini par les formules suivantes :
o(S)(z,y) = (z,u(S)(x)-y) o S est un A-schéma variable, = et y appartenant a F(S)
et G(S). On voit de la méme fagon que pr, et A sont plats lorsque F est plat sur A.

Remarquons aussi pour terminer ces préliminaires que tout A-morphisme s :
Spec A — G définit un automorphisme du groupoide G, qui induit sur G, F x G
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et F xa F xa G, les automorphismes rs, idp X s et idp X a idp XA 75, respective-
ment. Nous noterons encore 75 cet automorphisme de G, et nous dirons que 5 est la
translation & droite définie par s (confer 0.4).

3.2 Théoréeme. — Soient F et G des groupes plats et localement de type fini sur un
anneau local artinien A. Soit u : F — G un homomorphisme de A-groupes quasi-
compact et de noyau fini. Alors :

(i) Le quotient a gauche F\G de G par F existe et la suite

canonique

¢ 2 mG

FXAG

pry
est exacte dans la catégorie de tous les espaces annelés.

(ii) Le morphisme canonique G — F\G est surjectif et ouvert, et F\G est une
somme directe de schémas de type fini sur A.

(iii) Le morphisme canonique F xa G — G xm\q) G est surjectif.

(iv) Si u est un monomorphisme, F xa G — G xX(p\q) G est un isomorphisme et
G — F\G est plat.

Dans la démonstration de ce théoréme, A’ désignera une A-algebre locale, finie et
libre sur A. Si R est une relation faisant intervenir A’, nous dirons que R(A’) est vraie
quand A’ est assez grande s’il existe une algébre A; locale, finie et libre sur A telle
que la relation R(A’) soit vérifiée pour chaque algébre A’ locale, finie et libre sur A;.
Nous allons d’abord prouver notre théoreme lorsque F et G sont de type fini sur A :

3.2.1. — Supposons un instant que tout point de G possede un voisinage ouvert et
saturé W tel que le groupoide induit par G, sur W posseéde une quasi-section (cf. V
86). Le théoréeme 3.2 résulte alors de V 6.1. Nous allons montrer qu’en outre toute
partie finie de F\G est alors contenue dans un ouvert affine.

Si U est une quasi-section du groupoide induit par G, sur un ouvert saturé W de
G, U®a A’ est en effet une quasi-section du (Sch,,/)-groupoide induit par G, @5 A’
sur W®a A’. De plus, si U, est le (Sch 5 )-groupoide induit par G, sur U, U, ®a A’
s’identifie au (Schy A, )-groupoide induit par G, ®a A’ dans U ®a A’. 1l résulte donc
des démonstrations de 'exposé V que la construction du quotient X = F\G commute
a extension A — A’ de la base du type considéré ici.

Soient donc x1,...,x, des points de F\G que nous pouvons supposer fermés et
gis--.,9n des points fermés de G se projetant sur zi,...,xz,; soient U un ouvert
affine partout dense de F\G, V I'image réciproque de U dans G et soit A’ une A-
algebre assez grande pour les besoins de notre cause : alors I'image réciproque de
g1, .-+, gn dans G@a A’ est formée de points g1, . .., g, qui sont strictement rationnels
sur A’ (1.2) ; en outre, si A’ est assez grande, 'ouvert partout dense (),(V@a A’) !+ g!
contient un point z strictement rationnel sur A’. On a donc z € (V®@a A’)7 - g/ d’ott
g; € (VoaAl)-z. Comme (V@a A') -z est I'image de V®4 A’ par un automorphisme
du groupoide G, ®4 A’, 'image (U®x A’) -2z de (V@ A’) -z dans (F\G) ®a A’ est
I'image de U®a A’ par 'automorphisme induit sur (F\G) ® A’. Donc (U®a A’) -z
est un ouvert affine de (F\G) ®a A’ contenant gi,. .., g,,.
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Pour terminer la démonstration on montre comme dans V §5.b) que (U®a A’) -z
contient un ouvert affine W’ qui contient g;,...,g, et qui est saturé pour la relation
d’équivalence

(F\G) @A A’ @4 A ——Z (F\G) @4 A’
induite par les deux injections canoniques de A’ dans A’ ® A’. L’image de W’ dans
F\G contient alors g1, ..., gn et est un ouvert affine de F\G (V 4.1).

3.2.2. — Pour toute algebre A’ sur A (du type considéré en 4.1), désignons maintenant
par U(A’) I'ensemble des points de G ®4 A’ ayant un voisinage ouvert et saturé W
tel que le groupoide induit par G, ® A’ sur W possede une quasi-section. Il est bien
clair que U(A’) est saturé pour les opérations de G(Spec A’) sur G®a A’. Nous allons
voir que, lorsque A’ est assez grande, U(A’) est égale & G @4 A’ :

La preuve se fait par récurrence sur dim(G — U(A)) : soient g1, ..., g, des points
fermés appartenant aux diverses composantes irréductibles de G=U(A) ; si A’ est assez
grande, les points g1,...,g, de G ®a A’ se projetant sur gi,..., g, sont strictement
rationnels sur A’; de méme, U(A) ®4 A’ contient un point strictement rationnel x
(U(A) n’est pas vide d’apreés V 8.1). Par conséquent, U(A’) contient (U(A) ®4 A') -
7 1g! pour tout i; donc U(A’) contient g1, ... ,gp et on a

dim(G @4 A’ — U(A')) < dim(G — U(A)).

L’hypothese de récurrence entraine alors lexistence d’une algebre A” sur A’ telle
qu’on ait U(A”) = (G A')@a A" =G ®a A”.

3.2.3. — Nous sommes maintenant en mesure de prouver lexistence de F\G quand
F et G sont de type fini sur A : soit A’ assez grande sur A pour que U(A’) coincide
avec G®Ra A’ (confer 3.2.2). Nous poserons A” = A’ @4 A’ et, pour tout A-schéma X,
nous désignerons par X’ et X" les produits fibrés X @ A’ et X @ A”. D’apres 3.2.1
et 3.2.2, les quotients F'\G’ et F”"\G” existent et on a le diagramme commutatif

pry 7

F s an G Q" _r . F\ G”

R
N

UHllWQ Ull‘/’UQ ulll“&
pr) '

(*) F X A/ el Q) — - F \ Q’
)\/
h g
pry
F XA G G
A

Dans ce diagramme, pry et X' (resp. prj et A”) sont obtenus & partir de pry et
A par des changements de base évidents; les morphismes g et h sont induits par
I'injection canonique A — A’. On y désigne par p’ et p” les morphismes canoniques;
les morphismes vy, v9 et w1, wo sont induits par les deux injections canoniques de A’
dans A”; enfin, si 7' : F'\G’ — Spec A’ est le morphisme structural, il résulte de ce
que la construction du quotient F'\G’ commute aux deux changements de base fi,
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f2 : Spec A” = Spec A’ qu’on a des isomorphismes canoniques i1 et i2 de F”\G" sur
(F'\G’) a1, Spec A" et (F'\G’) X/ 1, Spec A”.

Or, lorsqu’on a un diagramme du type (), Coker(pry, A) existe si et seulement si
il en va de méme pour Coker(uq,us), et ces deux conoyaux s’identifient. L’existence
de F\G résultera donc de celle de Coker(uy,us). Or il résulte de la compatibilité de
la formation de F\G avec les extensions de la base considérées ici que le morphisme
composé

1 .
(F'\G') x SpecA” 2 F"\G" 25 (F/\G') x SpecA”
7, f1 7, f2

est une donnée de descente sur F/\G’ relativement & f : Spec A’ — Spec A. D’apres
SGA VIII §7.6 et 3.2.1 cette donnée de descente est effective, c’est-a-dire que
Coker(uy,u2) existe (on pourrait d’ailleurs utiliser directement V 4.1.

3.2.4. — Pour terminer la preuve du théoreme 3.2 dans le cas ou F et G sont de type
fini sur A, il reste & étudier le quotient F\G. D’apres V 6.1, les assertions (ii), (iii) et
(iv) « deviennent vraies » apres le changement de base f : Spec A’ — Spec A ; d’apres
EGA IV, 2.6.1, 2.6.2 et 2.7.1, ces assertions étaient donc vraies avant le changement
de base. Enfin, pour prouver la deuxiéme assertion de (i), il n’y a qu’a se reporter a
V §6.c).

4. Construction de groupes-quotients (cas général)

Nous supposons maintenant satisfaites les hypotheéses du théoreme 3.2, F et G
n’étant pas nécessairement de type fini sur A.

4.1. — Considérons tout d’abord une composante connexe G* de G et montrons que
le saturé G de G* pour la relation d’équivalence définie par le groupoide G, est une
partie ouverte et fermée de G (autrement dit est la réunion de certaines composantes
connexes de G). Ce saturé est 'image de F x5 G par A, donc est ouvert dans G
(confer §3.1). Si k est le corps résiduel de A et k une cléture algébrique de k, il reste &
montrer que l'image de (F xa G%)®4a k par A®4 k est fermée dans G®4 k, ou encore,
d’apres SGA 1, VIIL4.4, que 'image de (F x5 G*)®4a k par A®a k est fermée. Comme
G* @4 k est la réunion d’un nombre fini de composantes connexes de G ®4 k, on est
ramené au cas ol A est un corps algébriquement clos, ce que nous allons supposer :
dans ce cas, G est la réunion des images de G par les translations & gauche Lo(a)s
ou x parcourt les points fermés de F; 'assertion résulte donc de ce que ces images
sont des composantes connexes de G.

4.2. — Prenons en particulier pour G* la composante connexe G° de l'origine de
G. Alors GY contient évidemment I'image de F par v qui n’est autre que la classe
d’équivalence de l’origine. D’autre part, si F? est une composante connexe de F,
F8 x A GY est connexe (2.1.2) de sorte que l'image de F” x5 G® par \ est contenue
dans la composante connexe de u(F?) dans G. Autrement dit, GO est la réunion des
composantes connexes qui rencontrent l’image de F.
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On remarquera aussi que le sous-schéma ouvert de G qui a GO pour espace sous-
jacent est un sous-groupe de G (que nous notons encore @) : en effet le morphisme
inversion de G conserve 'image de F et commute les composantes connexes de G
qui rencontrent cette image; il suffit donc de montrer que v : G x4 G — G applique
GO x 4 GO dans GO et pour cela on peut supposer que A est un corps algébriquement
clos (avec les notations de 4.1, GO @4 k s’identifie en effet au saturé de (G @4 k)° par
la relation d’équivalence définie par I’homomorphisme u®4 k) ; si G7 et G® sont alors
des composantes connexes de @, G7 x o G? est connexe et son image par v rencontre
I'image de F ; par conséquent, u(G” x o G%) est contenu dans une composante connexe
de G rencontrant u(F), c.q.f.d.

4.3. — 1l résulte de ce qui précede que le groupoide G, de base G défini par u est la
somme directe des groupoides G¢ induits par G, sur les différentes parties ouvertes
et fermées de G de la forme G®. Le conoyau de G, est donc la somme directe des
conoyaux de ces groupoides G¢, qu’'on est amené a étudier séparément.

Considérons tout d’abord le groupoide G_Q induit par G, sur GO. Il est clair que
G_Q est le groupoide de base GO défini par ’homomorphisme de F dans GO induit par
u (§3.1). Le conoyau dont nous voulons prouver l'existence s’identifie donc a F\GO.
Considérons d’autre part le groupoide

&
2 4
0 0 ————= 0 _ (0
G3 Gl T/—<ZGy=G
e °
0

induit par GO sur G°. Si I’'on se reporte & la construction explicitée en V §3.b), Pobjet
noté alors Yo xx, X1 n'est autre que F x 5 GY, de sorte que GY est 'image réciproque
de G par le morphisme F x 5 G® — GO induit par . Je dis que cette image réciproque
est Fg xa GO, si 'on note Fy I'image réciproque de GY par u : en effet, si F? est une
composante connexe de Fy et e I'élément neutre de G,F? x o G? est connexe (2.1.2) et
A(F x o GY) est contenu dans G° ; réciproquement, si F# est une composante connexe
de F non contenue dans Fy, I'image de F# x 5 G est encore connexe et contient u(F?) ;
si u(FA) n’est pas contenu dans G°, A\(F# x5 G°) ne rencontre pas G°.

Il résulte de ce qui précede que le groupoide G induit par G, sur G est le groupoide
de base G défini par ’'homomorphisme Fy — G induit par u : d’apres le paragraphe
4, ce groupoide posséde un conoyau qui n’est autre que Fo\GC. Je dis maintenant
que Fo\G? s’identifie ¢ F\GP : en effet, la démonstration est analogue & celle de
Passertion (i) du lemme V §6.1; considérons le diagramme :

G0 FxaQ—22 5qo |
ol v est le morphisme induit par A. Comme pr, possede une section, pr, est un
épimorphisme effectif et universel de sorte que Fo\G? coincide avec Coker(vg, v1), oll
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)
v; U1
- - o
V2 V1 - < V=F XA GO
o
Yo

est 'image réciproque du groupoide G par pry (cf. V §3.a), c’est-a-dire également
Iimage réciproque de G2 par le morphisme composé

F XA GO inclusion F XA @ pro @

De méme, comme v est fidelement plat et quasi-compact, F\@ coincide avec le
conoyau de 'image réciproque de G_g par le changement de base v. Or cette image
réciproque est isomorphe & V. d’aprés V § 3c) ; il résulte de 1a que I'inclusion canonique
de G? dans GO induit un isomorphisme de Fo\G® sur F\GO.

On remarque enfin que : la construction de F\@ commute auz changements de
base finis et localement libres, parce qu’il en va de méme pour Fo\GP°.

4.4. — Tl reste & construire le conoyau du groupoide G2 lorsque G® est une compo-
sante connexe quelconque de G : si A’ est une A-algébre locale, finie et libre assez
grande (confer 3.2), G*®4 A’ est la réunion d’un nombre fini de composantes connexes

by, Gl de G@a A’ qui possedent toutes un point strictement rationnel. Pour tout
i, il existe donc une translation a droite r; de G ®4 A’ qui applique G® @5 A’ sur G/ ;
cette translation induit un isomorphisme du groupoide G_g ®a A’ sur @*, de sorte
que le groupoide induit par G, ®a A’ sur le saturé de G} possede un conoyau. Comme
(Ge), ®a A’ est la somme directe d'un certain nombre d’entre les (Gf)., (G%), @4 A’
posseéde un conoyau; ce conoyau est la somme directe d'un certain nombre d’exem-
plaires de (Fp @4 A’)\(G® @ A’) de sorte que toute partie finie de ce conoyau est
contenue dans un ouvert affine; de plus, la construction de ce conoyau commute aux
extensions finies et localement libres de la base. On voit donc comme en 3.2.3 que ce
conoyau est de la forme Y ®4 A’, ot1 Y est un conoyau de (G2),.

4.5. — Nous avons donc construit F\G. Les autres assertions du théoréme 3.2 se
rameénent directement & des assertions concernant les groupoides G2. Comme en V
§6, il suffit de prouver (ii), (iii) et (iv); d’apres SGA VIII il suffit de vérifier les
assertions correspondantes du groupoide G ®4 A’ qui est isomorphe & la somme

directe d’'un nombre fini d’exemplaires de G? ® A’ (confer 4.4), de sorte qu’on est
ramené au groupoide GY. Pour ce dernier on continue de calquer la preuve établie en
V §6 comme on a commencé a le faire en 4.3.

4.6. — Ajoutons pour terminer ce paragraphe quelques remarques concernant le
lemme 6.1 et le §9.a) de 'exposé V : avec les hypothéses et les notations de V §9.a),
nous cherchons une condition sous laquelle la construction du conoyau du (Schg)-
groupoide X, commute & une extension 7 : S’ — S de la base. Comme les conoyaux de
X, et X/, s’identifient aux conoyaux des groupoides U, et U’, induits par X, et X/ sur
les quasi-sections U et U’, on est ramené au cas d'un (Sch g)-groupoide vérifiant les
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hypotheses du théoreme V 4.1. Si g : Uy — Y est le morphisme canonique de Uy = U
sur le conoyau Y de U,, nous voulons que la suite de &y/-Modules

(%) Oy — g.(Ouy) = (gu1)s(Our) = (guo)s(Our)

soit exacte. Si S est localement noethérien et X de type fini sur S, ou bien si (do,d;)
est un couple d’équivalence, il résulte de EGA 111y, 1.4.5 que la suite (x) s’identifie &
I’image réciproque de la suite

(%%) Oy — g:(Ou,) —= gxu1(Ou,) = gsuo«(Ou,)

chaque fois que S’ est plat sur S. Comme (*x) est une suite exacte, on voit que la
construction du conoyau de X, commute aux extensions plates de la base sous les
hypothéses mentionnées.

4.7. — Considérons maintenant le cas du groupoide G, du théoreme 3.2 lorsqu’on
suppose provisoirement F et G de type fini sur A. D’apres 3.2.2 il existe une algebre
A’ locale, finie et libre sur A telle que le groupoide G, ®a A’ posséde « localement »
des quasi-sections. Pour toute extension T — Spec A de la base, la suite

(F”\G”) ><SpecA T —_ (F/\G/) ><SpecA T > (F\G> ><SpecA T

déduite du diagramme () de 3.2.3 est exacte. Si ’on suppose de plus T plat sur Spec A,
(F"\G”) Xgpeca T et (F'\G’) Xgpeca T s’identifient respectivement aux conoyaux de
(Gi ®A A”) Xgpeca T et (Gi ®a A') Xgpeca T. Le diagramme déduit de (x), 3.2.3 par
le changement de base T — Spec A montre alors que (F\G) Xgpeca T s’identifie au
conoyau de G, Xgpeca T. Un raisonnement analogue est valable dans le cas général :

Sous les hypothéses du théoréme 3.2, pour tout A-schéma plat T, (F\G) Xgpeca T
s’identifie au quotient a gauche de G Xgpeca T par F xgpeca T.

5. Compléments

5.1. — Nous reprenons les notations du §3 et les hypotheéses du théoreme 3.2; on a
alors le diagramme commutatif suivant

FXAGXAGLFXAG

prZXGL[/\XG Pry lA

GxaG G

can.xGl can.

(F\G)xaG- -2 ->F\G

qui satisfait aux égalités pry o (F X v) = vo (pry x G) et Ao (F xv) =vo(AXx G). En
outre, comme G est supposé plat sur A, la suite verticale de gauche est exacte d’apres
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4.7, de sorte que v induit un morphisme de A-schémas :

P (F\G)XGHF\G.

Ce morphisme p fait opérer G a droite sur F\G comme on le vérifie immédiatement ;

de plus, le morphisme canonique G — F\G commute aux opérations de G a droite
sur G et F\G.

5.2. — Lorsque ’homomorphisme de A-groupes u : F — G est un monomorphisme,
on peut retrouver 5.1 en se servant des résultats de I'exposé IV. En effet, le morphisme
canonique p : G — F\G est fidelement plat et ouvert d’apres 3.2 il est donc couvrant
pour la topologie (fpqc) (IV 6.3.1) et l'on peut appliquer les corollaires IV.5.2.2 et
IV.5.2.4. En particulier, si nous supposons, en plus des hypotheéses de 3.2, que u
est Uinclusion dans G d’un sous-groupe invariant F, il existe sur F\G une et une
seule structure de A-groupe telle que le morphisme canonique p : G — F\G soit un
homomorphisme de A-groupes.

5.3. — Nous allons maintenant passer en revue quelques énoncés de I'exposé IV :

5.3.1. — Les énoncés IV 5.2.7 et IV 5.3.1 se traduisent comme suit : soient F et G deux
groupes localement de type fini et plats sur A, F étant un sous-groupe invariant fermé
de G. Les applications H — F\H et H' = H’ x g\ q) G définissent une correspondance
biunivoque entre les A-sous-groupes plats de G contenant F et les A-sous-groupes
plats de F\G. Dans cette bijection les sous-groupes fermés (resp. invariants) de G
contenant F correspondent aux sous-groupes fermés (resp. invariants) de F\G.

5.3.2. — La proposition IV 5.2.9 implique le résultat suivant : soient F, H et G des
groupes localement de type fini et plats sur A ; on suppose F contenu et fermé dans
G, H contenu dans G et contenant F, F invariant dans H.Dans ces conditions, F\H
opere librement & gauche sur F\G, le schéma quotient (F\H)\(F\G) existe et on a un
isomorphisme canonique de schémas a groupe d’opérateurs G :

(F\H)\(F\G) = H\G

5.3.3. — De IV 5.2.8, enfin, découle I'assertion que voici : soient F, H et G des groupes
localement de type fini et plats sur A ; on suppose que F est contenu, fermé et invariant

dans G, que H est contenu dans G et que FNH est plat sur A. Soit alors F >T<A Hle A-
groupe qui a pour schéma sous-jacent le produit F x o H, la multiplication étant définie
par le morphisme « ((x, h), (y,h')) — (zhyh~!, hh') » ; de méme, soient u : HNF —
FxsHle monomorphisme z +— (z71,z) et F-H le quotient (FNH)\(F XA H). Dans

ces conditions il existe un isomorphisme canonique

F\(F-H) = (F N H)\H
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5.4. — Soit u : F — G un homomorphisme quasi-compact de groupes localement
de type fini et plats sur A ; supposons que le noyau de u soit également plat sur A.
Dans ce cas, le groupe-quotient (Keru)\F existe d’apres le théoreme 3.2 et 5.2; de
plus, v induit un monomorphisme v : Keru\F — G (IV 5.2.6) et, Ker u\F est plat
sur A d’aprés 3.2 (iv). D’autre part, Keru\F s’identifie au faisceau-quotient de F
par Keru pour la topologie (fpqc) de (Sch/A) (confer 5.2); il en résulte que F\G
s’identifie & (Ker u\F)\G car le faisceau-quotient f\é pour la topologie canonique
s'identifie au faisceau-quotient (Ker @ \F)\G). A fortiori v induit un isomorphisme de
(Keru)\F sur I'image réciproque dans G du point distingué de F\G (de sorte que v est
une immersion fermée ; confer VIg). Lorsque F et G sont des A-groupes commutatifs,
cette image réciproque est I’image de u dans la catégorie des A-groupes abéliens, alors
que (Keru)\F est la coimage de u. D’ou :

Théoréme. — La catégorie des groupes commutatifs de type fini sur un corps est abé-
lienne.

En effet, lorsque A est un corps, Ker u est plat sur A quelque soit u.

5.5. — Soit G un groupe localement de type fini et plat sur un anneau artinien local
A. On sait que la composante connexe de I'origine G° est un sous-groupe invariant de
G (2.3). Ce sous-groupe G opere & gauche sur toutes les composantes connexes G de
G de sorte que G°\G est la somme directe des G°\G®. En particulier, la composante
connexe de lorigine dans GY\G n’est autre que G?\G" = Spec A et G°\G — Spec A
est un isomorphisme local & I'origine ; par conséquent, G°\ G est non ramifié sur Spec A
(3.3); comme G°\G est également plat sur Spec A d’apres le théoreme 3.2 (iv), on voit
que GO\G est un groupe étale sur Spec A.

5.6. — Soient maintenant k un corps parfait et G un groupe localement de type fini
sur k. Nous avons vu (0.2) que Gygq est alors un sous-schéma en groupes de G. De
plus, la classe d’équivalence de l'origine de G pour l'opération de Gi¢q a gauche sur
G est tout l'espace sous-jacent a G. Il résulte donc du théoréme 4.2 que le quotient
Gréa\G est le spectre d’une k-algebre finie et locale.

Proposition. — Soit u : F — G un homomorphisme de groupes localement de type fini
sur un corps parfait k. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) u est plat.

(ii) u® : FO — GO est dominant et le morphisme v : Frgq\F — Ga\G induit par u
est plat.

Considérons en effet le diagramme commutatif suivant :

7 p

Fréd F Fréd\F
Uréed u v
J q
Gred G Grsd\G,
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ol ¢ et j désignent les inclusions, p et ¢ les projections canoniques. D’apres le théoreme
3.2 (iv) p et ¢ sont fidelement plats; par conséquent, si u est plat, qu = vp est plat,
donc également v.

Réciproquement, si v est plat, F et G sont plats sur G,sq\G; d’apres SGA 1, IV
5.9 il suffit donc de monter que le morphisme =1 (Gysq) — Greaq induit par u est plat;
cela est vrai parce que Gyeq est réduit (3.3.1).



