EXPOSE VIg

GENERALITES SUR LES SCHEMAS EN GROUPES
par J.-E. BERTIN

N

Cet exposé, qui ne correspond a aucun exposé oral du séminaire, est destiné a
regrouper un certain nombre de résultats techniques couramment utilisés concernant
les schémas en groupes. (*)

1. Morphismes de groupes localement de type fini sur un corps

1.1. — Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes et u: G — H
un morphisme de A-groupes. Alors v induit un homomorphisme de groupes u(A) :
G(A) — H(A). Comme H(A) opere sur H par translation & droite, w(A) définit
par restriction une opération de G(A) sur H. Cette opération est compatible avec le
morphisme u et Popération de G(A) sur G définie par translation & droite. Comme
G(A) opere transitivement sur les points strictement rationnels de G (VI 0.4), on
voit que ces points « se comportent tous de la méme maniere a 1’égard de u »; de 1a
sourdent les propriétés suivantes :

Proposition 1.2. — Soit v : G — H un morphisme quasi-compact de A-groupes
localement de type fini sur A. Alors l’ensemble u(G) est fermé dans H et on a
dim G = dim u(G) + dim Ker u.

Comme u commute avec les symétries de G et H, I'image u(G) est invariante
par la symétrie de H; il en est donc de méme de ladhérence u(G) de u(G) dans
H. Soit d’autre part L ’ensemble des points de H xa H dont les deux projections
appartiennent & u(G); il est clair que L est I'image du morphisme u x5 u: G x5 G —
H x o H; donc le morphisme de multiplication de H envoie L dans u(G), autrement dit
u(G)-u(G) = u(G). D’autre part le lemme 1.2.1 ci-dessous montre que L, adhérence de
L dans H, est I’ensemble des points de H x 4 H dont les deux projections appartiennent

a u(G); donc u(G) - u(G) = u(G) de sorte que le sous-schéma réduit de G qui a pour

(*) Cet exposé a été assez sérieusement remanié depuis son édition multigraphiée, notamment les §§ 10
et 11 ont été entierement rerédigés.
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198 EXPOSE VI. GENERALITES SUR LES SCHEMAS EN GROUPES

espace sous-jacent u(G) est muni naturellement d’une structure de groupe dans la
catégorie (Sch /i )rsd, ot k est le corps résiduel de A (cf. VI4 2).

Montrons la premiére assertion de 1.2 : quitte a remplacer A par la cloture algé-
brique de son corps résiduel k, nous pouvons supposer que A est un corps k algébri-
quement clos (cf. EGA IVs, 2.3.12). Quitte a remplacer u par uysq : Gréa — Hyga, on

peut supposer G et H réduits; dans ce cas, ainsi que nous venons de le voir, u(G)
est 'espace sous-jacent & un sous-schéma en groupes réduit de G ; nous pouvons donc
supposer u dominant. Alors G(k) opére transitivement dans l’ensemble des compo-
santes connexes de H et il suffit de montrer que u(G) NH? est fermé : on est ramené
au cas ol H est connexe, donc irréductible et de type fini (VI 4). Alors u est de type
fini puisque quasi-compact et localement de type fini; comme H est noethérien, u(G)
est constructible (EGA IV, 1.8.5), donc contient un ouvert V de H (EGA Ory, 9.2.3),
et alors H=V -V C u(G) - u(G) = u(G) (VIa 0.5).

Montrons la seconde assertion. Rappelons tout d’abord que le foncteur Keru
(cf. Exp. I) est représentable par u~!(e), ol e désigne I’élément neutre de H. Lorsque
u est localement de type fini, Keru est donc localement de type fini sur A. On se
raméne comme précédemment, grace cette fois-ci a EGA IVs, 4.1.4, au cas ou A est
un corps algébriquement clos k, ou G et H sont irréductibles et de type fini et ou
u est dominant : en effet, k étant algébriquement clos, il est clair que les compo-
santes connexes de G, sur I'ensemble desquelles G(k) opére transitivement, ont toutes
méme dimension, et que si u" est la restriction de u & G, alors (Keru)® C Keru?, et
dim Ker u° = dim Ker u. On voit de méme qu’alors u est de type fini sur k. Si h désigne
le point générique de H, dimu~!(h) = dim G —dimH (EGA IV3, 10.6.1 (ii)). D’apres
EGA 1V3, 9.2.3 et 9.2.6, Pensemble des y € H tels que dimu~!(y) = dimu~*(h)
contient un ouvert non vide V. Puisque u est dominant, U = u=(V) est alors un
ouvert non vide de G, et contient un point fermé x de G, puisque G est un schéma
de Jacobson (EGA IV3, 10.4.6). Alors la translation a droite 7, est un isomorphisme
de Keru sur u=!(u(z)), si bien que :

dim Ker v = dim v~ *(u(z)) = dimu~'(h) = dim G — dim H.

Lemme 1.2.1. — Soient f: X' - X et g:Y' — Y deur morphismes quasi-compacts
et dominants de schémas sur un anneau local artinien A ; alors f xpo g : X' xAY' —
X xaAY est dominant.

En effet, on a fxag = (f xa idy/) o (idx xag). 1l suffit donc de montrer que
fxaidys et idx xa g sont dominants. On peut pour cela remplacer A par son
corps résiduel k. Dans ce cas, X et Y’ sont plats sur A = k, et comme [ X idy-
(resp. idx x o g) est déduit de f (resp. g) par le changement de base plat Y — A
(resp. X — A), il est dominant (et quasi-compact), d’apres EGA TVs, 2.3.7.

Contre-exemple 1.2.2. — Soient k un corps de caractéristique 0, G le k-groupe constant
Z et H le k-groupe additif G, . Soit « : G — H un morphisme de k-groupes. Si u # 0,
u(G) n’est pas fermé dans H.
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Proposition 1.3. — Soient k un corps, G un k-groupe localement de type fini, u :
G — H un morphisme de k-groupes, x un point de G. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) u est quasi-fini (resp. non ramifié, resp. plat, resp. lisse, resp. étale) au point
x.

(ii) w est localement quasi-fini (resp. non ramifié, resp. plat, resp. lisse, resp. étale).

Il suffit de montrer que (i) entraine (ii). D’aprés (EGA IV 2.7.1 et 17.7.1), on peut
supposer k algébriquement clos et « € G(k). Soit alors U I'ouvert non vide de G formé
des points ol u est quasi-fini (resp. non ramifié, resp. plat, resp. lisse, resp. étale). Il
suffit de montrer que tout point fermé y de G appartient a U, puisque G est un schéma
de Jacobson (EGA TV 10.4.6). Il existe alors une translation qui envoie  sur y, ce qui
montre que u est quasi-fini (resp. non ramifié, resp. plat, resp. lisse, resp. étale) en y.

Corollaire 1.3.1. — Soient k un corps et G un k-groupe. Alors, pour que G soit loca-
lement quasi-fini (resp. non ramifié, lisse, étale) sur k, il faut et il suffit que G soit
quasi-fini (resp. non ramifié, lisse, étale) sur k en un point.

Il suffit d’appliquer 1.3 au cas ou H est le k-groupe unité, compte-tenu de ce que
I’ensemble des points en lesquels G est de type fini sur & est ouvert, et du lemme
suivant :

Lemme 1.3.1.1. — Soient k un corps et G un k-groupe. S’il existe un ouvert non vide
U de G tel que U soit localement de type fini sur k, alors G est localement de type fini
sur k.

Soient = € G et y € U. Soit k' une extension de k composée des extensions k(x) et
k(y). Posons G = G ® k', U’ = U ®y k. 1l existe alors un point rationnel 2’ € G/
au-dessus de z et un point rationnel ¢’ € U’ au-dessus de y. Alors V/ = z/-y/~ - U’ est
un ouvert contenant x’ et localement de type fini sur k¥'. La projection G’ — G étant
ouverte (EGA IV, 2.4.6), la projection de V’ sur G est un ouvert V de G contenant
x et localement de type fini sur k, d’apres (EGA IV 17.7.5).

Corollaire 1.3.2. — Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes loca-
lement de type fini, u : G — H un morphisme de A-groupes. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) u est universellement ouvert,
(i) u est ouvert,
(iii) u est ouvert en un point de G,

(iv) Uapplication u® : G® — H® déduite de u est dominante, ou ce qui revient au
méme (1.2 et VIs 4), u® est surjective,

(v) il existe une composante connexe G~ de G telle que, si H™ désigne la compo-
sante conneze de H contenant w(G™), Uapplication v~ : G= — H™ déduite de u soit
dominante.
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Il est clair que (i) entraine (ii), et que (ii) entraine (iii). Puisque G° (resp. G7) est
ouvert dans G (VI 3) et que H? (resp. H") est irréductible (VI5 4.1), on voit que
(ii) entraine (iv) (resp. que (iii)) entraine (v). Reste donc & montrer que (v) implique
(i) (car, (iv) étant un cas particulier de (v), cela montrera aussi que (iv) entraine (i)).

L’ouvert G~ (resp. h™) de G (resp. H) sera muni de sa structure de schéma induit,
et v~ désignera le morphisme v~ : G© — H™ déduit de u. Soit k le corps résiduel de
A. Puisque G~ est quasi-compact sur A (VI5 4.1) et que H™ est séparé sur A (VIy
2), u” est quasi-compact, donc v~ ®a k est quasi-compact et dominant; il en est de
méme de u” ®a k (ol k désigne la cloture algébrique de k) d’apres (EGA IV 2.3.7).
Puisque G~ ®4 k est réunion de composantes connexes de G ®4 k, il est clair que
G ®a E, H®a E, et u ®a E, vérifient Passertion (v). Nous sommes ainsi ramenés au
cas ot A = k est un corps algébriquement clos, compte tenu de (EGA IV 2.6.4).

Dans ce cas, nous pouvons de plus remplacer u par u;sq, €t nous sommes ramenés
au cas ol H est réduit. Alors H™ est réduit, et le théoréme de platitude générique
(EGA 1IV,, 6.9.1) affirme que, puisque u~ est dominant, u~ (donc aussi u) est plat au
point générique de G™, si bien que u est plat (1.3), donc universellement ouvert (EGA
IVy, 2.4.6).

Proposition 1.4. — Soient A un anneau local artinien, G et H deuxr A-groupes loca-
lement de type fini, et uw : G — H un morphisme quasi-compact de A-groupes.Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) w est propre,
(ii) il existe h € H tel que la fibre u=t(h) soit non vide et propre sur &(h),

(iii) Kerw est propre.

Il est clair que (i) entraine (iii), et que (iii) entraine (ii). D’autre part, il résulte des
hypotheses que u est de type fini et séparé (EGA I 5.5.1) (puisque G est séparé (VI
2)). 11 reste donc & montrer que l'assertion (ii) entraine que u est universellement
fermé, si bien que nous pouvons supposer A égal a son corps résiduel k, et méme
que k est algébriquement clos et que h € H(k) (EGA IV 2.6.4). Nous avons vu (1.2)
qu’alors u(G) est I'ensemble sous-jacent & un sous-schéma en groupes réduit fermé
de H; toute immersion fermée étant propre (EGA II, 5.4.2), nous pouvons supposer
que u est surjectif, et que H est réduit. Puisque u est surjectif, le groupe G(k) opere
transitivement sur I’ensemble des points fermés de H; quel que soit le point fermé y
de H, u~1(y) est donc propre sur k(y). D’aprés (EGA IV 9.6.1), 'ensemble des y € H
tels que u~!(y) ne soit pas propre sur k(y) est localement constructible ; puisqu’il ne
contient aucun point fermé, il est vide (EGA IV 10.1.2). Considérons alors le point
générique de H. D’apres (EGA IV 8.10.5) utilisé suivant la méthode 8.1.2 b), il existe
un ouvert non vide V de H? tel que la restriction de u au-dessus de 'ouvert V soit
propre. Il est clair alors que les g-V (g € G(k)) forment un recouvrement ouvert de H
tel que, pour tout g € G(k), la restriction de u au-dessus de ouvert g -V soit propre;
on en déduit que u est propre (EGA IV 2.4.3 (vii)).
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Corollaire 1.4.1. — Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes loca-
lement de type fini, uw : G — H un morphisme de A-groupes. Les assertion suivantes
sont équivalentes :

(i) u est localement quasi-fini,

(ii) u est quasi-fini en un point,

(ili) Keru est discret,

(iv) la restriction de u o chaque composante conneze de G est finie.

Enfin, si u est quasi-compact, ces assertions sont équivalentes a la suivante :

(v) u est fini.

Il est clair que (iv) entraine (iii), que (iii) entraine (ii) (EGA I, 6.4.4), et que dans
le cas ol u est quasi-compact, les assertions (iv) et (v) sont équivalentes. On a déja
vu en 1.3 que les assertions (i) et (ii) sont équivalentes.

Montrons enfin que (i) entraine (iv). Soit G~ une composante connexe de G;
puisque G™ est de type fini sur A (VI5 4.1) et que H est séparé (VI5 2), la res-
triction u~ de u & G™ est de type fini et séparé, puisque G~ est séparé sur A (EGA 1
5.5.1). Il suffit donc de montrer que u”~ est universellement fermé ; nous pouvons donc
supposer que A est égal a son corps résiduel k, et méme que k est algébriquement clos
(EGA IV 2.6.4), car G~ ®4 k, o1 k désigne la cloture algébrique de k, est la somme
d’un nombre fini de composantes connexes de G ® k. Soit alors g un point fermé de
G™, siu® @ GY — H est la restriction de u & G°, on a u”™ = 7y(g-1) o u® o ry, ot 7
désigne la translation a droite par g, et pour montrer que v~ est propre, il suffit de
montrer que u® est propre. Par hypothése, u est localement quasi-fini, donc la fibre
Keru est discréte (et non vide) ; nous avons vu que u est de type fini, donc la fibre
Keru® est finie (EGA II 6.2.2), donc propre, et non vide; donc u° est propre (1.4),
donc fini (EGA IIT 4.4.2) puisqu’il est quasi-fini.

Corollaire 1.4.2. — Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes lo-
calement de type fini, v : G — H wun morphisme quasi-compact de A-groupes. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) w est une immersion fermée,
(ii) u est un monomorphisme,
(i) Keru est isomorphe au k-groupe unité.

En particulier, tout sous-schéma en groupes de H est fermé.

Il est clair que (i) entraine (ii), et si 'on considére les foncteurs que représentent
respectivement G et H, il est immédiat que les conditions (ii) et (iii) sont équivalentes.
Enfin, si Ker u est le k-groupe unité, Ker u est une fibre propre et non vide, donc (1.4),
u est un monomorphisme propre, et de présentation finie puisque H est localement
noethérien (EGA IV 6.1), donc est une immersion fermée (EGA IV3, 8.11.5).

Le derniere assertion résulte de ce que, puisque H est localement noethérien, toute
immersion G — H est quasi-compacte (EGA 1, 6.6.4).
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Contre-exemple 1.4.3. — Soient k un corps de caractéristique 0, G le k-groupe constant
Z et H le k-groupe G,. Soit v : G — H un morphisme de k-groupes. Si u # 0,
Keru = 0, mais u n’est pas une immersion fermée (cf. 1.2.2).

Nous utiliserons plus loin les deux résultats suivants qui auraient da figurer dans
I’Exposé VIj

Lemme 1.5. — Soient k un corps et G un k-groupe localement de type fini. Toute
composante irréductible de G a méme dimension que G, autrement dit, quel que soit
g € G, on a dimy G =dimG.

Les deux assertions sont équivalentes (EGA IVs, 10.6.3 et 10.7.1). Soit G~ une
composante irréductible de G. Alors si k désigne la cloture algébrique de k, G~ @y, k
est réunion de composantes irréductibles de G ®; k (EGA IV 4.4.1); on est donc
ramené au cas ol k est algébriquement clos (EGA IV 4.1.4). Dans le cas, G~ se
déduit de G par translation, donc dim G~ = dim G° = dim G.

Proposition 1.6. — Soient S un schéma de caractéristique zéro, G un S-schéma en
groupes localement de présentation finie le long de la section unité e. Puisque G soit
lisse sur S le long de la section unité, il faut et il suffit que le Os-Module wg/s =
{—:*(Q%}/S), (appelé Module conormal a la section unité de G), soit localement libre.

Rappelons qu'un schéma S est dit de caractéristique zéro si pour tout point fermé
x de S, le corps x(x) est de caractéristique zéro.

Rappelons aussi (IT 11) que, si 7 désigne le morphisme structural G — S, on a
Q%}/s = m*(ways), si bien qu’il revient au méme de dire que le Os-Module wg /g est
localement libre, ou que le &g-Module Qé /s est localement libre.

La proposition est alors une conséquence immédiate de (EGA IVy, 16.12.2 et
17.12.5).

Corollaire 1.6.1 (Cartier). — FEtant donné un corps k de caractéristique zéro, tout
k-groupe localement de type fini sur k est lisse sur k.

En effet, il est alors clair que le k-Module wg . est localement libre, donc (1.7) G
est lisse sur & au point unité e, et donc lisse sur k (1.3.1).

2. « Propriétés ouvertes » des groupes et des morphismes de groupes localement de
présentation finie

2.0. — Dans tout ce qui suit, S désignera un schéma quelconque; un S-schéma en
groupes sera appelé un S-groupe G. Etant donné un S-groupe G, nous noterons 7 ou
7a le morphisme structural G — S, ¢ la section unité, ¢ la symétrie et u le morphisme
de multiplication G xg G — G.

Etant donnée une propriété 4 (u) pour un morphisme de S-schémas u : X =Y,
nous dirons que & (u) est stable par changement de base si, chaque fois que u vérifie
P(u), il en est de méme du morphisme u(y+y, quel que soit le S-morphisme Y’ — Y.
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On dit que £ (u) est de nature locale pour la topologie T (cf. IV 4 et 6) si & (u) vérifie
les deux conditions suivantes :

a) Z(u) est stable par changement de base,

b) chaque fois qu’il existe une famille de S-morphisme Y; — Y couvrante pour
la topologie T et telle que chacun des morphismes uy,) vérifie & (u), alors u vérifie

Proposition 2.1. — Soit & (u) une propriété pour un morphisme de S-schémas. Suppo-
sons que P (u) soit de nature locale pour la topologie fidélement plate quasi-compacte.
Soient G et H deuzx S-groupes et u : G — H un morphisme de S-groupes. Supposons
G plat et universellement ouvert sur S. Soit W le plus grand ouvert de H au-dessus
duquel u vérifie la propriété P (u) et soit V.= u"1(W). Alors il existe un ouvert U de
S tel que V soit un sous-schéma en groupes ouvert de G | U.

L’existence d’un plus grand ouvert W de H au-dessus duquel u vérifie & (u) résulte
de ce que #(u) est de nature locale pour la topologie de Zariski. Puisque mg est
universellement ouvert, 7g(V) est un ouvert U de S. Il suffit de montrer que V est un
sous-schéma en groupes de G|U. Nous pouvons donc supposer que U = S.

Posons alors G' = G xsV, H' = HxgV,V/ =V xg VW' = W xg Vet v/ = u(y);
soit W/ le plus grand ouvert de H au-dessus duquel v’ vérifie & (u); puisque V est
plat et universellement ouvert sur S, il en est de méme de H' sur H, et le lemme
2.1.1 ci-dessous montre que W| = W’. Counsidérons alors ’automorphisme de V-
schémas a (resp. b) de G’ (resp. H'), translation & droite par le symétrique de la
section diagonale § (resp. par le symétrique de u(d)), défini par a(g,v) = (g-v~1,v),
(resp. b(h,v) = h - u(v™!),v)),quels que soient le morphisme T — S, g € G(T),
v € V(T) et h € H(T). Il est clair que v/ oa = bou’, ce qui montre que W’ est stable
par b, donc que V' est stable par a, si bien que V est un sous-schéma en groupes de

G.

Lemme 2.1.1. — Soit & (u) une propriété pour un S-morphisme u. Supposons P (u)
de nature locale pour la topologie fpqc. Soit f : X — Y un S-morphisme de schémas,
et soit g : Y' — Y un S-morphisme plat et ouvert. Soit W (resp. W}) le plus grand
ouvert de'Y (resp. Y') au-dessus duquel f (resp. f' = fiyr)) vérifie Z(u). Alors Wi =
W Xy Y'.

Posons W = W xy Y’; puisque & (u) est stable par changement de base, il est
clair que W/ € W/. Posons Wy = g(W}), V1 = f~1(W1) et V| = Vi xw, W} ; il est
clair que V| = f/~1(W). Puisque g est plat et ouvert, le morphisme W} — W déduit
de g est fidelement plat et ouvert, donc couvrant pour la topologie (fpqc). Puisque
le morphisme V] — W} déduit de f’ vérifie & (u), il en est de méme du morphisme
Vi — Wi déduit de f, donc W; € W, et W) C g~1(W;) C g~ 1(W) = W'; donc
W' =W/, cqfd.

Remarque 2.1.2. — Un grand nombre de propriétés pour un morphisme sont de nature
locale pour la topologie (fpqgc) (cf. EGA IVy, 2.6 et 2.7) ; citons celles d’étre plat, lisse,
non ramifié, étale (EGA IVy, 17.7.3), localement quasi-fini.
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La démonstration de 2.1 n’utilise en fait que des changements de base par des mor-
phismes plats ; la proposition s’appliquera donc a une propriété vérifiant la condition
b) de 2.0 relativement & la topologie (fpqc), et stables par changements de base par
des morphismes plats (exemple : celle d’étre quasi-compact et dominant).

Bien entendu, on peut énoncer une proposition analogue concernant les propriétés
de nature locale pour une topologie 7 plus fine que la topologie de Zariski, la condition
a vérifier sur G étant alors que mg soit universellement ouvert et couvrant pour la
topologie T.

En particulier, si G est plat et localement de présentation finie sur S, on a un énoncé
analogue pour les propriétés stables par changements de base par des morphismes plats
et localement de présentation finie, et vérifiant la condition b) de 2.0 relativement a la
topologie (fpqc) (par exemple, celles d’étre régulier, réduit, de Cohen-Macaulay, etc...
(EGA IV,, 6.8)).

Proposition 2.2. — Soient G et H deux S-groupes et u : G — H un morphisme de
S-groupes. Alors :

(i) Supposons G ou H plat sur S, et G ou H localement de présentation finie sur S,
alors le plus grand ouvert V de G tel que la restriction de w a 'V soit plate et localement
de présentation finie (resp. lisse, resp. étale) est un sous-schéma en groupes ouvert
de G|U, ou U désigne un ouvert convenable de S.

(i1) Supposons G ou H universellement owvert sur S, alors le plus grand ouvert V
de G tel que la restriction de u @ V soit universellement ouverte est un sous-schéma
en groupes ouvert de G|U, ot U est un ouvert convenable de S.

Montrons d’abord (i). Montrons que la restriction my de mg & V est plate et loca-
lement de présentation finie :

a) Si mg est plat (resp. localement de présentation finie), il en est de méme de 7.

b) Si 7y est plat (resp. localement de présentation finie), il en est de méme de 7y,
comme composé de la restriction de u a V et de 7.

Donc, dans les quatre cas envisagés dans 1’énoncé, my est plat et localement de
présentation finie, donc universellement ouvert (EGA IV, 2.4.6). Posons U = 7y (V) ;
U est donc un ouvert de S. Il suffit alors de montrer que V est un sous-schéma en
groupes ouvert de G|U; nous pouvons donc supposer que U = S.

Posons alors G’ = GxsV, H = HxgV, V! = VxgV et v’ = uy). Alors, V
étant plat et localement de présentation finie sur S, il en est de méme de H' sur H.
D’aprés EGA IVy, 17.7.4, V' est alors le plus grand ouvert de G’ tel que la restriction
de u’ & V' soit plate et localement de présentation finie (resp. lisse, resp. étale). Les
automorphismes a et b étant définis comme dans la démonstration de 2.1, il est alors
clair que V' est stable par a, donc que V est un sous-schéma en groupes de G.

Montrons (ii). La restriction my de mg & V est un morphisme universellement
ouvert, soit parce qu’il en est de méme de 7g, soit comme composé de la restriction
de u &V et de i dans le cas ol 7y est universellement ouvert. Posons U = 7y (V) ;
U est alors un ouvert de S. Il suffit de montrer que V est un sous-schéma en groupes
ouvert de G|U. Nous pouvons donc supposer que U = S.
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Posons comme précédemment G’ = GxgV, H = HxgV, V. = VxgVet v =
uy). Alors my : V. — S est surjectif et universellement ouvert, il en est de méme
de G’ — G, si bien que V'’ est le plus grand ouvert de G’ tel que la restriction de
u’ & V' soit universellement ouverte, en vertu de (EGA IVs, 14.3.4 et (ii)). Les
automorphismes a et b étant définis comme précédemment, il est alors clair que V’

est stable par a, donc que V est un sous-schéma en groupes de G.

Corollaire 2.3. — Soit G un S-groupe. Le plus grand ouvert V de G tel que V soit plat
et localement de présentation finie (resp. lisse, étale, universellement ouvert) sur S
est un sous-schéma en groupes ouvert de G|U, ot U désigne un ouwvert convenable de

S.

Il suffit d’appliquer 2.2 au cas ou H est le S-groupe unité et ot u est I'unique
morphisme de S-groupes G — H, car alors 7wy est un morphisme et 7g = 7 o u.

Corollaire 2.4. — Soit G un S-groupe ; supposons qu’il existe un voisinage X de la sec-
tion unité tel que X soit plat et localement de présentation finie (resp. lisse, resp. étale,
resp. universellement ouvert) sur S ; il existe alors un sous-schéma en groupes ouvert
V de G tel que V soit plat et localement de présentation finie (resp. lisse, resp. étale,
resp. universellement ouvert) sur S.

Il suffit d’appliquer 2.3 en remarquant qu’ici avec les notations de 2.2, on a (S) C
V, donc U =S.

Proposition 2.5. — Soit u : G — H un morphisme de S-groupes.

(i) Supposons que G soit plat et de présentation finie sur S aux points de sa section
unité, et que H soit de présentation finie sur S aux points de sa section unité. Alors
Uensemble U des points s € S tels que us soit plat (resp. lisse, resp. étale) est ouvert
dans S.

Si, en particulier, on suppose G plat sur S, et G et H localement de présentation
finie sur S, alors l'ensemble V des points de G ot u est plat (resp. lisse, resp. étale)
est égal a G|U.

(i1) Supposons que u soit localement de présentation finie (resp. localement de type
fini) auzx points de la section unité de G, et que, pour tout s € S, Gy soit localement
de type fini sur k(s) (condition vérifiée si G est de type fini sur S auzx points de la
section unité (1.3.1.1)). Alors, l’ensemble U des s € S tels que ug soit non ramifié
(resp. localement quasi-fini) est ouvert dans S.

Si on suppose de plus que u est localement de présentation finie (resp. localement
de type fini), alors 'ensemble V des points de G ot u est non ramifié (resp. quasi-fini)
est égal a G|U.

Montrons (i). Notons d’abord (1.3.1.1) que, pour tout s € S, G, est localement
de type fini sur k(s). Soit Y l’ensemble des points de H ol 7y est de présentation
finie, et soit X I’ensemble des points de u~1(Y) ol g est plat et de présentation finie.
Rappelons (EGA IV 1.4.2 et 11.3.1) que X (resp. Y) est ouvert dans G (resp. H). Soit
ux : X = Y le morphisme déduit de u. Puisque Y (resp. X) contient la section unité
de H (resp. G), la restriction nx de mg a X est surjective, et le morphisme S — X
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déduit de eg est une S-section de X. Soit Vx I'’ensemble des points de X ou ux est
plat (resp. lisse, resp. étale). Soit z € X et posons s = 7wx(x); alors d’apres (EGA
IV 11.3.10), (resp. 11.3.10 et 17.5.1, resp. 11.3.10 et 17.6.1), = appartient & Vx si
et seulement si us est plat (resp. lisse, resp. étale) au point z, ou, ce qui revient au
méme (1.3), si et seulement si u, est plat (resp. lisse, resp. étale). Par conséquent, on
a U=eg'(Vx) et Vx = 75" (U). Rappelons (EGA TV 11.3.1 (resp. 17.3.7)) que Vx
est ouvert dans X, donc dans G, si bien que U est ouvert dans S.

La seconde assertion résulte de ce qu’on vient de voir, car alors, X = G, Y = H,
Vx =V, done V = 75" (U).

L’assertion (ii) se montre de manieére analogue, en utilisant (1.3) et le fait que pour
qu'un S-morphisme u : X — Y localement de présentation finie (resp. localement de
type fini) soit non ramifié (resp. quasi-fini) en un point z € X, il faut et il suffit que,
si s désigne la projection de z sur S, ug soit non ramifié (resp. quasi-fini) au point
(EGA IV 17.4.2 et Erryyp 20).

Corollaire 2.6. — Soit uw: G — H un morphisme de S-groupes qui soit un morphisme
radiciel (ce qui est le cas si u est un monomorphisme (EGA I, 3.5.4)). On suppose G
et H localement de présentation finie sur S et G plat sur S. Alors l’ensemble U des
s € S tels que us soit une immersion ouverte est ouvert dans S, et la restriction de u
au-dessus de U est une immersion ouverte.

D’apres 2.5 (i), I’ensemble U’ des points s € S tels que ug soit étale est ouvert dans
S. Puisque u est radiciel, il en est de méme de us, quel que soit s € S, donc d’apres
EGA IVy, 17.9.1, on a U = U’, ce qui montre que U est ouvert. Enfin, d’apres 2.5 (i),
la restriction de u au-dessus de U est étale; puisque u est radiciel, cette restriction
est une immersion ouverte (EGA IVy, 17.9.1).

Proposition 2.7. — Soit G un S-groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) G est non ramifié sur S aux points de la section unité,
(ii) la section unité est une immersion ouverte,

(iii) G est de présentation finie sur S aux points de la section unité, et quel que
soit s € S, Gy est non ramifié sur k(s).

Si, de plus, on suppose G localement de présentation finie sur S, alors chacune des
trois conditions précédentes est équivalente a la suivante :

(iv) G est non ramifié sur S.

L’équivalence des assertions (i) et (ii) résulte du lemme plus général 2.7.1 ci-dessous.
Remarquons (1.3.1.1) que 'une ou lautre des conditions (i) ou (iii) entraine que, quel
que soit s € S, Gs est localement de type fini sur k(s). Alors (EGA TVy, 17.4.1),
Passertion (i) équivaut au fait que, quel que soit s € S, G, est non ramifié sur x(s) au
point eg, unité de Gg, ou encore (1.3.1), au fait que Gy est non ramifié sur £(s), donc
les assertions (i) et (iii) sont équivalentes. Enfin, si G est localement de présentation
finie sur S, les assertions (iii) et (iv) sont équivalentes (EGA IVy, 17.4.1).
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Lemme 2.7.1. — Soit G un S-schéma muni d’une section €. Pour que G soit non
ramifié sur S aux points de cette section, il faut et il suffit que € soit une immersion
ouverte.

On sait déja que la condition est nécessaire (EGA IV, 17.4.1 a) = b")). Récipro-
quement, si & est une immersion ouverte, alors la restriction & £(S) du morphisme
structural C — S est un isomorphisme, donc G est non ramifié sur S aux points de

e(9S).

Corollaire 2.8. — Soit u : G — H un morphisme de S-groupes. Supposons que u soit
localement de présentation finie (resp. localement de type fini) et que pour tout s € S,
Gy soit localement de type fini sur k(s). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) u est non ramifié (resp. localement quasi-fini),

(i
(i) quel que soit s € S, us : G5 — Hy est non ramifié, (resp. localement quasi-fini),
(

ili) Keru est non ramifié (resp. localement quasi-fini) sur S,

(iv) la section unité S — Keru est une immersion ouverte (resp. les fibres de Keru
sont discretes).

Il est clair que les assertions (i) et (i)) sont équivalentes (EGA IVy, 17.4.1
(resp. Errpp 20). Le rappel 2.8.1 ci-dessous montre que (i) entraine (iii). De plus,
(iii) entraine que, quel que soit s € S, si e; désigne ’élément unité de Hy, (Keru), =
Kerus = ug *(es) est non ramifié (resp. localement quasi-fini) sur k(s), donc (puisque
k(s) — k(es)) que us est non ramifié (resp. quasi-fini) au point unité de G, donc que
us est non ramifié (resp. localement quasi-fini) (1.3). Donc (iii) entraine (ii). Enfin,
les assertions (iii) et (iv) sont équivalentes (2.7).

Rappel 2.8.1. — Rappelons (I) qu’étant donné un morphisme u : G — H de S-groupes,
on appelle noyau de u, et on note Keru, le sous-foncteur en groupes de G défini en
posant, quel que soit le morphisme f: T — S

Keru(T) ={a € G(T) |uca=ceno f}.

Il est clair (EGA T 4.4.1) que ce foncteur est représentable par le S-groupe G xS =
u~1(en(S)), noté simplement Ker u. En particulier, le morphisme structural Keru — S
se déduit de u par changement de base.

Lemme 2.9. — Soit m : G — S un morphisme admettant une S-section €.
(i) Si 7 est injectif, il est entier *).

(ii) Sim est localement de type fini, et si, pour tout s € S, 75 est un isomorphisme,
alors m est un isomorphisme (**).

(*)Cest aussi un cas particulier de EGA IV, 18.12.11, car 7 est évidemment un homéomorphisme
universel.
(**) C’est, aussi une conséquence immédiate de EGA IV, 18.12.6.
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Remarquons tout d’abord que, d’apres le lemme 2.9.1 ci-dessous, 7, étant un ho-
méomorphisme, est un morphisme affine.

Si 7w est injectif, £ est surjectif. Puisque ¢ est une immersion surjective, e(S) est
isomorphe au sous-schéma fermé de G défini par un Nilidéal Z de Ox. Puisque ¢ est une
S-section du morphisme 7, on a une décomposition en somme directe : Ox = Os &L
de Os-Modules. Puisque Z est un Nilidéal de Ox, T est évidemment entier sur Og,
donc Ox est entier sur Os, et 7 est entier.

Supposons maintenant que 7 soit localement de type fini. Alors € est localement de
présentation finie (EGA TV 1.4.3 (v)), donc Z est un idéal de type fini de Ox (EGA
IV, 1.4.1). Quel que soit s € S, on a Ox, = k(s) DL R e, k(). Par hypothese, € est un
isomorphisme, donc Z ®¢, £(s) = 0, pour tout s € S, donc a fortiori Z ® g, k(z) =0
pour tout x € X, ce qui entraine, d’apres le lemme de Nakayama, que Z = 0, donc
que 7 est un isomorphisme.

Lemme 2.9.1. — Soit f : X — Y un morphisme de schémas qui soit un homéomor-
phisme ; alors f est un morphisme affine *).

Il suffit de montrer que tout point y € Y possede un voisinage ouvert W tel que
la restriction de f au-dessus de W soit un morphisme affine. Soit donc y € Y, et
soit V un voisinage ouvert affine de y dans Y. Soit V/ = f=1(V). Alors V' est un
voisinage ouvert de x = f~1(y) dans X. Il existe un voisinage ouvert affine W’ de z
dans X contenu dans V’. Posons alors W = f(W’). Alors W est un voisinage ouvert
de y dans Y contenu dans le schéma affine V, donc W est séparé. Puisque W’ est un
schéma affine, la restriction de f au-dessus de W est alors un morphisme affine (EGA
I, 1.2.3).

Corollaire 2.10. — Soit G un S-groupe localement de type fini. Supposons que, quel
soit s € S, Gy soit le k(s)-groupe unité, alors G est le S-groupe unité.

Plus généralement :

Corollaire 2.11. — Soit f : X — Y un S-morphisme localement de type fini. Pour
que f soit un monomorphisme, il faut et il suffit que pour tout s € S, fs soit un
monomorphisme.

Il est clair que la condition est nécessaire ; montrons qu’elle est suffisante. Si, pour
tout s € S, f; est un monomorphisme, a fortiori pour tout y € Y, f, est un mono-
morphisme ; nous pouvons donc supposer que Y = S.

D’apres EGA 1, 5.3.8, pour montrer que f est un monomorphisme, il suffit de
montrer que Ay : X — X xgX est un isomorphisme, ou, ce qui revient au meéme,
que la premiere projection p : X xgX — X est un isomorphisme. Mais, si fs est
un monomorphisme, il résulte de méme de EGA I, 5.3.8, que la premiére projection
Xs X o(s) Xs = X, (qui s’identifie & p,) est un isomorphisme. Or p possede la S-section
Ay, donc le lemme 2.9 affirme que si pour tout s € S, p, est un isomorphisme, alors
il en est de méme de p, cqfd.

()ef. EGA IVy, 18.12.7.1 pour un résultat un peu plus général, se prouvant par la méme démons-
tration.



3. COMPOSANTE NEUTRE D’UN GROUPE DE PRESENTATION FINIE 209

Corollaire 2.12. — Soit G un S-schéma possédant une S-section €. Supposons que le
morphisme structural w: G — S soit fermé. Soit s € S tel que m soit de présentation
finie au point e(s), et que €5 : Spec(k(s)) — Gs soit un isomorphisme (ou, ce qui
revient au méme, que ms : Gy — Spec k(s) soit un isomorphisme). Alors il existe un
voisinage ouvert U de s dans S tel que € XxgU : U — G xg U soit un isomorphisme.

Soit V I'ensemble des points de G ou 7 est non ramifié ; on sait que V est ouvert
(EGA 17.3.7) et contient £(s). Donc U = 71(V) est un ouvert de S contenant s, et
tel que pour tout ¢ € U, 7 soit non ramifié en £(¢). On vérifie aisément que si 7 est
fermé, il en est de méme de m xg U, donc nous pouvons supposer que U = S.

Alors G — €(S) est une partie fermée X de G (2.7.1), ne rencontrant pas G, donc,
puisque 7 est fermé, w(X) est une partie fermée F de S ne rencontrant pas s; posons
U =S —F; alors U est un ouvert de S tel que € xg U soit un isomorphisme de U sur
G|U.

3. Composante neutre d’un groupe localement de présentation finie

3.0. — Etant donnée une partie A (resp. B) d’'un S-schéma X (resp. Y), par abus de
notation, A xg B désignera la partie de X xgY formée des points dont la premiere
projection appartient a A et a la deuxiéme a B.

Etant donnée une partie A d’'un S-groupe G, nous dirons que A est stable pour la
loi de groupe de G sion a: c(A) C A et u(A xgA) C A.

Définition 3.1. — Soit T un S-foncteur en groupes vérifiant la condition suivante :
(+) quel que soit s € S, le foncteur Ty = T ®g k(s) est représentable.

Soit alors TY la composante connexe de 1’élément neutre du r(s)-groupe Ts. On
définit un sous-S-foncteur en groupes de T, appelé composante neutre de T, noté TO,
en posant quel que soit le morphisme S" — S :

TS ) ={ueT(S)|VseS, usS,) cT}.

On a ainsi défini le foncteur T +— T° de (S/ch/s)-gr. dans (S/ch/s)-gr.
Remarque 3.2. — (i) Soit T un S-foncteur en groupes vérifiant la condition (+), alors
Lie (T°/S) = Lie (T/S), en vertu de I’exposé II.

(ii) Si T et T” sont deux S-foncteurs en groupes vérifiant (+), alors :

a) si T C T, alors T C T'?,

b) si TC T et T'Y C T, alors T® = T°,

c) si pour tout s € S, Ty est localement de type fini sur k(s), alors T satisfait la

propriété (+), et on a (T?)? = TY.

Proposition 3.3. — Soit T un S-foncteur en groupes vérifiant la condition (+) et soit
S" un S-schéma : alors (T xgS")? = T xS, autrement dit le foncteur T +— T°
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commute aux changements de base, i.e. le diagramme suivant est commutatif :

—_— 0 —_—

TT
(Schg)-gr. — (Schg)-gr.

|

-

(Sch g/ )-gr. — (Sch g/ )-gr.

Il suffit en effet de vérifier que, pour tout s’ € S’, dont on désigne par s I'image
dans S, on a : T @) k(s") = (T xsS) ®s ()", ce qui résulte de VI 1.1, car
(T xs8) ®g k(s") = Ts Dp(s) K(8").

Cas particulier 3.4. — Soit G un S-schéma en groupes; notons G° le sous-ensemble
de G réunion des G? lorsque s parcourt S. Alors G° est une partie de G stable pour
la loi de groupe de G (cf. 3.0), et quel que soit le morphisme S’ — S on a :

G(S") = {u e G(8) | u(8) c G°}.

Lorsque G° est une partie ouverte de G, il est clair que G° est représentable par le
sous-schéma de G induit sur Pouvert G°.

Proposition 3.5. — Soient S un schéma quasi-compact et quasi-séparé, et G un S-
groupe a fibres localement de type fini. Il existe alors un ouvert quasi-compact U de
G contenant GY.

La section unité € étant une immersion, €(S) est un sous-espace quasi-compact de
G, donc il existe un ouvert quasi-compact V de G qui contient £(S). Puisque S est
quasi-séparé, et que V est quasi-compact, V est quasi-compact sur S (EGA IV, 1.2.4),
donc V xg 'V est quasi-compact sur S, donc quasi-compact. Alors V-V = (V xgV)
est quasi-compact. Posons Vi = VN Gg, V¢ = VN GY Alors V2 est un ouvert de
GY, dense dans GY puisque G? est irréductible (VIo 4), donc V? - VY = GY (VI,
0.5), ce qui montre que Vs O GY, donc que V-V D G Enfin, puisque V - V est
quasi-compact, il existe un ouvert quasi-compact U de G contenant V -V et a fortiori
GO,

Corollaire 3.6. — Soit G un S-groupe a fibres localement de type fini et connexes.
Alors G est quasi-compact sur S.

Notre assertion étant locale sur S (EGA I, 6.6.1), on est ramené au cas ou S est
affine ; d’apres 3.5, il existe alors un ouvert quasi-compact U de G contenant G° = G,
donc G est quasi-compact, donc quasi-compact sur le schéma affine S (EGA I, 6.6.1

(v))-

Proposition 3.7. — Soit G un S-groupe localement de présentation finie; alors G° est
ind-constructible dans G. Si on suppose que G est quasi-séparé sur S, et que S est
quasi-compact et quasi-séparé, alors GV est constructible. Par conséquent si G est
quasi-séparé sur S, GY est localement constructible.
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Montrons d’abord la premiere assertion. Puisque 7 est localement de présentation
finie, étant donné s € S, il existe un ouvert U de G contenant £(s) et un ouvert
V de S contenant s tels que 7(U) C V et que le morphisme 7’ : U — V déduit
de 7 soit de présentation finie. Posons alors T = e~ *(U) et W = «/~(T). Alors le
morphisme 7" : W — T déduit de 7’ est de présentation finie, et admet comme section
le morphisme ¢” : T — W déduit de €. Pour tout ¢t € T, GY étant irréductible (VI
4), WN GY est dense dans G?, donc irréductible, donc connexe : c’est la composante
connexe de 7 '(t) contenant &”(t). La réunion WO des W N G?, pour ¢t € T, est
localement constructible dans W, d’aprés (EGA IV 9.7.12). Mais il résulte de (VI
0.5) que WO WY est égal & GON7~1(T). Or, puisque 7 est localement de présentation
finie, il en est de méme de p (VIo 1), donc du morphisme p” : W xt W — 7= 1(T)
déduit de p. Par conséquent G2Nw~1(T) = /" (W° x1 W) est ind-constructible dans
7~ YT) (EGA IV 1.9.5 (viii)), car puisque W? est localement constructible dans W,
il est clair sur W9 x1 WO est localement constructible dans W x1 W. Ce qui montre
que GY est ind-constructible dans G.

Supposons maintenant S quasi-compact et quasi-séparé et G quasi-séparé sur S;
alors (3.5), il existe un ouvert quasi-compact U de G contenant G°. Puisque G est
quasi-séparé sur S, G est quasi-séparé, donc 'ouvert U est rétrocompact (EGA TV,
1.2.7), et il suffit de montrer que G° est constructible dans U (EGA Oy, 9.1.8). De
plus, U étant quasi-compact, donc quasi-compact sur S (EGA IV, 1.2.4), et quasi-
séparé sur S, la restriction de & U est de présentation finie, et d’apreés (EGA IVg,
9.7.12), GY est localement constructible dans U, donc constructible dans U, puisque
U est quasi-compact et quasi-séparé (EGA IVy, 1.8.1).

Corollaire 3.8. — Soient Sg un schéma quasi-compact et quasi-séparé, I un ensemble
préordonné filtrant croissante, (;);c1 un systéme inductif de Os,-Algébres commu-
tatives et quasi-cohérentes, of = ligsz{i, S; = Spec pour i € I, et S = Spec.of
(cf. EGA II, 1.3.1). Soit G un So-schéma en groupes localement de présentation
finie. Alors d’application canonique ligGO(Si) — G%(S) est bijective.

Puisque G est localement de présentation finie sur S, I’application canonique
lim G(S;) — G(S) est bijective, d’apres EGA 1V, 8.14.2 ¢). Il s’ensuit immédiate-
ment que Papplication canonique lim G°(S;) — G%(S) est injective. Montrons qu’elle
est surjective. Soit s € G%(S) C G(S). 1l existe i C I tel que s se factorise au moyen
de s; € G(S;) a travers S — S; ; par hypothese, s71(G%) = S. Mais, d’apres 3.7, GY
est ind-constructible dans S, donc s;° 1(G_O) l'est dans S;. Il résulte alors de EGA 1V,
8.3.4, qu’il existe un indice j > i tel que sj_l(G_O) = S;, ol s; est 'application déduite
de s; par le changement de base S; — S;. Cela montre que s; € G%(S;), donc que s
provient d’un élément de thO(SZ-).

Proposition 3.9. — Soit G un S-groupe localement de présentation finie. Supposons que
GO soit représentable ; alors le morphisme canonique i : G° — G est une immersion
ouverte ; de plus, G° est quasi-compact sur S.
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Puisque G° est un sous-foncteur du foncteur G, le morphisme i est un monomor-
phisme, donc est radiciel. D’apres le définition du foncteur G, on vérifie immédiate-
ment sur la définition (EGA IVy, 17.1.1) que ¢ est un morphisme formellement étale
(en remarquant que G° est 'image de i dans G). Enfin, il résulte de la caractérisa-
tion (EGA IVgs, 8.14.2 ¢)) des S-schémas localement de présentation finie & I’aide du
foncteur qu’ils représentent, et de 3.8, que, puisque G est localement de présentation
finie sur S, il en est de méme de G°. Donc i est localement de présentation finie ; c’est
donc un morphisme radiciel et étale ; donc une immersion ouverte (EGA IVy4, 17.9.1).

La derniere assertion résulte de 3.6.

Théoreme 3.10. — Soit G un S-groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) G est lisse sur S aux points de la section unité.

(ii) G est plat et localement de présentation finie sur S aux points de la section
unité, et pour tout s € S, G est lisse sur k(s).

(iii) 1l existe un sous-schéma en groupes ouvert G' de G, lisse sur S.

(iv) GO est représentable par un sous-schéma ouvert de G, lisse sur S.

Il est clair que (iv) entraine (iii), que (iii) entraine (i), que (i) entraine (iii) (2.4) et
que (i) équivaut & (ii) (1.3.1 et EGA IV 17.5.1).

Montrons enfin que (iii) entraine (iv). Le lemme 3.10.1 ci-dessous montre que G’
contient G, et que G’° = G2 Comme il suffit de montrer que G° est ouvert dans
G (3.4), on peut supposer que G’ = G. Alors 7 est localement de présentation finie,
donc, étant donné s € S, on peut construire, comme dans la démonstration de 3.7, un
ouvert T de S contenant s, et ouvert W tels que le morphisme 7"/ : W — T déduit
de 7’ soit de présentation finie et admette comme section le morphisme ¢’ : T — W
déduit de e. Pour tout t € T, WN GY est alors la composante connexe de " ~1(¢)
contenant €”(t). Puisque 7 est lisse, il en est de méme de 7" qui est donc réduit et de
présentation finie : alors (EGA IV 15.6.5), la réunion W des W N GY pour ¢t € T est
ouverte dans W. Mais il résulte de (VI 0.5) que WO WO est égal &4 GON7—1(T). Pour
montrer que GO est ouvert, il suffit de montrer que tout s € S possede un voisinage
T dans S tel que GY N7~ 1(T) soit ouvert dans 7—1(T). Nous pouvons donc supposer
désormais que T = S ; il reste & montrer que W?- W0 est ouvert dans G. Puisque 7 est
universellement ouvert, il en est de méme de p (VI 1). Donc puisque W est ouvert
dans G, il en est de méme de W? - WO = (WY xg W?).

Ce résultat sera amélioré en 4.4.

Lemme 3.10.1. — Soit G un S-groupe & fibres localement de type fini. Alors tout
sous-schéma en groupes ouvert G’ de G contient G2, et vérifie : G° = G'0.

Soit s € S; posons G = GL,NGY; alors G” est un ouvert de GY, qui est dense dans
GY puisque GY est irréductible (VI 4), donc G - G” = G? (VI4 0.5), ce qui montre
que G2 = G”.G” c G, -G, =G/, donc que G C G’. Donc G° est un sous-foncteur
du foncteur G/, et il résulte de 3.2 (ii) ¢) que G’® = G, donc G’° = G°.

Proposition 3.11. — Soient G et H deux S-groupes localement de présentation finie, et
u: G — H un morphisme de S-groupes ; alors, siu est plat, lapplication u® : G® — H°
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déduite de u est surjective; la réciproque est vraie si G est plat sur S et si H est a
fibres réduites.

Supposons donc u plat ; alors pour tout s € S, ug est plat et localement de présen-
tation finie, donc ouvert (EGA 2.4.6), donc le morphisme u? : G2 — HY est dominant.
Puisque GY est de type fini sur x(s) (VIa 4) et que Hy est séparé sur s(s) (VIx 2),
u? est quasi-compact (EGA 1, 6.6.4) donc surjectif (1.2). Donc u" est surjectif.

Réciproquement, supposons u® surjectif, G plat sur S et H & fibres réduites. Alors,
pour tout s € S, u? est surjectif, et Hy est réduit ; donc H? est localement noethérien
et integre, et u est de type fini, donc plat au point générique de G5 (EGA IV 6.9.1),
donc us est plat (1.3), si bien que u est plat (EGA IV 11.3.11).

4. Dimension des fibres des groupes localement de présentation finie

Proposition 4.1. — Soit G un S-schéma localement de type fini, muni d’une S-section
g, et tel que pour tout s € S, on ait dim G, = dim,(,) G, (ce qui est le cas si G est
un S-groupe (1.5)). Alors la fonction s — dim Gy est semi-continue supérieurement
dans S. Si de plus, G est localement de présentation finie sur S, cette fonction est
localement constructible.

Soit m : G — S le morphisme structural. Le théoréme de Chevalley (EGA IV3,
13.1.3) affirme que la fonction x — dim, 7~ !(7(z)) est semi-continue supérieurement
dans G. Or, pour tout s € S, dim G, = dim 7~ (s) = dim.(,) 7' (7((s))) ;et puisque
la fonction s +— e(s) est continue dans S, la fonction composée s — dim G est semi-
continue supérieurement dans S.

Supposons G localement de présentation finie sur S. Pour montrer que la fonction
s — dim G est localement constructible, on voit en raisonnant comme précédemment
qu'il suffit de montrer que la fonction z + dim,, 7= (7(z)) est localement constructible
dans G, ce qui résulte de EGA IV3, 9.9.1.

Proposition 4.2. — Soit G un S-schéma localement de présentation finie, muni d’une
S-section ¢ et vérifiant les deux conditions suivantes :

a) Pour tout s € S et tout ¢ € Gs, on a dim Gy = dim, G, (ou, ce qui revient
au méme, pour tout s € S, toutes les composantes irréductibles de Gs ont méme
dimension).

b) Pour tout s € S, si on note GY la composante connexe de Gy contenant (s),
GY est géométriquement irréductible.

(Rappelons qu’un S-groupe G vérifie les conditions a) et b) (1.5 et VI 4.1)). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est universellement ouvert sur S aux points de GY.
(i bis) G est universellement ouvert sur S en les points de &(s).

(ii) La fonction t — dim G; est constante dans un voisinage de s dans S.
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Evidemment (i) = (i bis). Montrons que (i) bis entraine (ii). Soit T ’ensemble des
t € S tels que dim G; = dim Gg. D’apres 4.1, T est localement constructible, donc
(EGA IV 1.10.1) pour montrer que T est un voisinage de s, il suffit de montrer que
toute générisation s’ de s appartient & T. Or (EGA IV 14.3.13 ') si « désigne le point
générique de GY, on a, pour toute générisation s’ de s : dim Gy > dim, G, = dim G ;
or, d’apres (4.1), la fonction s — dim G, étant semi-continue supérieurement, on a
dim G4 < dim Gy ; donc s € T, cqfd

Montrons que (ii) entraine (i). Puisque 7 est localement de présentation finie, il
existe un ouvert U de G contenant (s) et un ouvert V de S contenant s tels que
m(U) C V et que le morphisme 7’ : U — V déduit de m soit de présentation finie.
Posons alors T = ¢~ }(U) et W = 7#/~}(T) = Un 7~ !(T). Alors le morphisme 7" :
W — T déduit de 7" est de présentation finie et admet comme section le morphisme
g” . T — W déduit de €. De plus, pour tout t C T, G? étant irréductible, W N GY est
dense dans GY, donc irréductible, donc connexe : c’est donc la composante connexe
de 7" 71(t) contenant ¢”(t). D’apres (EGA 1V3, 10.7.1 et 10.6.2), W N GY étant un
ouvert dense de G?, on a dim(W N GY) = dim GY = dim G4, donc la fonction t
dim W N GY est constante dans un voisinage de s dans T. Montrons enfin que, quel
que soit t € T, W N GY est géométriquement irréductible : soit K une extension de
k(t), alors (W N GY) @) K = (W ®41) K) N (G @1y K) est un ouvert non vide de
G? ®4(1) K, qui est irréductible, donc est irréductible.

Nous sommes alors dans les conditions d’application de EGA IV, 15.6.6 (ii), qui
affirme que 7" (donc 7) est universellement ouvert aux points de W N GY. Mais,
d’aprés EGA TV3, 14.3.3.1 (ii), le sous-ensemble de G, formé des points ol 7 est
universellement ouvert est formé dans G, ; puisqu’il contient WNGY, il contient donc
son adhérence G, cqfd.

Corollaire 4.3. — Soit G un S-groupe plat et localement de présentation finie. Alors
la fonction s — dim Gy est localement constante sur S.

Cela résulte immédiatement de 4.2, car tout morphisme plat et localement de
présentation finie est universellement ouvert (EGA IV, 2.4.6).

Corollaire 4.4. — Soit G un S-groupe localement de présentation finie sur S aux points
de la section unité. Considérons les conditions :

(i) G est lisse sur S aux points de la section unité (cf. 3.10).

(ii) Pourtout s € S, Gy est lisse sur k(s), et la fonction s — dim G4 est localement
constante sur S.

(iii) Pour tout s € S, Gy est lisse sur k(s), et il existe un voisinage V de la section
unité tel que la restriction a V du morphisme structural m: G — S soit universellement
ouverte.

(iv) Pour tout s € S, G est lisse sur k(s), et GV est représentable par un sous-
schéma en groupes ouvert de G, universellement ouvert sur S.

Alors on a les implications suivantes : (1) = (i) < (iii) & (iv).
Si on suppose de plus S réduit, alors les conditions (1) a (iv) sont équivalentes, et
impliquent que GO est lisse sur S.
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Montrons que (i) entraine (ii). D’apres (EGA IV 17.10.2) la fonction = +—
dim, 77! (7(z)) = dim 7~ (7(z)) (1.5) est continue au voisinage de la section unité;
donc la fonction s — dim G4 est continue dans S, donc localement constante dans S.
D’autre part, pour tout s € S, G, est lisse sur x(s) (1.3.1).

Montrons que (ii) entraine (iv). La question est locale sur S, car il suffit de montrer
que G° est ouvert dans G (3.4), les propriétés de GO citées dans I’énoncé résultant
alors de (2.4, 4.2). Etant donné s € S, construisons comme dans la démonstration de
(3.10), W, T, 7", " et WO. 1l résulte alors de EGA IV3, 15.6.7, que W est ouvert
dans W. Il résulte de (4.2) que 7 est universellement ouvert en tout point de W, donc
(VIA 1) p est universellement ouvert en tout point de W° xg W9, ce qui montre que
WO . WO est ouvert, et on termine comme dans la démonstration du théoréme 3.10.

Il est clair que (iv) entraine (iii).

Le fait que (iii) entraine (ii) résulte de (4.2) appliqué & V.

Montrons enfin que si S est réduit, (iv) entraine (i) : on peut supposer évidemment
G = GY donc G est de présentation finie sur S en vertu de (5.4) ci-dessous, et la
conclusion résulte alors de (EGA IV3, 15.6.7) (impliquant que G est plat sur S) et de
(3.10).

5. Séparation des groupes et espaces homogeénes

Proposition 5.1. — Pour qu’un S-groupe G soit séparé, il faut et il suffit que la section
unité de G soit une immersion fermée.

La condition est nécessaire (EGA I, 5.4.6) ; elle est suffisante en vertu du diagramme
cartésien suivant (cf. VI 3) :

o(id. c
G xg G 2009

G S

Proposition 5.2. — Si S est discret, tout S-groupe est séparé.

En effet, S est alors égal a [, qSpec Os s, et il suffit de montrer que pour tout
s € S, G| Spec Os 5 est séparé (EGA 1 5.5.5), ce qui résulte de VI, 2, puisque O 5 est
un anneau local artinien.

Théoréme 5.3. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes localement de pré-
sentation finie sur S et universellement ouvert le long de la section unité, H un S-
schéma sur lequel G opere de facon que le morphisme :

GxH-—HxH
S S

(g,h) = (gh,h)
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soit surjectif (intuitivement H est un espace homogéne sous G). On suppose de plus
que pour tout s € S, il existe un sous-schéma ouvert U de H, séparé sur S, tel que Uy
soit dense dans Hy. Alors H est séparé sur S.

Corollaire 5.4. — Soient S, G, H comme ci-dessus et, supposons de plus H a fibres
connezes, alors X est séparé sur S et quasi-compact sur S.

En effet, comme Hg est connexe, Hy est aussi irréductible (s’il n’est pas vide) de
sorte que si U est un ouvert affine de H tel que Uy soit non vide, Uy est dense dans
H,, et le théoreme s’applique.

Corollaire 5.5. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes, localement de
présentation finie, a fibres connexes, et universellement ouvert sur S. Alors G est
séparé et de présentation finie sur S.

En effet, on vient de voir que G est séparé sur S, donc quasi-séparé. D’autre part
G est quasi-compact sur S d’apres 3.6.

5.6. — Démonstration de 5.3. Avant d’établir 5.3, prouvons quelques lemmes. Le
lemme suivant remplace avantageusement EGA IVg, 19.5.10 en ce qu'il est indépen-
dant d’hypotheses noethériennes.

Lemme 5.6.1. — Soient S un schéma, f : X — S un S-schéma localement de pré-
sentation finie, s un point de S, x un point fermé de X, z le point générique d’une
composante irréductible Z. de X, contenant x telle que dim,(X,) = dimZ et sup-
posons que f soit universellement ouvert en z (donc aussi en x). Alors il existe un
morphisme g : S” — S" — S avec S’ — S étale de présentation finie couvrant s,
S" — 'S, fini, de présentation finie, surjectif, tel que g~1(s) soit réduit a un point s",
et un S-morphisme h : S"” — X tel que h(s") = X.

Il est clair que 'on peut supposer X affine de présentation finie sur S, puis par
passage a la limite remplacer S par Spec Jsg s, puis supposer S strictement hensélien,
de point fermé s. Soit alors n = dim, X,. Le choix d’un systéme de parametres de
Ox, » et le « Main Theorem », montrent alors, que quitte & restreindre X, il existe
un S-morphisme quasi-fini et de présentation finie v : X — S[Ty,...,T,] =Y. De
plus u(x) est un point fermé de Y, et on peut supposer que u~!(u(x)) a un espace
sous-jacent réduit a un point. Soit V le sous-schéma de X image réciproque par u
d’une section de Y au-dessus de S passant par u(x). Donc V est quasi-fini sur S et
contient z comme unique point au-dessus de s. Comme S est hensélien, V.=V’ [[ V",
avec V' fini sur S et V” au-dessus de S — s, de sorte que V' est spectre d’'un anneau
local. Montrons que V' — S est surjectif. Pour cela, on peut remplacer S par le sous-
schéma fermé réduit sous-jacent a une composante irréductible de S, puis supposer S
normal, donc géométriquement unibranche. Comme f est universellement ouvert en
z, il existe une composante irréductible 3 de X contenant z et équidimensionnelle sur S
(de dimension relative n) au point z. Comme u est quasi-fini et Y de dimension relative
n, nécessairement 3 domine Y. Toujours parce que u est quasi-fini, j va étre aussi
équidimensionnelle sur Y au point . Comme Oy ,,(;) est géométriquement unibranche
(EGA 1Vs, 14.4.1.1.), le théoreme de Chevalley nous dit que w est universellement
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ouvert en z, donc V et aussi V' sont universellement ouverts sur S en z, a fortiori, V'
domine S.

Corollaire 5.6.2. — Soient S, G, H, s, comme dans le théoréme, U un sous-schéma
ouvert de H tel que Uy soit dense dans Hg, et soit T une partie de Hy. Alors il existe
un morphisme g : 8" — S" — S comme dans le lemme 1 et un élément b € G(S”) tel
que g~ (T) soit contenu dans b - U.

Quitte a restreindre S, on peut supposer qu’il existe un voisinage ouvert V de la
section unité de G qui est de présentation finie et universellement ouvert sur S. On
va construire b dans V(S”). On voit alors que 'on peut encore remplacer S par le
spectre d’un hensélisé strict de O 5. On peut supposer les a; € T fermés dans H,. Si
certains des points a; ont des corps résiduels qui sont des extensions (nécessairement
radicielles finies) non triviales de k(s), quitte & faire une suite finie d’extensions plates,
finies, de présentation finie, du type Og s — Os 4[T]/(TP — z) (x € Os,s), on voit que
I’on peut supposer les a; rationnels. L’hypothese faite sur H entraine qu’il existe,
pour i =0,1,...,n, des points fermés b, de G; x X, qui s’en vont, par le morphisme
canonique, sur les points (a;,ap) de Xg x X;. Procédant comme plus haut, on peut
supposer les b} rationnels, donc de la forme (b;, ho), ot b; € Gs(x(s)) est tel que
a; = b; - ag. Soit alors Wy I'ouvert de G4 image réciproque de Uy par le morphisme :
b b-ag. L’hypothese faite sur Ug entraine que W, est dense dans Gg. Si b est un
point rationnel de Gg, on a alors les équivalences suivantes :

a; € bs-Ug <= b 'b;i-ap € Uy <= b, 'b; € W, <= b, € bW 1.

Comme Wy est dense dans Gg, il en est de méme des biW;l et de leur intersection. On
peut donc trouver un point fermé x de Vg N [N;5;W1]. Quitte & faire une extension
finie surjective, de présentation finie, on peut supposer, d’apres le lemme 1, qu’il existe
une section b de G passant par z. Il est clair que la section b répond a la question.

Lemme 5.6.3. — Soit X un S-schéma. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) X est séparé sur S.
(ii) Pour tout S-schéma T, toute section h : T — X est une immersion fermée.

(iii) Pour tout S schéma réduit T, deux morphismes fi1 et fo : T — X qui coincident
sur un ouvert dense U de T coincident.

(iv) Pour tout S-schéma T, tout point t € T et tout couple de points rationnels 1,
xo de Xy = X Xg Speck(t), il existe un morphisme g : T — T — T avec T — T
ouvert, T” — T fermé dominant, tel que g~(t) # O, et enfin un sous-schéma ouvert
V de Xn, séparé sur T”, qui contienne g=1(x1) et g~ (2).

(i) = (iv) : on prend T =T et V = Xr.

(iv) = (iii) : on peut supposer T = S. Comme T est réduit, pour voir que fi; = fo,
il suffit alors de voir que f; = fo ensemblistement. Soit donc ¢t € T et montrons que
f1(t) = fa(t). Soit g : T — T — T comme dans (iv). Comme U est dense dans T et
que T — T est ouvert, I'image réciproque U’ de U dans T’ est dense dans T'. Soit U’
I'image réciproque de U’ dans T” et U” son adhérence dans T”. Comme T” — T” est
fermé dominant, U” — T’ est surjectif, donc U” A g~1(t) n’est pas vide. Il est clair
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alors que 'on peut remplacer U et T par les sous-schémas réduits de T” ayant U” et
U” pour espaces sous-jacents et remplacer fi et fo par leurs images réciproques par
le changement de base U” — T. Bref, nous pouvons supposer qu'il existe un ouvert
V de Xr, séparé sur T qui contient fi(t) et fa(t). Soit W = f7H(V) A f51(V), clest
un ouvert de T, contenant ¢, et UN W est dense dans W. On peut donc remplacer T
par W. Mais alors il est clair que f1 = fa, donc f1(t) = fa(t).

(iii) = (ii). On peut supposer T réduit. Soit E le sous-schéma h(T) de Xt et soit E
le sous-schéma fermé réduit de X ayant 'adhérence de E pour espace sous-jacent, de
sorte que E est un sous-schéma ouvert dense de E. Aprés changement de base E — S;
on a deux sections de Xg qui coincident sur E, donc elle coincident et par suite E = E.

(ii) = (i). On prend T = X et pour h la section diagonale.

Le théoréme résulte alors trivialement du lemme 2 iv) = i) et du corollaire au
lemme 1.

Contre-exemple 5.6.4. — Tout S-groupe G n’est pas séparé. Soit S un schéma ayant
un point fermé non isolé s; soit G le schéma obtenu en recollant deux exemplaires de
S le long de V'ouvert S — {s}, on voit aisément que G n’est pas séparé sur S, et qu’il
est muni d’une structure naturelle de groupe dont toutes les fibres sont neutres, sauf
la fibre G, qui est isomorphe au groupe & deux éléments Z/27Z.

Corollaire 5.6.5. — Soit G un S-groupe localement de présentation finie, a fibres
connezes, et universellement ouvert sur S ; alors G est de présentation finie sur S.

Cela résulte de 5.3 et 3.6.

Remarque 5.6.6. — Une démonstration analogue a celle du théoreme 5.3, mais utili-
sant 4.7 permet d’établir le résultat suivant :

Soit G un S-groupe localement de présentation finie et universellement ouvert sur
S aux points de G%. Soient o et 7 deux S-sections de G° (i.e. soient 0,7 € G°(S)).
Alors le sous-schéma de S des coincidences de o et 7 est fermé.

6. Sous-foncteurs et sous-schémas en groupes (*)

Définition 6.1. — (i) Soient X un S-foncteur (c’est-a-dire un foncteur de (Schg)°
dans (Ens)), G un S-foncteur en groupes, u et v deux S-morphismes de X dans G.
On appelle transporteur de u dans v et on note Transp(u,v) le sous S-foncteur T de
G défini par T(S") = {g € G(Y) | (int g) o ugr = vg/}.

(ii) Soient G un S-foncteur en groupes, X et Y deux sous S-foncteurs de G; on
appelle transporteur de X dans Y (resp. transporteur strict de X dans Y) et on note

()Sur ce méme theme, voir également les résultats de XI 6, dont la place naturelle serait dans
le présent exposé VIg. On y trouvera en particulier des critéres de représentabilité pour certains
sous-foncteurs en groupes d’un schéma en groupes donné.
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Transp(X,Y) (resp. Transpstr (X, Y)) le sous-S-foncteur T de G défini par T(S') =
{g € G(Y) | (int g)(Xs/) C Yg (resp. (int g)(Xs/) = Ys)}. Notons qu'on a

Transpstr, (X, Y) = Transp, (X, Y) N ¢(Transp (Y, X)),

ou ¢ désigne la symétrie de G.

(iii) Soient G un S-foncteur en groupes, X un S-foncteur, u un S-morphisme de
X dans G; on appelle centralisateur de u le sous-S-foncteur en groupes Centr(u) =
Transp(u, u) de G.

(iv) Soient G un S-foncteur en groupes, H un sous-S-foncteur de G, i le S-mor-
phisme canonique H — G; on appelle centralisateur (resp. normalisateur de H
dans G) le sous-S-foncteur en groupes de G Centr H = Centr(i) = Transp(i, i)
(resp. Normy H = Transpstr, (H,H)). Enfin, on appelle centre de G le S-foncteur en
groupes Centr G = Centrg G.

Proposition 6.2. — Soit G un S-groupe. Considérons pour un sous-foncteur T du fonc-
teur G, la propriété suivante :

(+¢) pour tout s € S, T est représentable par un sous-schéma fermé de Gg.

(i) Soient X un S-schéma et u et v deux S-morphismes de X dans G. Alors
Transp(u, v) vérifie la condition (+t).

(ii) Soient u:X — G et v:Y — G deur monomorphismes de schémas ;

(1) si, pour tout s € S, vy est une immersion fermée, alors TranspG(X,Y)
vérifie la condition (+¢) ;

(2) si, pour tout s € S, us et vy sont des immersions fermées, alors
Transpstr,(X,Y) vérifie la condition (+r).

(ili) Soit v : H— G un monomorphisme ; alors Centr H vérifie la condition (+4) ;
si, de plus, pour tout s € S, us est une immersion fermée, alors Normq H vérifie la
condition (+t).

(iv) Soit u: X — G un morphisme ; alors Centr(u) vérifie la condition (+).

1 suffit de démontrer (i) et (ii) ; 'assertion (i) résulte de VIIT 6.5 b) *) appliqué aux
S-morphismes : q1, g2 : G = Homg (X, G) définis par ¢i(g) = (int g) o u et ¢g2(g) = v,
compte tenu de ce que pour tout s € S, Gy est séparé (VI5 2). L’assertion (ii) résulte
de VIII 6.5 e).

Remarque 6.3. — Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe et H un
sous-schéma en groupes de G ; supposons G et H de type fini sur k et réduits; alors
Norm, H (resp. Centr; H) est représentable par un sous-schéma en groupes de G, dont
le sous-schéma réduit associé n’est autre que le normalisateur (resp. le centralisateur)
de H dans G au sens de Bible.

(*)Le lecteur observera que les développements de (VIII n°6 et de XI n°6) ne dépendent pas des
numéros antérieurs de ces exposés, ni des exposés VI et VII, et auraient pu venir dés le présent
exposé, ou était leur place naturelle.
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Proposition 6.4. — Soient G un S-groupe, et u : X — G un monomorphisme de S-
schémas. Posons T = TranspG (X, X). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est un sous-foncteur en groupes de G.
(ii) T = Transpstr (X, X) = Norm, X.

Ces conditions sont vérifiées dans chacun des deuz cas suivants :
a) X est de présentation finie sur S.

b) T est représentable par un schéma de présentation finie sur S.

L’équivalence des conditions (i) et (ii) résulte de ce que, quel que soit le mor-
phisme S’ — S, quels que soient ¢, ' € T(S'), on a t-t € T(S), et de ce que
Transpstr (X, X) = T Ne(T) (cf. 6.1 (ii)).

Placons-nous dans le cas a). Soit t € T(S), alors int(¢) est un monomorphisme de X
dans X, donc un S-automorphisme de X (EGA IVy, 17.9.6), si bien que ¢ appartient
a Transpstr (X, X), d’ott a).

Dans le cas b), il est clair que pu(T xgT) C T, et Passertion résulte du lemme
suivant :

Lemme 6.4.2. — Soit G un S-schéma de présentation finie, muni d’une loi associative
(au sens de EGA Oy 8.2.5). Supposons que pour tout S-schéma S’ et tout g € G(S'),
les translations a droite et a gauche par g dans l'ensemble G(S') soient injectives et
que G(S) # @. Alors G est un S-groupe.

Il suffit de montrer que, quel que soit le S-schéma S’; 'ensemble G(S’) est un
groupe ; or, de 'hypothese résulte aussitot que les translations a droite et a gauche
par tout élément g € G(S’) dans Gg sont des S-monomorphismes de Gg/ dans Gg:.
Ce sont donc des S-automorphismes, puisque G est de présentation finie sur S (EGA
IVy, 17.9.6), si bien que les translations & droite et & gauche par g dans I’ensemble
G(S’) sont bijectives, et on est ramené au lemme suivant :

Lemme 6.4.3. — Soit G un ensemble non vide muni d’une loi associative telle que les
translations a droite et a gauche soient bijectives. Alors G est un groupe.

La démonstration est laissée au lecteur.

Définition 6.5. — Soient G un S-groupe et soit v : H — G un monomorphisme.
On appelle centralisateur connexe de H dans G et on note Centr% H la composante
neutre du foncteur Centr H (cf. 3.1 et 6.2 (iv)). Lorsque pour tout s € S, us est
une immersion fermée (ce qui a lieu lorsque H est un S-schéma en groupes, que G et
H sont localement de type fini sur S et que w est un S-morphisme de groupes quasi-
compact (1.4.2)), on appelle normalisateur connexe de H dans G, et on note Norm® H
la composante neutre du foncteur Normg H. Etant donné un morphisme u : X — G,
on définit de méme le foncteur Centr”(u).

Proposition 6.5.1. — Soient G un S-groupe localement de présentation finie et quasi-
séparé sur S, H un S-groupe lisse a fibres connexes et u : H -+ G un monomorphisme.
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Soit N le normalisateur de H dans G (cf. T ou 6.1). On verra (XI 6.11) ) que N est
représentable par un sous-schéma en groupes fermé de G et de présentation finie sur
G. Ceci étant, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le morphisme canonique H — N est une immersion ouverte.

(i) N° = H (cf. 3.10).

(iii) Pour tout s € S, on a : Hy = (N;)°.

La condition (i) entraine (i) d’apres le lemme 3.10.1, puisque H® = H. D’autre
part, il est clair que (ii) entraine (iii), car Hy = (N9); = (N,)°.

Montrons enfin que (iii) entraine (i). Puisque Hg = (N°),, quel que soit s € S, alors
Hs; — Ny est une immersion ouverte. De plus, H et N sont localement de présentation
finie sur S, et H est plat sur S, donc (EGA IVy, 17.9.5), H — N est une immersion
ouverte.

Définition 6.6. — Soient G un S-foncteur en groupes, H un sous-S-foncteur en groupes ;
on dit que H est invariant (resp. central, resp. caractéristique) dans G si Norme H = G
(resp. si Centrg H = G, resp. si, quels que soient le S-schéma T et 'automorphisme
a € Autpg (Gr) on a : a(Hr) C Hy), autrement dit, si, quel que soit le S-schéma
T, le sous-groupe H(T) de G(T) est invariant dans G(T) (resp. central dans G(T),
resp. invariant par tout automorphisme de Gr).

Si H est central (resp. caractéristique), il est invariant.

Remarque 6.7. — Soient G et H deux S-groupes et v : H — G un monomorphisme.
Pour que H soit invariant (resp. central, resp. caractéristique) dans G, il faut et il
suffit que le morphisme

o (copry, po (uxidg)) :H>S<G—>G
(défini par (h,g) — g~ ' - hg quels que soient g € G(S') et h € H(S')) se factorise

a travers u (resp. soit égal & u o pry, resp. que pour tout S-schéma T et tout T-
automorphisme de groupe a de G xg T, a o u(T) se factorise a travers u(T)).

Exemple 6.8. — Soit G un S-foncteur en groupes. Alors Centr G est caractéristique et
central. Si, pour tout s € S, G, est représentable, G° est caractéristique. Cela résulte
des définitions et de 3.3.

7. Sous-groupes engendrés ; groupe des commutateurs

Dans ce numéro, k désigne un corps fixé.

Proposition7.1. — Soient G un k-groupe, (X;);c1 une famille de k-schémas séparables
(EGA IV 4.6.2) ; pour tout i € 1, soit f; : X; = G un k-morphisme.

(*)Voir la note () de la page précédente.
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(i) Il existe un plus petit sous-k-schéma en groupes fermé de G majorant chacun
des fi, soit T'a((fi)ic1). C’est un k-schéma séparable, donc lisse dans le cas ot G est
supposé localement de type fini sur k.

(ii) Posons X = [[;c; Xy, et soit f : X = G le morphisme dont la restriction a
X; est fi, pour tout i € 1. Posons X! = X[[X, soit f! : X! — G le morphisme
dont les restrictions ¢ X sont respectivement f et co f. Pour tout n > 1, posons
Xm = Xt xp X et f7 = po (fixpfh : X® = G.Alors Tq((fi)ie1) est le
sous-schéma réduit de G ayant pour espace sous-jacent l'adhérence de la réunion
des f™(X™), pourn > 1.

(i) Pour tout k-schéma S, T'c((fi)ic1)s est le plus petit sous-schéma en groupes
fermé de Gg majorant chacun des f; s : Xg — Gg. Si on suppose que G est localement
de type fini sur k, alors Tq((fi)ie1)s est le plus petit sous-schéma en groupes de Gg
majorant chacun des f;s.

Remarquons tout d’abord que, pour démontrer (i) et (iii), en définissant X et f
comme dans (ii), on est ramené au cas ou I est réduit & un élément.

Soit H le sous-schéma réduit de G d’ensemble sous-jacent (J,,-, f"(X™). Alors H est
séparable (EGA IV 11.10.7). Il est clair que tout sous-schéma fermé de G qui domine
f domine aussi H. Donc pour montrer (i) et (ii), il suffit de montrer que H est un
sous-schéma en groupes de G, donc que la restriction de ¢ a H et la restriction de p a
H x, H se factorisent a travers l'injection H — G. Puisque H est séparable, H x; H est
réduit, et il suffit de vérifier que ¢(H) C H et que p(H x5 H) C H (ensemblistement).
Mais d’apres EGA 1Vs, 11.10.6, la réunion des f(”H)(X" x H) est dense dans H x H.
De méme, quel que soit n > 1, la réunion des f&n)(X" X X™), pour m > 1, est
dense dans X" x H. Donc il suffit de montrer que pu(f{yy)(f(xn) (X" xxX™))) € H
et que e(f7(X™)) € H. Or () (Fny (X7 51 X)) = l(f7 5 F7) (X" x X)) =
frrm(Xntm) C Het, puisque c(f1(X1)) € f1(X1), on a, quel que soit n, e(f™(X")) C
f™(X™) C H. Ceci démontre (i) et (ii).

Montrons maintenant (iii). Soit G’ un sous-schéma en groupes fermé de Gg ma-
jorant fs; il s’agit de montrer que G’ majore Hg, ou, ce qui revient au méme, que
Hg = Hg xgs G'. Posons Hg = Hg Xy G’ = G'NHg. Puisque G’ et Hg majorent tous
deux les f&, il en est de méme de Hg. Or (EGA IV3, 11.10.6), puisque la famille des
fm X" — H est schématiquement dominante, il en est de méme de la famille des
f& + X§ — Hsg, si bien que Hg, qui majore chacun des fg, est égal a Hg (EGA IV3,
11.10.1 c)). Montrons maintenant la seconde assertion de (iii) dans le cas ou G est
localement de type fini sur k. Soit G’ un sous-schéma en groupes de Gg majorant fs.
Il s’agit de méme de montrer que, si on pose Hy = Hg X G', on a Hy = Hg. Il suffit
pour cela de montrer que Hg est fermé dans Hg et d’appliquer le raisonnement précé-
dent. I1 suffit donc de montrer que Hg et Hg ont méme ensemble sous-jacent, a fortiori
il suffit de montrer que, pour tout s € S, Hs s = Hg ;. Mais alors Hg ; = Gg X () Hs s ;
et Gj, étant un sous-r(s)-schéma en groupes de Gg ¢ est fermé (1.4), donc Hg , est
fermé dans Hg ; et alors le raisonnement du début, appliqué a H’S7S7 a Hg s et aux
f&§ , montre que Hg , = Hs s, cqfd
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Définition et remarque 7.2. — (i) Etant donné un k-groupe G, une famille (X;);e1 de
k-schémas séparables et pour chaque ¢ € I, un k-morphisme f; : X; — G, on appelle
sous-schéma en groupes fermé de G engendré par la famille (f;)ic1, et nous noterons
dans ce numéro ' ((f;)ie1), le plus petit sous-schéma en groupes fermé de G majorant
chacun des f;. Dans le cas ou i est I'injection d’un sous-schéma X de G séparable sur
k, on écrit I'¢(X) au lieu de T'g (7).

(ii) 11 est clair que si X; et X5 sont deux k-schémas séparables et f1 : X3 — G et
f2 : X2 = G deux k-morphismes tels que les ensembles f1(X7) et f2(X2) soient égaux,
alors F(;(fl) = F(;(fg).

(iii) Soit E une partie de G telle que le sous-schéma réduit E de G soit séparable.
On appelle sous-schéma en groupes fermé de G engendré par E, et on note I'(E) le
sous-schéma en groupes I'(4), ou 4 est 'injection du sous-schéma réduit E de G dans

G.

(iv) Dans le cas ou G est localement de type fini sur k, tout sous-schéma en groupes
de G étant fermé (1.4), on parlera de « sous-schéma en groupes engendré » au lieu de
« sous-schéma en groupes fermé engendré ».

(v) Soit X un k-schéma séparable et f : X — G un k-morphisme. Supposons que
f(X) contienne I’élément unité e de G. Posons X't = X x; X et f'1 = po(f xx(cof)),
et pour n > 1, X' = X1 x;, . X' Let f/™ = po (f'1 xp f/m1). Alors T'g(f) est le
sous-schéma réduit de G dont I'espace sous-jacent est ’adhérence de la réunion, pour
n > 1 des f/"(X'™). En effet, puisque f(X) contient e, on a : f(X) C f'1(X'!) C
f2(X?) (notation de 7.1 (ii)). Puisqu’on a aussi f}(X!) c f/}(X'!) c f2(X?), pour
qu’il existe un entier n tel que f*(X™) = I'q(f), il faut et il suffit qu’il existe un entier
m tel que f'™(X'™) =Ta(f).

(vi) 11 résulte de la remarque précédente que, si X est un k-schéma séparable et
géométriquement conneze, et si f : X — G est un k-morphisme tel que f(X) contienne
Uélément neutre de G, alors le k-groupe T (f) est conneze. En effet, chacun des X'™
est alors connexe, si bien que la réunion des f'™(X’™) (qui contiennent chacun e) est
connexe, il en est donc de méme de son adhérence I'c(f).

(vii) Soient A et B deux sous-k-schémas en groupes séparables d’un k-groupe G.
On appelle sous-schéma en groupes des commutateurs de A et B dans G et on note
(A,B)¢g ou simplement (A, B) le sous-schéma en groupes fermé de G engendré par le
morphisme v : A x; B — G défini par : (a,b) = a-b-a=!-b~! pour a € A(S) et
b € B(S). Lorsque G est séparable sur k, on appelle groupe dérivé de G, et on note
Der(G) , le groupe (G, G). Pour qu'un k-groupe séparable G soit commutatif, il faut
et il suffit que Der(G) soit le k-groupe unité.

(viii) Il nous arrivera de poser I'y = |, f™(X™) (avec les notations de 7.1 (ii)).
Notons que I'; (f) est une partie de G stable pour la loi de groupe (au sens de 3.0).

Corollaire 7.3. — Soient G un k-groupe, X un k-schéma séparable, f : X — G un
k-morphisme. Soit S un k-schéma.
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(i) Soit v C Endg.gr (Gs) tel que Uon ait inclusion de préfaisceaus : u(fs(Xsg)) C
fs(Xs) (ou fs(Xs) désigne le sous-préfaisceau de Gg image de Xg par fgs). Alors, on
au((Ta(f)s) € Te(f))s (en tant que préfaisceaut).

(i bis) Soit u € Autg g (Gg) tel qu'on ait u(fs(Xs) = fs(Xs) (en tant que préfais-
ceauz) ; alors on a u((Ta(f))s) = (Ca(f))s (en tant que préfaisceaux).

(i) Soit u € Endg.g.(Gs) tel que la restriction de u au préfaisceau fs(Xg) soit
Videntitité ; alors la restriction de u au schéma T(f)s est Uautomorphisme identique.

(i) Soit Y un k-schéma séparable et g : Y — G un k-morphisme. Supposons
que, quel que soit le k-schéma S', pour tout a € X(S') et f € Y(S'), foa et gob
commutent (resp. (int(foa))(gs (Ys)) = gs/(Ysr)). Alors on aTe(f) C Centre 'c(g)
(resp. T'a(f) C Normg I'a(g)) (en tant que préfaisceaux).

(iv) Soit x un point de G rationnel sur k. Alors le k-groupe T ({z}) est commutatif.

(v) Soient A et B deux sous-schémas en groupes de G séparables sur k. Si A et B
sont invariants (resp. caractéristiques), il en est de méme de (A, B).

Montrons (i). Posons H = T'g(f)s et H = uw!(H). D’apres (7.1 (iii)), il suf-
fit de montrer que fg se factorise & travers H’'. Par hypotheése, u o fs appartient &
u(fs(Xs))(X), donc a (fs(Xg))(X), donc a fortiori & H(X), ce qui signifie que u o fg
se factorise a travers I'injection canonique de H dans Gg, donc que fs se factorise a
travers H', cqfd.

Il est clair que (i bis) est une conséquence de (i).

Montrons (ii). Puisque G est séparé sur k (VIp 0.2) Gg est séparé sur S, donc la
section unité de Gg est une immersion fermée (5.1), si bien que Ker(u o (u,c)) est un
sous-schéma en groupes fermé de Gg (u (resp. ¢) désignant la multiplication (resp. la
symétrie) de Gg). Par hypothese, le préfaisceau Ker(u o (u, ¢)) contient le préfaisceau
fs(Xs), donc Ker(u o (u, c)) contient I'g(f)s (7.1 (iii)).

Montrons (iii). Rappelons (6.2 (iii)) que Centrs I'c(g) (resp. Normg I'c(g)) est
représentable par un sous-schéma en groupes fermé de G. Par hypothese compte
tenu de (ii) (resp. (i), Centrs I'c(g) (resp. Norme I'c(g)) contient f(X) en tant que
préfaisceau, il contient donc I'g(f), cqfd.

L’assertion (iv) est un cas particulier de (iii), ot 'on prend pour f et g l'injection
du schéma réduit de G ayant pour espace sous-jacent le point fermé {z} dans G. Ce
sous-schéma est séparable puisque k(z) = k.

Montrons enfin (v). Soient S un k-schéma, et w un automorphisme intérieur
(resp. un automorphisme de S-groupes) de Gg. Par hypotheése, u(Ag) = Ag,
et u(Bg) = Bg; on en déduit aisément, avec les notations de (7.2 (vii)) que
u(vg(As xg Bg) = vs(Ag xs Bg) ; done, d’apres (i), on a u((A,B)) = (A, B), cqfd.

Proposition 7.4. — Soient G un k-groupe localement de type fini, X un k-schéma sé-
parable, de type fini, et soit f : X — G un k-morphisme. Supposons que X soit géomeé-
triqguement connezxe et que f(X) contienne l’élément neutre e de G. Alors (notations
de 7.1 (ii)), 4l existe un entier N tel qu’on ait :

ANENY =Tq(f) (ensemblistement).
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D’apres 7.1 (iii) et EGA IVa, 2.6.1, nous pouvons supposer k algébriquement clos.
D’aprés la remarque (7.2 (vi)), nous pouvons supposer que G = G°; enfin, d’apres la
remarque (7.2 (v)), il suffit de montrer qu’il existe un entier N tel que (notations de
(7.2 (v))) Ton ait : f/N(X'N) =Tq(f).

Premier cas. Supposons X irréductible. Alors les W forment une suite crois-
sante de fermés irréductibles dans I’espace G, qui est noethérien, puisque G = G°
est de type fini sur k (VIp 2.4). Donc cette suite est stationnaire, et il existe un
entier m tel que f/™(X’'™) = I'q(f). De plus, puisque X et G sont de type fini sur
k, les f'™ sont de type fini sur k. Par conséquent, f'™(X’'™) est constructible dans
G (EGA 1V, 1.8.5), donc contient un ouvert U de son adhérence I'q(f) (EGA Ory,
9.2.3). Alors (VI 0.5), on a I'g(f) € U-U C f?™(X'?™) C T'g(f), si bien que
f/2m(X/2m) — FG(f)

Deuxiéme cas. Supposons que X ait deux composantes irréductibles A; et Ay. Alors
il existe a € (A1 NA2)(k), puisque X est connexe. Donc les quatre parties irréductibles
A; <k Aj (i,5 = 1,2) recouvrent X x; X, et I'image de chacune d’entre elles par f’*
contient e. Si ;]1 désigne la restriction de f’! au sous-schéma réduit A; x; A;, posons

Y:(Al XAl)X(AlXAQ)X(AQXAQ)X(AQXAl) et
k k k k k k k

g=so (e Gt 1) x (e (i 1) )

Alors Y est irréductible, réduit et de type fini, donc on vient de voir qu’il existe un
entier m tel que ¢’™(Y'™) = I'q(g). Mais en fait, f'1(X'1) C g(Y) C f4(X'?), si
bien que I'g(f) = Ta(g) et que f/4m(X'4™) = Tq(f).

Cas général. Raisonnons par récurrence sur le nombre des composantes irréductibles
de X (ce nombre est fini puisque X, étant de type fini sur k, est noethérien). Supposons
la proposition démontrée dans le cas out X a au plus r — 1 composantes irréductibles,
et supposons qu’il en ait r, & savoir Ay,...,A,. Alors e appartient & 1'un des A, ;
supposons par exemple que e € Aj. Posons alors Y = T'g(f.), ot f, désigne la
restriction de f au sous-schéma réduit A;U- - -UA,_1 (nous supposons la numérotation
des A; choisie de fagon que ce schéma soit connexe, ce qui est toujours possible).
Posons Z = f(A,). Alors Y est un sous-groupe irréductible réduit et fermé de G (7.2
(vi)). Soit alors T = Y UZ et i injection du sous-schéma fermé réduit T de G.II est
clair (7.2 (ii)) que I'q(i) = I'c(f) et que T est connexe (car puisque X est connexe,
AjU---UA,_; et A, ont en commun un point a, et Y et Z ont en commun le point
f(a)). De plus, e € T, et T a au plus deux composantes irréductibles, puisque Y et Z
sont irréductibles. D’apres I’hypothese de récurrence, il existe un entier m tel que, si on
note X, le sous-schéma réduit A; U---UA,_; de X, on ait : f/™(X!"™) =Ta(fr) =Y.
Donc, puisque X, € X et Z € f(X), on a f(X) € YUZ C f™(X'™). D’autre
part, puisque T a au plus deux composantes irréductibles, on a déja vu qu’il existe
un entier p tel que ¢/?(T'?) = I'q(i). Or I'g(é) = Ta(f), et T C f/™(X'™), donc
frmp(X'mp) = T'i(f), et on montre, comme dans le premier cas, que cette derniére
égalité entraine f/2mP(X'2mP) = T'g(f), cqfd
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Lemme 7.5. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes, X un S-préschéma,
f: X — G un S-morphisme. On suppose X et G localement de présentation finie sur
S, et que pour tout s € S et pour tout point maximal g de G, il existe un point x de X
tel que f(x) = g et que f soit plat en z. Alors le morphisme po(f xg f): X xgX = G
est couvrant pour la topologie (fppf).

Notons que ’ensemble V des points de X en lesquels f est plat est ouvert et que
fIV est un morphisme ouvert (EGA IV 11.3.1) ; donc quitte & remplacer X par V, on
peut supposer f plat. Il suffira donc de prouver qu’il en est de méme de U xg U — G.
Or, G — S étant localement de présentation finie et plat, il en est de méme de
i GxsG — G (qui est isomorphe & un morphisme déduit du précédent G — S
par un changement de base G — S, cf. VI, 0.1) donc aussi du morphisme induit
U xg U — G. Pour prouver qu’il est surjectif, il suffit de regarder fibre par fibre, ou
cela résulte de VI 0.5.

Proposition 7.6. — Soient G un k-groupe localement de type fini, X un k-schéma
séparable et localement de type fini, et f : X — G un k-morphisme. Pour que le
foncteur T(f) soit le faisceau associé pour la topologie (fppf) (ou la topologie (fpqc))
au sous-préfaisceau en groupes de G engendré par l'image du morphisme de foncteurs
I, il faut et il suffit que l'on ait :

U /(X" =Talf).

n>1

Lorsque G est de type fini sur k, cette condition implique déja qu’il existe un entier n
tel que f™: X" = Ta(f) soit couwvrant (fpqc) (et a fortiori surjectif).

Posons X* =[], 5, X" ; soit f> : X>* — I'g(f) le morphisme dont la restriction a
chacun des X" est le morphisme X" — I'g(f) déduit de f™. Le faisceau considéré dans
I’énoncé est alors le faisceau image de X par f°°; donc (IV 4.3), dire que le foncteur
T (f) est le faisceau considéré revient a dire que f°° est couvrant. Montrons que,
pour que [ soit couvrant, il faut et il suffit que f°° soit surjectif. La condition est
évidemment nécessaire ; réciproquement, si f°° est surjectif, alors : po (f™ x f*):
X® x X*® — T'g(f) est couvrant (7.5); or puisque X" xj X™ est canoniquement
isomorphe & X" et que dans cet isomorphisme, po (f™ X f™) correspond & f™T,
il est clair que po (f°° xj, f°°) se factorise & travers f°°, si bien que f° est couvrant.
Enfin, dire que f° est surjectif revient a dire que |, f"(X") = I'c(f). Si G donc
T (f) est de type fini, on en conclut qu’il existe n avec f*(X") = I'g(f), car les
f™(X™) sont des parties ind-constructibles des T'c(f) (EGA IV 1.8.4) de réunion
Ta(f), et on applique EGA IV 1.9.9. Cela achéve de prouver 7.6.

Remarque 7.6.1. — Evidemment les conditions équivalentes de 7.6 impliquent que le
faisceau F envisagé est représentable. La réciproque est fausse en général (prendre
X réduit & un point!). Noter cependant qu’il résulte de EGA IV3, 8.14.2 que si F
est représentable, il est localement de présentation finie sur k, donc la question est
alors si le monomorphisme dominant F — I'c(f) est un isomorphisme, ou encore, une
immersion fermée. Ce sera le cas en vertu de 1.4.2. si F est de type fini, par exemple
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si F connexe (3.5), par exemple si X est connexe et si f(X) contient ’élément unité
de G.

Lemme 7.7. — Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe localement
de type fini, X un k-schéma séparable et localement de type fini, f : X — G un
k-morphisme et H un sous-schéma en groupes de G tel que H C f(X). Posons I =
Ups1 f1(X"). Soit T (resp. Ho) le groupe des points de G(k) appartenant a I (resp. a
H) (cf. 7.2 (viii)). Supposons que Hy soit d’indice fini dans T'y. Alors il existe un
entier m tel que f™(X™) = Ta(f) (¢f. 7.6), et Ta(f) est réunion d’un nombre fini
de translatés de H.

Quel que soit n > 1, f™(X™) est une partie ind-constructible de G (EGA IV, 1.9.5
(viii)), il en est donc de méme de I", si bien que, puisque G est un schéma de Jacobson,
Iy est dense dans I'. Par hypothese, il existe une suite finie a1, ..., a, de points de
T} telle que Ty = a;Ho U - -~ Ua,Hy, ot Ta(f) =T =T) =a; -HoU...Ua,.Hy =
a1.HoU...Ua,..Hy = a1.Hp U ... U a,.Hy puisque la translation par a; est un ho-
méomorphisme de G sur G, si bien que I'c(f) = a;HU - -- U a,H. 1l est d’autre part
clair qu’il existe un entier p tel que chacun des a; (1 < @ < r) appartienne & fP(X?).
Enfin, puisque H C f(X), quel que soit i, on a : a; - H C fPTH(XP*1), si bien que
fPHEHXPH) = Ta(f).

Proposition 7.8. — Soient G un k-groupe localement de type fini, A et B deuz sous-k-
schémas en groupes séparables (i.e. lisses) de G. Supposons remplie l'une des condi-
tions a) ou b) suivantes :

a) A et B sont invariants et de type fini sur k.
b) A est connexe et B est de type fini sur k.

Alors (A,B) est de type fini sur k, et le foncteur défini par (A,B) est le faisceau
associé pour la topologie (fppf) (ou la topologie (fpqc)) au préfaisceau en groupes des
commutateurs de A et B dans G. De plus, (A,B)? = (A,B?) - (A", B).

D’aprés 7.6, pour montrer que (A,B) est le faisceau associé désiré, il suffit de
montrer qu’il existe un entier n tel que v™(A x5 B)™) = (A,B) (notations de (7.2
(vii))). Pour montrer cela, ainsi que pour montrer les deux autres assertions, on peut
supposer k algébriquement clos (7.1 (iii), EGA IV 2.6.1 et 2.7.1. et VI 1.1).

Soient alors BY,...,B? les composantes connexes de B et A?, ... A celles de A
(ces composantes sont en nombre fini puisque A et B sont supposés de type fini sur
k, donc noethériens). Soit v;; la restriction de v & A’ x; B7. Alors chacun des A’ et
des BY est irréductible (VI 4.1), il en est donc de méme de A° x;, BY et de A® x;, BY.
Puisque I’élément neutre de G appartient & A® et & B, il appartient & vo;(AY xj BY)
et & vio(A? x5 BY). Alors chacun des I'g(vp;) et des I'g(vio) est connexe (7.2 (vi)).
De méme, si ug; (resp. ui) désigne l'injection de I'g(ro;) (resp. I'a(vio)) dans G,
(A%, B) = Ta((uoj)f—y) et (A,B?) = T'a((uio){—y)sont connexes. De plus, on déduit
aisément de 7.4 et des constructions précédentes, qu’il existe un indice r tel que (AY, B)
et (A, BY) soient inclus dans v"((A xj B)"). Dans le cas b), on a (A,B) = (A%, B), et
on a terminé.
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Plagons-nous maintenant dans le cas a). Soit H le sous-schéma en groupes de G
engendré par la réunion de (A, B?) et de (A°, B); toujours d’apres 7.4, H est connexe,
et il existe un entier m tel que v™((A xj B)™) D H. Donc l'ensemble sous-jacent & H
n’est autre que (A, BY) - (A°, B).

Etant donnée une partie X de G stable pour la loi de groupe (cf. 3.0), nous
noterons X le groupe des points fermés de G appartenant & X. Posons IV =
Ugs1 ¥*((A xx B)?). Alors, d’apres la prop. 7.9 ci-dessous, on a : (A°B)o = (A, Bo),
(A,B%g = (A,BY) et T} = (Ao, Byp), si bien que Hy = (A, Byp) - (Ao, BY) est
d’indice fini dans I, (Bible exp. 3, appendice) puisque Ay et By sont invariants,
et que A (resp. BY) est I'indice fini dans A (resp. B). Nous sommes alors dans les
conditions du lemme 7.7 : puisque v™((A X B)™)H, il existe un entier p tel que
VP ((A x B)™P) = (A, B), et il existe une suite finie ay,...,a, de points fermés de
G telle que : (A,B) = a1HU---Ua,H. Alors, puisque H est de type fini sur k, chacun
des a;H est quasi-compact, donc leur réunion (A, B) est quasi-compacte, donc de type
fini sur k. Puisque H est irréductible, il en est de méme de chacun des a;H et puisque
e € H, il est clair que H = (A, B)°, cqfd

Proposition 7.9. — Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe localement
de type fini.

(i) Soient A et B deux parties ind-constructibles de G. Notons Ay = A(k) C G(k)
lensemble des points fermés de G appartenant a A. Alors (A-B)y = Ag- By, le second
produit étant pris dans le groupe Go = G(k).

(i1) Soient X un k-schéma séparable et localement de type fini, et f : X — G
un k-morphisme. Posons I'c(f) = U, s, ["(X"). Alors T'g(f)o est le sous-groupe de
Go = G(k) engendré par f(X)o.

(iii) En particulier, soient A et B deuz sous-schémas en groupes lisses de G ; po-
sons I = |, V" (A X, B)") (notations de 7.2 (vii)). Alors Iy est le groupe des
commutateurs de Ay et Bg dans Gyg.

Montrons d’abord la premiére assertion. Il est clair que Ag-Bg C (A-B)g. Récipro-
quement, soit z € (A, B)g. Alors =1 (2) est un fermé de G x; G, et A x; B (cf. 3.0) est
une partie ind-constructible de G X G, si bien que p~!(z) N (A X, B) est une partie
ind-constructible non vide de G xj, G ; elle contient donc un point fermé de G (EGA
IV 10.1.2) dont les projections = et y sont des points fermés de G (EGA IV 10.4.7)
tels que x € A, y € Bet -y = z, si bien que (A,B)g = Ay - Bo.

Pour montrer la seconde assertion, remarquons que, f™ étant localement de type
fini, f™(X™) est une partie ind-constructible de G (EGA IVy, 1.9.5). La premiére
assertion permet alors de montrer par récurrence que, si on pose A = f(X)o, on a :
fr(X™)o = (AUA™H™, et par conséquent, (TG (f))o = Upsi (f"(X™)o = U, (AU
A1) qui est le sous-groupe de Gg engendré par A = f(X)o.

La troisiéme assertion résulte de la seconde et des définitions.

Corollaire 7.10. — Sous les conditions de 7.8, si k est algébriquement clos, alors
(A,B)(k) est le sous-groupe des commutateurs de A(k) et B(k) dans G(k).
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En effet, il suffit d’appliquer 7.9 (iii), 7.8 et 7.6.

8. Schémas en groupes résolubles et nilpotents

8.1. — Soient € une catégorie, T une topologie sur € (cf. IV §4), G un préfaisceau en
groupes sur ¢, A et B deux sous-préfaisceaux en groupes de G. On note Comm(A, B) le
préfaisceau en groupes des commutateurs des préfaisceaux A et B dans le préfaisceau
G. Si G, A et B sont des faisceauz, on note Comm(A,B) le faisceau associé au
préfaisceau Comm/(A, B).

Si A est invariant dans G, on montre aisément que Comm (G,G) (resp.
Comm (G, A)) est le plus petit sous-faisceau en groupes invariant C de G tel que
le faisceau quotient G/C (resp. A/C) soit commutatif (resp. central dans G/C).

Proposition 8.2. — Soient € une catégorie, T une topologie sur €, G un faisceau en
groupes sur €, n un entier positif ou nul. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Si on pose : Ko = G, et pour p > 1, K, = Comm(K,_1 K,_1) (resp. K, =
Comm(G,K,_1)), alors K,, est le préfaisceau en groupes unité.

(ii) Si on pose Ky = G, et pour p > 1, K}, = Comm(Kj],_,K},_) (resp. K, =

Comm (G, Kj,_;)), alors K, est le faisceau en groupes unité.

(iii) Il existe une suite Hy = G, Hy,...,H,, de sous-faisceauz invariants de G,
telle que, quel que soit i, le faisceau quotient H;/H;11 (resp. G/H;) soit commutatif
(resp. central dans G/H;11), et que H,, soit le faisceau unité.

Il est clair que K,, C K/, ; par conséquent (ii) entraine (i). Montrons que (i) entraine
(ii). Il résulte de (IV, Remarque 4.4.7) que si on note A le faisceau associé & un
préfaisceau A, et si A et B sont deux sous-préfaisceaux en groupes de G, alors on
a : Comm,(A,B) C Comm(A,B). On en déduit aisément par récurrence qu’on a
K; - Kp, donc K/, C K, ; par conséquent, si K,, est le préfaisceau unité, K,, = K,
est le faisceau unité, donc K/, est le faisceau unité.

Enfin les conditions (ii) et (iii) sont équivalentes d’apres la remarque (8.1).

Lorsque ces conditions sont satisfaites, le faisceau G est dit résoluble de classe n
(resp. nilpotent de classe n). Lorsqu’il existe un entier n tel que ces conditions soient
satisfaites, on dit que G est résoluble (resp. nilpotent). On notera que cette condition
est indépendante de T.

Proposition 8.3. — Soient k un corps, S un k-schéma non vide, ) une extension
algébriquement close de k, G un k-groupe lisse de type fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G est résoluble de classe n (resp. nilpotent de classe n).

(ii) G xS est résoluble de classe n (resp. nilpotent de classe n).

(iii) Le groupe G(Q) est résoluble de classe n (resp. nilpotent de classe n).

(iv) Sion pose Ko =G, et pourp > 1, K, = (Kp—1,Kp—1) (resp. K, = (G, Kp_1))
(cf. 7.8), K,, est le k-groupe unité.
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L’équivalence des conditions (i) et (ii) résulte de la proposition 8.2, étant donné que
la formation du préfaisceau en groupes des commutateurs commute aux changements
de base (IV 1.3).

L’équivalence des conditions (i) et (iv) résulte de (7.8)

Pour montrer que les conditions (iii) et (iv) sont équivalentes, on peut supposer
que k = Q, et alors I’équivalence des conditions (iii) et (iv) résulte de 7.10.

Proposition 8.4. — Soit G un S-groupe de présentation finie, tel que pour tout s €
S, Gs soit lisse sur k(s). Soit T Uensemble des s € S tels que Gs soit résoluble
(resp. nilpotent). Alors T est localement constructible dans S. Si on suppose de plus
G plat et séparé sur S (i.e. lorsque G est lisse de présentation finie et séparé sur S),
alors T est fermé dans S.

Il est clair qu'on peut supposer S affine d’anneau A. Il existe alors, d’apres 10.1 et
10.10 b), ®) un sous-anneau noethérien A’ de A et un A’-groupe de type fini G’ tel
que G’ ®4+ A soit isomorphe & G. De plus (EGA IV 10.8.5 et 11.2.6), si G est plat
et séparé sur S, on peut supposer G’ plat et séparé sur Spec A’. De méme (EGA 1V,
9.7.7 et 9.3.3), on peut supposer que, pour tout s’ € §', G, est lisse sur x(s’). D’autre
part puisque, si s désigne I'image de s dans Spec A’, on a : G, ®, (s k(s) =~ G, pour
que G soit résoluble (resp. nilpotent), il faut et il suffit qu'il en soit de méme de G,
(8.3). Nous somme donc ramenés au cas ol S est un schéma affine noethérien.

Montrons alors que T est constructible. En appliquant le critere (EGA Oy, 9.2.3),
on voit, en raisonnant comme précédemment, qu’on est ramené a montrer que, dans
le cas ou S est noethérien et intégre, T ou S — T contient un ouvert non vide de S.

Supposons donc S intégre noethérien de point générique 7. Posons, quel que soit
s €8, KY =G, et KP = (KE71, KP™1) (resp. KP = (G,KP~1)). Montrons d’abord
que la suite des sous-schémas fermés KI est stationnaire; il résulte de (7.3(v)) que
chacun des K est invariant, donc la suite des KP est décroissante ; cette suite est
alors stationnaire puisque G, est noethérien; il existe donc un entier n tel que, pour
tout p > n, on ait : K = Kj.

D’autre part, nous verrons en 10.12 et 10.13 qu’il existe un ouvert non vide S’ de
S et un S'-groupe de présentation finie D tel que pour tout s € S, on ait Dy = K et
(Ds,Ds) = Dy (resp. (Gs,Dg) = Dg). Nous pouvons supposer que S’ = S. Alors, quel
que soit s € S, et quel que soit p > n, on a Dy = KZ, si bien que Gy est résoluble
(resp. nilpotent) si et seulement si Dy est isomorphe au x(s)-groupe unité.

Mais d’aprées EGA IVs, 9.6.1 (xi), I’ensemble des s € S’ tels que le morphisme
structural Dy — Spec k(s) soit un isomorphisme est constructible, donc ou bien est
rare, ou bien contient un ouvert non vide de S.

Montrons que si G est plat et séparé sur S, T est fermé; puisque T est localement
constructible, pour que T soit fermé (EGA IV 1.10.1), il faut et il suffit que T soit
stable par spécialisation.

(*)Nous nous servirons au cours de cette démonstration de résultats établis au numéro 10, qui ne
dépendent, pas plus que le numéro 9, du présent n°8.
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Soit donc s € S et s’ une spécialisation de s dans S. Puisqu’on s’est ramené au cas
ou S est noethérien, d’apres EGA II, 7.1.9, il existe un de valuation discrete A et un
morphisme Spec(A) — S tel que s (resp. s’) soit 'image du point générique « (resp. du
point fermé a) de Spec(A). I suffit alors de montrer que si on pose G’ = G ®g A, et si
G/, est résoluble (resp. nilpotent), il en est de méme de G/,. Remarquons que, puisque
G est plat et séparé sur S, G/, est plat et séparé sur A, de sorte qu’on est ramené au
cas ou S est le spectre d’'un anneau de valuation discréte A.

Puisque G/, est supposé résoluble (resp. nilpotent), il existe un entier ¢ tel que K%
(avec les notations introduites précédemment) soit isomorphe au x(a)-groupe unité.
Soit K™ I’adhérence schématique (au sens de EGA 2.8.5) de K” dans G. Montrons,
par récurrence sur p, que (K%), D KE. Notons d’abord que, puisque G est plat sur A,
G, est égal & G (EGA TV, 2.8.5), donc (K9), = KY.

Notons 7, U,, V4, Vs les morphismes :

KExKE — G, (Kh)y x (K)o — Gay K2 x KP— G,, K2 x KE — G,
A k(a) k(a) k()
resp.
GxKhL — G, Gy x (KB)y — Ga, G, x KZ— G, Gy x K2 — Gy,
A r(a) r(a) k()

définis comme dans 7.2 (vii). Alors, puisque v, se factorise & travers KA1 7 se

3

factorise & travers K&, qui est évidemment un sous-schéma en groupes de G, donc
K&t contient g (7). D’apres 7.1 (iii), T'a(7)a = L, (Za); d’aprés, Phypothese de
récurrence,

K2 x Ko C(KR)o x (K&)a  7tesp.  Ga x KEC Gy x (KR)a,
r(a) k(a) k(a) k(a)

si bien que K2T! =T, (v4) C Ta, (7a) C (K5,

Mais puisque K? est isomorphe k(a)-groupe unité, et que le A-groupe unité est
plat sur A et est isomorphe & un sous-schéma fermé de G (puisque G est séparé sur A,
cf. 5.1), il résulte de EGA IVy, 2.8.5 que K est isomorphe au A-groupe unité, donc
que K¢ C (K_i)a est isomorphe au k(a)-groupe unité, si bien que G, est résoluble
(resp. nilpotent), cqfd

9. Faisceaux quotients

Le présent numéro se borne pour l’essentiel a un rappel dans le cas particulier
d’espaces homogenes, de groupes, de faits généraux bien connus sur le passage au
quotient par des relations d’équivalences plates (cf. Exp. IV).

Définition 9.1. — Etant donné un monomorphisme u : G’ — G de S-groupes, on note
G/G’ (resp. G'\G) et on appelle faisceau quotient a droite (resp. & gauche) de G par
G’ le faisceau (pour la topologie (fpqc)) quotient de G par la relation d’équivalence

So(id id
définie par le monomorphisme : G xg G’ M G x5 G (resp. G’ xg G M
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G xg G)ou 6 (resp. v) désigne 'automorphisme de G xg G défini par (g, h) — (g, gh)
(resp. (h,g) — hg,g)) pour g € G(T) et h € G'(T).

Proposition 9.2. — Soit u : G’ — G un monomorphisme de S-groupes. Supposons que
G/G’ soit représentable par un S-schéma G”. Alors :

(i) Le morphisme canonique p : G — G” est couvrant pour la topologie (fpqc).
(ii) Si on pose €’ = poe (ce morphisme s’appelle section unité de G”), les dia-
grammes suivants sont cartésiens :

, po(idg xu) , u
GxsG ——=G G——G

G—mmm= Q" S—= > @”
En particulier, u est une immersion.

(iii) Il existe sur G” une structure unique de S-schéma d groupe d’opérateurs d
gauche G, telle que p soit un morphisme de S-schémas a groupe d’opérateurs G.

(iv) Si on suppose de plus que G’ est invariant dans G, il existe sur G” une struc-
ture unique de S-groupe telle que p soit un morphisme de S-groupes.

(v) Soit Sg un S-schéma; posons Go = G xgSg, et Gj = G’ xgSo; alors Go/Gj
est représentable par G = G x5 Sy.

(vi) Soit &P une propriété pour un S-morphisme. Supposons & stable par chan-
gement de base; alors si p : G — G vérifie &, il en est de méme du morphisme
structural ™ : G’ — S.

(vil) Soit & une propriété pour un S-morphisme. Supposons &2 de nature locale
pour la topologie (fpqc) (¢f. 2.0 et 2.1.2). Alors, pour que le morphisme p : G — G”
vérifie 2, il faut et il suffit qu’il en soit de méme de 7’ : G’ — S'.

(viii) Soit & une propriété pour un S-morphisme ; supposons & de nature locale
pour la topologie (fpqc), et stable par composition ; alors, si les morphismes struc-
turauz G — S et G' — S vérifient &, il en est de méme du morphisme structural
G—S.

(ix) Supposons G réduit ; alors G est réduit.

(x) Pour que G” soit séparé sur S, il faut et il suffit que u soit une immersion
fermée, ou encore que & soit une immersion fermée.

(xi) Pour que G’ soit plat sur S, il faut et il suffit que p soit un morphisme plat
(ou, ce qui revient au méme, fidélement plat).

Dans ce cas, pour que G” soit plat sur S, il faut et il suffit que G soit plat sur S.

(xii) Pour que G' soit plat et localement de présentation finie sur S, il faut et il
suffit que p: G — G” soit fidelement plat et localement de présentation finie.

Sous ces conditions, pour que G” soit localement de présentation finie (resp. lo-
calement de type fini, de type fini, lisse, étale, non ramifié, localement quasi-fini,
quasi-fini) sur S, il suffit qu’il en soit de méme de G sur S, (et la condition est éga-
lement nécessaire dans les deux premiers cas, cf. (viii)).
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(xiii) Supposons G’ plat et de présentation finie sur S.
a) Alors p est de présentation finie et fidelement plat ;

b) de plus, pour que G soit de présentation finie sur S, il faut et il suffit qu’il
en soit de méme de G”.

Rappelons que la relation d’équivalence considérée est effective universelle (IV 4.9).
Alors les assertions (i), (iii), (iv), (v) et la premieére assertion de (ii) résultent de IV
4.3,2.2,2.4,4.5 et 3.2 (iii). La seconde assertion de (ii) résulte de la premiére, comme
le montre le diagramme cartésien suivant, puisque (G xg G’) xS est isomorphe a
G’

((eom’), idgr) po(idg xu)

G ——>GxgG ————G

S c ¢ L el

Enfin, il est clair que £” est une S-section de G”, donc une immersion (EGA I,
5.3.13) ; d’apres le diagramme cartésien précédent, il en est de méme de u, ce qui achéve
de montrer (ii). De plus, (vi) est une conséquence immédiate du second diagramme
cartésien de (ii).

Montrons (vii). D’apres (i), p est couvrant pour la topologie (fpqc) ; donc, d’apres
(ii), pour montrer que p vérifie &2, il suffit de montrer que la premiére projection
pr; : G xg G’ — G vérifie &2, ce qui résulte de ce que & est stable par changement
de base, puisque pr; provient de 7’ par changement de base.

Il est clair que (viii) résulte de (vii), car # = 7’/ op, o 7" : G’ — S désigne le
morphisme structural.

Montrons (ix). D’apres (i), p est un épimorphisme ; muisque G est réduit, p se
factorise & travers 'immersion Gl;; — G, qui est donc aussi un épimorphisme, donc
un isomorphisme (IV 4.4).

Montrons (x). Si G” est séparé sur S, &” est une immersion fermée (EGA 1 5.4.6).
d’apres (ii), si €’ est une immersion fermée, il en est de méme de u; enfin, si u est
une immersion fermée, il en est de méme de 6 o (idg xu) : G xg G’ — G xg G; donc,
d’apres le lemme (9.2.1) ci-dessous, G” est séparé sur S.

L’assertion (xi) résulte de (vii) et de EGA TV, 2.2.13.

L’assertion (xii) résulte de (vii), de EGA IV, 17.7.5 et 17.7.7, et de ce que, p étant
universellement ouvert, quel que soit s € S, si I’espace sous-jacent a Gy est discret, il
en est de méme de 'espace sous-jacent a G7.

Enfin, assertion (xiii) résulte de (vii), (viii), et de EGA IVy, 17.7.5.

Lemme 9.2.1. — Soient X un S-schéma et R une relation d’équivalence définie sur X
par le monomorphisme v : R — X xg X. Supposons R effective. Alors :

(i) v est une immersion.

(il) Pour que Y = X/R soit séparé sur S, il faut et il suffit que v soit une immersion
fermée.
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Rappelons (IV 3.2) que par définition le morphisme naturel R — X xv X est un
isomorphisme. On en déduit (EGA I, 5.3.5) le diagramme cartésien suivant :

v

R XXSX

.

Y —— > Y xgY

Alors, puisque Ay /g est une immersion (EGA I, 5.3.9), il en est de méme de v. De
méme, si Y est séparé sur S, Ay /g est une immersion fermée, donc il en est de méme
de v. Réciproquement, puisque p est couvrant pour la topologie (fpqc) (IV 4.3), que la
propriété pour un morphisme d’étre une immersion fermée est de nature locale pour
la topologie (fpqe) (EGA TVs, 2.7.1) et que p xg p est aussi couvrant pour la topologie
(fpge) (IV 2.3), si v est une immersion fermée, il en est de méme de Ay /g, donc Y
est séparé sur S.

Remarque 9.2.2. — Sous les hypotheéses générales de 9.2, si on suppose G’ plat et
localement de présentation finie sur S, alors p est couvrant pour la topologie (fpqc)
(9.2 (vii)), donc les assertions (vii) et (viii) de 9.2 peuvent étre étendues aux propriétés
& de nature locale pour la topologie (fppf).

Remarque 9.3. — a) La question de savoir si un quotient G/G’ est ou non représen-
table est souvent délicate ; dans ce séminaire nous démontrons la représentabilité de
certains quotients particuliers.

En général, pour pouvoir affirmer que le quotient G/G’ est représentable, il ne suffit
pas de supposer G et G’ de présentation finie sur S et G’ plat sur S, car méme lorsque
G et G’ sont lisses sur S, il se peut que G soit & fibres connexes, et que G’ ne soit pas
fermé dans G ; par suite G/G’ devrait étre séparé (5.3 ce qui est en contradiction avec
9.2 (x). Pour obtenir un tel contre-exemple, on peut prendre pour S le spectre d’un
anneau de valuation discrete, poser G = G, g. Considérons d’autre part un entier
n > 1, inversible sur S; alors p, = Ker(G 2 G) est un sous-groupe fermé de G étale
sur S (cf. VITA ). Soit G’ le sous-groupe ouvert de p,, obtenu en 6tant de p,, la partie
fermée de la fibre fermée de u,, complémentaire de 1’origine. Alors G’ n’est pas fermé
dans G, donc G/G’ n’est pas représentable. (On peut aussi fabriquer de tels exemples
ou G’ est lisse a fibres connexes.)

b) Il n’est pas exclu que G/G’ soit représentable en revanche, lorsque G et G’ sont
de présentation finie sur S, et que G’ est plat sur S et fermé dans G *) . Sous ces
hypotheses, on sait que G/G’ est représentable dans les cas particuliers suivants :

1° — S est le spectre d’un anneau artinien (cf. VI 2).
2° — G’ est propre sur S et G quasi-projectif sur S (cf. V 1).
3° — S est régulier de dimension 1 (Raynaud, & paraitre).

() Cest trop optimiste, comme le montre M. Raynaud dans sa theése (loc. cit. X 14).
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10. Passage a la limite projective dans les schémas en groupes et
les schémas a groupe d’opérateurs

10.0. — Rappelons le résultat essentiel de EGA IV, §8.8 : Etant donnée la situation
suivante : Sy un schéma quasi-compact et quasi-séparé, 1 un ensemble préordonné
filtrant croissant, (% );c1 un systéme inductif de Og,-Algebres commutatives quasi-
cohérentes, & = hﬂﬁfi, S; = Spec «Z; pour i € I, et S = Spec.o/ , alors la catégorie
des S-schémas de présentation finie est déterminée a équivalence pres par la donnée
des catégories des S;-schémas de présentation finie, des foncteurs entre ces catégories
pij + Xi — X; Xg,; S; pour ¢ < j, et isomorphismes de transitivité p;z o ps; = Dik -
Précisons. Etant donné j € I, et un S;-schéma de présentation finie X;, nous poserons,
pour tout i € I'tel que i > j, X; = X; x5, S;, et X = X xg, S. Alors (EGA 1V3, 8.8.2) :

(i) Etant donné j € I, et deux S;-schémas de présentation finie X; et Y;, l'appli-
cation canonique de lim Homg, (X;,Y;) dans Hom(X,Y) est bijective.
2]
(ii) Pour tout S-schéma de présentation finie X, il existe un indice j € I, un S;-
schéma de présentation finie X; et un S-isomorphisme X = Xj xs, S.

On en conclut (EGA IVs, 8.8.3) que, chaque fois qu’on aura un diagramme D
portant sur un nombre fini d’objets et de fleches de la catégorie des S-schémas de
présentation finie, on peut trouver un indice i € I et un diagramme D; dans la ca-
tégorie des S;-schémas de présentation finie, tels que le diagramme D provienne a
isomorphisme pres du diagramme D; par changement de base S — S;. On peut méme
trouver i et D; tels que tout carré cartésien de D provienne d’un carré cartésien de D;.

10.1. — De plus, un grand nombre de propriétés courantes pour un morphisme,
stables par changement de base, possedent la propriété suivante; étant donné un
indice j € I, deux S;-schémas de présentation finie X; et Y; et un S;-morphisme
uj : Xj — Y, pour que u = u; xXg; S ait la propriété &2, il faut et il suffit qu’il existe
un indice i € I tel que j < i et que u; = u; Xg; S; ait la propriété &. Il en est ainsi
dans le cas ot & est 'une des propriétés suivantes pour un morphisme : étre séparé,
surjectif, radiciel, affine, quasi-affine, fini, quasi-fini, propre, projectif, quasi-projectif,
un isomorphisme, un monomorphisme, une immersion, une immersion ouverte, une
immersion fermée , lisse, non ramifié ou étale (EGA IV 8.10.5, 11.2.6 et 17.7.6).

Remarquons qu’il en est encore ainsi dans le cas ou &P est la propriété d’étre
couvrant pour la topologie fidélement plate localement de présentation finie (notée
fppf); en effet, étant donnés deux S-schémas de présentation finie X et Y, et un
S-morphisme u : X — Y, il résulte de IV, 3.1 (i) que, pour que u soit couvrant pour
la topologie (fppf), il faut et il suffit qu’il existe un S-schéma Z et un S-morphisme
v :7Z — Y fidelement plat et de présentation finie qui se factorise a travers u.

Le but de ce numéro est de donner des variantes de ce genre de résultats pour la ca-
tégorie des S-groupes de présentation finie, celle des S-schémas a groupe d’opérateurs,
et pour certaines propriétés pour des monomorphismes de groupes (étre invariant,
central & faisceau quotient représentable, etc.).

Les deux résultats préliminaires de ce type sont les suivants :
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10.2. — Dans la situation rappelée au début de (10.0), soient j € I, G; et H; deux S;-
groupes de présentation finie; posons, pour tout i € I tel que j <1, Gy = Gj Xg; S;,
G = Gj xg; S, et définissons de méme GH; et H. Alors l'application canonique de
h_H)1i>j Homsg, . (G, H;) dans Homs o (G, H) est bijective.

10.3. — Dans la situation rappelée au début de (10.0), soit G un S-groupe de présen-
tation finie; alors il existe un indice j € I, un S;-groupe de présentation finie G;, et
un S-isomorphisme de groupes de G sur Gj; xs; S.

Les assertions 10.2 et 10.3 sont des conséquences faciles de 10.0 et 10.1, compte
tenu de linterprétation de la structure de S-groupe donnée en EGA Ory, 8.2.5 et
8.2.6.

10.4. — Soientj €1, G; et H; deuz S;-groupes de présentation finie, et u; : G; — H;
un morphisme de S;-groupes. Pour que u = uj Xs; S soit un monomorphisme central
(resp. un monomorphisme invariant), il faut et il suffit qu’il existe i € 1, i > j tel que
u; = uj Xs, S; ait la méme propriété.

C’est une conséquence immédiate de 10.0 et 10.1, compte-tenu de la caractérisation
donnée en 6.7 des monomorphismes de groupes centraux et invariants.

Corollaire 10.5. — Soit j € 1, et soit G; un Sj-groupe de présentation finie. Pour
que G = Gj xg,; S soit commutatif, il faut et il suffit qu’il existe i € 1, i > j, tel que
G; = Gj xs,; S; soit commutatif.

En effet, il revient au méme de dire qu’un S-groupe est commutatif, ou que, consi-
déré comme sous-schéma en groupes de lui-méme, il est central.

Proposition 10.6. — Dans la situation rappelée au début de 10.0, soient j € I, G; un
S;-groupe de présentation finte, G; un sous-schéma en groupes de G; plat et de présen-
tation finie sur S;. Pour que (G; xs; S)/(G xs, S) soit représentable pour la topologie
(fpqc), il faut et il suffit qu’il existe i € 1, i > j, tel que (Gj xs; S;)/(G); s, Si) soit
représentable. .

C’est une conséquence du lemme plus général suivant :

Lemme 10.7. — Soit T la topologie (fppf) ou (fpqc) ; soient j € I, X; un S;-schéma
de présentation finie, et R; wune relation d’équivalence sur X; définie par un S;-
monomorphisme v; : R; — X; xg, X; tel que le morphisme pry ; ov; @ Ry — X;
déduit de v; par composition avec la premiere projection X; xs, X; — X; soit plat et
de présentation finie. Alors, pour que le faisceau quotient (X; xs; S)/(R; xs; S) pour
la topologie T soit représentable, il faut et il suffit qu’il existe i € 1, 1 > j, le faisceau
quotient (X; xs; S;)/(Ryj xs; Si) pour la topologie T soit représentable.

Compte tenu des énoncés de EGA 1V,, 8.8.2, 8.8.3, 8.10.5 et 11.2.6 rappelés en
10.0, ce lemme est conséquence du résultat suivant :
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Lemme 10.8. — Soit T la topologie (fppf) ou (fpqc) ; soient X un S-schéma de pré-
sentation finie (resp. localement de présentation finie), R wune relation d’équivalence
sur X définie par un monomorphisme v : R — X xg X tel que pry o v soit plat et de
présentation finie (resp. plat et localement de présentation finie). Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) Le faisceau quotient X/R pour la topologie T est représentable.

(i) Il existe un S-schéma de présentation finie (resp. localement de présentation
finie) Y et un morphisme fideélement plat p : X = Y tel que le diagramme

R pry0v X
(D) pryov P
X——FY

(o1 pry et pry sont les projections X xg X = X) soit cartésien.

Notons d’abord que d’aprés IV, 3.2 et 4.3, pour que le faisceau X/R pour la topo-
logie T soit représentable par Y, il faut et il suffit que le diagramme (D) soit cartésien
et que p soit couvrant pour la topologie 7.

Montrons que (i) entraine (ii). L’hypothese (i) implique que le diagramme (D) est
cartésien, donc que pr; o v se déduit de p par changement de base par p, et que
p est couvrant pour la topologie (fpqc). Puisque pry o v est fidelement plat et de
présentation finie, (resp. fidélement plat et localement de présentation finie), il en est
de méme de p (EGA TV,, 2.7.1), et comme X est de présentation finie (resp. localement
de présentation finie) sur S, il en est de méme de Y (EGA IV 17.7.4).

Montrons que (ii) entraine (i). Il suffit de montrer que p est couvrant pour la topo-
logie fppf; or p est fidelement plat par hypothese, et est localement de présentation
finie car X et Y sont localement de présentation finie sur S.

10.9. — Dans la situation rappelée av début de (10.0), soient j € I, et G; un S;-
groupe de présentation finie. Pour que G° = (G; Xs; S)0 soit représentable, il faut et
il suffit qu’il existe i € 1,1 > j, tel que (G;)? = (G; xg, S;)? soit représentable.

La condition est suffisante (3.3).

Montrons que la condition est nécessaire. En effet, G° est de présentation finie sur
S et ouvert dans G (3.9). D’apres (10.0), il existe ¢ € I, ¢ > j, et un sous-schéma en
groupes ouvert GY de G; tel que GY xg, S = G°. Le morphisme structural G® — S est
connexe (i.e. a fibres géométriquement connexes (VI 1.1)). Alors, (EGA IV 9.3.3 et
9.7.7), quitte & augmenter i, on peut supposer que le morphisme structural G? — S
est connexe, donc que l'espace sous-jacent & GY n’est autre que (G;)° (3.10.1), donc

que G? représente (G;)°.

10.10. — Rappelons deux cas particuliers tres utiles de la situation énoncée en 10.0 :

a) Etant donné un point  d’un schéma X, on pose Sy = SpecZ et on consideére
la famille (S;);er filtrante décroissante des voisinages ouverts affines de z; alors S =
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Spec Ox .. En particulier, si z est le point générique d’un schéma integre X, on trouve
S = Spec k(x).

b) On pose Sy = SpecZ, et on considere la famille (47 );c1 préordonnée par inclu-
sion des sous-Z-algebres de type fini de 'anneau d’un schéma affine S. Etant donné
que les 7 sont des anneaux noethériens, cela permet dans de nombreux cas de passer
du cas noethérien au cas général.

Nous allons maintenant donner deux résultats concernant le cas particulier envisagé
en a).

Proposition 10.11. — Soient S un schéma intégre de point générique n, G un S-groupe
de présentation finie, X un S-schéma de présentation finie, u et v deuxr S-morphismes
de X dans G, 1 : H — G et j : K — G deux monomorphismes de présentation finie.
Alors :

(i) 4l existe un ouvert non vide S’ de S tel que si on note G’ (resp. H', resp. X/,
resp. u’, resp. v') la restriction de G (resp. H, resp. X, resp. u, resp. v) au-dessus de
Vowvert S’ de S, le foncteur Transp(u',v’) (resp. Centr(u'), resp. Centry, H') soit re-
présentable par un sous-S'-schéma fermé de présentation finie T (resp. C|, resp. Ch)
de G'.

(ii) supposons que K,, soit fermé dans G, (ce qui est le cas si K est un sous-S-
schéma en groupes de G (1.4.2)); alors il existe un ouvert non vide S’ de S tel que
si on note G' (resp. H', resp. K') la restriction de G (resp. H, resp. K) au-dessus de
Uouvert S’ de S, le foncteur Transp ., (H',K") (resp. Normg, K') soit représentable par

un sous-S'-schéma fermé de présentation finie T4 (resp. N') de G'.

(ili) supposons que H, et K, soient fermés dans G,, (ce qui est le cas si H et K
sont des sous-schémas en groupes de G (1.4.2)) ; alors il existe un ouvert non vide S’
de S tel que si on note G’ (resp. H', resp. K') la restriction de G (resp. H, resp. K)
au-dessus de l'ouvert S’ de S, le foncteur Transpstr,,, (H',K') soit représentable par
un sous-S'-schéma fermé de présentation finie de G'.

Puisque G,, X,,, H,), K,, sont plats sur le corps x(n), et que G,, est séparé sur x(n)
(VIa 2), d’apres (10.2,10.10 a), EGA IV 8.8.2 et 8.10.5), il existe un ouvert affine S’ de
S tel que G’ soit un S’-groupe de présentation fini, plat et séparé sur S’, et que X', H’'
et K’ soit plats et de présentation finie sur S’. Si on suppose H,, (resp. K,)) fermé dans
G, on peut choisir §" de sorte que H' (resp. K’) soit fermé dans G’. D’apres (EGA IV
11.3.15), quitte & remplacer S’ par un ouvert affine de S’, on peut supposer que G’,
H', K’ et X’ sont essentiellement libres sur S’ (au sens de VIII (6.1)). Il résulte alors
de (VIII 5.5 b) et e) *) que, sous les hypotheses de 1’énoncé, les foncteurs considérés

sont représentables par des sous-schémas fermés (donc de présentation finie sur S’) de
G

Proposition 10.12. — Soient S un schéma intégre, G un S-groupe de présentation finie,
A et B deuzx sous-schémas en groupes de présentation finie de G, a fibre générique
lisse, tels que A soit a fibre générique connexe (resp. A et B soient invariants dans

()Voir la note (*) dans la démonstration de la proposition 6.2.
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G). Alors il existe un ouvert non vide S' de S et un sous-schéma en groupes fermé,
D', de présentation finie, a fibres lisses, de G' = G|S’, tel que D' soit a fibres connezxes
(resp. soit invariant dans G'), et que D’ représente le faisceau associé, pour la topologie
(fppf) ou (fpqc), au préfaisceau en groupes des commutateurs de A et B dans G. En
particulier, pour tout s € S', on a D, = (A4, Bs) avec les notations de (7.2 (vii)).

Soit 7 le point générique de S; posons D; = (A, B;). D’apres (7.8) (resp. 7.3 v)),
D}, est connexe (resp. invariant dans Gy)). D’apres (10.1 et 10.10 a)), il existe un ouvert
non vide S’ de S et un sous-S’-schéma en groupes D’ de présentation finie et fermé
dans G, a fibres séparables (EGA IV 9.7.7 et 9.3.3), ayant D; pour fibre au point 7, et
tel que D’ soit & fibres connexes (i.e. géométriquement connexes (VI 1.1)) (resp. soit
invariant dans G') (EGA IV 9.7.7 et 9.3.3 (resp. (10.4))). De plus, nous avons vu, au
cours de la démonstration de (7.8), qu’il existe un entier n tel que vy (A X (5 By)™) =
D', ot v, : Ay X () By, = Gy est défini comme en (7.2 (vii)). Nous pouvons définir,
par les mémes formules qu’en (7.2 (vii)) et 7.1 (ii)), les morphismes v/ : A’ xg B’ — G’
et '™ : (A’ xg B')* — G’, on a bien I//?K(n)) = v,. Par conséquent (EGA IV 8.8.3,
8.10.5 et 11.2.6), on peut choisir S’ tel que le morphisme '™ soit plat et se factorise
a travers D', et que le morphisme (A’ xg B')®* — D’ déduit de '™ soit surjectif.
Alors (7.5) le morphisme (A’ xg B')"*1 — D’ déduit de /" est couvrant pour la
topologie fppf (et a fortiori pour la topologie fpgc). Donc D’ représente le faisceau
associé, pour la topologie fppf ou fpqc, au préfaisceau des commutateurs de A et B
dans G. De plus, pour tout s € S’, le morphisme (As X5 Bs)" — D{ déduit de v/}
est surjectif;; donc (7.6), (As,Bs) représente le faisceau des commutateurs de A; et
B, dans G (pour la topologie fppf ou fpqc), d’ou D, = (A;, Bs).

Corollaire 10.13. — Soient S un schéma intégre de point générique n, G un S-groupe
de présentation finie, D un sous-S-schéma en groupes de présentation finie de G a
fibres lisses et invariant dans G. Supposons qu’on ait (D,),D,) = Dy, (resp. (G,,,D,) =
D,). Il eziste alors un ouvert non vide S' de S tel que pour tout s € S', on ait

(Ds, D) = Dy (resp. (Gs,Ds) = Dy).

Cela résulte immédiatement de 10.12 et de EGA 1V3, 8.8.2.5.

Les énoncés 10.2 et 10.3 concernant la catégorie des S-groupes de présentation finie
s’étendent a la catégorie des couples formés d’un S-groupe de présentation finie et
d’un S-schéma de présentation finie a groupe d’opérateurs G. De fagon précise :

10.14. — (i) Dans la situation rappelée au début de (10.0), soient j € I et Gj
et G} deux Sj-groupes de présentation finie, H; (resp. H}) un S;-schéma de pré-
sentation finie & groupe d’opérateurs G, (resp. G;) Posons, pour ¢ € I, ¢« >
J, Gi = Gjxg,; S et G = Gjxg,;S, et définissons de méme Gj, G', H;, H,
H et H'. Notons Dihomg g ((G,H),(G’,H’)) ensemble des di-morphismes de S-
groupes et de S-schémas & groupe d’opérateurs du couple (G,H) dans le couple
(G',H’). Alors l'application canonique de 1i_1>ni>j Dihomsg, . ((Gi, H;), (G5, HS)) dans
Dihomg ¢ ((G,H), (G’,H')) est bijective.

392

393



394

395

240 EXPOSE VI. GENERALITES SUR LES SCHEMAS EN GROUPES

(ii) Dans la situation rappelée au début de (10.0), soient G un S-groupe de pré-
sentation finie et H un S-schéma de présentation finie a groupe d’opérateurs G; il
existe alors un indice j € J, un S;-groupe de présentation finie G;, un S;-schéma de
présentation finie H; a groupe d’opérateurs G; et un di-isomorphisme de S-groupes
et de S-schémas a groupes d’opérateurs de (G; xs, S, H; xg, S) sur (G, H).

Définition 10.15. — Etant donné un S-foncteur en groupes G et un S-foncteur H
a groupes d’opérateurs G, on dit que H est un S-foncteur en espaces homogénes
sous G pour la topologie T, si le morphisme canonique G xg H — H xg H (défini par
(g,h) = (g - h,h) pour g € G(T), h € H(T)) est un épimorphisme de faisceaux pour
la topologie T.

Si G est un S-groupe et si H est un S-schéma a groupe d’opérateurs G, dire que
H est un S-schéma en espaces homogenes sous G pour la topologie 7 revient donc a
dire que le morphisme canonique G xg H — H xg H défini comme précédemment est
couvrant pour la topologie 7 (IV 4.3).

De méme, dire qu'un S-schéma H & groupe d’opérateurs un S-groupe G est un
fibré principal homogeéne sous G pour la topologie 7 (IV 1.5) revient & dire (IV 5.1.6
(ii)) que le morphisme canonique G xgH — H xgH est un isomorphisme et que le
morphisme structural H — S est couvrant pour la topologie T .

10.16. — Dans la situation rappelée au début de (10.0), soient j € I, G; un S;-groupe
de présentation finie, H; un S;-schéma de présentation finie a groupe d’opérateurs G;.
Pour que H = H; xg,; S soit un S-schéma en espaces homogenes sous G = Gj xg; S
(resp. un fibré principal homogéne sous G) pour la topologie fidélement plate locale-
ment de présentation finie, il faut et il suffit qu’il existe un indice i € 1, i > j, tel
que H; = Hj xg,S; soit un S;-schéma en espaces homogeénes sous G; = Gj xs, S;
(resp. un fibré principal homogéne sous G;).

Compte tenu de (10.14) et de (EGA IV 8.8.2, 8.8.3 et 8.10.5), I’énoncé résulte de

la propriété concernant les morphismes couvrants pour la topologie fppf rappelée en
(10.0).

11. Schémas en groupes affines

11.0. Notations. — Soient S un schéma, X un S-schéma, f : X — S le morphisme
structural ; on pose & (X) = f.(Ox).

Lemme 11.1. — Soient X et Y deuz S-schémas quasi-compacts et quasi-séparés sur
S, f: X —>Seg:Y — S les morphismes structurauz. Alors I’homomorphisme
canonique

@:d(X)@ﬁSM(Y)Hd(XéY)

est un isomorphisme dans chacun des cas suivants :
a) f et g sont affines,
b) g (ou f) est plat et affine,
c) g est plat et f.(Ox) est un Os-Module plat.
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Dans le cas b), on peut supposer que c’est g qui est plat et affine. Posons S’ =
Spec ' (X), Y = Y xgS', ¢ = g xgS et notons v le morphisme S" — S. Alors Y
est quasi-compact et quasi-séparé sur S, et, ou bien S’ est plat sur S (cas ¢) d’aprés
(EGA TIT (1.4.15.5)), ou bien g est affine (cas a) et b)). Alors (EGA III 1.4.15 et IV
1.2.70ull 1.5.2),0n a: ¢,(0%) =v*¢9.(Oy) = Z(Y) ®es Os'.

D’apres (EGA II 1.2.7), f se factorise & travers v au moyen d’un morphisme p :
G—o S, etona: XxgY =Xxg Y et p.(Ox) = Os. Puisque v et f sont quasi-
compacts et quasi-séparés, il en est de méme de p (EGA IV 1.2.2 et 1.2.4). Ou bien
Y est plat sur S (cas b) et c)) et alors Y’ est plat sur S’, ou bien X est affine sur S
(cas a)), et alors p est un isomorphisme. Dans le premier cas, on peut de nouveau
appliquer (EGA ITI 1.4.15 et IV 1.2.7), et dans les deux cas, on trouve : p,, (Ox x.v) =
9" p«(Ox) = g"(0s/) = Oyr, oup’ = pxs Y.

Dot /(X xsY) = 0.0 (Oxov) = 0.04(0v) = v.(F(Y) B0y Os) =
A (Y) ®@ps o (X) d’aprés (EGA 11 1.4.7).

Corollaire 11.2. — On définit un foncteur X — Spec &7 (X) de la sous-catégorie pleine
des Sch g des X-schémas plats quasi-compacts et quasi-séparés sur S tel que o/ (X)
soit un Os-Module plat, dans celle des S-schémas plats et affines sur S. Ce foncteur
commute aux produits finis, donc transforme S-groupes en S-groupes.

Définition 11.3. — Etant donné un S-groupe G plat, quasi-compact et quasi-séparé

sur S, tel que &7 (G) soit plat sur Og, nous noterons G, et nous appellerons enveloppe
affine de G, le S-groupe G,f = Spec & (G).

11.4. — Soient &,.% deux Os-Modules quasi-cohérents, notons Homg(V (%), V(&))
le S-foncteur des morphismes de S-foncteurs de V(%) dans V(&'), et Homg (V(F),
V(&)) le sous-S-foncteur de Homg(V (%), V(&)) formé des Os-homomorphismes de
Os-foncteurs en modules (cf. I). Alors Homg, (V(%),V(&£))(T) est en correspon-
dance biunivoque canonique avec Homge Mod. (6 ®ps Or,F Qe Or), ie.0n a
Homg, (V(F),V(&)) ~ Homg, (W(&), W(5F)).

Soit X un S-schéma. Alors ’ensemble des morphismes de S-foncteurs de X dans
Homg(V(#),V(&)) est en correspondance biunivoque avec Homg(X xg V(), V(&)
donc Iensemble des morphismes de S-foncteurs de X dans Homgg (V(F ),V( ) est

en correspondance biunivoque avec un sous-ensemble de Homg(X xg V(%#),V(&)) =
Home,-nod. (€, 7 (X x5 V(Z))) (EGA II 1.7.13).

Proposition 11.5. — Soient X un S-schéma quasi-compact quasi-séparé sur S, f: X —
S le morphisme structural, & et % deux Os-Modules quasi-cohérents. On suppose
vérifice l'une des deux conditions suivantes :

a) f est affine

b) F est plat sur Os.

Alors :

(i) Uhomomorphisme canonique ¢ : (X)) ®os S(F) — A (X xgV(F)) est un
isomorphisme (ot S(F) désigne I’Algébre symétrique de F).
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(ii) V’ensemble des morphismes de S-foncteurs de X dans Homg, (V(F),V(&)) est
en correspondance biunivoque avec Homepg Mod (6, o (X) @ F).

Pour montrer i), d’apres (11.1 a) et b)), il suffit de montrer que si .% est plat sur
Os, alors V(%) est plat sur S. D’apres (EGA TIT 1.4.15.5) il suffit de voir que si .#
est plat sur Og, il en est de méme de S(F), ce qui est un corollaire d’un résultat
da a Daniel LAZARD, suivant lequel tout module plat sur un anneau est une limite
inductive filtrante de modules libres de type fini.

Montrons maintenant ii). Soit « un morphisme de S-foncteurs de X dans
Homeg, (V(Z),V(&)); il lui correspond un homomorphisme p de &g-Modules de &
dans &7 (X xg V(%)) = &/ (X) @, S(F) tel que si p est une S-section de X, I’homo-
morphisme (<7 (1) ® ids(z)) o p : & = Os ®g, S(F) = S(F) corresponde a a(n).
Mais puisque a(n) € Homgy (V(F),V(£))(S), </ (n) ® ids(z) se factorise a travers
I’homomorphisme canonique injectif .# — S(#). On a donc, pour chaque S-section
1 de X un diagramme commutatif :

&

o (X) ® S(F)

o (n)®id

S(7) F :

ce qui montre que p se factorise a travers 'homomorphisme canonique injectif
I (X) Qps F — F(X) g, SF, donc p peut étre considéré comme un homomor-
phisme de 0s-Modules de & dans &7 (X) ®@g4 F.

Réciproquement, soit

pE HomﬁS_Mod,(é’, JZf(X) 27 j) C Homﬁs_Mod_(é", JZ{(X >S< V(j)),

il lui correspond un morphisme a de X dans Homg(V(.#), V(&')). Pour tout S-schéma
T et toute T-section n de X xgT, a(n) correspond a <7 (n) ® ids(#)ze,, homomor-
phisme de & ® g Or dans F Qg, Or, donc a(n) € Home,(V(F),V(&))(T), ce qui
montre que « est un morphisme de X dans Homg, (V(&), V(F)), ce qui prouve ii).

11.6. — Soient G un S-groupe plat, quasi-compact et quasi-séparé sur S, tel que
o/ = o/ (G) soit un Og-Module plat, et & un &s-Module quasi-cohérent et plat. Notons
quun morphisme de S-foncteurs de G dans Endg,(W(&)) = Homg,(V(&), V(&)
définit une opération de G sur &, si et seulement si le morphisme correspondant
0:GxgV(&) — V(&) vérifie les deux conditions suivantes :

1) si pu: G xg G — G désigne le morphisme structural, le diagramme

idg X6

GXsGXsV(é‘)) GXsV(g)
pXxidy(s) 0
G x5 V(&) ? V(&)
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est commutatif.

2) sie: S — G est la section unité de G, le diagramme 399
EXidv(g)
Sxg V(&) G xg V(&)
o 0
V(&)

est commutatif.

Il revient alors au méme de dire que le morphisme p : & — & (G) ®g, & déduit de
0 vérifie les deux axiomes suivants :

(CM1)SiA: o - o @A = (G xgG) est 'homomorphisme o7 (), le dia-

gramme
id
ARARE~22 _ ye&

A®idg P

g RE &

est commutatif.

(CM 2) Sin: o/ — Os est 'homomorphisme 7 (¢), le diagramme

Os® & nids A QE

\ /
&
est commutatif.

Il revient au méme de dire que le morphisme Oy : Gor xg V(&) — V(&) correspon-
dant & p définit une opération de G,¢ sur & (comparer I, 4.2).

Par conséquent, il y a correspondance biunivoque entre opérations de G sur & et 400
opérations de G,¢ sur &.

Lemme 11.7. — Soient G un S-groupe quasi-compact et quasi-séparé sur S, plat et tel
que o (G) soit un Os-Module plat <7, et & un Os-Module quasi-cohérent. On suppose
soit que G est affine sur S, soit que & est plat sur S. Soit p : & — & @ & un
homomorphisme définissant une opération de G sur &. Soit & un sous-Os-Module
quasi-cohérent de & tel que ’homomorphisme & — o/ ® & déduit de p se factorise a
travers ’homomorphisme canonique (injectif, grice au fait que of est plat!) o @&y —
A RE au moyen de ’homomorphisme py : &y — A R8Ey. Alors p définit une opération
de G sur & (qu’on appellera opération induite sur &y par p, et on dira que & est
stable sous p).
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Cela résulte immédiatement des définitions et de (11.6). On remarquera cependant
qu’en général 'application canonique W(&y) — W(&) n’est pas injective.

Lemme 11.8. — Soient G un S-groupe quasi-séparé et quasi-compact sur S tel que
2 (G) soit un Os-Module libre &7 de base (p;), & un Os-Module quasi-cohérent. On
suppose soit que G est affine sur S, soit que G et & sont plats surS. Soitp: & — FRE
un homomorphisme définissant une opération de G sur & et soit x € T'(S,&). Posons
p(x) =D pi @ x;, ot les x; € T(S,8) sont bien déterminés par cette relation). Alors
le sous-module F de & engendré par les x; est stable sous p, quasi-cohérent et de type
fini sur Os, et x € T'(S, F).

Il est clair que & est quasi-cohérent et de type fini. L’axiome (CM 1) montre que
> Api) @z =3 @i®@p(x;) ; dautre part, A(p;) = 3 @;®a;;, d'ott Y p;®ai;@w; =
> @ p(x;),d’olt, puisque les ¢; forment une base de &7, p(z;) = > aj; @ x;, ol
aj; € T'(S, &), ce qui montre que p(F) C & ® F#, donc .Z est stable sous p. Enfin
I'axiome (CM 2) montre que x = >, n(¢;)z; € I'(S, 7).

Proposition 11.9. — Soit G un S-groupe quasi-compact quasi-séparé sur S tel que of =
A (G) devienne localement libre aprés extension fidélement plate quasi-compacte de la
base S (ce qui est le cas par exemple lorsque G est un groupe réductif, comme nous le
verrons dans XXV), et soit & un Os-Module quasi-cohérent. On suppose soit que G est
affine sur S, et soit G et & sont plats sur S. Soit p: & — o @ & un homomorphisme
définissant une opération de G sur &. Alors, pour tout sous-Os-Module quasi-cohérent
F de & il existe un plus petit sous-Os-Module quasi-cohérent F de & contenant F
qui soit stable sous p. Sa formation commute d toute extension de la base S — S.

Lorsque % est de type fini, il en est de méme de 7.

On se rameéne aisément par descente fideélement plate au cas ou .« est un &g-Module
libre, auquel cas la proposition est conséquence du lemme 11.8.

Corollaire 11.10. — Soient S un schéma quasi-compact et quasi-séparé, G un S-groupe
quasi-séparé et quasi-compact sur S, tel que </ (G) devienne localement libre apreés
extension fidelement plate quasi-compacte de la base S, et soit & un Os-Module quasi-
cohérent. On suppose soit que G est affine sur S, soit que G et & sont plats sur S.
On se donne une opération de G sur &. Alors & est limite inductive d’une famille
filtrante croissante de sous-Os-Modules quasi-cohérents de type fini de & stables sous

G.

C’est une conséquence immédiate de (11.9) car & est limite inductive de ses sous-
Modules quasi-cohérents de type fini (EGA 19.4.9, IV 1.7.7).

Remarque 11.10.1. — J.-P. Serre a remarqué que dans 11.9 (donc aussi dans 11.10)
il suffisait de supposer que pour toute ouvert affine U de S, il existe un morphisme
fidélement plat U’ — U, avec U’ affine d’anneau A’, tel que & ®,, Oy soit défini par
un A’-module projectif (pas nécessairement libre). De plus, lorsque S est localement
noethérien régulier et de dimension 1, cette hypothese peut étre remplacée par la seule
hypothese que G soit plat sur S (ce qui implique que <7 (G) est plat); voir & ce sujet
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J.-P. Serre, Groupes de Grothendieck des schémas en groupes réductifs déployés, Pub.
Math. THES n°® 39, p. 37-52.

Proposition 11.11. — Soit G un groupe algébrique sur le corps k. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) G est affine.

(ii) G est quasi-affine.

(iii) On peut faire opérer G fidélement sur un k-schéma quasi-affine.

(iv) On peut faire opérer G fidélement sur un vectoriel sur k (pas nécessairement
de dimension finie).

(v) G est isomorphe & un sous-groupe fermé d’un groupe GL(n)j.

Démonstration. On a (i) = (ii) trivialement, et (ii) = (iii), car G opére fidélement
sur lui-méme par translations & gauche. On a (iii) = (iv), car si G opére sur X quasi-
compact et quasi-séparé sur k, il opére aussi sur le vectoriel I'(X, Ox), grace au fait
que la formation de f.(€x) (f : X — Spec k le morphisme structural) commute & tout
changement de base S — Spec k (EGA TV 1.7.12) ; donc il opére sur Penveloppe affine
X’ = Spec(T'(X, Ox)), et le morphisme canonique X — X’ est évidemment compatible
avec laction de G ; ceci dit, si X est quasi-affine i.e. X — X’ est une immersion ouverte,
et si G opere fidelement sur X, il opere fidelement sur X', ou ce qui revient au méme,
sur le vectoriel V =T'(X, €x), ce qui prouve 'implication (iii) = (iv).

Supposons maintenant (iv), i.e. que G opére fidélement sur le vectoriel V. Alors, en
vertu de 11.10, V est limite inductive de sous-espaces vectoriels V; de dimension finie,
stables sous 'action de G. Si K; est le noyau de ’action induite de G sur V;, i.e. de
G — Aut(V;), alors K; est un sous-schéma fermé de G, et I’hypothese que G opere
fidelement s’exprime aussitot par le fait que l'intersection des K; est le sous-groupe
unité de G. Comme G est noethérien, il s’ensuit que 'un des K; est déja réduit au
groupe unité, donc que G — Auty;. est un monomorphisme. C’est donc une immersion
fermée en vertu de 1.4.2, ce qui prouve que (iv) = (v). Comme (v) = (i) trivialement,
cela prouve 11.11.

Remarque 11.11.1. — M. Raynaud nous signale qu’on peut généraliser 11.11 au cas
d’un schéma en groupes quasi-compact et quasi-séparé G sur un schéma S localement
noethérien régulier de dimension < 1, en supposant de plus G plat sur S. On a alors
I’équivalence des conditions suivantes :

(i) G est affine sur S.

(ii) G est quasi-affine sur S.

(iii) On peut faire opérer G fideélement sur un S-schéma quasi-affine.

(iv) On peut faire opérer G fidelement sur un Module quasi-cohérent plat sur S.

(v) (Si G est de type fini sur S et S noethérien), G est isomorphe & un sous-groupe
fermé d’un Aut(V), ot V est un Module localement libre de type fini sur S.

Lemme 11.12. — Soient k un corps, G un k-groupe quasi-compact. Posons A = o/ (G).
Etant donné x € A, il existe une sous-k-algébre de type fini V de A telle que x € V,
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que A(V) CV @,V etu(V) CV, ot u désigne linvolution de A correspondant a la
symétrie de G.

D’apres 11.3, on peut remplacer G par Ga, donc on peut supposer G affine.

Soit (¢;) une base de A. Alors A(x) =3 ¢; ® a; et Ap;) =D ¢ @by, ; axiome
(HA 1) de (I, 2) montre que Y ¢;®A(a;) = > Ap;)®a;, d’ot A(a;) = ) bij®aj. Soit
alors V la sous-k-algebre de A engendrée par les b;; et les u(b;;). Il est clair que V est
une k-algebre de type fini. L’axiome (HA 1) montre aussi que > A(p;)®bj; = > ¢;®
A(bji), et on en déduit que A(b;;) = Y bi @bk et que A(u(bis)) = D u(bij) @u(bg).
Puisque A est un homomorphisme d’algebres, on en déduit que A(V) C V&, V
et u(V) C V. Enfin axiome (HA 2) de (I, 2) montre que a; = »_n(a;)b;; et que
x =Y. n(p;)a;, si bien que x € V.

Proposition 11.13. — Soient k un corps et G un k-groupe affine d’algébre A. Alors G
est limite projective d’un systéme filtrant croissant de k-groupes affines de type fini,
dont les morphismes de transition sont fidelement plats.

Comme I’ensemble des sous-k-algebres de type fini de A stables par A et u est stable
par engendrement, A est limite inductive d’une famille filtrante croissante (B;);e1 de
sous-k-algebres de type fini stables par A et u. Alors, chaque algebre B;, munie de
I’homomorphisme B; — B; ®j B; déduit de A et de la restriction de u a B; est munie
d’une structure d’hyperalgebre associative augmentée involutive, donc (I, 2) est la
k-algebre d’un k-groupe affine G;, de type fini sur k. Enfin, puisque A = lig\/i,
G = limG; (EGA IV 8.2.3). Les morphismes de transition sont fidélement plats
d’aprés le lemme suivant :

Lemme 11.14. — Soient k un corps, G et H deuz k-groupes affines de type fini, u :
G — H un morphisme de k-groupes, et u' : B — A Uhomomorphisme de k-algébres
correspondant. Pour que w soit fidélement plat, il faut et il suffit que u® soit injectif.

La condition est évidemment nécessaire (EGA IV 2.2.3 et Ory 6.6.1). Montrons
qu’elle est suffisante. Posons K = Keru. Alors G/K est un k-groupe de type fini
(VIa 2), et u se factorise en G 2 G/K % H, ol p est fidelement plat (VIy 2) et
ou v est un monomorphisme de k-groupes de type fini, donc une immersion fermée
(1.4.2). Puisque H est un schéma affine, et que v est une immersion fermée, G/K est
un schéma affine (EGA 1 4.2.3), et, si on note C l'algebre de G/K, ’homomorphisme
vf : B — C est surjectif (loc. cit.). Or, puisque u? est injectif, et que uf = p?ovf, v°
est aussi injectif : c¢’est un isomorphisme, donc v est un isomorphisme, et, puisque p
est fidelement plat, il en est de méme de u.

Définition 11.15. — Etant donné un corps k, un k-espace vectoriel V, un k-groupe
G opérant sur V, et un vecteur v € V, on dit que v est semi-invariant sous G si le
sous-espace vectoriel kv est stable sous G.

Notons A Talgebre de G, et p : V — A ®; V lapplication linéaire qui définit
Iopération de G sur V. Dire que v est semi-invariant sous G revient a dire qu’il existe
A € A tel que, pour tout w € kv, p(w) = A ® w. Lorsque v # 0, 'élément A € A est
bien déterminé par cette relation, on I'appellera poids de I’élément semi-invariant v.
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Dire que v est semi-invariant d’invariant A revient & dire que ¢(g,v) = A(g)v pour
tout g € G(k), ou A : G — Gy, est le morphisme définit par A. On voit donc que A
est un caractere de G, appelé caractere associé a I’élément semi-invariant v.

Théoréme 11.16 (Chevalley). — Soient k un corps, G un k-groupe algébrique affine,
H un sous-schéma en groupes fermé de G. Alors il existe un nombre fini d’éléments
a; linéairement indépendants de U'algébre A de G, tels que H soit le plus grand sous-
schéma en groupes fermé de G sous lequel les a; soient semi-invariants; on peut de
plus supposer que tous les a; ont méme poids sous H.

Rappelons que, puisque G est affine, il en est de méme de H (I 4.2.3). Soit A
(resp. B) lalgebre de G (resp. H); d’aprées EGA 1 4.2.3, il existe un idéal I de A
tel que B soit isomorphe & A/I. Puisque G opére sur lui-méme par translations &
gauche, il opere aussi sur A, cette opération se traduisant par 'application diagonale
A:A—> A®g A (I, 2 et 7.2). Puisque G est de type fini sur k, A est de type
fini sur k, donc I admet un systéme fini de générateurs (gi,...,g,). Il résulte de
(11.9) qu’il existe un sous-espace vectoriel V de dimension finie de A stable sous G,
et contenant chacun des g;. Posons alors W = V N1, c’est un espace vectoriel sur
k de dimension finie, dont nous noterons d la dimension. Puisque V contient tous
les g;, W engendre I'idéal 1. Notons p : A — A/I = B l'application canonique, et
¢g=p®ids = A®r A — (A/I) ®; A. Alors laction de H sur A est déterminée par
goA : A — B®i A. Puisque H est un sous-schéma en groupes de G, I'application
diagonale A/T — (A/I) ®% (A/I) = ((A/I) ®; A)/((A/I) ® I) se déduit de g o A par
passage au quotient, ce qui montre que (g o A)(I) C (A/I) ® I, autrement dit, T est
stable sous H. Puisque V est stable sous G, donc sous H, on voit que W est stable
sous H.

Posons E = /\d V, soit (wy,...,wq) une base de W sur k, et soit (eq,...,e,) une
base de E sur k contenant eg = wi A ... A wg. L’opération de G sur v détermine
canoniquement une opération de G sur /\d V, qui définit une application linéaire
p:E— A®,E. Posons p(e;) = Y a} ®ej, et a; = af. Puisque W est stable sous H, si
onpose 0 = (p®idg)op: E = (A/I) ® E, il est clair que o(ep) est proportionnel a
eo, autrement dit, pour 1 < i < n, on a a; € I. L’axiome (CM 1) de (I, 7.2) appliqué a
pleo) = Y ai ® e; montre que Y Afa;) @ e; = Y a; @ ple;) = Y a; @ al @ ej, d’olt on
déduit que A(a;) = a0®ai+2j21aj ®a£ ; donc, puisque pour j > 1, a; € I, on voit que
qoA(a;) = p(ap)®aj;, si bien que pour 1 < i < n, a; est semi-invariant sous H de poids
p(ag), indépendant de i. Extrayons du systéme (ay,...,a,), un systéme maximal de
vecteurs linéairement indépendants, dont on peut supposer qu’il se note (ay, ..., am).
Alors les a;, i = 1,...,m sont linéairement indépendants, semi-invariants sous H, et
de méme poids.

Réciproquement, soit H un sous-schéma en groupes fermé de G sous lequel chacun
des a; (1 < i < m) est semi-invariant. Montrons que H! = H. Il existe de méme un
idéal I’ de A tel que lalgebre B’ de H' soit isomorphe & A/T"; notons p’ : A — A/T’
I'application canonique, et ¢’ = p’ ® ida. Par hypothese, pour 1 < i < m, il existe
Xi € B tel que ¢ o A(a;) = Y p'(aj) ® a] = \i ® a;. Or Paxiome (CM 2) de (I,
7.2) montre que e; = Y n(a})e;, donc que n(a}) = d;; (symbole de Kronecker);
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Pégalité Y p'(a;) ® n(a}) = Nj @ n(a;) s’éerit done p'(a;) = 0 pour 1 < i < m, car
n(a;) = n(a?) = 0 pour 1 < i < m; par conséquent, on a a; € I’ pour 1 < i < m,
si bien que a; € I’ pour 1 < i < n. Donc, si on pose 0/ = (p' ® idg) o A, o'(eg) =
> p'(a;) ®e; est proportionnel & eg, de sorte que ¢’ o A(W) C (A/T') ® W, autrement
dit que W est stable sous H'. Puisque W engendre I'idéal I, T est stable sous H', donc
¢ oA C (A/T)®i1, et ¢ oA définit par passage au quotient une application linéaire
A/T— (A/T) @k (A/T) = (A/T) @k A)/((A/T) ®%T) donc la restriction & H' x; H du
morphisme de multiplication de G se factorise a travers H, ce qui implique que H’ est
un sous-schéma en groupes de H, cqfd

Théoréme 11.17 (Chevalley). — Soient k un corps, G un k-groupe affine (non néces-
sairement algébrique), et H un sous-schéma en groupes fermé de G invariant dans
G ; alors le faisceau quotient (pour la topologie (fpqc)) G/H est représentable par un
k-groupe affine.

Premier cas : Supposons d’abord G algébrique. D’apres (VI4 2), le conoyau K de
Iinjection H — G existe, le morphisme canonique p : G — K est couvrant pour la
topologie (fpqc), et K représente le faisceau quotient G/H pour la topologie (fpqc);
il s’agit donc de montrer que K est affine.

Supposons d’abord k algébriquement clos, G réduit et connexe et H réduit. D’apres
(BIBLE 4, cor. du th. 1), il existe une représentation linéaire de dimension finie
p: G = GL(V) telle que (Kerp)ia = H. Par 11.11, G/ Kerp est affine donc
(G/H)/(Ker p/H) est affine, donc aussi G/H, le groupe Ker p/H étant fini.

Si k est algébriquement clos, et G et H réduits, alors (G/H)/(G?/H N G°) est fini,
comme quotient de G/G?, et GY/H N G° est affine, donc G/H est affine.

Dans le cas ou k est algébriquement clos, et G et H quelconques, (G xj, H)yq est
isomorphe & (Gyeq) X (Hrsa), done (Grsd)/(Hrsa) est isomorphe & (G/H),¢q. Puisque
(Gréa)/(Hyeq) est affine, il en est de méme de G/H (EGA I 5.1.10), car, puisque G/H
est de type fini sur &, son nilradical est nilpotent.

Dans le cas ol k est quelconque, (G ®x k)/(H ®4 k) est isomorphe & (G/H) @y, k
(9.2 v)), donc puisque le premier est affine, il en est de méme du second, donc G/H
est affine.

Deuziéme cas : Cas général. D’apres (11.13), lalgebre A de G est limite inductive
d’une famille filtrante croissante (A;);c1 de sous-algébres de type fini de A stables
par lapplication diagonale et I'involution. D’aprés (EGA T 4.2.3), H est affine, et si
on note B I'algebre de H, 'homomorphisme A — B déduit de I'injection H — G est
surjectif. Posons I = Ker(A — B), I, = INA; et B, = A;/I;; puisque la structure
d’hyperalgebre associative augmentée involutive de A passe au quotient a travers
I, on vérifie aisément que celle de A; passe au quotient a travers I;, si bien que
B; est l'algebre d’'un k-groupe affine de type fini H;; il est clair que B = h_H)lBl
D’aprés (EGA T 4.2.3), H; est isomorphe & un sous-schéma en groupes fermé de G;.
D’apres (6.7) le fait que H soit invariant dans G s’exprime en disant qu’un certain
morphisme H x; G — G se factorise a travers l'injection H — G, autrement dit que
I’homomorphisme correspondant A — B ®; A se factorise & travers ’homomorphisme
canonique A — B; on vérifie aisement que I’homomorphisme A; — B; ®; A; défini
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de manieére analogue se factorise a travers A; — B;, donc que H; est invariant dans
G;. D’apres ce qui a été vu précédemment, G; étant de type fini sur k, G;/H; est
représentable par un k-groupe affine K;, dont nous noterons C; I’algebre. Posons alors
C =1lim C;, et soit K = lim K; le k-schéma affine d’algebre K (EGA IV 8.2.3).

Montrons que K représente G/K; pour cela, il suffit de vérifier que H x;, G —
G x, G, et que le morphisme G — K est couvrant pour la topologie (fpqc) (IV, 4.3).
Or pour chaque i, ou H; x; G; — G; Xk, Gi, donc il en est de méme du morphisme
obtenu en passant a la limite projective; enfin chacun des morphismes G; — K;
est fidelement plat (9.2 (xi)), autrement dit C; est fidélement plat sur A;; puisque
A=limA; et C= hgci, on en déduit que C est fidélement plat sur A, si bien que
G %% est un morphisme fidelement plat. Puisque ce morphisme est affine, il est
quasi-compact, donc couvrant pour la topologie (fpqc), cqfd.



