EXPOSE VIIg

ETUDE INFINITESIMALE DES SCHEMAS EN GROUPES
par P. GABRIEL

B) Groupes formels

L’étude des groupes formels est habituellement d’une simplicité extréme. Si cela
n’apparalt pas clairement dans les pages qui suivent, la responsabilité en incombe a
un arithméticien, qui prétend connaitre des groupes formels sur « autre chose que des
corps ». Nous avons donc déroulé pour les groupes formels « localement libres sur
des limites projectives d’anneaux artiniens » les généralités qu’on énonce d’habitude
pour les groupes formels définis sur un corps. Pour une étude plus détaillée de ces
derniers, nous renvoyons au séminaire de géométrie algébrique 1964 /65 de Heidelberg-
Strasbourg.

0. Rappels sur les anneaux et modules pseudocompacts

Ce paragraphe contient quelques préliminaires techniques; nous y rappelons et
complétons quelques résultats de C.A. (Des catégories abéliennes, Bul. Soc. math. de
France, 90, 1962).

0.1. — Un anneau pseudocompact a gauche est un anneau avec élément unité, topo-
logique, séparé, complet et qui posséde une base de voisinages de 0 formée d’idéaux a
gauche [ de colongueur finie (i.e. long, (A/l) < +00). Nous allons supposer ici que A
est commutatif, de sorte qu’il n’y a pas a distinguer « entre la gauche et la droite ». En
particulier, les quotients A/l sont munis de structures d’anneau artinien et A s’iden-
tifie & la limite projective topologique de ces anneaux qu’on munit de la topologie
discrete.
Un anneau local noethérien complet est évidemment pseudocompact.

0.1.1. — Un idéal fermé de A est 'intersection des idéaux ouverts qui le contiennent.
Un idéal fermé maximal est donc ouvert. De plus, si [ est un idéal ouvert de A, les
idéaux maximaux de A/l correspondent biunivoquement aux idéaux maximaux fermés
m qui contiennent I. Le localisé (A/l)m de A/l par rapport & un idéal maximal fermé
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m est donc un anneau local si m contient [ et est nul sinon. Comme Panneau A/l est
artinien, il est produit direct d’un nombre fini d’anneaux locaux, ce qu’on peut écrire

ANtz ] (A/Dm

meT(A)

en désignant par Y(A) I'ensemble des idéaux maximaux fermés de A. On tire de 1a
des isomorphismes « canoniques »

A~ me(A/[) ~ @E{(A/[)m ~ HL A/ HAm,

ot ’on a posé A, = @‘(A/[)m. Cette composante locale Ay, est une limite projective
filtrante d’anneaux locaux; c’est donc un anneau local qui est pseudocompact pour
la topologie de la limite projective (les anneaux (A/l)y, sont artiniens et munis de la
topologie discrete).

0.1.2. — Soit v(A) l'intersection des idéaux maximaux fermés de A, c’est-a-dire le
produit cartésien des idéaux mAy, lorsqu’on identifie A a [],, Am. Pour tout idéal
ouvert [ de A, 'image de t(A) dans A/l est contenue dans le radical de A/I. Une
certaine puissance de cette image est donc nulle, de sorte que t(A)™ est contenu dans
[ lorsque n est assez grand. La suite des t(A)™ tend donc vers 0; il en va de méme de
la suite des x™, lorsque x appartient & v(A). Autrement dit, tout élément de t(A) est
topologiquement nilpotent et la réciproque est claire. Il s’ensuit que la suite de terme
général 1+ + - -+ x™ est convergente et converge vers 1/(1 — z) lorsque = € t(A).
Cela montre que t(A) est le radical de Jacobson de A (Bourb., Alg., chap. 8, Chap. 8,
86, th. 1).

0.1.3. — Si A et B sont deux anneaux pseudocompacts, un homomorphisme de A
dans B est, par définition, une application continue compatible avec ’addition, la
multiplication et les éléments unité. Un tel homomorphisme envoie un élément to-
pologiquement nilpotent de A sur un élément topologiquement nilpotent de B il
applique donc le radical de A dans le radical de B.

0.2. — Soit A un anneau pseudocompact (commutatif). Un A-module pseudocompact
M est un A-module topologique, séparé, complet, unitaire qui possede une base de
voisinages de 0 formée de sous-modules M’ tels que M/M’ soit de longueur finie sur
A. Si M et N sont deux A-modules pseudocompacts, un morphisme de M dans N est
par définition une application A-linéaire continue. Les A-modules pseudocompacts
forment une catégorie abélienne qui a pour cogénérateurs les A-modules pseudocom-
pacts de longueur finie (dont la topologie est donc discrete). Si (M;) est un systeme
projectif de modules pseudocompacts, la limite projective des M; a pour module sous-
jacent la limite projective des modules sous-jacents, pour topologie celle de la limite
projective. De plus, le foncteur limite projective est exact lorsque les indices forment
un ensemble ordonné filtrant (Axiome AB5*). De méme, si f est un morphisme de A-
modules pseudocompacts, Coker f a pour module sous-jacent le conoyau des modules
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sous-jacents et la topologie de Coker f est le quotient de celle du but de f (confer
[C.A], IV, §3).

0.2.1. — Chaque composante locale A, de A est un facteur direct de A, donc un objet
projectif de la catégorie des A-modules pseudocompacts (A est manifestement projec-
tif). Il résulte de C.A. (IV, §3, cor. 1 au théo. 3) que tout A-module pseudocompact
projectif est un produit direct (topologique) de tels Ay,.

Un A-module pseudocompact M est dit topologiquement libre s’il est isomorphe au
produit d’une famille (A;) d’exemplaires de A. Une famille (m;) d’éléments de M est
appelée une pseudobase de M si les applications A-linéaires de A; dans M qui envoient
I'élément unité de A sur m; se prolongent en un isomorphisme de J], A; sur M.

0.2.2. — Si M est un A-module pseudocompact, M* désigne le A-module Hom,.(M, A)
formé des applications A-linéaires continues de M dans A. Lorsque ['anneau A est
artinien, le foncteur P — P* est une anti-équivalence de la catégorie des A-modules
pseudocompacts projectifs sur celle des A-modules projectifs. En particulier, lorsque
A est un corps, P — P* est une antiéquivalence de la catégorie de tous les A-modules
pseudocompacts (on parle aussi d’espaces vectoriels linéairement compacts sur A) sur
celle des A-espaces vectoriels.

0.3. — Soient M et N deux A-modules pseudocompacts et Hom.(M,N) le groupe
des morphismes de M dans N. Notons en outre hM le foncteur qui associe & tout
A-module pseudocompact de longueur finie N le groupe abélien Hom.(M, N). On sait
alors que le foncteur M — hM est une antiéquivalence de la catégorie des A-modules
pseudocompacts sur celle des foncteurs exacts & gauche (C.A., II, théo.1). Si L et M
sont deux A-modules pseudocompacts, on définit donc & isomorphisme pres un A-
module pseudocompact L &4 M en exigeant que le foncteur N — Hom,(L & M, N)
soit isomorphe au foncteur N — Bil.(L x M, N), Bil.(L x M, N) désignant I’ensemble
des applications A-bilinéaires continues de L x M dans un module de longueur finie
N.

On peut décrire L®s M comme la limite projective des A-modules (discrets)
(L/L") @4 (M/M'), L" et M’ parcourant respectivement les sous-modules ouverts de L
et de M : soit en effet ¢ : L x M — N une application bilinéaire continue de L x M dans
un A-module (discret) de longueur finie. D’apres le lemme 0.3.1 ci-dessous, il existe
des sous-modules ouverts L' et M’ de L et M tels que ¢(L' x M) = p(L x M') = {0}.
Cela signifie que I'application ¥ : L ®a M — N, qui est induite par ¢, est de la
forme ¢’ o p, out p est la projection canonique de L ® M sur (L/L/) ® (M/M’). Si
 est obtenu en composant ¢’ avec la projection canonique de la limite projective
L®aM sur (L/L) @4 (M/M’), il est clair que Papplication ¢ — @ est une bijection
de Bil,(L x M, N) sur Hom.(L & M, N).

Le module pseudocompact L &4 M est donc le séparé complété de L @ M pour
la topologie linéaire définie par les noyaux des projections canoniques de L ® 5 M sur
(L/L")®a (M/M’). Si x et y appartiennent a L et M,I'image de 2 ®4 y dans le produit
tensoriel complété L@ M sera notée x @ y.
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0.3.1. Lemme. — Soient L, M et N des A-modules pseudocompacts, N étant de lon-
gueur finie. Si @ : L x M — N est une application A-bilinéaire continue, il existe des
sous-modules ouverts L' et M’ de L et M tels que p(L' x M) = (L x M) = {0}.

En effet, »=1(0) est un voisinage ouvert de (0,0), donc contient un ouvert de la
forme I/ x M’, ot I’ et M’ sont des sous-modules ouverts de L et M. Comme L /L’ est
de longueur finie, il existe des éléments x1, ..., z, de L tels que L'+Az1+- - -+Az, = L.
Si M’ est « assez petit », on a aussi ¢(x;, M) = 0 pour tout i, parce que 'application
y — (2, y) est continue; on tire de 1a ¢(L,M’) = {0} ; de méme, (L', M) = {0} si L/
est assez petit.

0.3.2. — Soit I &5 L. % 17 — 0 une suite exacte de A-modules pseudocompacts. 11
est clair que la suite induite

0 — Bil(L” x M,N) — Bil(L x M,N) — Bil(L’ x M, N)

est exacte pour tout A-module pseudocompact M et tout N de longueur finie. Cela
signifie que la suite des foncteurs exacts a gauche représentés par L"®@aM, L @ M et
L’ ®a M est exacte, autrement dit que la suite

(%) L' @AM L2 LaAM 229 1/ 8, M — 0

est exacte : le foncteur produit tensoriel complété est exact a droite.

Prenons en particulier pour L 'anneau A, pour f I'inclusion d’un idéal fermé a dans
A, pour g la projection canonique de A sur A/a. On peut alors identifier A @AM aM
au moyen de D’application  ®A y — - y. Comme l'image de a @4 M est fermée dans
M (C.A., IV, §3) et que I'image de a ® s M est partout dense dans a®a M, l'image
de f®a M n'est autre que ’adhérence a- M du produit a - M dans M. La suite (%)
entraine donc que (A/a) ®a M s’identifie & M/a - M.

0.3.3. Lemme de Nakayama. — Soient A un anneau pseudocompact, M un A-module
pseudocompact et a un idéal de A contenu dans le radical v(A). L’égalité a-M = M
entraine alors M = 0.

Soient en effet M’ un sous-module ouvert de M et M” le quotient M/M’. Comme M"”
est discret, a - M” est fermé dans M", donc égal & a- M”. D’apres 0.3.2, application
canonique de M /a - M dans M” /a - M" est surjective, de sorte quon a a-M” = a-M" =
M” si a-M = M; mais ceci entraine M” = 0, car M” est un module de type fini sur
A (Nakayama) ; par conséquent, tout sous-module ouvert M’ de M est égal & M, qui
est donc nul

0.3.4. — On tire du lemme de Nakayama les conséquences habituelles : si a est un
idéal fermé contenu dans le radical de A et f : M — N un morphisme de A-modules
pseudocompacts, f est surjectif si 'application induite f’ de M/aM dans N/aN l'est
(appliquer le lemme 0.3.3 & Coker f). De méme, si N est projectif, f est inversible si
1" Vest (en effet f est surjectif, donc posséde une section; on applique alors 0.3.3 &
Ker f).
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Lorsque A est local d’idéal maximal m, on peut aussi déduire de 0.3.3 le théoréme
d’échange qui suit : si M est un A-module topologiquement libre de pseudobase (m;);e1
(0.2.1) et N un facteur direct (fermé) de M, il existe une pseudobase de M formée
d’éléments de N et de certains m; : en effet, cela est clair lorsque A est un corps (se
servir alors de la dualité de 0.2.2 et appliquer le théoréme d’échange habituel) ; par
conséquent, N/mN a pour supplémentaire un module topologiquement libre sur A/m
de pseudobase (T;);cJ, ou T; est 'image de m; dans M/mM et J une partie de I. Si
P désigne le produit direct Hz‘e 3 Am;, Papplication canonique de N ® P dans M est
« bijective modulo m » ; elle est donc bijective d’aprés ce qui précede (pour une autre
preuve voir C.A., IV, § 2, prop. 8).

0.3.5. — Considérons maintenant trois A-modules pseudocompacts L, M et N, N
étant de longueur finie. Soit ¢ un élément de I’ensemble Hom, (L, Hom.(M, N)) des
applications A-linéaires continues de L dans le module Hom.(M, N) muni de la topolo-
gie discrete. Un tel ¢ définit une application bilinéaire continue ¢’ : (¢, m) — 1 (€)(m)
de L x M dans N. On obtient donc une autre caractérisation de Hom,(L &5 M, N),
qu’on va utiliser lorsque M est la limite projective d’un systeme projectif filtrant de
A-modules pseudo-compacts M;. On a alors des isomorphismes naturels

Hom,(L ®4 lim M, N) =~ Hom, (L, Hom.(lim M;, N))
~ Hom,(L, ligHomc(Mi, N))
~ H_n))Homc(L, Hom,.(M;, N))
~ H_r)nHomc(L ®a M;,N)
~ Hom, (lgl(L ®a M;), N)

qui permettent d’identifier L @)A(@ M;) a @(L ®aM;).

0.3.6. — En particulier, le produit tensoriel complété commute auz produits infinis.
Par exemple, comme anneau A est le produit de ses composantes locales Ay, (§0.1.1),
tout A-module pseudocompact M (~ A &a M) s’identifie au produit des modules
Mn =An R4 M (les composantes locales de M).

De méme, soient M et N deux A-modules pseudo-compacts et considérons ’appli-
cation ¢ : M* @A N* — (M®a N)* (0.2.2) qui associe & un élément f®g de M* @, N*
application m ®@n +— f(m)g(n) de M®a N dans A. Cette application ¢ est bijective
lorsque M est isomorphe & A. Comme les foncteurs M +— M*@AN* et M — (M &4 N)*
transforment un produit direct en somme directe lorsque A artinien, on voit que ¢
est un isomorphisme chaque fois que A est artinien et M topologiquement libre (ou
plus généralement projectif).

0.3.7. — Pour tout idéal maximal fermé m de A le foncteur M — A, @AM est
évidemment exact. Comme tout A-module pseudocompact projectif P est un produit
de modules de la forme A, il en résulte que le foncteur M — P ®a M est exact lorsque
P est projectif. La réciproque est vraie :
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Proposition. — Soient A un anneau pseudocompact, P un A-module pseudocompact.
Le foncteur M — P ®a M est exact si et seulement si P est projectif.

Comme P &4 M est le produit de ses composantes locales

(P @)A M)m ~ Py ®A Mp,

m

on est ramené au cas ou 'anneau A est local. On va prouver alors que P est topologique-
ment libre : pour cela soit m 1'idéal maximal de A ; alors P/mP est un espace vectoriel
linéairement compact sur A/m, donc un produit d’exemplaires de A/m. Il y a donc
une famille (A;);er d’exemplaires de A et un isomorphisme ¢ : [,c;(A;/m) = P/mP.

Comme [],.; A; est projectif, il y a un carré commutatif
¥
Hiel A P
/| |
[} -
HieI(Ai/m) ~ P/mP

ou p et g désignent les projections canoniques. Appliquant le lemme de Nakayama &
Coker 1) et notant que (A/m) ®4 1 n’est autre que ¢, on voit que 1 est surjectif.

Posant alors B = J]..; A; et N = Ker, on a le diagramme commutatif et exact

i€l
suivant :

0 ----=-=----- -~
l )
\
\
1
MAIN — m®B ——— mIP —— 0 !
A A A S

0-,'—>A®N—>A®B—w>A®P—>O
| A A A

! / !

pNS (A/m)(%N — (A/m)QEB 5 (A/m)(%P — 0

486 Le «lemme du serpent » appliqué aux deux premieres lignes montre alors que le
morphisme (A/m)®a N — (A/m)®4 B est un monomorphisme. Comme ¢ est un
isomorphisme et que la derniére ligne est exacte, (A/m)®a N est nul; d’ott N = 0
d’apres le « lemme de Nakayama » 0.3.3. Donc 9 est un isomorphisme.

0.3.8. Corollaire. — Soient A un anneau local, noethérien, complet et P un A-module
pseudocompact. Alors P est topologiquement libre si et seulement si P est plat sur A.

En effet, 'application canonique de M @A P dans M®4 P est bijective lorsque M
est égal & A, donc lorsque M est noethérien (prendre une présentation finie de M et
utiliser 'exactitude & droite du produit tensoriel et du produit tensoriel complété).
Or P est plat si et seulement si le foncteur M — M ®4 P est exact quand M parcourt
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les modules noethériens. De méme, on a vu dans la démonstration de la proposition
0.3.5 que P est topologiquement libre si la suite

0 —m@AP —ARAP — (A/m)@AP —0

est exacte. Donc P est topologiquement libre si et seulement si le foncteur M —
M®a P est exact quand M parcourt les modules noethériens. Le corollaire résulte
donc de I'égalité M ®5 P = M ®4 P ci-dessus.

0.4. — Soit k& un anneau pseudocompact. Une k-algébre topologique A (avec élément
unité et commutative) est dite profinie si le k-module topologique sous-jacent est
pseudocompact. Si tel est le cas et si [ est un k-sous-module ouvert de A, 'application
composée ¢

Ax A mult. A can. A/[

est continue. D’apres le lemme 0.3.1, il existe un k-sous-module ouvert n de A tel que
©(A x n) = 0. Cela signifie que I contient I'idéal ouvert A - n et entraine que A est un
anneau pseudocompact.

Considérons de méme un A-module topologique M dont le k-module sous-jacent
est pseudocompact. Si M’ est un k-sous-module ouvert de M, le lemme 0.3.1 appliqué
a I'application

mult. can.

AxM—>M—3 M/M

montre que M’ contient un A-sous-module ouvert, donc que M est aussi un A-module
pseudocompact.

04.1. — Si A et B sont deux k-algebres profinies, un morphisme de A dans B est,
par définition, un homomorphisme continu de k-algebres. La catégorie des k-algebres
profinies possede évidemment des limites projectives : I’algebre sous-jacente a une li-
mite projective est la limite projective des algebres sous-jacentes ; la topologie est celle
de la limite projective. De méme, il y a des limites inductives finies : par exemple, si
f:A— Betg: A — Csont deux morphismes de k-algebres profinies, la somme amal-
gamée de B et C sous A a B&4 C pour A-module topologique sous-jacent (d’apres
0.4, f et g munissent B et C de structures de A-module pseudocompact) ; la multi-
plication de B®a C est évidemment telle qu’on ait (b@c)(b' @ ') = (bb') @(cc’) si b,
eBete  ecC.
On notera désormais Al/k la catégorie des k-algébres profinies.

0.4.2. — Une k-algebre profinie C sera dite de longueur finie si le k-module sous-jacent
est de longueur finie (donc discret) ; nous noterons Alf /k la sous-catégorie pleine de
Al/k formée des k-algebres de longueur finie et, pour toute algébre profinie A, h*
sera le foncteur C — Homy /i (A, C) de Alf/k dans la catégorie (Ens). Il est clair que
h* est un foncteur exact & gauche; de plus, lorsque [ parcourt les idéaux ouverts de
A, les projections canoniques de A sur A/l induisent un isomorphisme

HomAl/k(A, C) (—1 h_n))HomAlf/k(A/[, C)
[
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chaque fois que C est de longueur finie. Cela signifie que h* est la limite inductive
des foncteurs représentables h*/"; si B est une autre k-algébre profinie, on a donc des
isomorphismes

Homyy 5, (B, A) = lim Hompy (B, A/1) ~ @hB(A/[)
~ @Hom(hA/‘, hB) ~ Hom(h™, hB),

qui montrent que le foncteur contravariant A’ : A — h* est pleinement fidele.

En réalité, h7? est une antiéquivalence de Al/k sur la catégorie des foncteurs evacts
a gauche de Alf/k dans (Ens). Il suffit en effet, d’aprés ce qui précede, de montrer
que tout foncteur exact & gauche F est isomorphe & un foncteur du type h*; pour
cela, on peut construire A comme suit (TDTE II, §3) : comme F est exact & gauche, il
y a, pour toute k-algebre de longueur finie C et pour tout élément & de F(C), une plus
petite sous-algebre C’ de C, telle que £ appartienne & 'image de F(C’) dans F(C); si
lon a C' = C, on dit que le couple (C, &) est minimal. Les couples minimaux forment
une catégorie si ’'on prend pour morphismes de (C, £) dans (D, ) les homomorphismes
¢ de C dans D tels que (Fy)(€) = n; il est clair qu'un tel ¢ est une surjection et que
la catégorie des couples minimaux est « filtrante & gauche ». De plus, comme on peut
manifestement se restreindre aux couples (C, £) tels que C appartienne & un ensemble
contenant des k-algébres de longueur finie de chaque type, le foncteur (C,§) — C,
qui a pour catégorie de départ celle des couples minimaux et pour catégorie d’arrivée
celle des k-algebres profinies, posseéde une limite projective; on prend pour A cette
limite projective.

L’existence d’une antiéquivalence de Al/k sur la catégorie des foncteurs exacts
a gauche de Alf/k dans (Ens), entraine par exemple que Al/k posséde des limites
inductives infinies : en effet, la catégorie des foncteurs exacts & gauche possede des
limites projectives, qui sont définies par la formule

(Lgl F:)(C) = @Fi(c)v

lorsque C est une k-algeébre de longueur finie et (F;) un systéme projectif de foncteurs.

0.5. — Soient k et ¢ des anneaux pseudocompacts et ¢ : kK — ¢ un homomorphisme
(0.1.3). Pour tout k-module pseudocompact M, nous notons M &, ¢ le séparé complété
de M ®y, £ pour la topologie lindaire définie par les sommes des images de M’ ®, £ et
M ®j ¢ dans M @y £ (M’,£') parcourt les couples formés d’un sous-module ouvert
de M et d’un idéal ouvert de £); de méme, si m € M et x € ¢, nous notons meyx
I'image canonique de m ® = dans M &y, £. Il est clair que M ®y, £ est un f-module
pseudocompact.

Associons & tout £-module pseudocompact N et tout morphisme f : M ®; £ — N
Papplication f’ : m — f(m ®k 1) de M dans N. Il est clair qu'on obtient ainsi une
bijection de Hom.(M R l, N) sur l’ensemble des applications k-linéaires continues de
M dans le k-module déduit de N par restriction des scalaires. On en déduit comme
en 0.3.2 et 0.3.4 que le foncteur M — M &), £ est exact & droite et qu’il commute aux
produits infinis et au produit tensoriel complété.
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Enfin, si A est une k-algebre profinie, il y a sur A ®j, £ une et une seule structure
de (-algebre profinie telle que (m ®p x)(n®ky) = (mn) Qr(zy) si m, n € A et x,
y € (. On dit que A &y, £ est lalgeébre déduite de A par Uextension des scalaires . Le
foncteur A — A &y, £ est exact a droite.

1. Variétés formelles sur un anneau pseudocompact

1.1. — On peut associer & tout anneau pseudocompact A un schéma formel (EGA
I, 10.4.2) en procédant comme suit : I’espace topologique sous-jacent est 1’ensemble
T(A) des idéaux maximaux fermés de A, qu'on munit de la topologie discrete; le
faisceau structural a le produit cartésien [, .y Am pour espace des sections sur une
partie E de T(A). Le schéma formel ainsi obtenu est noté Spf A (le spectre formel de
A).

Si A et B sont deux anneaux pseudocompacts, un morphisme de Spf B dans Spf A
consiste en la donnée d’une application f de YT (B) dans T(A) et d’une famille d’ho-
momorphismes f, (0.1.3) de Ay, dans B, (y € T(B)). Un tel morphisme induit un
homomorphisme de A (le produit des A, x € T(A)) dans B (le produit des By) et la
réciproque est vraie : si ¢ : A — B est un homomorphisme continu d’algebres, I'image
réciproque 1 (n) d'un idéal maximal fermé (donc ouvert) de B est un idéal ouvert
premier de A ; il est donc maximal dans A et on peut poser m = ¢~ !(n) = (Spf)(n);
Papplication ¢ induit alors un homomorphisme de A, dans B,.

On voit donc que le foncteur contravariant A — Spf A est pleinement fidele. Bien
que nous ne parlions ici que de schémas formels de la forme Spf A, nous utiliserons
le langage des schémas formels plutot que celui des anneaux pseudocompacts pour
appuyer nos assertions sur une intuition géométrique.

1.2. — Soit k£ un anneau pseudocompact. Nous appellerons variété formelle sur k tout
schéma formel X au-dessus de Spf k qui est isomorphe a un k-schéma formel Spf A pour
une certaine k-algebre profinie A. L’algebre A est alors isomorphe a [’algébre affine
de X, c’est-a-dire a 'algebre des sections du faisceau structural &x de X. D’apres 1.1
le foncteur A — Spf A est une antiéquivalence de Al/k (0.4.1) sur la sous-catégorie
pleine VI/k de la catégorie des schémas formels sur Spfk dont les objets sont les
k-variétés formelles.

La catégorie Vf/k possede des limites projectives et inductives : soient par exemple
Y, Z des k-variétés formelles au-dessus d'une méme k-variété formelle X et soient A, B,
C les algebres affines de X, Y, Z; d’apres 0.4.1, I’algebre affine du produit fibré Y xx Z
s’identifie & B®, C, de sorte que l'inclusion de Vf /k dans la catégorie de tous les k-
schémas formels commute aux limites projectives finies (cf. EGA I, 10.7). De méme,
les limites inductives de k-variétés formelles correspondent aux limites projectives de
leurs algebres affines : soient, par exemple, d, e : X = Y une double-fleche de Vf/k;
lalgebre affine de Coker(d, e) est isomorphe au noyau des homomorphismes induits sur
les algebres affines de X et Y ; mais on peut aussi donner de Coker(d, e) la construction
suivante : ’ensemble sous-jacent & Coker(d,e) est le conoyau des ensembles sous-
jacents; si p est la projection canonique de ’ensemble sous-jacent a Y sur le conoyau
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et si z appartient au conoyau, l'algébre locale de Coker(d, e) en z est le noyau de la

double-fleche
d,e : H Oy,y = H OX .z

p(y)=z q(z)==
ol 'on a posé ¢ = pd = pe et ou d’ et ¢ sont induits par les homomorphismes d, et
e; (notations de 1.1).

Enfin, si ¢ : £ — £ est un homomorphisme d’anneaux pseudocompacts et X une
k-variété formelle d’algebre affine A, le schéma formel X xgp¢ 1, Spf ¢, obtenu par chan-
gement de base, est une (-variété formelle, que nous noterons aussi X ®y £ et qui a
pour algebre affine le produit tensoriel complété A &y, £ (confer 0.5 et EGA 1, 10).

Comme toute variété formelle sur k se décompose en variétés formelles sur les
composantes locales de k, nous supposerons dans certaines démonstrations que k est
un anneau pseudocompact local.

Donnons maintenant quelques exemples, en méme temps que nous fixons notre
terminologie :

1.2.1. — Un k-foncteur sera, par définition, un foncteur covariant de Alf/k dans
(Ens). D’aprés 0.4.2, on peut identifier Vf/k & une sous-catégorie pleine de
Hom(Alf/k, (Ens)), en associant a toute k-variété formelle le foncteur C — X(C)
(C parcourt les objets de Alf/k et X(C) désigne I'ensemble Homy /4 (Spf C, X)).

Nous rencontrerons plus loin des foncteurs F qui associent & tout objet C de Alf/k
un module F(C) sur C et & tout morphisme ¢ : C — D de Alf/k une application
linéaire F(p) : F(C) — F(D) telle que (F(¢))(Azx) = ¢(A) - (F(p)(x)), si z € F(C) et
A e C.

D’apres I 3.1, F est muni d’une structure de Og-module, si 'on désigne par Oy le
k-foncteur en anneaux qui associe & tout objet C de Alf/k I'anneau sous-jacent & C.
Un k-module F sera dit plat, si F(C) est plat sur C pour tout objet C de Alf/k, et si
tout morphisme ¢ : C — D de Alf/k induit une bijection de D ®¢ F(C) sur F(D).

Par exemple, si M est un module sur k, nous noterons M le Og-module C —
C ®x M; alors M est plat lorsque M est plat sur k. De plus, le foncteur M — M a
pour adjoint a droite le foncteur qui associe a tout Og-module F la limite projective
lim F(k/1), [ parcourant les idéaux ouverts de k.

1.2.2. — Dans la suite, un Og-module sera toujours désigné par une lettre en carac-
teres gras telle que F; lorsque k est artinien, nous écrirons alors simplement F au
lieu de F(k). Dans ce cas, il va de soi que le foncteur F +— F induit une équivalence
de la catégorie des Op-modules plats sur celle des k-modules plats! La terminologie,
que nous avons adoptée, a donc seulement pour but de nous permettre de raisonner
« comme si k était toujours artinien ».

Conformément a l'exposé I §3.1, nous utiliserons des conventions analogues
pour d’autres structures algébriques : ainsi, une Oy-algebre (resp. une Oy-coalgébre,
resp. une Og-algébre de Lie, resp. une p-algébre de Lie sur Oy) consistera en la don-
née d’'un Oi-module M et, pour tout objet C de Alf/k, d’une structure de C-algebre
(resp. de C-coalgebre, resp. de C-algebre de Lie, resp. de p-algebre de Lie sur C) sur
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M(C); on suppose de plus que, pour tout morphisme ¢ : C — D de Alf/k, Papplica-
tion de D ®@c M(C) dans M(D), qui est induite par M(y), est un homomorphisme de
D-algebres (resp. de C-coalgebres, resp. . .).

Notons enfin que, si F et G sont deux Og-modules, F ®; G désignera le Og-module
C— F(C)®c G(C).

1.2.3. — Soit N un k-module pseudocompact. Nous notons V£(N) ou IN* le O-module
qui associe & tout C € Alf/k le C-module (C &, N)* dual de C®; N (0.2.2); ce Op-
module N* sera appelé le dual de N. Il est clair que N* est plat (1.2.1), lorsque N est
un k-module pseudocompact projectif.

Réciproquement, si M est un Og-module, nous appelons dual de M et nous notons
M* la limite projective des modules pseudocompacts (M(k/¢))* sur k/¢ (¢ parcourt
les idéaux ouverts de k). Si M est un Og-module plat, il est clair que M n’est autre
que le dual de M*, donc que les foncteurs N — N* et M — M* définissent une
antiéquivalence de la catégorie des k-modules pseudocompacts projectifs sur celle des
Oj,-modules plats (confer 0.2.2).

De plus, si M est un k-module pseudocompact topologiquement libre, soient (m;)
une pseudobase de M (0.2.1) et m€ 1'image canonique de m; dans C &5 M (C € Alf /k).
Si 'on définit Pélément n$ de (C ®x M)* par les égalités n(m) =1 et ng(m§) =0

C

pour i # j, la famille (n;’) est une base de M*(C); en outre, pour tout morphisme

¢ : C — D de Alf/k, M*(p) envoie n{ sur n? : on peut donc choisir pour les C-

modules M*(C) des bases « de maniére cohérente ».

1.2.4. — Pour tout k-module pseudocompact E, le Og-module E* est naturellement
isomorphe au foncteur C +— HomAl/k(/S\k(E), C), ou /S\k(E) désigne [’algébre symétrique
complétée de E qu'on peut construire de la maniére suivante : soit Ty (E) la somme
directe des groupes abéliens

—n —~ —~ —0
RLE=E®;---@xE (n>0; sin=0, Q,E=k);

on fait de T;(E) une k-algebre graduée en définissant la multiplication de la fagon
habituelle ; soit alors Si(E) le quotient de Ty (E) par I'idéal homogeéne qui a pour
n-ieme composante le k-sous-module fermé de @Z E engendré par les éléments

01® QT RTi1Q QT — 21 Q21 Q2 R+ - Dz
Si SP(E) est le quotient de ®}E par ce sous-module, Si(E) est évidemment une -
algebre graduée de n-ieme composante S} (E); l'algebre profinie Si(E) est le séparé
complété de Si(E) pour la topologie linéaire définie par les idéaux [ tels que Si(E)/{

soit un k-module de longueur finie et que S} (E) N[ soit un sous-module ouvert de
SE(E) pour tout n.

Dans toute la suite, nous identifions le spectre formel de S (E) au k-foncteur Vi, (E)
(1.2.3).
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1.2.5. — D’apres 1.2.4, le morphisme nul de E dans k est associé & un morphisme
d’algebres profinies 7 : §k(E) — k; ce morphisme 7 induit application nulle sur
SP(E) pour n > 1 et définit une section de la projection canonique de Vi (E) sur
Spf k. Nous noterons V£’O(E) la variété formelle qui a pour points les images = des
points s de Spf k par la section Spf 7 et qui a les mémes algebres locales que Vi(E)
en ces points z. Il est clair que 'algebre affine de Vi’o (E) est le produit infini

E[[E]] =k x E x S{(E) x S{(E) x ---.

La multiplication de k[[E]] est induite par celle de Si(E) et 'on a un isomorphisme
naturel

Hom/x (K[[E]}; C) =~ Hom,(E, ¢(C))
lorsque C parcourt les k-algebres de longueur finie et que t(C) désigne le radical de

C.

1.2.6. — Une k-variété formelle V est dite de longueur finie si son algebre affine 1’est.
De méme, si S est un schéma, un S-schéma X est dit de longueur finie si X est fini sur
S et si 'image directe de Ox sur S est un 0s-Module de longueur finie. Les S-schémas
de longueur finie s’identifient aux variétés formelles de longueur finie sur le schéma
formel S qui suit : ’espace topologique sous-jacent & S est I'ensemble des points fermés
de S muni de la topologie discrete; si s est un tel point fermé, le faisceau structural
Og a pour fibre ﬁ§,s en s le séparé complété de Og ; pour la topologie linéaire définie
par les idéaux de colongueur finie.

Soit V/§ la catégorie des variétés formelles de longueur finie sur S (identifiée a
celle des S-schémas de longueur finie). D’apres 1.1 et 1.2.1, la catégorie Vf /§ des
variétés formelles sur S est équivalente a celle des foncteurs contravariants exacts
a4 gauche de V/S dans (Ens). Par exemple, si X est un S-schéma, le foncteur
T + Homgen/s) (T, X) est un tel foncteur exact a gauche; il est donc naturellement

isomorphe a un foncteur T — Homy,; /§(T, )E/\S), ol ){/\S est une variété formelle sur

S qu’on peut décrire de la maniére suivante : ’ensemble sous-jacent est formé des
points « de X tels que le corps résiduel k(z) de X en z soit une extension finie du
corps résiduel k(s) de 'image s de x sur S; la fibre de U7 75 en est le séparé complété
de I'anneau local Ok , pour la topologie linéaire définie par les idéaux de colongueur
finie.

1.3. Proposition. — Soient f : X — Y un morphisme de variétés formelles sur k, A
et B les algébres affines de X et Y, g : B — A le morphisme induit par f. Alors f est
un monomorphisme de VI/k si et seulement si g est une surjection.

En effet, A est un k-module pseudocompact et g fait de A un B-module pseudocom-
pact (0.4); il est donc loisible de supposer B égal & k. De plus, comme B et A sont les
produits des composantes locales B, et A,, (n € T(B)), on peut supposer B local. Si n
est alors I'idéal maximal de B, il suffit de montrer que g ®g(B/n) est surjectif (lemme
de Nakayama, 0.3.3); or g ®p(B/n) est déduit de g par changement de base, donc
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est un épimorphisme de Al/k. On peut donc supposer que B = k est un corps. Or f
est un monomorphisme si et seulement si le morphisme diagonal X — X xy X est un
isomorphisme, c¢’est-a-dire si Phomomorphisme z ®g 2/ — z2’ est un isomorphisme
de A ®p, A sur A. Comme k est un corps, cela implique A = k.

1.3.1. — La proposition précédente entraine en particulier que tout monomorphisme
de Vi /k est effectif (confer IV 1.3). Il n’en va pas de méme pour les épimorphismes,
comme on le voit facilement en modifiant un peu le contrexemple de V 2c¢); c’est
pourquoi nous allons considérer une classe sympathique d’épimorphismes effectifs :

Un morphisme f : X — Y de k-variétés formelles est dit surjectif s’il induit une
surjection des ensembles sous-jacents; il est dit topologiquement plat si, pour tout
point x de X, 'homomorphisme f, : Oy f) — Ox, qui est induit par f, fait de
Ox . un module topologiquement libre sur Oy ¢,

Proposition. — Un morphisme surjectif et topologiquement plat de k-variétés formelles
est un épimorphisme effectif (IV 1.3).

Soient en effet A et B les algebres affines de X, Y et soit g : B — A le morphisme
induit par f. D’apres ce que nous avons vu en 1.2, on peut supposer B local. Notre
hypothese signifie alors que g fait de A un B-module topologiquement libre et non
nul. Si n est I'idéal maximal de B, A/nA n’est donc pas nul, de sorte que 'application
g : B/n — A/nA déduite de g est une injection. D’apres le lemme 1.3.2 ci-dessous,
le B-module A s’identifie donc & la somme directe de B et d’un supplémentaire A’ de
I'image de B dans A. Il en résulte évidemment que g est un isomorphisme de B sur
la partie de A formée des a tels que a®@p 1 = 1 @ a, cqfd

1.3.2. Lemme. — Soient B un anneau pseudocompact local d’idéal maximal n, M et N
deux B-modules pseudocompacts projectifs et g un morphisme de M dans N. Alors g
est un isomorphisme de M sur un facteur direct de N si (B/n) ®p g est une injection.

Posons en effet ¢’ = (B/n) ®p g. Alors ¢’ possede une rétraction . Si p et g sont
les projections canoniques de M et N sur M/nM et N/nN, il y a donc un morphisme
tel que pr = r'q; par conséquent, r’ est déduit de r par passage au quotient et rg est
un isomorphisme parce que ’'g’ est (0.3.4). Si s 'isomorphisme réciproque de rg, g
a sr pour rétraction.

1.3.3. Proposition. — Soient f : X — Y et g: Y — Z des morphismes de k-variétés
formelles :

(i) Si f et g sont topologiquement plats, go f lest.

(ii) Sig et gof sont topologiquement plats et si f est surjectif, g est topologiquement
plat.

(iii) Si f est topologiquement plat, f xy Y’ Uest pour tout changement de base
Y =Y.

Les assertions (i) et (iii) sont claires. Pour prouver (ii), appelons A, B, C les algebres
affines de X,Y,Z, et [/ : B — A et ¢ : C — B les morphismes induits par f et g.
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Comme g o f est topologiquement plat, f’ o ¢’ fait de A un C-module pseudocom-
pact projectif; de méme, f’ fait de A un B-module pseudocompact fidele. Lorsque
P parcourt les C-modules pseudocompacts et N les B-modules pseudocompacts, les
foncteurs P — P®R¢c A et N — N®p A sont donc exacts; comme le deuxiéme est en
outre fidele, le foncteur P — P ®c B est exact ; d’aprés 0.3.7, B est donc un C-module
pseudocompact projectif.

1.3.4. Proposition. — Soient S un schéma, Y un S-schéma localement noetherien et
f X - Y Y un S-morphisme localement de type fini et ﬁdelement plat. Alors f/S

X/S — Y/S est un morphisme surjectif et topologiquement plat de S-variétés formelles
(1.2.6). De plus, la suite

— Prl/s )T/\S
(XxX)/S ——=ZX/S———=Y/S
prz/S

déduite de la suite exacte

pry
XxyX—=x—1 .y
pPry

est exacte.

Soit en effet y un point de Y de projection s sur S et tel que k(y) soit une extension
finie du corps résiduel k(s) de s. Comme f est localement de type fini, f=1(y) est
localement de type fini sur k(y) et les points de X/S se projetant en y sont les points
fermés de f~1(y); ceci montre que f est surjectif.

Si z est un point fermé de f~1(y), les anneaux locaux de x et y sur )(/\S et 3?/\8 sont
les complétés de Ox , et Oy, pour les topologles linéaires définies par les puissances
des idéaux maximaux. D’apres SGA IV 5.8, Ox = est donc plat sur Oy - D’apres
0.3.8, ﬁxym est un ﬁyﬁy—module topologiquement libre.

Nous avons vu enfin en 1.2.4 que le foncteur T — Homy; 5(T, X/S) était natu-

rellement isomorphe au foncteur T + Homgen/g) (T, X) (T étant de longueur finie).
Comme une limite projective de foncteurs exacts a gauche se calcule « argument par
argument » et que Vf/ S est une catégorie équivalente a celle des foncteurs contrava-
riants exacts a gauche de V/§ dans (Ens), on voit que le foncteur X — X/ S com-
mute aux limites projectives. En particulier (X/XY\X) /S s’identifie & X/ S X 57 75 / S,

de sorte que notre derniere assertion dit simplement que f / S est un épimorphisme
effectif (1.3.1).

1.3.5. — Une variété formelle X sur k est dite topologiguement plate si son algebre
affine A est un k-module pseudocompact projectif, c’est-a-dire si le morphisme struc-
tural X — Spf(k) est topologiquement plat. On peut décrire une telle variété formelle
a laide de coalgebres : désignons, en effet, par H(X) le Og-module Vi(A) dual de
A (1.2.3). Comme V/(A® A) s’identifie & V/(A) @, V/(A) (1.2.2) d’apres 0.3.6, la
multiplication de I’algebre A induit par transposition un morphisme diagonal, qui fait
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de H(X) une Og-coalgebre (1.2.2). Nous dirons que H(X) est la coalgébre de X sur
O;.

Réciproquement, toute Og-coalgebre H définit un k-foncteur (1.2.1) Spf* H : pour
tout objet C de Alf/k, (Spf* H)(C) est I'ensemble des éléments = de H(C) tels que
en(c)(z) = let Ag(c)(r) = r®@x (notations de VII5 3.1). Lorsque le Og-module sous-
jacent & H est plat, Spf* H s’identifie au spectre formel d’une algébre H* € Al/k,
qui a pour k-module topologique sous-jacent le dual de H (1.2.3), la multiplication
de H* étant induite par les morphismes diagonaux des coalgebres H(C) (confer VIIa
3.1.2). On voit ainsi que les foncteurs X — H(X) et H — Spf* H définissent une
équivalence entre la catégorie des k-variétés formelles topologiquement plates et celle
des Oy-coalgebres plates.

1.3.6. — Dans la suite de cet exposé, nous définirons plusieurs fois une variété for-
melle topologiquement plate X en exhibant la coalgebre H(X). Il nous faudra alors
interpréter au moyen de H(X) certaines propriétés géométriques de X. Nous donnons
ici un exemple de cette situation : supposons pour simplifier k artinien et posons
H = H(X)(k); supposons donnée en outre une section o de la projection canonique
de X sur Spfk et demandons sous quelle condition ¢ induit un isomorphisme des
espaces topologiques sous-jacents : désignons pour cela par HT le noyau de ’aug-
mentation ey (VII5 3.1), par ng la section de ey qui est induite par o. L’application
(x,y) = nu(x)+y nous permet alors d’identifier kH™' & H et de définir par récurrence
des sous-modules H,, de H;

Ho = nu(k)

Hyyy={ucH|Agu—u®1lecH,H"}.

Nous dirons que la suite Hy C Hy C --- est la filtration naturelle de H; sous
les hypotheses ci-dessus, on voit alors facilement que la section o de la projection
canonique de X sur k induit un isomorphisme sur les espaces topologiques sous-jacents
si et seulement si H est la réunion des H,, : soient en effet A I’algebre affine de X, ex :
A — k 'homomorphisme induit par ¢ et I le noyau de 4, c’est-a-dire I'orthogonal de
Hy dans A. Notons en outre A’ (resp. A”) Panneau des sections du faisceau structural
de X sur I'image de o (resp. sur le complémentaire de cette image dans X). L’algebre
A est alors canoniquement isomorphe & A’ ® A" et I s’identifie & une partie de A’ ®A”
de la forme I’ ® A”. Comme A” est un k-module pseudocompact projectif et que les
idéaux I'" tendent vers 0, il est clair que A” est nul si et seulement si toute application
linéaire continue de A dans k s’annule sur un idéal I**!, donc si et seulement si H est
la réunion des k-modules (A/I"*T1)*. Montrons qu’on o H,, = (A/In+1)* :

Cela est clair pour n = 0. Supposons le donc vérifié pour n < r : aux suites exactes

0—I"—A—A/T"—0
et T RI—A— ATt —0

correspondent par dualité les suites exactes
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(I +—H<+—H,_; <0

et () @H'T « H+— (A/TF)* «— 0,

oi1 § est obtenu en composant Ay avec la projection canonique de H® H dans (I")* ®
H*. La premiere suite montre que H/H,_; s’injecte dans (I")*, donc que (H/H,_;)®
H* s’injecte dans (I")* @ HT (H* est plat). D’autre part, Agu — u ® 1 appartient &
H®H™T pour tout v € H, donc est la projection de u sur HQH™. La seconde suite exacte
montre alors que u appartient & (A/I"+1)* si et seulement si Agu — u ® 1 appartient
au noyau de I’application canonique de H ® HY sur (H/H,_1) ® HT, c’est-a-dire &
H,_;@Ht.

1.4. Théoréme. — Soient k un anneau pseudocompact et do,dy : X1 = X un couple
d’équivalence de VI/k (V 2b) tel que dy soit topologiquement plat. Alors la projection
canonique de X sur X/X; (= Coker(dp,d1)) est surjective et topologiquement plate,
et le morphisme X1 — X Xx,x, X de composantes dy et di est un isomorphisme.

La démonstration de ce théoreme occupe les paragraphes 1.4.1, 1.4.2 et 1.4.3 :

1.4.1. — Montrons d’abord qu’on peut se ramener au cas ou X a un seul point :
comme nous avons affaire a un couple d’équivalence, on voit comme en V 3e qu’on
définit une relation d’équivalence dans I’ensemble sous-jacent a X en déclarant que
deux points x, y sont équivalents s’il existe un point z de X; tel que dyz = y et
d1z = x. On peut évidemment supposer sans inconvénient que X contient une seule
classe d’équivalence pour cette relation,autrement dit que X/X; a un seul point (voir
la construction de X/X; donnée en 1.2) : dans ce cas, soient & un point quelconque de
X et U la variété formelle qui a x pour seul point et qui a méme anneau local que X
en z. On voit alors comme en V §6 que la relation d’équivalence induite par (do, d;)
sur U vérifie encore les hypotheses du théoreme et qu’il suffit de faire la preuve pour
cette dernieére relation d’équivalence (U est une « quasi-section ») :

Rappelons brievement le principe de la démonstration faite en V, §6 : posons V =
dy ' (U) = U x4, X1, ol i est I'inclusion de U dans X; soient u et v les morphismes
de source V induits respectivement par dy et dy :

X& v,

Il est clair que u et v sont topologiquement plats et que u est surjectif; comme X
contient une seule classe d’équivalence, v est surjectif. Si (vg, v1) est 'image réciproque
du couple d’équivalence (dy,d;) par v (V 3a), il résulte de V §3c d que X/X; et le
quotient de U par la relation d’équivalence induite par (dg, d1) s’identifient tous deux
a Coker(vg, v1). Le reste est facile (V §6).
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1.4.2. — On se trouve ainsi ramené au cas ou X a un seul point : considérons alors
le diagramme commutatif suivant (confer V §1 (0,1,2))

d/
1 do
Xo— = X3 —X
d
d’, d1
dy

X T/—=X—X/X;

do

ou Xy est le produit fibré X; x Xy, dy, d} et d}, étant respectivement les morphismes 506
d1,do

«(z,y,2) = (z,y) », « (z,y,2) = (x,2) » et « (z,y,2) = (y,2) ». Si B, A, A; et Ay

désignent respectivement les algebres affines de X/X;, X, X3 et Xj, le diagramme

précédent induit un diagramme commutatif

J1

i
Ay T— Ay A
Jo
J2 i1 7
11 i
-
Ay A<=———B

0

dans lequel les deux lignes sont exactes et les carrés déterminés par (ig, jo) et (i1, 1)
cocartésiens. Comme le morphisme X; — X x X de composantes dy et d; est un
monomorphisme par hypothese, le morphisme A ®, A — A; de composantes ig et

i1 est surjectif (1.3). Cela signifie que 41 fait de A; un A-module pseudocompact
(supposé topologiquement libre) engendré par ig(A). Comme A est local, le lemme
1.4.3 ci-dessous entraine 'existence d’'un k-module topologiquement libre V et d’un
morphisme de k-modules pseudocompacts j : V — A tels que le morphisme a; :
a®uv + i1(a) - ig(ja) de A®; V dans A; soit inversible. Soient a : B,V — A et

s : Ay®,V — Ay les morphismes « b@v > b-j(v) » et « a@v = (j2a) ~ - jo(io(jv)). 507
Dans le diagramme commutatif suivant

J1

Aps——— A —" A
Jo
Q2 Q1 @
~ 11V - l@ -
A1®kV<—VA®kV B®rV
0@

les deux lignes sont donc exactes et les deux carrés de gauche sont cocartésiens. Comme
a1 est inversible, il en va de méme pour as, donc pour «. Ceci montre d’une part que
A est topologiquement libre sur B de « base j » et qu’on obtient une pseudobase de
A; sur A (considéré comme A-module au moyen de 47 ; 0.2.1) en prenant I'image par
ip d'une pseudobase de A sur B cela entraine que le morphisme A @ A — A; de
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composantes i1 et ig est inversible :

ARBA~ARB®r VAR,V ~A;.

1.4.3. Lemme. — Soient k un anneau pseudocompact local, A une k-algebre profinie
locale, Ay un A-module topologiquement libre et ig : M — A1 un morphisme de k-
modules pseudocompacts tels que Uapplication a @m — a - io(m) de A®rM dans Ay
soit surjective. Il existe alors un k-module topologiquement libre V et un morphisme
de k-modules pseudocompacts j : V. — M tels que Uapplication a @v — a - io(jv) de
A @)k V dans Ay soit bijective.

Comme tout k-module pseudocompact est le quotient d’un k-module topologique-
ment libre, on peut supposer sans inconvénient que M est topologiquement libre sur
k; prenons donc pour M le produit direct d'une famille (M;);c; d’exemplaires de
k. Dans ce cas, A®@; M n’est autre que le produit HielA®k M;, dont chaque fac-
teur est isomorphe & A, donc est projectif et indécomposable. Comme ’application
a®m e a- io(m) est surjective et que A; est projectif, le noyau de cette application
est un facteur direct de A ®;, M; il résulte donc du théoreme d’échange (0.3.4) que
ce noyau a pour supplémentaire un produit partiel J[.., A ®x M;, ot J désigne une
certaine partie de I.

icJ

1.5. — Soient k& un anneau pseudocompact et (f;) une famille de morphismes f; :
X; — X de Vif/k. Nous dirons que (f;) est une famille surjective topologiquement
plate si le morphisme de ], X; dans X, qui est induit par les f;, est surjectif et
topologiquement plat; cela signifie que chaque f; est topologiquement plat et que
tout point de X appartient a I'image d’au moins 'un des X;.

Il résulte de 1.3.3 que les familles surjectives, topologiquement plates définissent une
prétopologie sur VI/k (IV 4.2.5) ; la topologie correspondante sera appelée la topologie
plate sur Vi/k. Il est clair qu'un foncteur contravariant F' de Vf/k dans (Ens) est un
faisceau pour la topologie plate si et seulement si F transforme une somme directe en
produit direct et si la suite

Ff F(pry)
FY ——=FX > F(X xy X)
F(pry)

est exacte pour tout morphisme surjectif topologiquement plat f: X — Y.

La proposition 1.3.1 entralne que la topologie plate est moins fine que la topo-
logie canonique. On obtient donc un foncteur ¢ de Vf/k dans la catégorie des fais-
ceaux pour la topologie plate en associant a toute variété formelle X le foncteur
iX : T +— Homvyyg/, (T, X). Le théoreme 1.4 implique que, si do, d; : X3 = X est une
relation d’équivalence telle que d; soit topologiquement plat, la formation du quotient
commute avec ¢ :



2. GENERALITES SUR LES GROUPES FORMELS 309

1.6. — Pour terminer ces généralités sur les variétés formelles, il nous reste a définir
brievement les variétés formelles étales :

Une variété formelle X sur k est dite étale, si le morphisme diagonal Ax : X — XxX
est un isomorphisme local, c’est-a-dire si Ax induit un isomorphisme de Oxyx A(a)
sur Ox , pour tout point z de X. On voit facilement & 'aide de SGA I, que cette
formulation est équivalente aux deux suivantes : la variété formelle X est topologique-
ment plate, et, pour tout point z € X, de projection s € Spf k, Ox , @ k(s) est une
extension finie séparable du corps résiduel k(s) de s; ou encore, si A désigne ’algebre
affine de X, les composantes locales (0.1) de A ®y(k/n) sont des algebres finies et
étales sur k/n, quel que soit I'idéal ouvert n de k.

Notons Ve//k la sous-catégorie pleine de Vf/k formée des variétés étales. L’in-
clusion de Ve//k dans V{/k posséde alors un foncteur adjoint & gauche X — X,
qu’on peut décrire de la fagon suivante : la variété X, a les mémes points que X;
de plus, si  est un point de X, de corps résiduel k(z) et de projection s sur Spf k,
I’algebre locale O, , est un k-module pseudocompact projectif et k(s) ®y Ox,, est
isomorphe & la plus grande extension séparable de k(s) contenue dans k(x). Pour tout
isomorphisme ¢, de k(s) @y, Ox, » dans k(z), il y a un morphisme d’algébres profinies
De : Ox_» — Ox 5 et un seul qui soit compatible avec g, et avec les projections ca-
noniques de Ox_ 5 et Ox , sur k(s) Rk Ox, . et k(z). Ces morphismes p, définissent
un morphisme canonique p de X dans X., qui est fonctoriel en X. Il résulte de SGA,
I que tout morphisme de X dans une variété formelle étale se factorise d’'une maniere
et d’une seule a travers p.

1.6.1. — Soient Y une k-variété formelle étale et f : X — Y un morphisme de
Vi/k. Le morphisme graphe I'y : X — X x Y, de composantes idx et f, est alors
I'image réciproque du morphisme diagonal Ay :' Y — Y x Y par le changement
de base f xidy : X XY — Y x Y. Il s’ensuit que I'y est un isomorphisme local,
donc quef = pry o I'y est topologiquement plat si pr, Iest, par exemple si X est
topologiquement plat sur k. Réciproquement, comme Y est topologiquement plat, X
est topologiquement plat sur k si X lest sur Y (1.3.3). Prenant en particulier pour f
le morphisme canonique p : X — X, de 1.6, on voit que X est topologiquement plat
sur X, si et seulement si X l’est sur k.

2. Généralités sur les groupes formels

2.1. — Soient k un anneau pseudocompact et G un k-groupe formel, c’est-a-dire un
groupe de la catégorie VI/k des variétés formelles sur k. Si A est I’algébre affine de
G, la loi de composition de G définit évidemment un morphisme diagonal, c’est-a-dire
un homomorphisme de k-algebres profinies Ax : A — A ®; A ; cet homomorphisme
vérifie les conditions suivantes :

(i) le diagramme

A N AABA
A———>AZA

ARLARLA

AR®AA
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est commutatif.
(i1) il existe une augmentation (nécessairement unique), c’est-a-dire un homomor-
phisme de k-algebres profinies €5 : A — k tel que les applications composées

ALY AGLA 22 1B A~ A

et AL AL ALDA NSk~ A

soient les applications identiques de A.

(iii) il existe un antipodisme (nécessairement unique), c’est-a-dire un homomor-
phisme de k-algebres profinies cp : A — A tel que 'application composée
ALY AR A A9 ABLA A A
soit égale & ma o €4, si 'on note ma Papplication linéaire qui envoie a®b sur a - b et
na application A — Al de k dans A.
Il est clair que, réciproquement, tout morphisme diagonal A, vérifiant (i), (ii) et
(iii) induit un morphisme de G x G dans G, qui fait de G un groupe formel sur k.

Dans la suite, nous appellerons idéal d’augmentation de A l'idéal In = 5&1(0).

Nous noterons wqy le k-module pseudocompact Ia /g, c’est-a-dire le quotient de Ia
par l'idéal fermé engendré par les produits = -y, x, y € Ia.

2.2. — Soit H un groupe de la catégorie des Coalgebres sur Oy, (1.2.2). Pour toute
k-algebre C € Alf /k, H(C) est donc muni d’une structure de C-coalgébre en groupes
(VIIA 3.2; & la suite de Manin, nous dirons bialgébre au lieu de coalgebre en groupes) ;
de plus, si ¢ : C — D est un morphisme de Alf/k, Papplication d®z — d-(H(yp)(z)) de
D ®c H(C) dans H(D) est un homomorphisme de bialgebres sur D. Nous résumerons
ces propriétés en disant que H est une bialgébre sur Oy.

Il est clair que le foncteur H — Spf* H de 1.3.5 commute aux produits finis. 11
transforme donc une bialgebre sur Oy en un k-foncteur en groupes, c’est-a-dire en
un foncteur de Alf/k dans la catégorie des groupes; et en effet, pour toute k-algebre
de longueur finie C, les éléments 2 de H(C) appartenant & (Spf* H)(C) forment un
groupe pour la multiplication de 1’algébre H(C) (confer VII 3.2.2) : rappelons que
ces éléments 2 sont tels que egy(cy(x) = 1 et Ag(c)(r) = r®2. La deuxieme condition
entraine d’ailleurs I'égalité epy(c)(z) = en(c)(®) en(c)(x), donc aussi egy(cy(x) = 1 si
k est local.

2.2.1. — Une bialgebre H sur Oj est dite plate si le module sous-jacent est plat
(1.2.1). Si H est plate, il est clair que le k-foncteur Spf* H est exact & gauche. Il est
donc isomorphe & C +— Homyy /4, (Spf C,%(H)) pour un certain groupe formel ¢ (H) ;
il résulte de VII5 3.2.2 et 1.3.5 qu’on peut décrire 4 (H) de la manieére suivante : soit
H* le k-module pseudocompact dual de H (1.2.3). Les morphismes diagonaux des
hyperalgebres H(C) induisent une multiplication sur H* qui fait de H* une k-algebre
profinie. La multiplication dans les hyperalgébres H(C) induit dans H* un morphisme
diagonal vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii) de 2.1 Il reste & poser

@ (H) = Spf H*.
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Réciproquement, soit G un k-groupe formel topologiquement plat, d’algebre af-
fine A et posons H(G) = V,]:(A) (1.2.3). Le morphisme diagonal Ax : A — A ®; A
induit alors, pour toute k-algebre de longueur finie C, une application linéaire de
Vg(A)(C) ®c V,]:(A)(C) dans Vg(A)(C) qui fait de la coalgebre V£ (A)(C) une bial-
gébre sur C. On dit que H(G) est la bialgébre du groupe formel G. D’apres 1.3.5,le
foncteur H : G — H(G) est une équivalence de la catégorie des k-groupes formels
topologiquement plats sur celle des bialgébres plates sur Oy. Le foncteur ¢ est un
« inverse a isomorphisme fonctoriel pres » de H.

Lorsque k est un anneau artinien et G un k-groupe formel topologiquement plat,
le foncteur H(G) est évidemment déterminé par sa valeur H(G) = H(G)(k) en k.
On dit aussi que H(G) est la bialgébre de G. Le foncteur H : G — H(G) est alors
une équivalence de la catégorie des k-groupes formels topologiquement plats sur la
catégorie des bialgebres plates sur k.

2.2.2. — Supposons pour simplifier k& artinien et soit G un k-groupe formel, com-
mutatif, topologiquement plat. Dans ce cas, la bialgebre H(G) a une multiplication
commutative, de sorte que H(G) est un co-groupe dans la catégorie des k-algébres
commutatives (VIIy 3.3).

Si k est artinien, on voit donc que le foncteur G — Spec H(G) est une antiéqui-
valence de la catégorie des k-groupes formels commutatifs topologiquement plats sur
celle des schémas en groupes commutatifs qui sont affines et plats sur k.

Lorsque k est un corps, on obtient ainsi une antiéquivalence de la catégorie des k-
groupes formels commutatifs sur celle des k-schémas affines en groupes commutatifs.

2.3. — Considérons maintenant un k-groupe formel arbitraire G, d’algebre affine A.
Notons toujours H(G) le Og-module V,{(A) dual de A et désignons par ¢ 1’homo-
morphisme fonctoriel

v H(G) %}H(G) — H(G x G)
qui est induit par I'application naturelle (0.3.6), pour tout objet C de Alf,, :
(AxC)* ®c (ABLC)" — ((A®LC)Bc (AB:C))".
Sim: G x G — G est le morphisme structural de G, 'application composée :
H(G) @ H(G) £% H(G x C) B H(@)
fait de H(G) une algebre sur Oy, ; pour tout C € Alf /k, ’élément unité de H(G)(C) =

(A ®; C)* est augmentation de A ®j C (cf. 2.1). Nous dirons que H(G) est ’algébre
du groupe G.

Lorsque G est topologiquement plat sur k, g est un isomorphisme et la structure
d’algebre que nous venons de définir coincide évidemment avec celle de 2.2.1. Dans
le cas général cependant, pg n’est pas inversible, de sorte que le morphisme dq :
H(G) — H(G x G), qui est induit par le morphisme diagonal « z +— (z,z) » de G
dans G x G, ne se factorise pas canoniquement & travers H(G) @5 H(G).
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2.3.1 Proposition. — Soient K et G deux k-groupes formels, K étant topologiquement
plat sur k. Il existe alors une bijection canonique de l’ensemble Homy g, (K, G) des
homomorphismes de k-groupes formels de K dans G sur l’ensemble des homomor-
phismes de Oy-algébres unitaires h : H(K) — H(G) tels que le diagramme

H(K) @), H(K) ——> H(G) @4 H(G)

Anx) H(G x G)

H(K)
soit commutatif.

Comme K est topologiquement plat, H(K) est muni d’une structure de bialgebre
(cf. 2.2) et Ap(k) en est le morphisme diagonal ; autrement dit, on a Agx) = <p}_<1 o
0k. Lorsque G est aussi topologiquement plat sur k, notre proposition résulte de
I’équivalence de catégories définie en 2.2.1.

Dans le cas général, on peut supposer k artinien et raisonner sur les algebres H(K)
et H(G) = H(G)(k). Soient alors B et A les algebres affines de K et G, Hom.(A, B)
l’ensemble des applications k-linéaires continues de A dans B et Homy (B*, A*) 1en-
semble des applications k-linéaires de B* dans A*. On sait que I'application canonique
f— f* de Hom.(A, B) dans Homy(B*, A*) est bijective lorsque B est un k-module
pseudocompact projectif. Comme cette application est en outre fonctorielle en A et
B, on voit facilement que f est compatible avec les morphismes diagonaux de A et B
si et seulement si f* est compatible avec la multiplication de A* et celle de B*. De
méme, [ est compatible avec la multiplication de B et celle de A si et seulement si le
diagramme

Ap (A®RA)*

r= %

B ————— A*

est commutatif (ma désigne I'application linéaire a ® @’ — a - a’ de A ®y A dans A).

Enfin, si f est un homomorphisme d’algebres unitaires et est compatible avec les
morphismes diagonaux, on a ego f = €4, de sorte que f* envoie I’élément unité de B*
sur celui de A*. Réciproquement, si f* est un homomorphisme d’algebres unitaires qui
rend commutatif le diagramme ci-dessus, f est compatible avec les multiplications et
les morphismes diagonaux et Pon a ego f = 5. On en déduit les égalités e f(1) = 1,
f()-f(1) = f(1) et Agf(1) = f(1)® f(1). Si cp est Pantipodisme de B, il résulte de
2.1 (iii) que f(1) a un inverse cg f(1) dans B, donc que f(1) est 1’élément unité de B.
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2.3.2. — Supposons maintenant pour simplifier l’anneau k artinien. Lorsque G est
topologiquement plat sur k, Palgebre H(G) = H(G)(k) peut étre caractérisée par une
propriété universelle (CARTIER) : soient U une k-algebre (associative, avec élément
unité) et Uy, le k-foncteur en groupes qui associe a toute k-algebre de longueur finie
C le groupe multiplicatif des éléments inversible de U ®; C; identifions G au k-
foncteur en groupes C +— Homyy,, (Spf C, G) et notons Homy.qr. (G, Uy,) 'ensemble
des homomorphismes de k-foncteurs en groupes de G dans U,,. On a la

Proposition. — Pour tout groupe formel G topologiquement plat sur un anneau arti-
nien k et pour toute k-algebre U, il y a un isomorphisme canonique

Homk_(;r_ (G, Um) 1> Homk_Alg, (H(G), U)

Soient en effet X une variété formelle sur k, M un k-module et W (M) le k-foncteur
C — M ®; C; de plus, notons Homy (X, W(M)) I'ensemble des morphismes de k-
foncteurs de X dans W(M); si A est lalgebre affine de X et si [ parcourt les idéaux
ouverts de A, on a des isomorphismes canoniques

Homy (X, W(M)) — @Homk(SpfA/[,W(M)) — im M @ (A/T)
et des applications linéaires
M ®y (A/I) — Homy ((A/0)*, M)

qui envoient u ® x sur 'application k-linéaire f +— f(z) - u. Par passage & la limite
projective, on obtient donc des applications

Homy, (X, W(M)) =5 M& A 2 Homy (A%, M)
k

ott M ®y, A désigne la limite projective des k-modules M®, (A /). L’application ¥4 ne
fait évidemment intervenir que la structure de k-module pseudocompact de A ; de plus,
cette application est bijective lorsque A est égal a k, donc plus généralement lorsque
A est un k-module pseudocompact projectif (le foncteur N — M ®r N commute aux
produits infinis).

Supposons maintenant X égal a G et M a U. Pour toute k-algebre de longueur
finie C, la multiplication fait alors de U ®; C un monoide a élément unité; de plus,
il est clair que Homg g, (G, Uy,) est la partie de Homg (G, W(U)) qui est formée
des homomorphismes de k-foncteurs en monoides a élément unité. Lorsque A est un
k-module pseudocompact projectif, il résulte du caractere fonctoriel de ¥a que ces
homomorphismes correspondent aux applications k-linéaires de A dans U qui sont
compatibles avec la multiplication et avec les éléments unité de A et U.

2.4. — Revenons maintenant & un anneau pseudocompact quelconque k pour ap-
pliquer aux groupes formels les résultats du §1 sur le passage au quotient par une
relation d’équivalence topologiquement plate.

Siu:F — G est un monomorphisme de k-groupes formels, u : G x G — G le
morphisme « multiplication » de G et A le morphisme composé

uXxidg "

A FxG GxG

G,
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on sait en effet que le couple

pr.
FxG 42; G

A
est un couple d’équivalence (cf. V, 2.a et VIs, 3.1). Si F est topologiquement plat
sur k, pry est topologiquement plat et nous pouvons appliquer le théoreme 1.4 : la
projection canonique p de G sur la variété F\G des classes d gauche de G modulo F
est donc topologiquement plate ; d’autre part, le morphisme F x G — G xp\q G de
composantes A et pr, est inversible; lorsque T est une variété formelle de longueur
finie sur k et x, y deux éléments de G(T), x et y ont donc méme image dans (F\G)(T)
si et seulement si il y a un z dans F(T) tel y = u(z) - . Prenant pour x le morphisme
nul, qui se factorise a travers la section unité de G, on voit que y a méme image dans
(F\G)(T) que Uélément unité de G(T) si et seulement si y appartient a l’image de
F(T) par u(T).

En particulier, si u est un isomorphisme de F sur un sous-groupe distingué de G, le
morphisme structural de G x G dans G induit manifestement par passage au quotient
une structure de groupe formel sur F\G; ce qui préceéde montre alors que u est un
isomorphisme de F sur Ker p.

2.4.1. — Soient f : G — H un homomorphisme de k-groupes formels, F le noyau de
f et w l'inclusion de F dans G. St F est topologiquement plat sur k, l’homomorphisme
f: F\G — H, qui est induit par f, est un monomorphisme : c’est une conséquence
des résultats de ’exposé IV ; nous en donnons cependant une démonstration directe :
soient T une variété formelle de longueur finie sur k et ¢ un élément de (F\G)(T) tel
que f’ ot soit ’élément unité de H(T). Nous devons montrer que ¢ est ’élément unité
de (F\G)(T); comme la projection canonique pr; de T xp\g G sur T est surjective et
topologiquement plate (2.4), il suffit de montrer (1.3.1) que t o pr; est I’élément unité
de (F\G)(T xp\g G). Comme on a t opr; = po pry, si pry est la projection canonique
de T xp\g G sur G, I'égalité 1 = f" o (popry) = f o pry et la suite exacte

1—F—G—H

montrent que pry, se factorise a travers F, donc que p o pry est nul.

Si B, C et D sont les algebres affines de G, H et F\G, p : G — F\G induit donc une
injection de D dans B et f’ induit une surjection de C dans D (1.3). Par conséquent,
D est l'image de C dans B.

2.4.2. — Supposons maintenant F et G topologiquement plats sur k : comme G est
topologiquement plat sur & et sur F\G, F\G est topologiquement plat sur & (1.3.3) ; il
est clair d’autre part qu’on a Coker f = Coker f’; comme f’ est un monomorphisme,
la projection canonique de H sur Coker f’ est topologiquement plate et f’ est un
isomorphisme de F\G sur Kergq; si Ker f et G sont topologiquement plats sur k, on
voit donc qu’on a les égalités Coim f = Im f; d’ou

Théoréme. — Les groupes formels commutatifs sur un corps forment une catégorie
abélienne.
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Corollaire. — Les schémas affines en groupes commutatifs sur un corps forment une
catégorie abélienne.

Ceci résulte de 2.2.2.

2.5. — Un k-groupe formel est dit étale si la variété formelle sous-jacente est étale
(1.6) ; ces groupes formels ont une structure trés simple : supposons en effet k local ;
soient k le corps résiduel de k, kg une cloture séparable de k et ' le groupe de Galois
topologique de kg sur k; appelons I'-ensemble la donnée d’un ensemble E et d’une
opération continue de I" sur E (le groupe d’isotropie d’un élément x € E est donc un
sous-groupe ouvert de I'). Associons enfin & toute variété formelle X sur k la limite
inductive X (k) des ensembles X(£), £ parcourant les extensions finies de & contenues
dans k. Il est clair que T' opeére contintiment dans X(k,) et il résulte de SGA 1,18.3,
que le foncteur X + X(k,) est une équivalence de la catégorie des variétés formelles
étales sur k sur celle des I'-ensembles.

Ce foncteur X — X(ks) induit donc une équivalence de la catégorie des groupes
formels étales sur k (local) sur celle des T'-groupes, c’est-a-dire des groupes de la
catégorie des T'-ensembles (un tel I'-groupe consiste donc en la donnée d’un groupe
abstrait G et d’une opération continue de I' sur G par automorphismes de groupes).

2.5.1. — Supposons de nouveau 'anneau pseudocompact k quelconque. Il est clair
que le foncteur G — G, de 1.6.1 commute aux produits finis. Il transforme donc un
groupe formel en un groupe formel étale. De plus, comme le morphisme p : G — G,
de 1.6 est fonctoriel en G, c’est un homomorphisme de groupes formels lorsque G
est muni d’une structure de groupe; considérons le noyau de cet homomorphisme :
comme p induit une bijection sur les ensembles sous-jacents, Kerp a pour ensemble
sous-jacent 'image de Spfk par la section unité; si nous identifions les ensembles
sous-jacents a Spfk et Kerp au moyen de cette section unité, G, a méme algebre
locale que Spf k en un point g de Kerp; par conséquent, Kerp a pour algebre locale
en g le produit tensoriel k@)k 0Ug,g, c’est-a-dire Og 4. Pour ces raisons nous dirons
que Ker p est le voisinage infinitésimal de [’origine de G et nous écrirons Ker p = G,
obtenant ainsi une suite exacte
1— Gy 2% G 5 G,
Dans la suite, nous dirons que G est infinitésimal si G = Gy.

Lorsque G est un groupe formel topologiquement plat sur k, p : G — G, est surjectif
et topologiquement plat d’aprés 1.6.1, de sorte que G, s’identifie au quotient G/Gg
et que ['on a une suite exacte

incl.

1—>G0-—+G3>Ge*>1.

2.5.2. — Dans le cas ou k est un corps parfait, le foncteur X — X, de 1.6 est aussi
adjoint & droite a 'inclusion de Ve/k dans Vf/k : de fagon précise, si k est un corps
parfait, X, a les mémes points que X et a pour algebre locale en un point = le corps
résiduel de Ox .. Les projections canoniques des algebres Ox , sur leurs corps résiduels
définissent donc une section s : X, — X de p. Cette section dépend fonctoriellement
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de X; c’est donc un homomorphisme de groupes formels lorsque X est un groupe
formel.

Lorsque k est un corps parfait, on voit donc qu’un groupe formel G surk est
canoniquement isomorphe au produit semi-direct d’un groupe infinitésimal
Go et d’un groupe étale G, opérant sur Gg.

Si, de plus, nous supposons G commutatif, G est le produit de Gy et de Ge.
Cette décomposition des groupes formels commutatifs sur & correspond & une dé-
composition analogue des k-schémas affines en groupes commutatifs (2.2.2) : di-
sons qu'un schéma en groupes commutatifs sur un corps k est de type multiplica-
tif (resp. unipotent) s’il est isomorphe & Spec H(G), ot G est un k-groupe formel
commutatif étale (resp. infinitésimal). D’apres 2.5.1, tout schéma affine en groupes
commutatifs G sur un corps k£ contient un sous-groupe de type multiplicatif G,, tel
que G/G,, soit unipotent. Lorsque k est parfait, 2.5.1 entraine en outre l'existence
d’une rétraction canonique de G sur G,,, de sorte que G est le produit d’'un groupe
unipotent et d'un groupe de type multiplicatif.

2.6. — Nous allons maintenant étudier les groupes formels infinitésimaux, auxquels
sont consacrés les paragraphes suivants. Dans cette étude, les algebres de Lie jouent
un role primordial.

Supposons d’abord l'anneau de base k artinien et soit G un groupe formel sur k.
On peut donner de I'algebre de Lie de G trois interprétations différentes que nous
utiliserons toutes :

a) Soient D I’algebre k[d]/(d?) des nombres duaux sur k et § ’lhomomorphisme de
D dans k qui annule d. Pour tout groupe formel G sur k, Lie(G) est le noyau de G(4),
de sorte qu’on a par définition une suite exacte de groupes

0 —> Lie(G) a) =% Gk 1

b) Si G a A pour algebre affine, le groupe G(D) a pour éléments les homomor-
phismes d’algebres profinies f : A — D. La condition G(§)(f) = 1 équivaut a
0o f =ea. Pour tout z € A, on a donc la relation

flz) =ealz) 1o+ f'(y) - d,

olt f" est une application linéaire continue de I /I3 dans k et ol y est la classe de
x—ep(x) 1o modulo g. Il est clair que ’application f — [’ est une bijection de Lie G
sur le dual topologique de wq i, (0.2.2 et 2.1). Cette bijection respecte évidemment les
structures de groupe : soient en effet f et g deux éléments de Lie G. Leur produit est
I’application composée ho Aa, ot h : A@A — D est tel que h(a®b) = f(a) - g(b).
Mais il résulte de 2.1 (ii) qu'on a Axa — a®1—1Ra € 1o ®1I, lorsque a € I ; si
a € Ia, on a par conséquent (f - g)(a) = f(a) + g(a) (confer aussi IT 3/10).

Dans la suite, nous identifions Lie(G) & wa/k au moyen de la bijection f — f’
décrite ci-dessus. Le groupe Lie(G) est donc muni d’une structure de k-module.



525

2. GENERALITES SUR LES GROUPES FORMELS 317

c) Soient A* et D* les k-modules duaux de A et D, {1}),d*} la base duale de la
base {1p,d} de D sur k (1} = 0). Comme D est libre de rang fini sur k, ’application
canonique f +— f* de l'ensemble Hom.(A,D) des morphismes de k-modules pseu-
docompacts de A dans D dans Homy (D*, A*) est bijective. D’un autre coté, f* est
déterminé par les valeurs f*(1%) et f*(d*) = x. La condition G(J)(f) = 1 équivaut
a 1'égalité f*(1}) = ea. On voit aisément d’autre part que f est compatible avec la
multiplication si et seulement si 'on a

(%) dgr =pa(z®1+1®1) (cf. 2.3).

Enfin, il est clair qu’une application linéaire continue f : A — D, qui est compatible
avec la multiplication et telle que 6 o f = g4, envoie élément unité sur élément unité.
L’application f — x nous permet donc d’identifier Lie G & la partie de H(G) formée
des éléments vérifiant la relation (x). Si z et y sont deux éléments de H(G) vérifiant
(%), on a

da(zy) = (bez)(0cy) = pc((z@1+1@z)(y®1+10yY))
=pc(ry®@l+zRy+yr+1®ay),

d’ol 0¢ (zy — yz) = pa((zy —yz) ® 1+ 1@ (zy — yx)).
Ceci montre que le k-module Lie G est identifié & une sous-algebre de Lie de H(G) :
nous dirons que Lie G est l’algébre de Lie de G.

2.6.1. — Lorsque k est un anneau pseudocompact arbitraire et G un groupe formel
sur k, nous appelons Og-algébre de Lie de G le foncteur Lie(G) qui associe a toute
k-algebre profinie de longueur finie C 'algebre de Lie Lie(G@kC) de G®;, C sur C
(1.2.3); cette algebre de Lie est plate sur Oy lorsque wg /), est un k-module pseudo-
compact projectif.

2.6.2. — Réciproquement, toute algebre de Lie L sur Oy définit un k-foncteur en
groupes : désignons en effet par U(L) le foncteur qui associe & toute k-algébre de lon-
gueur finie C lalgebre enveloppante U(L(C)) de l'algébre de Lie L(C) sur C. D’apres
VIIA 3.2.2, U(L) est une bialgebre sur Oy et détermine un k-foncteur en groupes
Spf* U(L) (2.2) que nous noterons désormais 4 (L) : 4(L)(C) est donc le groupe des
éléments z € U(L(C)) d’augmentation 1 et tels que Ay ) (2) = 2 ® 2.

Lorsque L est une algébre de Lie plate sur Oy, la bialgébre U(L) est plate sur
O, d’aprés le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt (Bourbaki, Alg. de Lie, I 2.7); par
conséquent, 4(L) est un groupe formel topologiquement plat sur k qui a U(L) pour
Oy-bialgebre. Ce groupe est radiciel : en effet, on se ramene directement au cas ou
k est artinien (2.6). Posons alors U = U(L) et soit U™ Iidéal bilatere de U engendré
par 'image de L. Posons en outre

Ug=k-1y
U,={ueU|Avyu—u®1€U, 1@U"}
et U,J{:UnﬂUJr.
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D’apres 1.3.6, il suffit de montrer que U est la réunion des U,,. Or, si 'on identifie L a
son image canonique dans U, L est évidemment contenu dans U;. Si x4, ...,x, sont
des éléments de L, on a donc Ay(z1-+2p) = (21 @1+ 10 x1) (2, @1+ 1 Q@ x,),
ce qui montre, par récurrence sur n, que le produit x; - - - x,, appartient a U,, donc
que U=J, Uy,.

2.6.3. — Si L est une algebre de Lie plate sur Oy, le groupe formel ¥(L) peut étre
caractérisé par une propriété universelle : considérons en effet un homomorphisme A
de ¢4 (L) dans un groupe formel G ; un tel homomorphisme induit un homomorphisme
Lie h de lalgebre de Lie de (L) dans celle de G. Composant Lie h avec le monomor-
phisme canonique de L dans U(L), on obtient un homomorphisme »’ : L — Lie G.

Proposition. — Si G est un k-groupe formel et L une algébre de Lie plate sur Oy,
Uapplication h — h' définie ci-dessus est une bijection

Homy g, (4(L),G) = Hom(L, Lie G)

de Uensemble des homomorphismes de k-groupes formels de 4 (L) dans G sur celui
des morphismes de Oy-algébres de Lie de L dans Lie G.

On se ramene en effet tout de suite au cas ou k est artinien. Dans ce cas,
Homy,gr.(49(L),G) est en correspondance biunivoque canonique (2.3.1) avec l'en-
semble des homomorphismes d’algébres unitaires g : U(L) — H(G) tels que le dia-

gramme suivant soit commutatif
\

N H(G x G)

=

H(G) @ H(G)

U(L) ———H(G)

9®g

U(L) ® U(L)

Or g est défini par sa restriction a L qui est un homomorphisme d’algebres de Lie de
L dans l'algebre de Lie sous-jacente & H(G). La commutativité du diagramme signifie
donc simplement que g applique L sur la partie Lie G de H(G) formée des z tels que
dgx =pg(z®@1+1Rx).

2.7. — Nous terminons ces généralités sur un énoncé qui remonte a S. Lie et qui nous
servira au paragraphe 5. Un monoide formel a élément unité sur k est par définition
un couple (M, m) formé d’une variété formelle M et d’un morphisme m : M x M — M
tel que m(C) fasse de M(C) un monoide & élément unité pour tout objet C de Alf/k
(0.4.2). En particulier, ’élément unité de M(k) définit une section ey de la projection
canonique de M sur Spf k. Nous dirons que le monoide formel M est infinitésimal si
em induit une bijection des ensembles sous-jacents.
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Proposition. — Tout k-monoide formel M topologiquement plat et infinitésimal est un
groupe formel.

Nous devons montrer que M(C) est un groupe pour tout objet C de Alf/k. On se
rameéne donc de suite au cas olt k est artinien. Soit alors U = H(M) la coalgebre de
M (1.3.5); le morphisme structural m induit un homomorphisme de coalgebres my
de U ® U dans U, qui fait de U une algebre associative sur k; cette algebre a pour
élément unité 'image de ’élément unité de k par l’application de k dans U qui est
induite par la section unité ey de M. De méme, la projection canonique de M sur
Spf k induit un homomorphisme ey de U dans k& ; nous noterons U™ le noyau de ey.

Nous devons montrer qu’il existe un antipodisme, c’est-a-dire un homomorphisme
de coalgebres cy : U — U tel que 'application composée

A
US% U U2 Ue U2 U
applique u € U sur ey(u) - 1y. Comme M est infinitésimal, Ut est la réunion de sous-
modules U} définis comme en 2.6.2 ; on montre alors facilement, par récurrence sur n,
qu’il existe une et une seule application linéaire ¢, : UY — U7 telle que I’application
composée

Uty 2% ueu 2 ugu MU

soit nulle. En particulier, ¢,,+1 prolonge ¢, et I’on pourra poser
cu(z) =eu(a) - 1y + en(x — eu(z) - 1u),

ol n est assez grand pour que U;l contienne x — ey(z) - 1y.

3. Phénomeénes particuliers a la caractéristique 0

Dans tout ce paragraphe 3, nous supposons que I’anneau pseudocompact k contient
le corps des nombres rationnels Q.

3.1. Lemme. — Soient C une Q-algebre commutative avec élément 1, L une algebre de
Lie sur C dont le C-module sous-jacent est libre. L’application canonique de L dans
Ualgébre enveloppante U(L) est un isomorphisme de L sur l’ensemble des éléments
primitifs de U(L).

En effet, identifions L & son image canonique dans U(L) ; soient I un ensemble tota-
lement ordonné et (z;);e1 une base de L indexée par I; désignons par N® T’ensemble
des familles n = (n;);e1 d’entiers naturels telles que n; soit nul sauf peut-étre pour
un nombre fini d’indices i; < ig < -+ < i (ces indices dépendent de n); posons enfin

n _ SCZ“ .CCTHZ Ce ZL'?:S et n! = (nu')(nzz') e (n15|)

T io

On sait alors que les ™ forment une base de U(L) (théoreme de Poincaré-Birkhoff-
Witt) et on voit facilement qu’on a

n m n—m

(+) Au) <%) =2 % ® h
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la somme étant étendue A tous les éléments m de NO tels que 0 < m < n (ie. tels
que 0 < m; < n; Vi). Il s’ensuit évidemment qu’on a Ayqy(u) =u®@1+1®@u si et
seulement si u est une combinaison linéaire des z;.

3.2. — Supposons maintenant C artinien, de radical v. Pour toute C-algebre U (asso-
ciative, unitaire), le produit tU est donc formé d’éléments nilpotents ; si z appartient
a tU, nous poserons

2

T
eXpszl—i—:I:—i—g—i—---

On obtient ainsi une bijection de tU sur 1 4 tU; la bijection réciproque applique un
élément 1 4+ y de 1 + tU sur

2 3
Y Y
logy (1 =y—=4+=—.
gul+y)=y— 5 +3
De plus, il est clair que I'application expy; est fonctorielle en U.
L’anneau C étant toujours artinien, supposons U muni d’une structure de bialgebre

sur C (cf. 2.2). Pour tout élément primitif x de tU (cf. VII5 3.2.3), on a alors

Av(expy 7) = expygy(Au(w))
= expygu(z @1+ 1®z)
= expygu(z ® 1) - expygu(l ® z)
= ((expyz) @1) - (1@ (expy 7))
= (expy ) ® (expy ).
On voit donc que la bijection expy transforme un élément primitif de tU en un
élément z de 1+ tU tel que Ay(z) = z ® z et la réciproque est claire.

Considérons en particulier une algebre de Lie L plate sur C, prenons pour U l'al-
gebre enveloppante U(L) de L sur C et identifions L & son image canonique dans U.
D’apres le lemme 3.1, L est donc 'ensemble des éléments primitifs de U (en effet L est
un produit de modules libres sur les composantes locales de C). Considérons d’autre
part le quotient C = C/m de C par un idéal maximal m. Comme le C-groupe formel
4 (L ®c C), qui a U(L ®c C) pour bialgebre, est infinitésimal (2.6.2), 1’élément unité
de U(L ®c C) est le seul élément Z tel que Ayreet) (Z) = Z®Z. 1l sensuit que les
éléments z de U(L) tels que Ay(z) = z ® z appartiennent nécessairement a 1 + tU.

Enfin, comme L NtU s’identifie a L ®c t, on voit finalement que : expy définit une
bijection de L ®c t sur le groupe 4(L)(C). Nous résumons :

Proposition. — Soient k un anneau pseudocompact contenant Q, L une algébre de
Lie plate sur Oy, C une k-algébre profinie de longueur finie et v(C) le radical de C.
L’application

expy(r(c)) : L(C) ®c t(C) — ¢(L)(C)

est bijective et fonctorielle en C et L.
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3.2.1. — La bijection eXpy(L(c)) Permet de définir par transport de structure une
loi de groupe sur I'ensemble L(C) ®¢ t(C) (qu’on identifie & une partie de U(L(C))
comme en 3.2). Si x et y sont deux éléments de L(C) ®c¢ t(C), cette loi est telle que

z -y =log ((expz)(expy))

-y ¥ S

m2=1 pi+q;>0

q
= log(1 + Z il
Pl g
p+q>0
.Tpl yth 3 :CpTrL quL ZP
pi! qi! m! G =)
>1

ou Py(z,y) désigne la somme des monomes de degré total £ en x et y. On a par 533

exemple :

Pi(z,y) =z +y

ey~ ya) = 3l

SCQ y2 1 9 9
Py(z,y) = §+fcy+3—§(ﬂc +ay +yr+y°) =
m=1 m=2
1.3 1'2y 1'y2 y3
Paley) =g +5 +5 +%

m=1

1 3 1 1 3
= 5@+ 52+ Sy +aye ey + Syr o+ Say’ + o)

2 2

2 2

m=2

1
+ 5(363 + 2%y + yz® + zyz + yry + v + 2y’ + ¢°)

m=3

1
= ($y+y:c 72xyz—2yzy+yx+zy)

12
1

s

o, z] +

112 [y, [y, z]].

On peut montrer plus généralement qu'on a

_1\ym+£
Pitan = S

ou p1, 41, - -

(ad )™ (ad o)

.. (ady)®2(ad x)P? (ad y) ™ (ad 2)P* "'z

.y Pm, @m parcourent les suites d’entiers naturels telles que p; + ¢; > 0 et

> (pi+¢;) = £ (pour une démonstration de cette formule de Campbell-Hausdorff, voir
Jacobson, Lie Algebras, V §5, Inter-science Publishers).

3.3. — Si G est un k-groupe formel d’algebre affine A, rappelons qu’on note I 'idéal
d’augmentation de A et wq x, le k-module pseudocompact I /12 =~ Ix @4 (A/Ia).

Théoréeme (CARTIER). — Soit k un anneau pseudocompact local contenant le corps 534
Q et G un groupe formel sur k. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) 1l existe une Oy-algébre de Lie plate L telle que G soit isomorphe a 4 (L).
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(i) 1l existe un k-module pseudocompact projectif w tel que la variété formelle sous-
jacente a G soit isomorphe a la variété V9 (w) d’algébre affine k[[w]] (1.2.5).
(iii) G est infinitésimal et wg ) est un k-module pseudocompact projectif.

(iv) G est infinitésimal et topologiquement plat sur k.

(i) = (ii) : Soit w le k-module pseudocompact dual de L (1.2.3). Pour toute
k-algebre profinie de longueur finie C, nous devons exhiber un isomorphisme de
V(w)(C) sur 4(L)(C) qui soit fonctoriel en C. D’apres 1.2.5, V?(w)(C) s’identifie
a I’ensemble Hom,(w, t(C)) des applications k-linéaires continues de w dans le radical
de C. Cet ensemble est naturellement isomorphe & 'ensemble Hom,.(w &y, C,t(C)) des
applications C-linéaires continues de w &y, C dans t(C) ; enfin, comme w ®; C est un
C-module pseudocompact projectif, I’application canonique

(w®k C)* ®¢ t(C) — Hom,(w &y, C,t(C))

est bijective. Comme (w ®;, C)* s’identifie & L(C), on voit finalement que VY (w)(C)
est canoniquement isomorphe & L(C) ®c¢ t(C). L’implication (i) = (ii) résulte donc
de la proposition 3.2.

(ii) = (iii) : Soit h un isomorphisme de k[[w]] sur I'algebre affine A de G. Composant
h avec 'augmentation £ (2.1), on obtient un homomorphisme eah : k [[w]] — k, qui
est déterminé par la restriction A de eah a w ; cette restriction envoie w dans le radical
v de k et Iapplication z — x — A(z) de w dans le radical de k[[w]] se prolonge en un
endomorphisme £ de k[[w]]. Les égalités £y 0f_y = £_5oly = idy,)) montrent que £
est un automorphisme de k[[w]]. Par conséquent, h o £y est un isomorphisme de k[[w]]
sur A et ephly applique w sur 0. Quitte a remplacer h par hfy, on peut donc supposer
que eah s’annule sur I'idéal fermé I de k[[w]] qui est engendré par w : dans ce cas, h
induit une bijection de I/I% sur I /13 ; comme I/I? s’identifie & w, on voit que wg
est projectif. Il est clair d’autre part que Spf V9 (w) est infinitésimal de méme que G.

(iii) = (i) : Soit en effet L la Oy-algebre de Lie de G; cette algebre a pour Oy-
module sous-jacent le dual de wg/y (2.1); par conséquent, L est plat sur Og. Si nous
identifions k[[wg ;]| & I'algebre affine du groupe formel & (L) (cela est possible d’apres
(i) = (ii)), le morphisme identique de L est associé canoniquement & un homomor-
phisme de (L) dans G (2.6.3), donc & un homomorphisme continu d’algebres

a: A — kllwa]]-
Il s’agit de montrer que a, qui induit par définition un isomorphisme de wq/y sur
We (L) /k, €st un isomorphisme : Pour cela, on considere une section 7 de la projection
canonique de I sur wg/,. Une telle section définit d’apres 1.2.5 un homomorphisme
continu d’algebres

b: k[[wg/k]] — AL
Soit I I'idéal fermé de k[[wg/x]] engendré par wgq )y et filtrons k[[wg k)] (resp. A) par
les adhérences des idéaux I" (resp. I%). Le composé at est évidemment une section
de la projection canonique de I sur w = I/I_Q. Par conséquent, ab induit 'application
identique sur I/12, donc aussi sur le gradué associé  kf[we /k)]- 11 s’ensuit que ab est
un isomorphisme (C.A. V, §7 lemme 1). De plus, b induit un isomorphisme de I/12
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sur Tp /g, donc une surjection des gradués associés a k[lwg/x]] et A (comme G est
radiciel, I o est contenu dans le radical de A, de sorte que I'intersection des ﬁ est nulle).
Comme ab est un isomorphisme et b une surjection, b et a sont des isomorphismes.

Notons enfin qu'il est clair que (i) ou (ii) entrainent (iv), de sorte qu’il reste a prou-
ver l'implication (iv) = (ii) : pour cela, on peut supposer k local, de corps résiduel k.
Posons alors Gg = G ®y, ko, w = WGk, Wo = w @y ko. .. Comme wy est topologique-
ment libre sur k, il existe un k-module topologiquement libre w’ et une application
k-linéaire continue f : w’ — w telle que fo = f @y ko soit inversible (f est I’enveloppe
projective de w). Comme w’ est un k-module pseudocompact projectif, f est composée
d’une application k-linéaire continue g : w’ — I et de la projection canonique de I
sur w. A son tour, g induit un homomorphisme d’algebres topolog1ques g: klw]] = A
(1.2.5). Comme wy s'identifie & wg, /x, et ko[[wo]] & k[[w]] @k ko, go = g @ ko est in-
versible parce-que (iii) entraine (ii) et que les hypotheses (iii) sont vérifiées pour kg et
Go. Comme, d’autre part, k[[w]] et A sont des k-modules pseudocompacts projectifs,
g est inversible d’apres 0.3.4.

3.3.1. Corollaire. — Soient S un schéma localement noethérien sur Q et G un S-
schéma en groupes localement de type fini. Si wg /s est un Os-Module localement libre,
G est lisse sur S le long de la section unité.

En effet, soient « un point de la section unité, s son image dans S, &, et O les
algebres locales de = et s. Il suffit de montrer que ﬁ est formellement lisse sur ﬁ
(EGA IV 6.8.6 et Ory 19.3.6). Or ﬁ et ﬁs sont les anneaux locaux de x et s dans
G/S et S. Posant k = O, et H = Spf @5, il est clair que H est un groupe formel
infinitésimal sur k et que I'on a wy/r = (wa/s)s @e, 0,. Donc wi/k est le produit

d’un nombre fini d’exemplaires de k. Le corollaire résulte donc de 3.3 et de EGA Oy
19.3.4.

Nous retrouvons donc ainsi un résultat obtenu par ailleurs pour les schémas en
groupes localement de présentation finie sur un schéma S.

3.3.2. Corollaire. — Si k est un corps de caractéristique 0, le foncteur L — (L) est
une équivalence de la catégorie des k-algébres de Lie sur celle des k-groupes formels
nfinitésimau.

En effet, quand G parcourt les k-groupes formels infinitésimaux, le foncteur
G — 9(Lie G) est isomorphe au foncteur identique de la catégorie des groupes in-
finitésimaux (théoreéme 3.3). De méme, le foncteur L — Lie(¥4(L)) est isomorphe au
foncteur identique de la catégorie des algebres de Lie (3.1).

3.3.3. — Supposons toujours que k est un corps de caractéristique 0. Soient k la
cloture algébrique de k et I' le groupe de Galois topologique de k sur k.

Pour tout k-groupe formel H, nous notons Aut, H le k-foncteur en groupes qui
associe a toute k-algebre commutative de dimension finie C le groupe des automor-
phismes du C-groupe formel H®, C. Ce k-foncteur est manifestement exact & gauche
(H est topologiquement plat sur k!), de sorte que nous pouvouns le traiter comme un
groupe formel sur k. Si L est une algebre de Lie sur k et H le groupe formel ¢ (L),
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le théoreme 3.3 montre que Aut, H est isomorphe au k-foncteur en groupes Aut, L
qui associe a une k-algebre de dimension finie C le groupe des automorphismes de la
C-algebre de Lie C ®y, L.

Si G est un k-groupe formel arbitraire, nous avons vu en 2.5.2 que G se décompose
canoniquement en un produit semidirect d’un groupe formel étale G, et d'un groupe
formel infinitésimal Gg. Ce produit semidirect est déterminé par la donnée de Lie G,
du T-groupe G.(k) et d’un homomorphisme h : G, — Aut, Go ~ Aut, (LieG). Un
tel homomorphisme envoie G, dans la « partie étale » (Aut;, Lie G). de Aut;, Lie G
(2.5.1). 1 est donc déterminé par la donnée d’un homomorphisme de I'-groupes

h(R) : G(F) = (Aut, L)(F).

Si T'on fait opérer I’ dans (Lie G) ®4 k au moyen de la formule y({ ® ) = £ @ y(x)
’homomorphisme h(k) fait opérer G(k) par automorphismes dans la k-algebre de
Lie (LieG) ® k de telle facon qu'on ait g7 (¢) = v(gy~ ) si g € G(k), v € T et
¢ € (LieG) ®4 k. Nous exprimons cette derniere condition en disant que G(k) opére
dans (Lie G) @, k de maniére compatible avec T.

On peut résumer la situation a I’aide d’un énoncé « savant » : appelons I'-algebre
de Lie sur k la donnée d’un triplet (L, K, &) formé d’une algebre de Lie L sur k, d’un
I'-groupe K et d’une opération h de K dans L ®j, k qui soit « compatible avec action
de T dans K et L ®, k ». Si (L, K, ) et (I/,K’, h’) sont deux telles T'-algébres de Lie,
un homomorphisme de la premiére dans la seconde est un couple (f,g) formé d'un
morphisme f : L — L/ d’algebres de Lie et d’'un morphisme g : K — K’ de I'-groupes
tels que (f @r k)(v-2) = g(7) - (f @r k)(z) siz € L@y k et v € K : alors le foncteur

G — (LieG,G(k), h(k)) est une équivalence de la catégorie des groupes formels sur
k (= corps de caractéristique 0) sur la catégorie des I'-algébres de Lie.

4. Phénomeénes particuliers a la caractéristique p > 0

Dans tout ce paragraphe 4, nous désignons par p un nombre premier, par k un
anneau pseudocompact de caractéristique p, par m l’endomorphisme continu x > xP

de k.

4.1. — Soient X une variété formelle sur k d’algebre affine A et X®/%) ou X®) 1a
variété formelle X & k (cf. 1.2). Cette variété a pour algebre affine le produit tensoriel
complété A @ k; de plus, Phomomorphisme continu de A ®, k dans A qui applique
a®x A sur a? ) induit un morphisme de k-variétés formelles

Fr(X/k) : X — X®/F),

Dans la suite, nous dirons que Fr(X/k) est le morphisme de Frobenius de X relative-
ment & k et nous écrirons souvent Fr au lieu de Fr(X/k).

4.1.1. — Considérons maintenant un schéma S sur le corps premier [, un S-schéma
X et un S-schéma ¢ : T — S de longueur finie (1.2.6). Soit fr(S) le morphisme de Fro-
benius de S relativement & F,, (ce morphisme induit I'identité sur I'espace topologique
sous-jacent et applique une section s du faisceau structural sur s?; cf. VII5 4.1). Si
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nous posons X =X Xge(s) S (VIIa, loc. cit.), les morphismes de S-variétés formelles

f: T — X® /S correspondent biunivoquement aux S-morphismes de T dans X®
(1.2.6), c’est-a-dire aux carrés commutatifs

5

T
qk k
fr(S
s g

_—

A un tel carré est associé un S-morphisme de T dans (X/S)® si et seulement si f’
se factorise a travers un sous-schéma Xy de X qui est de longueur finie sur S. On voit

ainsi que Homvf/g(T, (X/S)®) peut étre identifié & une partie de Homy; (T, )@/g),
ce qui définit (X/S)®) comme une sous-variété formelle de )@//S\ On a Dégalité

(X/S)®) = )@/g si fr(S) o ¢ est un S-schéma de longueur finie lorsque ¢ en est un.
Ceci a lieu par exemple lorsque S est localement de type fini sur un corps k tel que
[k : kP] < 400.

4.1.2. — Soit G un groupe formel sur k d’algebre affine A. Comme le foncteur X —
X &, k commute aux produits finis, il transforme un k-groupe formel en un k-groupe
formel. En outre, comme Fr(X/k) est fonctoriel en X, le morphisme

Fr: G — G®

est un homomorphisme de k-groupes formels. Si 'on pose Ge"™ = (G P) il en
va de méme pour le morphisme composé

R" =R (G/k): G 5 g® 5 g 5 0 5 g,

Le noyau de cet homomorphisme Fr™ sera noté g G. Il résulte directement des dé-
finitions que F» G est radiciel et a pour algebre affine le quotient A/ I;{f n}, ou I;{f "
désigne 'idéal fermé de A qui est engendré par les puissances p™-iémes des éléments
de Is. Lorsque I;{fn} est nul, c’est-a-dire lorsqu’on a p»G = G, on dit que G est de
hauteur < n.

4.2. — Tl est clair que l’algébre de Lie Lie(G) d’un k-groupe formel G est une p-sous-
algébre de Lie de I’Algébre H(G) (cf. 2.3) : en effet, on se ramene tout de suite au cas
ou k est artinien ; dans ce cas, Lie(G) est la partie de H(G) formée des éléments x tels
que oz ®1+1®x) = Ag(x) avec les notations de 2.3 et 2.6 (c). On a alors

pa(a? @1+1@a?) =pa((z®1+ 1@ z)P)
=pelz®@1+1®x) =Ag(z)? = Ag(aP).
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4.2.1. — Réciproquement, toute p-algebre de Lie L sur Oy définit un k-foncteur en
groupes : désignons en effet par U,(L) le foncteur qui associe & toute k-algebre de
longueur finie C l'algébre enveloppante restreinte U,(L(C)) de la p-algebre de Lie
L(C) sur C (VII4 5.3). D’apres VIIx 5.4, U,(L) est une Oy-bialgebre et déter-
mine un k-foncteur en groupes Spf™ U, (L) (2.2) que nous noterons désormais %, (L) :
4,(L)(C) est donc le groupe des éléments z € U, (L(C)) d’augmentation 1 et tels que

Av, e (z) = 2@ 2.

4.2.2. — Lorsque L est une p-algébre de Lie plate sur Oy, U,(L) est plate sur Oy
d’apres VIIA 5.3.3; par conséquent, ¥,(L) est un groupe formel topologiquement plat
sur k qui a U,(L) pour Og-bialgebre. Ce groupe formel peut étre caractérisé par une
propriété universelle : considérons en effet un homomorphisme i de %,(L) dans un
groupe formel G; un tel h induit un homomorphisme Lieh de 1’Algebre de Lie de
4,(L) dans celle de G. On voit d’autre part comme en VIIo 7.3 que le morphisme
canonique de L dans I’Algebre enveloppante restreinte Uy (L) définit un isomorphisme
de L sur la p-algebre de Lie de ¢,(L); composant cet isomorphisme avec Lie h, on
obtient un homomorphisme A’ : L — LieG :

Proposition. — Si k est un anneau pseudocompact de caractéristique p > 0, G un
k-groupe formel et L une p-algébre de Lie plate sur Oy, Uapplication h — h' définie
ci-dessus est une bijection

Homy. cr. (%, (L), G) — Hom, (L, Lie G)

de Uensemble des homomorphismes de k-groupes formels de 4,(L) dans G sur celui
des morphismes de p-algébres de Lie de L dans Lie G.

On se ramene en effet tout de suite au cas ou k est artinien. Dans ce cas, I’ensemble
Homy. cr.(%,(L), G) est en correspondance biunivoque canonique (2.3.1) avec les ho-
momorphismes d’algebres unitaires g : Up(L) — H(G) tels que le diagramme suivant
soit commutatif :

U, (L) ——— H(G)

9®g

Up(L) @ Up(L) H(G) ® H(G)

Or g est défini par sa restriction a L qui est un homomorphisme de p-algébres de Lie
de L dans la p-algebre de Lie sous-jacente & H(G). La commutativité du diagramme
signifie donc simplement que g applique L sur la partie Lie G de H(G) formée des x
tels que pg(z @1+ 1®x) = dga.
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4.3. — Nous nous proposons maintenant d’étudier de fagon plus détaillée le k-groupe
formel ¢,,(L) lorsque L est une p-algebre de Lie plate sur Oy.

Pour cela, nous considérons d’abord un anneau C de caractéristique p et une p-
algebre de Lie L sur C dont le module sous-jacent est libre de base (z;);c1. Désignons
en outre par P I’ensemble des familles n = (n;);e1 formées d’entiers naturels tels que
0 < n; < p et que les n; soient nuls hormis peut-étre un nombre fini d’entre eux. Si
nous munissons I d’un ordre total et si nous appelons i1, g, ..., (i1 < iz < -+ <)
les indices i tels que n; # 0, nous pouvons donc poser |n| =n;, +---+n;, et

V=, n! = (n, ) (n.)).
On sait que les monémes z™ /n! forment une base de U, (L) (VIIA 5.3.3) et il est clair
qu’on a

m n—m

) AT) = e mn

m<n

la somme étant étendue & tous les m € P tels qu'on ait m < n (i.e. m; < n; pour tout
ieI).

La formule () permet une détermination aisée de la filtration naturelle de U, (L)
(cf. 1.3.6). Soit U™ l'idéal bilatere de U, (L) qui est engendré par L et posons U =
U,(L). Rappelons qu’on a par définition

Ug = C- 1y

U,={ueU|Avu—u®1cU, U}

La formule () entraine alors que U,, est le C-module libre qui a pour base les mondmes
™ tels que |m| < n.

4.3.1. — Avec les notations de 4.3, déterminons les éléments £ de U d’augmentation
1 et tels que Ayé = @ ¢ : tout élément & de U se met sous la forme § = > p &, z

n!’

ou &, € C. La condition ey(£) = 1 entraine ’égalité {; = 1, si 0 désigne 1’élément de
P dont toutes les composantes sont nulles. La condition Ay (r)(§) = &£ ® § entraine

D Gt = S T O
m<n q,T
c’est-a-dire

Cgrr =866 s g+ <p et && =0 sinon.

Si 'on note &; la valeur de &, lorsque n; = 1 et n; = 0 pour j # ¢, ces conditions
signifient que l'on a

&o=JJ&" st neP et &=0 Viel

On tire de 1a :
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Proposition. — Soient p un nombre premier, k un anneau pseudocompact de caracté-
ristique p, L une p-algebre de Lie plate sur Oy, C une k-algébre profinie de longueur
finie et /0¢ lidéal de C formé des éléments x tels que xP = 0. Il existe une bijection

L(C) ®c {/0c — %,(L)(C)

« qui est fonctorielle en C ».

D’apres 1.2.3, on peut en effet choisir une base (“x;)ier de L(C) sur C de telle
facon que, pour tout morphisme ¢ : C — D de Alf/k (0.4.2), L(y) applique ©z; sur
Da;. D’apreés ce qui précede, I'application Y, “2; ® & — 3, p([1; «Ez”)cin est une

n!
bijection fonctorielle de L(C) ®@¢ ¥/0¢ sur ¢,(L)(C).

4.3.2. — « Il n’y a pas de formule de Campbell-Hausdorff en caractéristique p >
0 »; expliquons-nous : l'isomorphisme fonctoriel de 4.3.1 dépend du choix des bases
(C2;)icr1. A la différence de ce qui se passe en 3.2 (cas de la caractéristique 0), il n’y a
pas, en général, de bijection de L(C) ®c¢ ¢/0¢ sur 4,(L)(C) qui soit « fonctorielle & la
fois en C et en L ». L’argument qui suit montre par exemple qu’un tel isomorphisme
n’existe pas lorsque k est un corps contenant les racines (p? — 1)-iemes de I'unité :

Choisissons en effet L de telle facon que, pour tout C € Alf/k, L(C) soit la p-
algebre de Lie abélienne sur C qui est engendrée par un élément  soumis a la relation
2®*) = 0. On a donc

L(C) = Cz @ CzP).

Nous allons montrer que le seul morphisme fonctoriel
XC : L(C) ®c V0c — UP(L(C)),

qui soit compatible avec les endomorphismes de L et qui applique L(C) ®¢ ¢/0¢ dans
4,(L)(C), est le morphisme constant de valeur 1. Soit en effet )¢ 'application de
L(C) @c ¢/0c dans U,(L(C)) qui envoie z ® a + P @ b sur Y, . a’bIz" %7, En

composant xc avec g 1 on obtient un morphisme fonctoriel (en C) :

L(C) ®c ¥/0c — L(C) ®c ¥0c

qui applique z®@a+2P @b sur 2@P(a, b)+2P) ®Q(a, b). La fonctorialité en C implique
que P(a,b) et Q(a,b) sont les valeurs en (a, b) de deux polynémes P, Q € k[z, y] qu'on
peut supposer de degré < p en X ainsi qu’en Y. Si « est un élément de k et si £ est
I’endomorphisme de L qui applique x sur ax, on voit de suite que le carré

L(C) ®c /0c ——=—~ U, (L(C))

£LC)®c ¥0c Up(£(C))

Pc

L(C) ®c ¥0c¢
est commutatif. Tenant compte de la compatibilité de xc avec ¢, on en déduit les
égalités P(aa, aPb) = aP(a,b) et Q(aa, aPb) = aPQ(a,b). Prenant pour « une racine
(p? — 1)-iéme primitive de 'unité et prenant pour C l'algébre k[X, Y]/(X?,Y?), on en

U, (L(C))
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déduit que P et Q sont de la forme P = AX et Q = uY, A\, p € k. Par conséquent xc
envoie z @ a+ 2P @ b sur Yo, . (Aa) (ub) & tPI.

Cette derniere application ne « commute » avec ’endomorphisme de L qui envoie
z sur zP) que si A = p = 0.

4.4. Théoreme. — Soient p un nombre premier, k un anneau pseudocompact de carac-
téristique p et G un groupe formel sur k. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une p-algébre de Lie L plate sur Oy telle que G soit isomorphe a ¥4,(L).

(i) Il existe un k-module pseudocompact projectif w tel que Ualgébre affine de G
soit isomorphe au quotient de k[[w]] par l'idéal fermé engendré par les xP, x € w.

(iii) G est de hauteur < 1 et wqyy, est un k-module pseudocompact projectif.
(iv) G est de hauteur < 1 et est topologiquement plat sur k.

(i) = (ii) : Soient w le k-module pseudocompact dual de L (1.2.3) et A le quo-
tient de k[[w]] par l'idéal fermé engendré par les zP, x € w. Pour toute k-algébre
profinie de longueur finie C, un homomorphisme continu h : A — C est déterminé
par sa restriction h’ & w; cette restriction h’ envoie w dans ¥/0c; on obtient ainsi
une bijection canonique de Homy, (A, C) sur 'ensemble Hom,(w, {/0c) des applica-
tions k-linéaires continues de w dans ¢/0c. Ce dernier ensemble est canoniquement
isomorphe a L(C) ®c ¥/0c (voir la démonstration de 3.3). L’implication (i) = (ii)
résulte donc de 4.3.1.

Pour les autres implications, consulter les démonstrations des théoremes 3.3 et
VIIA 7.4.1, qui sont analogues.

4.4.1 Corollaire. — Si k est un corps de caractéristiqgue p > 0, le foncteur L — 4,(L)
est une équivalence de la catégorie des p-algébres de Lie sur k sur celle des k-groupes
formels de hauteur < 1.

En effet, quand G parcourt les groupes formels de hauteur < 1, le foncteur G —
4,(Lie G) est isomorphe au foncteur identique d’apres le théoréme 4.4 ; de méme, nous
avons vu que le foncteur L — Lie %, (L) est isomorphe au foncteur identique (confer
VIIA 7.5).

4.4.2. — Prenons toujours pour k un corps de caractéristique p. Pour tout k-groupe
formel infinitésimal G, I'algebre affine A de G est la limite projective des algebres
affines A/I;{fn} des groupes pn G (cf. 4.1.2). Un k-groupe formel infinitésimal est donc
une limite inductive de k-groupes formels de hauteur finie.

Supposons maintenant G de hauteur < n. Comme ;G est le noyau de Fr : G —
G®), Fr induit un monomorphisme i de H = G/p,G dans G®). Comme Fr"(G/k) =
Fr"~1(G®) /k)oFr(G/k) est nul, Fr" ' (G®) /k)oi est nul ainsi que i®" ) oFr" ' (H/k).
Comme ¢ est un monomorphisme (2.4.1), on voit que H est de hauteur < n — 1. On
voit donc qu’un groupe de hauteur finie posséde une suite de composition dont les

quotients sont de hauteur < 1, donc peuvent étre décrits par des p-algebres de Lie sur
k.
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Enfin, lorsque G est un k-groupe formel infinitésimal tel que wg /. soit de dimension
finie sur k, Palgebre affine A de G est un quotient de k[[w]], de sorte que toutes les

algebres A/ Il{f "} sont de dimension finie sur k en tant qu’espaces vectoriels. On voit
par conséquent qu’un groupe formel infinitésimal G sur un corps de caractéristique
p > 0 est une limite inductive de groupes formels finis (i.e. de longueur finie, 1.2.6)
deés que wgy est de dimension finie sur k.

5. Espaces homogenes de groupes formels infinitésimaux sur un corps

Dans tout ce qui suit, la lettre k& désigne un corps.

5.1. — Soient G un k-groupe formel infinitésimal d’algebre affine A, B une sous-
algebre fermée de A, Ip lintersection B N Iax de B avec I'idéal d’augmentation de A,
Alp T'idéal fermé de A engendré par Ig, X le spectre formel de B et r : G — X
I’épimorphisme induit par I'inclusion de B dans A. On se propose de voir sous quelle
condition r fait de X le quotient & gauche de G par un sous-groupe F (2.4) :

Proposition. — Avec les notations ci-dessus, les deux assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Ve € B, Apr — 1@z € Alg ®; A.

ii) Le morphisme diagonal de A induit par passage au quotient un morphisme
ii) L hi di I de A induit tient hi
diagonal sur Ualgébre A/Alp qui fait du spectre formel de cette algébre un sous-groupe
formel de G. De plus, si q désigne la projection canonique de A sur A/Alg, la suite
. ing N
(%) B— "~ AT~ (A/Alp) & A
(g®A)Ax

est exacte; autrement dit, r induit un isomorphisme de F\G sur X.

L’assertion (i) signifie simplement que B est contenu dans le noyau du couple
(ing, (g ® A)A4). Par conséquent (ii) entraine (i). La démonstration de la réciproque
occupe les paragraphes 5.1.1 a 5.1.5.

5.1.1. — Considérons d’abord la catégorie (Cou) qui suit : un objet de (Cou) est
un couple (C,J) formé d’une k-algeébre profinie C et d’un idéal fermé J de C; un
morphisme 3 : (C,I) — (D,J) de (Cou) est un homomorphisme continu de l’al-
gebre C dans l'algebre D qui applique I dans J. Si l'on associe & (C,I) le couple
(Spf(C/I),Spf C), on obtient évidemment une antiéquivalence de (Cou) sur la catégo-
rie des couples (Z,Y) formés d’'une k-variété formelle Y et d’une sous-variété formelle
Z.

Une structure de co-groupe sur un objet (C, J) de (Cou) consiste en la donnée d’une
structure de groupe formel sur Spf C telle que les conditions suivantes soient réalisées
(notations de 2.1) :

(1) AcJ CI®,C+C®EJ;
(2) ec(J) = 0;
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(3) cc(J) C J.
Ces conditions signifient aussi que Spf(C/J) est un sous-groupe formel de Spf C.
Il résulte de 2.7 que les conditions 2) et 3) sont une conséquence de 1) lorsque C

est local, c’est-a-dire lorsque Spf C est un groupe infinitésimal. En particulier, si I'on
pose I = Alg, la condition (i) de la proposition 5.1 entraine la relation

Aplg CI®p A+ AR
dolt. AAICI®RA+AR],

de sorte que Ap induit un morphisme diagonal dans A/I qui fait de A/I I'algebre
affine d’un sous-groupe formel F de G.

5.1.2. — Désignons par GrAl/k la catégorie des k-algebres « profinies graduées » : un
objet de cette catégorie consiste en la donnée d’une suite Ag, A1,..., A,,... d’espaces
vectoriels linéairement compacts sur k et d’'une structure d’algebre profinie sur le
produit Hn>0 A, telle qu'on ait A, - A, C Aygn (A est identifié & une partie de
[Ii>0 Ai au moyen de l'injection canonique) ; un morphisme ¥ : (A,,) — (By,) est une
suite d’applications linéaires continues 1, : A,, — B, telles qu’on ait ¥, 1, (a - a’) =
Ym(a) - n(a') sia € Ay, et d' € A,,.

Il est clair que deux k-algebres profinies (A,,) et (B,,) ont une somme directe dans
GrAl/k et que cette somme directe a pour n-itme composante le produit [];" , A; ®x
B,,_; des k-espaces vectoriels linéairement compacts A; ®p By,—;. Cette somme directe
sera notée (A,,) @)k(Bn).

On peut associer a tout objet (C,J) de (Cou) l'algebre profinie graduée Gr;(C)
de C pour la filtration définie par les adhérences J* des puissances de J; on a donc
Gr3(C), = J*/J"*! et la multiplication de Gr;(C) est induite par celle de C. De plus,
il résulte du lemme ci-dessous que le foncteur (C,J) — Grj(C) commute aux sommes
directes finies; il transforme donc un co-groupe de (Cou) en un co-groupe de GrAl/k.
On voit en particulier qu’avec les notations de 5.1.1, 'algebre profinie graduée Gri(A)
est munie d’une structure de co-groupe dans GrAl/k :

Lemme. — Soient Uy DUy D -+ et Vg D Vy D -+ deux k-espaces vectoriels linéai-
rement compacts filtrés séparés. Filtrons le produit tensoriel complété W = U RV a
laide des sous-espaces fermés

W, =U, @ Vo + Upo1 @ Vi + -+ + Uy &% Vi
Pour tout n, les applications canoniques de (U;/Uis1) @x(V;/Vjs1) dans W, /W41

(i + j = n) définissent un isomorphisme

@ (Ui /Uir1) @1(U; /U 31) — Wy /W1

i+j=n

5.1.3. — Identifions toute k-algebre profinie I' & la k-algebre profinie graduée (I'y,)n>0
telle que T'p = T et T, = 0 si n > 0. En particulier, si (A,)n>0 est une k-algebre
profinie graduée, nous considérerons indifféremment Ay comme une k-algébre profinie
ou bien comme une k-algebre profinie graduée. Nous désignerons alors par p : (A,) —
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Ay le morphisme de GrAl/k tel que pg = ida, et p, = 0 si n» > 0. De méme,
t: Ay — (A,,) désignera la section de p telle que 1o = ida, et ¢, =0 si n > 0.

Toute structure de cogroupe sur (A, )nen induit une structure de cogroupe sur Ag
telle que p et ¢ soient des homomorphismes de cogroupes. Comme ¢ est une section de
p, le cogroupe (A, )nen est donc une « somme semidirecte » de Ay et d’un cogroupe
(Al )nen de GrAl/k tel que Aj = k. Autrement dit, si (A7) est la sousalgebre graduée
de (A,,) telle que la suite

j=incl. inp

(Ap) ————=(An)

— Ao ®r(An)
(p®1d)A

soit exacte, le morphisme (Ag R A’ ) — (A,) de composantes ¢ et j est inversible.
(On désigne par A : (A,) = (A,) ®x(A,) le morphisme qui définit la structure de
cogroupe de (A,,)).

5.1.4. — Dans le cas qui nous intéresse, on a (A,) = Gri(A) et Ag = A/IL De plus, il
est clair que Palgébre (A,,) est engendrée par Ay et Aj, c’est-a-dire que, pour n > 1,
I’application

Al ®A0 Al ®AU et ®A0 Al — An

définie par la multiplication est surjective. Comme on a Ay ~ Ay ®p Al et A, ~
Ay® A/, donc aussi A] ®a, A®a, .- ©ay A > Ag ®k(A] ®k ... ®, Al), on voit que
Papplication A} ® ... ®; A} — Al,, qui est induite par la multiplication de (Al)), est
surjective ; autrement dit, (Al,) est engendrée par ses termes de degré 1.

Désignons maintenant par Gr(B) et G’ (B) les gradués associés a B pour la filtration
induite par celle de A et pour la filtration définie par les adhérences Ij} des puissances
de Ig. Comme le diagramme

ing

B—2 A (A/ATg) @k A

(4@ A)Aa

est commutatif d’aprés la condition (i), on voit qu’on a Gr(B),, C A/, pour tout n.
Or I/I2 ~ (A/I) @ A} est engendré en tant que (A/I)-module pseudocompact par
I'image de Gr'(B); de sorte qu'on a Gr(B); ~ A/, d'ou Gr(B) = (A]); de plus,
I'application canonique de Gr’(B) dans Gr(B) est surjective puisque 'algebre graduée
Gr(B) = (A])) est engendrée par ses termes de degré 1. Le lemme 5.1.5 montre donc
qu’on a Gr'(B) = Gr(B).

Considérons enfin le noyau N du couple (ing, (¢ ®@ A)A4) ci-dessus et munissons N
de la filtration induite par celle de A. On a alors (A}) € Gr(B) € Gr(N) C (A]).
Comme toutes les filtrations considérées sont séparées, on en déduit N =B (C.A., V,
87, lemme 1).

5.1.5. Lemme. — Soient B un groupe abélien, B=B{ DB DB, D -+ et B=Bg D
By D Bg D -+ deux filtrations séparées de B par des sous-groupes tels que Bl, C By,
pour tout m. Si Uapplication canonique de B}, /B, .o dans By, /By, 41 est surjective
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pour tout m et si B est complet pour la topologie définie par la filtration (B.,), alors
on a B!, = B,, pour tout m.

Appliquer le lemme 1 de C.A. V, §7 a l'inclusion de B,, dans B,,.

5.2. — Dans toute la suite de ce paragraphe 5, k désigne un corps parfait de caracté-
ristiqgue p > 0.

Nous posons N = NU {oo}. Si B est une k-algebre profinie et si » € N, nous notons
((sz))mer(B) I'idéal fermé de B qui est engendré par les éléments z?", ot & parcourt
le radical t(B) de B. Si 7 = oo, nous utilisons la méme notation en convenant que
((2P7))zer(n) est I'idéal nul. Dans les deux cas, B, désigne le quotient B/((xpr))mEt(B).

Nous disons que B est de hauteur < r si ((xpr))zet(g) est 'idéal nul ; si cela a lieu
et si r est fini, nous disons que B est de hauteur finie.

Considérons en particulier le cas oit B est de la forme k[[w]], w étant un k-espace
vectoriel linéairement compact (0.2.2). Nous disons alors que B est une algébre de
séries formelles et que B, est une algébre de séries formelles tronquée (r € N; nous
convenons donc de dire que B = By, est également « tronquée »). Si B = k[[w]], nous
écrivons aussi ((27"))sew au lieu de ((27)),ex(m)-

Lorsque w est un k-espace vectoriel linéairement compact filtré par une suite crois-
sante de sous-espaces vectoriels fermés

O0=wyCwi Cwr Cwz C---

nous noterons ((z?")), e, I'idéal fermé de k[[w]] qui est engendré par les éléments z?"
ou r parcourt N et x parcourt w,.. Nous désignons par ,w ’espace vectoriel linéairement
compact filtré tel que

ywi=w; S 1<r et L,w=w s1 1>=>7

Théoréeme (DIEUDONNE-CARTIER). — Soient H — G un monomorphisme de
groupes formels infinitésimaux sur un corps parfait k de caractéristique p > 0. Soit B
Ualgébre affine de l’espace homogéne H\G et supposons vérifiée l'une des deux condi-
tions suitvantes :

(i) B est de hauteur finie (ceci a lieu en particulier si G est de hauteur finie).
(ii) B est un anneau local noethérien complet.

Alors B est isomorphe au produit tensoriel complété dune famille finie d’algébres
de séries formelles tronquées.

La démonstration de ce théoreme occupe les paragraphes 5.2.1 a 5.2.5.

5.2.1. — Soient I 'idéal maximal de B et posons w = I/I_Q. On désigne par I, le sous-
espace vectoriel fermé de I formé des = tels #?" = 0, par w, Iimage canonique de I,
dans w. Nous allons voir que B est isomorphe & k[[w]]/((2?"))zew, chaque fois qu’il
existe une section o : w — I de la projection canonique de 1 sur I/I_Q, telle que o(w,) C
I pour tout r : une telle section se prolonge en effet en un homomorphisme continu
t: k[[w]] = B, qui se factorise & travers B’ = k[[w]]/((2*"))zcw,. Nous prouvons de
5.2.2 4 5.2.5 que '’homomorphisme s : B’ — B, qui est induit par ¢, est bijectif.
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Ce qui précede s’applique en particulier quand la filtration de w est stationnaire,
c’est-a-dire quand il existe un entier ng tel que w, = wy,, pour ng < n < +oo. Dans
ce cas la en effet, on peut construire o d’abord sur wj, puis sur un supplémentaire
wh de wy dans ws, puis sur un supplémentaire wf de wy dans ws. .., enfin sur un
supplémentaire w’_ de w,, dans w. Il est clair qu’on obtient ainsi un isomorphisme
de k[[w]]/((#P"))sew, sur le produit tensoriel complété des algebres k[[w1]]/((2P))zew, ,

Rls))/ (@) aewy s - s Rllwng )/ (@) wewy, kWl -

La filtration de w est évidemment stationnaire si w, = w pour r assez grand (cas
(1)), ou bien si w est de dimension finie (cas (ii)). L’énoncé ci-dessus implique donc
notre théoreme.

5.2.2. — Supposons d’abord B de hauteur < 1, c’est-a-dire que zP = 0 si z € 1. 1l
résulte alors de 5.1.4 que le gradué Gry(B) associé a B par la filtration I D 12 D
3. est muni d’une structure de co-groupe de la catégorie GrAl/k. Si 'on pose
C =[1,50 Gr1(B)y, le morphisme structural de Gri(B) dans Gri(B) ®y, Gr1(B) induit
un morphisme diagonal A¢ : C — C®;, C qui fait de C 'algébre affine d'un groupe
formel K sur k. Il est clair qu'on a wk/x = I/I_2 et que K est radiciel de hauteur
< 1. D’apres 4.4, I'application identique de wk/; induit donc un isomorphisme de
kllwk/&ll/ ((2P))zewy , sur C. Ceci implique en particulier que I'application s de 5.2.1
induit un isomorphisme sur les gradués associés & B’ et B lorsqu’on filtre B’ et B par
les puissances des idéaux maximaux. Donc s est un isomorphisme (C.A. V, §7, lemme

1).

5.2.3. — Supposons maintenant B de hauteur finie < r : soit m I'isomorphisme x — xP
de k sur k. L’application linéaire de B ®, k dans B qui envoie b ®, x sur bPz = (bx% )P
a une image fermée qui n’est autre que la sous-algébre fermée B? = {b? | b € B} de B.
D’apres la proposition 5.1, si 'on pose J = BP NI = A NIy, BP est 'algebre affine du
quotient & gauche de G par un sous-groupe H d’algebre affine A/AJ. Comme A est
topologiquement libre sur B (1.4), B est un facteur direct du B-module pseudocompact
A (1.3.2), de sorte qu’on peut identifier B = B/BJ & une sous-algebre fermée de A /AJ.

D’apres la proposition 5.1, By est I'algebre affine d’un espace homogene de H et
est de hauteur < 1. D’apres 5.2.2, ’homomorphisme s de 5.2.1 induit donc un iso-
morphisme de B} sur B;. Si nous notons I’ I'idéal maximal de B’, B’? la sous-algebre
{zP | € B’} de B’ et J’' I'idéal maximal de B'?, cela signifie que I'homomorphisme
s : B’ — B de 5.2.1 induit un isomorphisme de B//B’J” sur B/BJ. Or, comme A est
topologiquement libre sur B et sur BP (5.1 et 1.4), B est topologiquement libre sur BP
(1.3.3) ; d’apres 0.3.4, s est donc un isomorphisme si ’homomorphisme s? : B’? — BP,
qui est induit par s, est un isomorphisme. Ceci est prouvé en 5.2.4 ci-dessous.

5.2.4. — Pour tout espace vectoriel linéairement compact V sur k, nous notons ,V
I’espace V ®;, k déduit de V par l'extension & — xP du corps des scalaires. On a alors
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un diagramme commutatif exact

o— e pP—2 o 72 .
0 P2 50 .5 0,

ou l'on a posé w = J/J_2 et ou les applications u, v, w sont induites par I’application
linaire 2 ®a ~ zPa de B dans BP. Si l'on pose J, = {x € J | 2P" = 0} et
wn = (1), il est clair qu’on a J,, = v(z1,41) et W, = w(wp41). De plus, comme u
et v sont des surjections, w est une surjection et a pour noyau l'image wy du noyau
de v. La section 0 : rw — I, qui est induite par la section o de 5.2.1, définit donc
par passage au quotient une section 7 : W — J qui est compatible avec les filtrations
de J et w. Par hypothese de récurrence, cette section induit un isomorphisme s’ de
B” = k[[@]]/((XP")) e,z sur BP. Comme B” s’identifie manifestement & B’ et s’ & sP,
notre théoréme est donc démontré quand B est de hauteur finie.

5.2.5. — Il reste a considérer le cas ou B est de hauteur infinie, et ou la projection
canonique de I sur w possede une section compatible avec les filtrations de w et I.
I suffit de montrer que pour tout r, lapplication s, : B, — B, induite par s est
inversible. Or B est un facteur direct du B-module pseudocompact A (1.3.2). Si 'on
pose L = ((2P")),ce(m). on peut donc identifier B/BL & une sous-algebre fermée de
A/AL; la proposition 5.1 montre que A/AL est I’algeébre affine d'un sous-groupe
formel G, de G et que B/BL est l’algébre affine d’un espace homogene de G,..

Posons M = I/BL; la projection canonique de B sur B, induit évidemment un
isomorphisme de w = I/I_2 sur M/W, qui nous permet d’identifier ces deux espaces.
Soit alors w! l'image dans w de I’ensemble M,, = {z € M | #P" = 0} ; soit I’ 'image
réciproque de M,, dans I. La suite exacte

0—IT" N2 —1, —wh —0

et égalité I, = (), I, montrent, par passage a la limite projective, que w,, est I'in-
tersection des w! (AB5*, 0.2). Or, comme le théoréme 5.2 est déja prouvé pour les
algebres de hauteur finie, donc pour les B,, on a w!, = witl sin < r et W = w si
n > r. Il s’ensuit quon a w;, =w, sin<retw =wsin>r.

Autrement dit, l'espace vectoriel w filtré par les sous-espaces w), n’est autre que

w (5.2). A fortiori, I'application ¢” composée de o : w — I et de la projection

canonique de I sur M est compatible avec les filtrations (w]) et (M,,) de w et M. Comme
E[[,w]]/((z""))ee,w, nest autre que B. et que s, : B, — B, est homomorphisme
induit par ¢”, 5.2.4 montre que s, est un isomorphisme, cqfd

5.3. Remarques. — Appelons stationnaire toute algebre profinie sur k£ qui est le pro-
duit tensoriel complété d’une famille d’algebres de séries formelles tronquées. Si G est
un groupe formel infinitésimal sur k et B l'algebre affine d’'un espace homogene de
G, il résulte du théoreme 5.2 que l'algebre B/((2P")) e (p) est stationnaire pour tout

560

561



562

336 EXPOSE VII. ETUDE INFINITESIMALE DES SCHEMAS EN GROUPES

entier 7 € N. Cela implique en particulier que B est une limite projective d’algebres
stationnaires.

Je ne sais pas si, avec les notations de 5.2.1, on peut choisir G et B de telle fagcon
qu’il n’existe pas de section ¢ : w — I compatible avec les filtrations. On remarquera
cependant qu’on peut avoir pour w n’importe quel espace vectoriel linéairement com-
pact filtré par une suite croissante de sous-espaces fermés. Si w1 C wo C --- C w est
un tel espace filtré, on peut en effet définir dans lalgebre A = k[[w]]/((2?"))zew, un
morphisme diagonal Ax : A — A ®;, A vérifiant les conditions (i), (ii), (iii) de 2.1 il
suffit de poser Apy = y®1 + 1 &y lorsque y est I'image dans A d’un élément de w.

5.4. Corollaire. — Soient G un groupe algébrique sur un corps parfait k de caracté-
ristique p > 0, H un sous-groupe algébrique de G, e l'image de I’élément neutre de G
dans H\G et A l'algébre locale de H\G en e. Alors A est isomorphe a une algébre de
la forme

nr

E([X1,. . X XS/ XET),
Ceci résulte de 5.2 (ii) et 1.3.4.



