Théoreme de Gauss-Bonnet,
pour le 16 decembre

Tout au long du probleme M désigne une surface compacte orientable.

1. La courbure de Gauss
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Montrer que 'on peut munir M d’une métrique; c’est a dire d'une application bi-
linéaire symétrique définie et positive sur T'M. On notera g cette métrique.

On appellera repere mobile tout couple de champs de vecteurs {ej, ex} (lisses) défini
sur un ouvert et orthonormé direct par rapport a g.

Soit {wy,ws} la base dual d'un repere mobile {ej, €5}, montrer que o = wy A wy est
indépendante du choix de repere mobile. On I'appelera I’élément d’aire. Donner une
interprétation d’une telle denomination.

Montrer le lemme suivant

Lemme 1 (de Levi-Civita). Soit U C M un ouvert et {ey,es} un repére mobile et
{wi,ws} sa base duale. Alors il existe une unique 1-forme wiy = —way telle que

dw1 = W12 A W9
et
dw2 = wo1 N\ Wiq.
On se place sous les méme hypotheses que dans le lemme. Soit {é;, é&;} un autre repere
mobile, alors
e1 = fer+ ges
ez = —ge1 + fes,

oll f et g sont deux fonctions lisse sur U vérifiant 24 ¢g? = 1. Soit W}, 'unique forme
associé a {€;, 2} par le lemme précédent. Montrer que

Wi = Wiz — T,
ou 7 = fdg — gdf. En particulier 7 est fermée.

Pour chaque p € M on définit un nombre K(p) en choisissant un repere mobile
{e1,ex} autour de p et en posant

dwiz(p) = =K (p)(w1 A w2)(p).
Montrer que K est bien défine. On 'appelera la courbure de Gauss.

Soit p € M, U un ouvert contenant p et 7y : [0, 1] — U une courbe vérifiant v(0) = p.
Soit ¢ = angle(ei(p),€1(p))). Montrer que

p(t) = /(fdg — gdf) + o



est une fonction différentiable telle que

cos(p(t)) = f(v(1)), sin(p(t)) = g(v(t)), ¥(0) = wo et dp =T

Geometriquement, on peut interpréter 7 comme la différentielle de la ”fonction angle”
entre e; et e;.

2. Indice d'un champ de vecteurs

Soit (M, g) une surface munit d’une métrique et X un champ de vecteurs sur M. Un point

p de M sera dit singulier pour X si X (p) = 0,. On supposera que les points singuliers de

X sont isolés et donc en nombre fini puisque M est compacte. En dehors de cet ensemble

singulier on définit le champ de vecteurs &, = ——, que l’on compléte en un repere
g p 1 \/m, q p p

mobile {€1,€5} et auquel on associe les formes Wy, Wy, w2 definies par I'exercice précédent.

Soit p un point sigulier de X et V un voisinage de p ne contenant pas d’aute point singulier.
Sur V/, on choisit un autre repére mobile {e1,es} '. A ce nouveau repere, on associe les
formes wq, w9 et wio definies par I'exercie précédent. On obtient alors une nouvelle forme

T = W12 — W12

définie sur V'\{p}. Quitte a restreindre V' on supposera dans la suite qu’il est homéomorphe
a un disque du plan.

Maintenant nous considérons une courbe simple C' qui borde V' et orientée comme le bord
de V2 D’apres I'exercie précédent, la restriction de 7 & C est la différentielle de I’angle
entre ey et ey le long de C.

1— Montrer que l'on a

/C 7 =211(p)

ou I(p) est un entier. On appellera I(p) 'indice X en p.

On remarque que la définition de I'indice dépend du choix de la métrique, du repere
{e1,e2} et de la courbe C'. Ceci sera l'objet des prochaines questions, mais avant voici
quelques exemple qui montre que l'indice représente en quelque sorte le nombre de
tours qu’effectue le champ autour de sa singularité.

Leoest toujour possible, quitte a restreindre V'
2Cest & dire, la normale sortante et un vecteur unitaire orienté de C' forme un repére direct le long de

C.
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2— Montrer que la définition de I(p) est indépendante de la courbe choisie.

3— Montrer que la définition de I(p) est indépendante du repére mobile {ej, es}. Plus
précisément, si I’on note S, = 9B, le bord du disque de rayon® r et de centre p. Alors

on a 1
lim —/ wlg = 7
r—0 27T Sy

existe, et 1 = I(p). On pourra montrer quune certaine suite est de Cauchy.

4— Montrer que la définition de I(p) est indépendante de la métrique choisie. Pour cela
on pourra considérer un chemin continu entre deux métriques quelconques.

3. Le théoréme de Gauss-Bonnet

Montrer et interpréter le théoreme suivant.

Théoreme 2. Soit M une surface compacte orientée et X un champde vecteur sur M
dont toutes les singularités sont isolées. Alors pour toute métrique sur M on a

/ Ko =2m Z I(py),
M pi, X(pi)=0
ou K est la courbure de Gauss associé a la métrique et o [’élément d’aire.

31ci la distance considéré est celle induite par la metrique, mais on pourrait prendre toute distance
dont le bord des boules est lisse.



