
107 - Représentations et caractères d'un groupe �ni sur un C-espace vectoriel

Soit G un groupe �ni d'ordre γ et V un C-espace vectoriel de dimension
�nie n.

1 Généralités sur les représentations linéaires
[Ser1]

Dé�nition 1.1. On appelle représentation linéaire de G dans V tout

homomorphisme ρ de G dans GL(V ). On notera ρs l'élément ρ(s) de GL(V )
pour s ∈ G.
On appelle degré de la représentation la dimension de V .

Dé�nition 1.2. Deux représentations linéaires (ρ, V ) et (ρ′, V ′) de G sont

dites isomorphes lorsqu'il existe un isomorphisme linéaire f : V −→ V ′ tel
que, pour tout s ∈ G, f ◦ ρs = ρ′s ◦ f .

Remarque. � Deux représentations isomorphes ont même degré.

� La donnée d'une représentation équivaut, via le choix d'une base de V , à

la donnée d'une famille de matrices inversibles (Rs)s∈G véri�ant Rst =
RsRt.

� G étant �ni, V peut être muni d'un produit scalaire invariant par G.
Ainsi, en choisissant une base orthonormée de V , on obtient une repré-

sentation matricielle unitaire.

Exemple. La représentation unité de G : ρ : G −→ C?, s 7−→ 1.

La représentation régulière de G : on suppose que n = γ et que (et)t∈G
est une base de V . Pour s ∈ G, ρs(et) = est.

La représentation de permutation associée à X : on suppose que G
opère sur un ensemble X �ni et que (et)t∈X est une base de V . Pour

s ∈ G, ρs(et) = es.t.

La représentation contragrédiente : elle munit le dual V ′ d'une repré-

sentation, et véri�e ρV ′ s =
tρ −1s .

Dé�nition 1.3. Soit (ρ, V ) une représentation de G.
� On appelle sous-représentation de V les sous-espaces vectoriels W de

V invariants par G, i.e. stables par ρs, pour tout s ∈ G.
� V est dite somme directe des sous-représentations W et W ′ lorsque
W et W ′ sont supplémentaires dans V . On note alors V =W ⊕W ′.

Exemple. Si V est la représentation régulière de G, alors Vect(
∑

t∈G et) est
une sous-représentation de G, isomorphe à la représentation unité.

Théorème 1.4. Si W est une sous-représentation de V , alors il existe une

sous-représentation W ′ de V telle que V =W ⊕W ′.

Dé�nition 1.5. Une représentation (ρ, V ) de G est dite irréductible

lorsque V 6= {0} et que les seules sous-représentations de V sont triviales.

Exemple. Les représentations de degré 1 sont irréductibles.

Théorème 1.6 (Maschke). Toute représentation est somme directe de re-

présentations irréductibles.

1



2 Les caractères [Ser1]

Dé�nition 2.1. Soit (ρ, V ) une représentation de G. On appelle caractère

de la représentation ρ l'application :

χ : G −→ C, s 7−→ Tr(ρs)

Lorsque V est irréductible, on parlera de caractère irréductible.

Proposition 2.2. Soit (ρ, V ) et (ρ′, V ′) deux représentations de G de ca-

ractères respectifs χ et χ′, alors, pour s, t ∈ G,

χ(1) = dimV, χ(s−1) = χ(s), χ(sts−1) = χ(t) et χV⊕V ′ = χ+χ′

Remarque. Ainsi, si s et s−1 sont conjugués dans G, alors χ(s) ∈ R. C'est
par exemple le cas de n'importe quel élément d'un groupe symétrique.

2.1 Les relations d'orthogonalité des caractères

Proposition 2.3 (Lemme de Schur). Soit (ρ, V ) et (ρ′, V ′) deux représen-

tations irréductibles de G et f ∈ L(V, V ′) telle que ρ′s ◦ f = f ◦ ρs, ∀ s ∈ G.
Alors :

i) Si ρ et ρ′ ne sont pas isomorphes f = 0.

ii) Si V = V ′ et ρ = ρ′, f est une homothétie.

On munit l'espace CG du produit scalaire : 〈φ|ψ〉 = 1
γ

∑
t∈G φ(t)ψ(t).

Théorème 2.4. � Si χ est un caractère irréductible, alors 〈χ|χ〉 = 1.
� Si χ et χ′ sont les caractères de deux représentations irréductibles non

isomorphes, alors 〈χ|χ′〉 = 0.
Ainsi les caractères irréductibles forment une famille orthonormale.

Théorème 2.5. Soit V une représentation de G de caractère φ et W1⊕· · ·⊕
Wk une décomposition en somme directe de représentations irréductibles de

V . Si W est une représentation irréductible de caractère χ, alors le nombre

de Wi isomorphe à W est 〈χ|φ〉.

Corollaire 2.6. � Le nombre de Wi isomorphe à W ne dépend pas de la

décomposition choisie.

� Deux représentations de même caractères sont isomorphes.

Jusqu'à la �n de la section 2, on note χ1, . . . , χh les di�érents caractères
irréductibles de G, de degré respectifs n1, . . . , ns et associés aux représenta-
tions W1, . . . ,Wh.
Toute représentation est donc isomorphe à une somme directe m1W1 ⊕
· · · ⊕mhWh. Le caractère φ de V est

∑h
i=1miχi et mi = 〈φ|χi〉. En outre

〈φ|φ〉 =
∑h

i=1m
2
i .

Théorème 2.7. Une représentation V de caractère φ est irréductible si et

seulement si 〈φ|φ〉 = 1.

2.2 Décomposition de la représentation régulière

Proposition 2.8. Le caractère rG de la représentation régulière R de G est

donnée par : rG(1) = γ et rG(s) = 0 sinon.

Corollaire 2.9. R = niWi ⊕ · · · ⊕ nhWh.

On obtient �nalement deux formules importantes pour la détermination
des tables de caractères :

Corollaire 2.10.
∑h

i=1 n
2
i = γ et

∑h
i=1 niχi(s) = 0, pour s 6= 1.

2.3 Nombre des représentations irréductibles

Dé�nition 2.11. Une fonction f ∈ CG est dite centrale lorsqu'elle est

constante sur les classes de conjugaison de G.

Exemple. Les caractères sont des fonctions centrales.

Proposition 2.12. Soit (ρ, V ) une représentation irréductible de G de degré

n et de caractère χ. Si f est une fonction centrale sur G, alors
∑

t∈G f(t)ρt
est une homothétie de rapport γ

n〈f |χ〉.
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Théorème 2.13. (χ1, . . . , χh) est une base orthonormale de l'espace des

fonctions centrales.

Théorème 2.14. Le nombre de représentations irréductibles de G (à iso-

morphisme près) est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Proposition 2.15. Soit s ∈ G, c(s) le nombre d'éléments de la classe de

conjugaison de s et t ∈ G non conjugué à s, alors

h∑
i=1

χi(s)χi(s) = γ/c(s) et

h∑
i=1

χi(s)χi(t) = 0

Remarque. La dernière égalité exprime que les colonnes de la table de ca-

ractères irréductibles de G sont orthogonales pour le produit scalaire cano-

nique de Ch.

3 Groupe dual [Ser2]

Dé�nition 3.1. On appelle groupe dual de G, noté Ĝ, le groupe des ho-

momorphismes de G dans C?. On nomme caractères linéaires de G les

éléments de Ĝ.

Remarque. � Les caractères linéaires sont à valeurs dans Uγ.
� Les caractères linéaires s'identi�ent aux représentations de degré 1,

puisque GL1(C) ' C?. Ainsi, en vertu du corollaire 2.6, il y a autant

de caractères linéaires que de classes d'isomorphie de représentations de

degré 1 de G.

Proposition 3.2. Ĝab −→ Ĝ, χ 7−→ χ◦π, où π : G −→ Gab est la surjection

canonique de G sur son abélianisé, est un isomorphisme.

Corollaire 3.3. Le nombre de représentations de degré 1 de G est égal à

[Gab : 1].

Proposition 3.4. Soit G et H deux groupes.∣∣∣∣ Ĝ×H −→ Ĝ× Ĥ
χ 7−→ (χ(·, 1), χ(1, ·))

et

∣∣∣∣ Ĝ× Ĥ −→ Ĝ×H
(φ, ψ) 7−→ φψ

sont des isomorphismes réciproques.

Proposition 3.5. Soit G, H et K trois groupes.

� Pour f ∈ Hom(G,H), f? : Ĥ −→ Ĝ, χ 7−→ χ◦f est un homomorphisme

de groupes.

� (idG)
? = id

Ĝ
et (g ◦ f)? = f? ◦ g?, pour f ∈ Hom(G,H) et g ∈

Hom(H,K).

3.1 Cas des groupes abéliens �nis

Théorème 3.6. G est abélien si et seulement si toutes ses représentations

irréductibles sont de degré 1.

Corollaire 3.7. Si A est un sous-groupe abélien de G, alors les représenta-
tions irréductibles de G sont de degré inférieur à l'indice de A dans G.

Exemple. Les représentations irréductibles des groupes diédraux sont de de-

gré 1 ou 2.

On suppose ici que G est un groupe abélien �ni.

Proposition 3.8. Si H est un sous-groupe de G, alors la suite suivante est

exacte

0 −→ Ĝ/H
π?

−→ Ĝ
i?−→ Ĥ −→ 0

Corollaire 3.9. � G et Ĝ ont même ordre.

� Si H est un sous-groupe de G, alors tout caractère linéaire de H se

prolonge en [G : H] caractères linéaires de G.

Proposition 3.10. Pour n ∈ N?, Ẑ/nZ −→ Un, χ 7−→ χ(1) est un isomor-

phisme. Ainsi, Ẑ/nZ ' Z/nZ.
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Proposition 3.11. Si x ∈ G, l'application χ 7−→ χ(x) est un caractère

linéaire de Ĝ ; et l'homomorphisme ainsi obtenu ε : G −→ ̂̂
G est un isomor-

phisme canonique.

La proposition 3.8 permet de montrer le théorème de structure des groupes
abéliens �nis, qui permet d'établir que G et Ĝ sont isomorphes :

Théorème 3.12. Si G est un groupe abélien �ni, alors il existe une suite

d'entiers supérieurs à 2 ds| . . . |d1 tels que G ' Z/d1Z× · · · × Z/dsZ.

Corollaire 3.13. G ' Ĝ.

Remarque. Le corollaire précédent et l'isomorphisme de la proposition 3.10

permettent de déterminer entièrement la table de caractères irréductibles d'un

groupe abéliens �ni.

Exemple.

Z/4Z 0 1 2 3

ψ0 1 1 1 1

ψ1 1 i −1 −i
ψ2 1 −1 1 −1
ψ3 1 −i −1 i

V4 (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)

ψ0 1 1 1 1

ψ1 1 −1 1 −1
ψ2 1 1 −1 −1
ψ3 1 −1 −1 1

4 Exemples de représentations linéaires [Rau]

4.1 Le groupe dicyclique d'ordre 12

Il s'agit du produit semi-direct G = Z/3Zo Z/4Z (i.e. la troisième classe
d'isomorphie de groupes d'ordre 12 non abéliens autre que celles de D6 et
A4).
Une présentation de G est donnée par 〈a, b|a3, b4, bab−1a−2〉, dont on dé-

duit G = {aαbβ / 0 6 α 6 2, 0 6 β 6 3}. De plus, Gab ' Z/4Z et G est
formé des 6 classes de conjugaison : {1}, {b2}, {a, a2}, {ab2, a2b2}, {b, ab, a2b}
et {b3, ab3, a2b3}.

Ainsi, G possède 4 représentations irréductibles de degré 1 et 2 représen-
tations irréductibles de degré 2. La première représentation irréductible de
degré 2, de caractère χ2, s'obtient comme sous-représentation de la repré-
sentation de permutation associée à l'action par conjugaison de G sur ses 3
2-Sylow. L'autre, de caractère χ′2, est donnée par la représentation matricielle
suivante :

a 7−→
(
−1/2 i

√
3/2

i
√
3/2 −1/2

)
et b 7−→

(
0 −1
1 0

)

On en déduit la table des caractères irréductibles suivante :

Z/3Z o Z/4Z 1 (b2)1 (a)2 (ab2)2 (b)3 (b3)3
ψ0 1 1 1 1 1 1

ψ1 1 −1 1 −1 i −i
ψ2 1 1 1 1 −1 −1
ψ3 1 −1 1 −1 −i i

χ2 2 2 −1 −1 0 0

χ′2 2 −2 −1 1 0 0

4.2 Le groupe diédral

4.3 Le groupe symétrique de degré 4

S4 est réunion de cinq classes de conjugaison et Sab
4 ' Z/2Z, le caractère linéaire non

trivial de S4 étant la signature.

D'une part, S4 est isomorphe au sous-groupe de O3(R) formé des isométries de R3

laissant invariant un tétraèdre régulier. D'autre part, S4 est isomorphe au sous-groupe

de SO3(R) formé des rotations de R3 laissant invariant un cube. On obtient ainsi les deux

représentations irréductibles de degré 3 de S4.

La théorie des caractères indique que la dernière représentation irréductible est de degré

2. Elle s'obtient à partir de celle de S3, dans la mesure où S4/V4 ' S3.
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On en déduit la table des caractères irréductibles suivante :

S4 id (ab)6 (abc)8 (abcd)6 (ab)(cd)3
ψ0 1 1 1 1 1

ψ1 = ε 1 −1 1 −1 1

χ2 2 0 −1 0 2

χ3 3 −1 0 1 −1
χ′
3 3 1 0 −1 −1

On montre que les caractères des représentations de permutations de S4 pour l'action

par conjugaison sur les 4 3-Sylow et les 3 2-Sylow deS4 sont respectivement : χ4 = ψ0+χ3′

et χ′′
3 = ψ0 + χ2.
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