107 - Représentations et caractéres d'un groupe fini sur un C-espace vectoriel

Soit G un groupe fini d’ordre v et V un C-espace vectoriel de dimension
finie n.

1 Généralités sur linéaires

[Ser1]

les représentations

Définition 1.1. On appelle représentation linéaire de G dans V tout
homomorphisme p de G dans GL(V'). On notera ps l'élément p(s) de GL(V)
pour s € G.

On appelle degré de la représentation la dimension de V.

Définition 1.2. Deuz représentations linéaires (p, V') et (p/, V') de G sont
dites isomorphes lorsqu’il existe un isomorphisme linéaire f : V — V' tel
que, pour tout s € G, fops=plof.

Remarque. - Deuz représentations isomorphes ont méme degré.

— La donnée d’une représentation équivaut, via le choiz d’une base de V', a
la donnée d’une famille de matrices inversibles (Rs)scc vérifiant Rg =
RsR;.

- G étant fini, V peut étre muni d’un produit scalaire invariant par G.
Ainsi, en choisissant une base orthonormée de V, on obtient une repré-
sentation matricielle unitaire.

Exemple. La représentation unité de G : p: G — C*,s — 1.

La représentation réguliére de G : on suppose que n =7 et que (e;)ieq
est une base de V.. Pour s € G, ps(e;) = es.

La représentation de permutation associée a4 X : on suppose que G
opére sur un ensemble X fini et que (e;)icx est une base de V. Pour
s € G: ps(et) = €s.t-

La représentation contragrédiente : elle munit le dual V' d’une repré-

sentation, et vérifie pyr s =tp L.

Définition 1.3. Soit (p, V') une représentation de G.
— On appelle sous-représentation de V les sous-espaces vectoriels W de
V inwvariants par G, i.e. stables par ps, pour tout s € G.
~ V est dite somme directe des sous-représentations W et W' lorsque
W et W’ sont supplémentaires dans V. On note alors V. =W & W',

Exemple. SiV est la représentation réguliere de G, alors Vect() . et) est
une sous-représentation de G, isomorphe d la représentation unité.

Théoréme 1.4. 51 W est une sous-représentation de V', alors il existe une
sous-représentation W' de V telle que V. =W @ W',

Définition 1.5. Une représentation (p,V) de G est dite irréductible
lorsque V' # {0} et que les seules sous-représentations de V' sont triviales.

Exemple. Les représentations de degré 1 sont irréductibles.

Théoréme 1.6 (Maschke). Toute représentation est somme directe de re-
présentations irréductibles.



2 Les caractéres [Serl]

Définition 2.1. Soit (p, V') une représentation de G. On appelle caractére
de la représentation p Uapplication :

X:G— C,s+— Tr(ps)
Lorsque V' est irréductible, on parlera de caractére irréductible.

Proposition 2.2. Soit (p,V) et (p/, V') deux représentations de G de ca-
ractéres respectifs x et x', alors, pour s,t € G,

X(sts™h) = x(#)

Remarque. Ainsi, si s et s~1 sont conjugués dans G, alors x(s) € R. C'est
par exemple le cas de nimporte quel élément d’un groupe symétrique.

x(1) = dimV, et Xvev = x+x’

x(s7h) = x(s),

2.1 Les relations d’orthogonalité des caractéres

Proposition 2.3 (Lemme de Schur). Soit (p,V) et (o', V') deux représen-
tations irréductibles de G et f € L(V, V') telle que pl,o f = fops,Vs €G.
Alors :

i) Sip et p ne sont pas isomorphes f = 0.
i) SiV=V"etp=p, [ est une homothétie.

On munit 'espace C¢ du produit scalaire : (¢|y)) = %ZteG d(t)(t).

Théoréme 2.4. - Si x est un caractére irréductible, alors (x|x) = 1.
~ Si x et X' sont les caractéres de deux représentations irréductibles non
isomorphes, alors (x|x’) = 0.
Ainsi les caractéres irréductibles forment une famille orthonormale.

Théoréme 2.5. Soit V une représentation de G de caractére ¢ et W1 D-- - D
Wy une décomposition en somme directe de représentations irréductibles de
V. Si W est une représentation irréductible de caractére x, alors le nombre

de W; isomorphe a W est (x|¢).

Corollaire 2.6. - Le nombre de W; isomorphe ¢ W ne dépend pas de la
décomposition choiste.
— Deux représentations de méme caractéres sont isomorphes.

Jusqu’a la fin de la section 2, on note x1, ..., xn les différents caractéres
irréductibles de G, de degré respectifs ny,...,ns et associés aux représenta-
tions Wy, ..., Wh.

Toute représentation est donc isomorphe & une somme directe mi W7 &
<o @ myWp,. Le caractére ¢ de V est Z?:l mixi et m; = (¢|x;). En outre

R
(Plo) =iy m?.
Théoréme 2.7. Une représentation V de caractére ¢ est irréductible si et
seulement si (p|p) = 1.
2.2 Décomposition de la représentation réguliére

Proposition 2.8. Le caractére rg de la représentation réguliere R de G est
donnée par : rq(l) =y et rq(s) = 0 sinon.

Corollaire 2.9. R=nW,;®--- ® np,W),.

On obtient finalement deux formules importantes pour la détermination
des tables de caracteres :

Corollaire 2.10. E?:l n? =~ et Z?zl nixi(s) =0, pour s # 1.

2.3 Nombre des représentations irréductibles

Définition 2.11. Une fonction f € CY est dite centrale lorsqu’elle est
constante sur les classes de conjugaison de G.

Exemple. Les caractéres sont des fonctions centrales.

Proposition 2.12. Soit (p, V) une représentation irréductible de G de degré
n et de caractere x. Si f est une fonction centrale sur G, alors Y, f(t)ps
est une homothétie de rapport L(f|x).



Théoréme 2.13. (xi,..
fonctions centrales.

., Xn) est une base orthonormale de l'espace des

Théoréme 2.14. Le nombre de représentations irréductibles de G (a iso-
morphisme pres) est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Proposition 2.15. Soit s € G, ¢(s) le nombre d’éléments de la classe de
conjugaison de s et t € G non conjugué a s, alors

h h
Y oxils)xils) =/e(s) et D xils)lt) =0
i=1 =1

Remarque. La derniére égalité exprime que les colonnes de la table de ca-
ractéres irréductibles de G sont orthogonales pour le produil scalaire cano-
nique de Ch.

3 Groupe dual [Ser2]

Définition 3.1. On appelle groupe dual de G, noté CAJ, le groupe des ho-
momorphismes de G dans C*. On nomme caractéres linéaires de G les
éléments de G.

Remarque. - Les caractéres linéaires sont & valeurs dans U,,.
— Les caractéres linéaires s’identifient aux représentations de degré 1,
puisque GL1(C) ~ C*. Ainsi, en vertu du corollaire 2.6, il y a autant

de caractéres linéaires que de classes d’isomorphie de représentations de
degré 1 de G.

Proposition 3.2. Gab — G,y — Yo, ot m : G — G est la surjection
canonique de G sur son abélianisé, est un isomorphisme.

Corollaire 3.3. Le nombre de représentations de degré 1 de G est égal a
[Geb - 1].

Proposition 3.4. Soit G et H deux groupes.

GxH —s GxH ol GxH — GxH
x o (x(,1),x(1,-) (6,0) P

sont des isomorphismes réciproques.

Proposition 3.5. Soit G, H et K trois groupes.
— Pour f € Hom(G,H), f*: H— @,X — xof est un homomorphisme
de groupes.
- (idg)* = id@ et (go f)* =
Hom(H, K).

frog*, pour f € Hom(G,H) et g €

3.1 Cas des groupes abéliens finis

Théoréme 3.6. G est abélien si et seulement si toutes ses représentations
wrréductibles sont de degré 1.

Corollaire 3.7. Si A est un sous-groupe abélien de G, alors les représenta-
tions irréductibles de G sont de degré inférieur a Uindice de A dans G.

Exemple. Les représentations irréductibles des groupes diédrauz sont de de-
gré 1 ou 2.

On suppose ici que G est un groupe abélien fini.

Proposition 3.8. Si H est un sous-groupe de G, alors la suite suivante est
eracte . L

0—G/H G5 H-—0
Corollaire 3.9. - G et G ont méme ordre.

- 51 H est un sous-groupe de G, alors toul caractére linéaire de H se
prolonge en |G : H| caractéres linéaires de G.

Proposition 3.10. Pour n € N, m — Uy, x — x(1) est un isomor-
phisme. Ainsi, Z/nZ ~ ZL/nZ.



Proposition 3.11. Si ¢ € G, lapplication x — x(x) est un caractére

linéaire de G ; et [’lhomomorphisme ainsi obtenu € : G — G est un isomor-
phisme canonique.

La proposition 3.8 permet de montrer le théoréme de structure des groupes
abéliens finis, qui permet d’établir que G et G sont isomorphes :

Théoréme 3.12. Si G est un groupe abélien fini, alors il existe une suite
d’entiers supérieurs a 2 ds| ... |dy tels que G ~Z/d1Z X --- X ZL]dsZ.

Corollaire 3.13. G ~G.

Remarque. Le corollaire précédent et l’isomorphisme de la proposition 3.10
permettent de déterminer entierement la table de caractéres irréductibles d’un
groupe abéliens fini.

Exemple.
Z/AZ |0 1 | 2 | 3 V4 | (0,0) | (1,0) | (0,1) | (1,1)
Yo 1] 1 1 1 W 1 1 1 1
P | 1] @ | =1 —2 (0 1 -1 1 -1
v |1 —=1] 1 | -1 W 1 1 -1 1
s | 1| —2 | =11 4 U3 1 -1 -1 1

4 Exemples de représentations linéaires [Raul]

4.1 Le groupe dicyclique d’ordre 12

Il s’agit du produit semi-direct G = Z/37Z x Z/4Z (i.e. la troisiéme classe
d’isomorphie de groupes d’ordre 12 non abéliens autre que celles de Dg et
Ay).

Une présentation de G est donnée par (a, b|a?, b*, bab~'a=2), dont on dé-
duit G = {a®’ / 0 < a < 2,0 < B < 3}. De plus, G® ~ Z/4Z et G est
formé des 6 classes de conjugaison : {1}, {b?}, {a, a®}, {ab?, a®b?}, {b, ab, a®b}
et {b%,ab®, a?b3}.

Ainsi, G posséde 4 représentations irréductibles de degré 1 et 2 représen-
tations irréductibles de degré 2. La premiére représentation irréductible de
degré 2, de caractére ya, s’obtient comme sous-représentation de la repré-
sentation de permutation associée & 'action par conjugaison de G sur ses 3
2-Sylow. L’autre, de caractére x4, est donnée par la représentation matricielle
suivante :

a>—><_1/2

iv/3/2 i\/§/2> o bH(? _01>

~1/2

On en déduit la table des caractéres irréductibles suivante :

737 x ZJAZ | 1| (b®)1 | (a)2 | (ab?)2 | (b)3 | (b3)3
Yo 1] 1 1 1 1 1
U1 1] -1 ] 1 —1 i —i
Yo 1] 1 1 1 -1 -1
3 1 -1 1 —1 | =] i
X2 2 2 | -1 -1 | 0 0
Xh 2| -2 | -1 1 0 0

4.2 Le groupe diédral

4.3 Le groupe symétrique de degré 4
G4 est réunion de cing classes de conjugaison et G5° ~ Z /27, le caractére linéaire non
trivial de &4 étant la signature.

D’une part, &4 est isomorphe au sous-groupe de Osr) formé des isométries de R3
laissant invariant un tétraédre régulier. D’autre part, &4 est isomorphe au sous-groupe
de SO3(g) formé des rotations de R? laissant invariant un cube. On obtient ainsi les deux
représentations irréductibles de degré 3 de Gg.

La théorie des caractéres indique que la derniére représentation irréductible est de degré
2. Elle s’obtient a partir de celle de &3, dans la mesure ot &4/V, ~ Gs.



On en déduit la table des caractéres irréductibles suivante :

G4 id | (ab)e | (abc)s | (abed)s | (ab)(cd)s

Yo | 1| 1 1 1 1
i—e | 1| -1 1 I 1

x2 | 2] 0 —1 2

X3 3 -1 0 1 -1

s 3 1 0 7 I

On montre que les caractéres des représentations de permutations de &4 pour Paction
par conjugaison sur les 4 3-Sylow et les 3 2-Sylow de &4 sont respectivement : x4 = 1Po+x3/
et x5 = 1o + Xxe.
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