110 — Nombres Premiers. Applications.

1 Généralités sur les nombres premiers

Définition 1.1 (Nombre premier) Un entier p € N* est dit premier s’il pos-
sede exactement deux diviseurs dans N, a savoir 1 et lui-méme. Les nombres
premiers sont donc les irréductibles de Z positifs. On note P [’ensemble des
nombres premiers.

Remarque. P # (), car 2,3,5,89,113 € P par exemple. En fait, P est infini :
un diviseur premier de n! + 1 est strictement supérieur a n.

Proposition 1.2 Un nombre n est premier ssi Z/nZ est intégre, auquel cas
c’est un corps.

Remarque. Soit A un anneau. Par extension, un idéal I de A est dit premier
si le quotient A/T est integre.

Théoréme 1.3 (Théoréme fondamental de ’arithmétique) Tout entier non
nul n peut s’écrire de maniére unique sous la forme n = Hpepp”l’(”) ot vp(n)
est nulle pour presque tout p. Autrement dit 'anneau Z est factoriel.

Applications. Si on connait la décomposition de m et de n : m = [[p;" et
n= pri, alorsonamAn= sznin(a“ﬁi) et mvVn= Hpi—mx(ai’ﬁi)
Soit G un groupe de type fini commutatif et m,n € G qui commutent d’ordres
resp. a et b. Alors il existe dans G un élément d’ordre aVVb. Ainsi le maximum des
ordres des éléments d’un groupe est aussi le ppcm de ces ordres; c’est 1’exposant
du groupe.

Ezemples. Les nombres de Fermat F,, = 22" + 1 sont premiers pour n dans
{0,1,2,3,4}, mais Fj est divisible par 641. Les nombres a™ — 1 ne peuvent étre
premiers que si a = 2 et n € P. On les appelle nombres de Mersenne ; ils ne sont

pas tous premiers (2! — 1 est divisible par 23).

2 Répartition des nombres premiers
Définition 2.1 Pour tout x € Ry, on note w(x) le cardinal de P N[0, z].
Théoréme 2.2 (Tchebychev) On a pour tout x : A~ < w(x) < B~

In(z) In(z) *

Corollaire 2.3 (Postulat de Bertrand) Il existe au moins un nombre pre-
mier entre un entier et son double.

Définition 2.4 La fonction (!
Proposition 2.5 Représentation en produit infini.

Théoréme 2.6 Prolongement sur C.



Proposition 2.7 La série ZMP% diverge.
Théoréme 2.8 (Théoréme des nombres premiers) On aw(z) ~ Tty quand
xr — o0.

Applications. Densité des fractions de Q dont le numérateur et le dénomina-
teur sont premiers; tout nombre supérieur a 7 est somme de nombres premiers

Corollaire 2.9 Si p,, désigne le n-iéme nombre premier, on a p, ~ nln(n)
quand n — oo.

Théoréme 2.10 (Théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet)
Soient a et b deux entiers premiers entre euz. Il existe une infinité de nombres
premiers p tels que p =a mod b.

Remarque. Ce théoréme peut se démontrer de maniere purement algébrique
dans certains cas particuliers, comme (a,b) = (£1,4), (a,b) = (—1,3), (a,b) =
(-1,5), (a,b) = (—1,8) oua = 1.

Application. Irréductibilité des polynémes cyclotomiques sur Z/pZ ; soit a €
Z. Si X% —a = 0 a une solution modulo p pour presque tout p, elle a une solution

3 Applications algébriques

3.1 Théorie des groupes

Théoréme 3.1 (Théorémes de Sylow) Soit G un groupe de cardinal n =
pm, ot m est premier a p. Il existe alors des sous-groupes de G de cardinal p®,
appelés p-groupes de Sylow. De plus :

(i) Tout sous-groupe de G de cardinal une puissance de p est inclus dans un

p-Sylow.

(i) Tous les p-Sylow sont conjugués.

(iii) Leur nombre divise n.

(iv) Leur nombre est congru ¢ 1 modulo p (donc leur nombre divise m).

Applications. Classification des groupes d’ordre pq, simplicité de ceux d’ordre
pg?, tout groupe d’ordre 255 n’est pas simple.

p-groupes : centre, sous-groupes distingués.

Décomposition des groupes abéliens finis.
3.2 Théorie des corps, carrés et cryptographie

Proposition 3.2 La caractéristique d’un corps est 0 ou un nombre premier.

Applications. Morphisme de Frobenius.



Proposition 3.3 Pour tout entier q puissance d’un nombre premier p, il existe
un unique corps de cardinal q, a isomorphisme pres. Dans une cléture algébrique
de Z/pZ, il existe un unique corps de cardinal q.

Remarque. Les corps finis sont exactement les corps de la proposition ci-
dessus.

Proposition 3.4 Le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.

Proposition 3.5 (Critére d’Eisenstein) Soit P = a, X" +---+ag € Z[X] et
p € P. On suppose que p{ a,, pla;¥i < n et que p* { ag. Alors P est irréductible
sur Q[X], donc sur Z[X] s’il est primitif.

Proposition 3.6 (Réduction) Soitp € P et P = a, X" + -+ + ap € Z[X].
On suppose que p t ay, ; si la réduction de P modulo p est irréductible sur Fp,
alors il est irréductible sur Q.

Définition 3.7 Soit p un nombre premier impair. Le symble de Legendre de n

n
modulo p, noté | — |, est défini par :
p

0 sia=0 [p
() = 1 si a est un carré non nul modulo p
—1 si a n’est pas un carré modulo p

Proposition 3.8 Le nombre de carrés dans Fy, est (p+1)/2.
Proposition 3.9 Va € Z, (a) = aP=1/2 [p]
p

Définition 3.10 Soit N un entier impair, N = [[,p;", et a un entier. Le
symbole de Jacobi est donné par :

() -10(5)

Remarque. Le symbole de Jacobi sert surtout comme un intermédiaire de
calcul au symbole de Legendre.

Proposition 3.11 (i) si a = b [N], alors (%) = (N)’ et (

aANN >1
(ii) Ya,b € Z, (‘;\?) - (%) (;f)
(iii) <;v1> — (—1)E-D/2 ¢ (;) (1)1

Application(Dirichlet faible) Cf Perrin !



Théoréme 3.12 (Loi de réciprocité quadratique) Soient N, M des nombres
impairs distincts. Alors on a :

() () -

Ce théoreme associé aux propositions précédentes fournit un algorithme ra-
pide de calcul du symbole de Legendre : on est ramené a un algorithme d’Euclide.
Exemple.(Hindry p.10) Soit p un nombre premier s’écrivant p = 22 —6y2, avec
x,y € Z. Alops p ne divise pas ¥, car sinon p diviserait aussi = et donc p? divise-

rait p. Donc 6 = (zy~1)? [p], donc <6> =1ie. (—1)®*=D/8(_1)p-1)/2 (g) =
p

1, on en déduit des congruences de p modulo 24.

Théoréme 3.13 (Frobenius-Zolotarev) Soit p un nombre premier impair et
V un Fp-e.v. de dimension finie. Alors pour tout uw € GI(V'), on peut considérer
u comme un élément de &(V), si bien qu’on peut lui associer sa signature. On

a alors e(u) = (detTf“)).

Théoréme 3.14 (Deux carrés) Un entier n > 2 , dont la décomposition en
facteurs premiers s’écrit HpeP p?r () est la somme de deux carrés entiers ssi
pour tout p = 3 [4], vy(n) est pair.

Algorithme RSA. On se donne deux grands nombres premiers p et ¢ tels
que n = pq, et un entier d inversible modulo p(n), appelé clef publique. Le
chiffrement d’un message a € Z/nZ est donné par la fonction f : Z/nZ —
Z/nZ, a s a?, et le déchiffrement par I'inverse de f : g : a — a®, avec e un
inverse de d dans Z/p(n)Z, appelé clef privée. La robustesse de cet algorithme
réside dans le fait que le calcul de g, i.e. celui de e, nécessite la connaissance
de ¢(n), et donc de p et de g. Or la factorisation de nombres tels que n est
en pratique extremement longue : le calcul de I'inverse est impossible en temps
raisonnable. Reste a savoir comment fabriquer de tels grands nombres premiers

petq.

Théoréme 3.15 (Wilson!)

Proposition 3.16 (Théoréme de Fermat-Euler) Sia est un entier premier
an, alors a®™ =1 mod n.

Lemme 3.17 Soit H = {a € (Z/nZ)*/a("~D/? = (%) [n]}. Alors n est pre-

mier ssi H = (Z/nZ)*.
Le test de Solovay-Stassen consiste alors a tester 1’égalité du lemme pour

des nombres aléatoires. Si n passe successivement k tests, on peut dire qu’il est
premier avec une probabilité supérieure & 1 — 2%,
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