236 - Illustrer par des exemples quelques méthodes de
calculs d’'intégrales de fonctions d’une ou plusieurs
variables réelles.

1 Calcul intégral pour une fonction d’une variable réelle

1.1 Calcul de primitives

On fixe [a,b] un segment de R. Le théoréme fondamental suivant est & la base du
calcul des intégrales de fonctions d’une variable réelle :

Théoréme 1.1. Soit f : [a,b] — R™ une application intégrable au sens de Lebesgue. Si
F :[a,b] — R™ est une primitive de f sur [a,b], alors

b
/ ft)dt = F(b) — F(a)

Proposition 1.2 (Primitives usuelles).

T T 1 1
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Fonction 122 THaz2 T1o? m \/5527—1
Primitive | argthax = % In if—i arctanx | argshx = In (x +v1+ x2) arcsinx | argchx = In (;U +Vx? — 1)

1.1.1 Intégration par parties et changement de variables

Proposition 1.3 (Intégration par parties (IPP)). Si u,v : [a,b] — C sont deux appli-
cations de classe C', alors

Exemple (Intégrales de Wallis, [Gou] ex. 1 p. 126). Pour n € N, on pose
w/2
I, = / sin" x dx
0

Une IPP permet d’établir la formule de récurrence : (n+2)I,42 = (n+1)1,, pour n € N,
d’otu, sachant que Ip =n/2 et I; =1 :
_m(2p-1)(2p-3)...3
T 9 2p(2p—2)...4-2

2p(2p—2)...4-2

A
T oy D(2p—1)...3

2
On en déduit la formule de Wallis pEToo% (%) =T.




Exemple (Relation fonctionnelle de la fonction I'). T'(z + 1) = zI'(z), Yz > 0.

Exemple (Primitive de I’élément simple Wlﬁ)h, heN,).
I / ! L 9hly, — 2ha?I
= = — a
h (22 +a2)h (22 + a?)h h h1

1

Le calcul de I étant immédiat, puisque | m = —arctan(7) + cste.

Exemple. fol zdx.

Proposition 1.4 (Changement de variables, CAS MESURABLE ?????). Si¢ : [a,b] —
R est de classe C* et f : I C R — E est continue par morceaux et telle que ¢([a,b]) C I

alors . o06)
/ F(6(0)6(8) dt = / £ () du
a d)(a)

Exemple (Intégrale de Dirichlet, [Gou| pb.3 p. 174). La formule de duplication du sinus

donne :

w/2 n?2 /2 /2

I :/ In(sinx) dz = T —|—/ In(sin = )dx—|—/ ln(cosf)da:
0 2 0 2 0 2

Le changement de variable x = 2t dans les deux intagrales, suivi de w = 7/2 —t dans la
deuziéme, établit I = % +2I, d’ou I = —%.

Le méme genre d’idées permet d’obtenir ([FGN], ex. 1 p. 6) :
/4 T
/ In(1 + tanz) de = §1n2
0

1.1.2 Calcul de primitives ([Gou] 3.2 p. 132)

Fractions rationnelles : décomposition en éléments simples.
Polyndémes en sin et cos : linéarisation par les formules d’Euler et de De Moivre.

Fractions rationnelles en sin et cos : — ¢t = tan(z/2)
— Régle de Bioche : Si R(sin x, cos ) dx est invariant par @ < m —x (resp. z + —uz,
T 4 7T+ x), on pose t = sinx (resp. t = cosx, t = tanx).

Fractions rationnelles en e : ¢t = ¢*

Fractions rationelles en sh et ch : — t =th(z/2) out =e¢*
— procéder par analogie & la régle de Bioche.

La régle de Bioche appliquée a l'intégrale suivante suggére de poser ¢t = shx

/ cho /1+t2 t_/ / 2
sh?x 4 2th2%z 3t2 4 t4 32 3(t2+3)

qui ce primitive en
-1

+ 2 arcta <t>+k
-4 % arctan [ —
3t 3V3 V3

/ chz d - + 2 arcta sho +k
= retan | —
sh?z + 2th?z " 3sha 33 V3

soit




1.2 Intégrales & paramétres

Les théorémes de continuité et de dérivation sous le signe intégral, dont on ne rappelle
pas les énoncés, permettent d’obtenir la valeur de certaines intégrales.

Exemple. Transformée de Fourier de la gaussienne. Soit g : t — e=t/2 ¢ L. Alors sa
transformée de Fourier § vérifie §'(t) +tg = 0; on en déduit que g = /2mg.

Exemple ([Gou p. 164]). f0+°o Me‘tdt = arctanz

Exemple (Intégrale de Fresnel ([Gou] ex. 4 p. 164)).
+oo
/ eiz2 dr = eiﬂ'/4ﬁ
0 2

1.3 Calcul de résidus ([Car], IT1.6 p. 100)

Théoréme 1.5 (Formule des résidus). Soit Q un ouvert de C, f une fonction méro-
morphe sur Q et A U'ensemble de ses poles. Si y est un lacet continu, C' par morceaus
dans Q\ A et homotope & un point dans Q, alors

/ f(z)dz = 2in Z Ind,(a) Rés(f,a)

acA

Exemple (Fraction rationnelle en sinus et cosinus). En paramétrant le cercle unité par
v:t€0,2n] — e, on a, pour a > 1,

27
1 2 2
I:/ _— dt:/ - dz = 7
o a-+sint 4 22+ 2iaz — 1 a2 —1

puisque [ : z —> m a pour unique péle zg = —ia +iva? — 1 dans le disque unité
et Rés(f,z0) = \/;22771

Exemple. Soit F € R(X) telle que F(0) # 0, deg F' < —1 et F na aucun péle ap-
partenant @ RT. Pour 0 < o < 1, on note ay,...,a, les poles de z — F(z2)/2%, ou

2 — 2% désigne la détermination holomorphe de 2% sur C\ R™, alors, en utilisant le
lacet T' (PacMan!), on établit

“+o0 p
(1 — e %Mo) / " *F(x)de = 2i7rz Rés(f,a;)
0 i=1

En particulier, pour n > 2,

/+°° da T ot /+°° dx ala+1)-(a+n—1)7
oz o =

r+1)n (n—1)!IsinTa

x+1) sinma

Application (Formule des compléments).

I'(z)T(1-2) = ﬁ , pour 0 < Re(z) <1



2 Calcul intégral pour une fonction de plusieurs va-
riables réelles

2.1 Changement de variables et théorémes de Fubini (|[BP], 11.3
et 12.2)

Théoréme 2.1 (Fubini, [Cand]). Soit f: RP x R? — RT . Si f est mesurable, alors les
intégrales suivantes ont un sens (fonctions mesurables) et sont égales :

[ tewden= [ ([ sena)a= [ ([ s@p)a

Soit f : RP x R? — C . Si f est mesurable et intégrable pour la mesure produit, alors la
fonction x — qu f(z,y)dy < oo p.p. (idem en y), et les intégrales suivantes ont un sens
(fonctions mesurables) et sont égales :

L tewdan = [ ([ renda)a= [ ([ sena)a

Théoréme 2.2 (Formule de changement de variables). Soit ¢ un C'-difféomorphisme
entre deuz ouverts A et D de RY. Pour toute fonction borélienne f : D — C, f est
intégrable sur D si et seulement si (f o p)|J,| est intégrable sur A, auquel cas

/f m—/f DIl () du

Exemple (Intégrale de Gauss). L’utilisation successive du théoréme de Fubini et d’un
passage en coordonnées polaires donne :

1/2
+oo /2 +o00
/ e dr = // e~ (@) gy dy = / / e rdrdd ="
0 (R+)? 0 0 4

d’ou
oo 2 oo 2 T
/ e dr =+ et / e " dx=,/—, pour a >0
oo o V a

Exemple (Volume de la boule euclidienne unité de R, [Cand]). On procéde par récur-
rence sur d € N,. Pourd > 2 :

o= / , Fradrazs [/ . Qd””l'“dxd2ﬂ{z§+~--+x32<1<zil+x5>}]ﬂ{zzl+m3<1}
R Ra—

2

:/ drgdxrg—q1(1 — (md 1tz ))d/2 L vge = de,g
{z2_,+z5<1}

xd/2

d_(d—1)/2/( ;5
Ainsi vg = (d/2)" si d est pair, et vg = 2~ d!((d n/2)!

, i d est impair.

2.2 Intégrales curvilignes ([Gou], p. 336)

Théoréme 2.3 (Green-Riemann). Soit K un compact a bord de R? et Pdx + Qdy une
forme différentielle de degré 1, de classe C' sur un ouvert contenant K, alors

[ e (8- )



Application (Caclul d’aire). Si K est un compact a bord, on peut exprimer son aire
A= [[, dxdy comme

1 1
A= wdy:—/ ydw:f/ mdy—yd:czf/ r?do
oK+ oK+ 2 Jok+ 2 Jok+

Exemple (Aire de la boucle droite de la lemniscate de Bernoulli). Elle admet pour
équation polaire r*> = a®cos 26, —m/4 < 0 < 7/4, avec a > 0, ainsi

1 /4 2
A:f/ a2c0820d0:a—
2 ) . 2
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Développements

— Intégrale de Fresnel ([Gou], 228, 235, 236, 239, 240, 247)
— Calcul des résidus et formule des compléments ([Car, AM], 236, 245, 247)
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