
236 - Illustrer par des exemples quelques méthodes de

calculs d'intégrales de fonctions d'une ou plusieurs

variables réelles.

1 Calcul intégral pour une fonction d'une variable réelle

1.1 Calcul de primitives

On �xe [a, b] un segment de R. Le théorème fondamental suivant est à la base du
calcul des intégrales de fonctions d'une variable réelle :

Théorème 1.1. Soit f : [a, b] −→ Rn une application intégrable au sens de Lebesgue. Si
F : [a, b] −→ Rn est une primitive de f sur [a, b], alors∫ b

a

f(t) dt = F (b)− F (a)

Proposition 1.2 (Primitives usuelles).
Fonction 1

1−x2
1

1+x2
1√

1+x2

1√
1−x2

1√
x2−1

Primitive arg th x = 1
2 ln

∣∣∣ 1+x
1−x

∣∣∣ arctanx arg sh x = ln
(
x+
√

1 + x2
)

arcsinx arg ch x = ln
(
x+
√
x2 − 1

)
1.1.1 Intégration par parties et changement de variables

Proposition 1.3 (Intégration par parties (IPP)). Si u, v : [a, b] −→ C sont deux appli-
cations de classe C1, alors∫ b

a

u(x)v′(x) dx = u(b)v(b)− u(a)v(a)−
∫ b

a

u′(x)v(x) dx

Exemple (Intégrales de Wallis, [Gou] ex. 1 p. 126). Pour n ∈ N, on pose

In =

∫ π/2

0

sinn x dx

Une IPP permet d'établir la formule de récurrence : (n+2)In+2 = (n+1)In, pour n ∈ N,
d'où, sachant que I0 = π/2 et I1 = 1 :

I2p =
π

2

(2p− 1)(2p− 3) . . . 3

2p(2p− 2) . . . 4 · 2
et I2p+1 =

2p(2p− 2) . . . 4 · 2
(2p+ 1)(2p− 1) . . . 3

On en déduit la formule de Wallis lim
p→+∞

1
p

(
2p(2p−2)...4·2

(2p−1)(2p−3)...3

)2

= π.
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Exemple (Relation fonctionnelle de la fonction Γ). Γ(x+ 1) = xΓ(x), ∀x > 0.

Exemple (Primitive de l'élément simple 1
(x2+a2)h

, h ∈ N?).

Ih =

∫
1

(x2 + a2)h
=

x

(x2 + a2)h
+ 2hIh − 2ha2Ih+1

Le calcul de I1 étant immédiat, puisque
∫

1
(x2+a2) = 1

a arctan(xa ) + cste.

Exemple.
∫ 1

0
xxdx.

Proposition 1.4 (Changement de variables, CASMESURABLE? ? ? ? ?). Si φ : [a, b] −→
R est de classe C1 et f : I ⊂ R −→ E est continue par morceaux et telle que φ([a, b]) ⊂ I,
alors ∫ b

a

f(φ(t))φ′(t) dt =

∫ φ(b)

φ(a)

f(u) du

Exemple (Intégrale de Dirichlet, [Gou] pb.3 p. 174). La formule de duplication du sinus
donne :

I =

∫ π/2

0

ln(sinx) dx =
π ln 2

2
+

∫ π/2

0

ln(sin
x

2
) dx+

∫ π/2

0

ln(cos
x

2
) dx

Le changement de variable x = 2t dans les deux intagrales, suivi de u = π/2− t dans la
deuxième, établit I = π ln 2

2 + 2I, d'où I = −π ln 2
2 .

Le même genre d'idées permet d'obtenir ([FGN], ex. 1 p. 6) :∫ π/4

0

ln(1 + tanx) dx =
π

8
ln 2

1.1.2 Calcul de primitives ([Gou] 3.2 p. 132)

Fractions rationnelles : décomposition en éléments simples.

Polynômes en sin et cos : linéarisation par les formules d'Euler et de De Moivre.

Fractions rationnelles en sin et cos : � t = tan(x/2)
� Règle de Bioche : Si R(sinx, cosx) dx est invariant par x← π−x (resp. x← −x,
x← π + x), on pose t = sinx (resp. t = cosx, t = tanx).

Fractions rationnelles en ex : t = ex

Fractions rationelles en sh et ch : � t = th (x/2) ou t = ex

� procéder par analogie à la règle de Bioche.

La règle de Bioche appliquée à l'intégrale suivante suggère de poser t = shx∫
chx

sh2x+ 2th2x
dx =

∫
1 + t2

3t2 + t4
dt =

∫
dt

3t2
+

∫
2

3(t2 + 3)
dt

qui ce primitive en
−1

3t
+

2

3
√

3
arctan

(
t√
3

)
+ k

soit ∫
chx

sh2x+ 2th2x
dx =

−1

3 shx
+

2

3
√

3
arctan

(
shx√

3

)
+ k
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1.2 Intégrales à paramètres

Les théorèmes de continuité et de dérivation sous le signe intégral, dont on ne rappelle
pas les énoncés, permettent d'obtenir la valeur de certaines intégrales.

Exemple. Transformée de Fourier de la gaussienne. Soit g : t 7→ e−t
2/2 ∈ L1. Alors sa

transformée de Fourier ĝ véri�e ĝ′(t) + tĝ = 0 ; on en déduit que ĝ =
√

2πg.

Exemple ([Gou p. 164]).
∫ +∞

0
sin(xt)
t e−tdt = arctanx

Exemple (Intégrale de Fresnel ([Gou] ex. 4 p. 164)).∫ +∞

0

eix
2

dx = eiπ/4
√
π

2

1.3 Calcul de résidus ([Car], III.6 p. 100)

Théorème 1.5 (Formule des résidus). Soit Ω un ouvert de C, f une fonction méro-
morphe sur Ω et A l'ensemble de ses pôles. Si γ est un lacet continu, C1 par morceaux
dans Ω \A et homotope à un point dans Ω, alors∫

γ

f(z) dz = 2iπ
∑
a∈A

Indγ(a)Rés(f, a)

Exemple (Fraction rationnelle en sinus et cosinus). En paramétrant le cercle unité par
γ : t ∈ [0, 2π] 7−→ eit, on a, pour a > 1,

I =

∫ 2π

0

1

a+ sin t
dt =

∫
γ

2

z2 + 2iaz − 1
dz =

2π√
a2 − 1

puisque f : z 7−→ 2
z2+2iaz−1 a pour unique pôle z0 = −ia+ i

√
a2 − 1 dans le disque unité

et Rés(f, z0) = −i√
a2−1

.

Exemple. Soit F ∈ R(X) telle que F (0) 6= 0, degF 6 −1 et F n'a aucun pôle ap-
partenant à R+. Pour 0 < α < 1, on note a1, . . . , ap les pôles de z 7−→ F (z)/zα, où
z 7−→ zα désigne la détermination holomorphe de zα sur C \ R+, alors, en utilisant le
lacet Γ (PacMan !), on établit

(1− e−2iπα)

∫ +∞

0

x−αF (x) dx = 2iπ

p∑
i=1

Rés(f, ai)

En particulier, pour n > 2,∫ +∞

0

dx

xα(x+ 1)
=

π

sinπα
et

∫ +∞

0

dx

xα(x+ 1)n
=
α(α+ 1) · · · (α+ n− 1)π

(n− 1)! sinπα

Application (Formule des compléments).

Γ(z) Γ(1− z) =
π

sinπz
, pour 0 < Re(z) < 1

3



2 Calcul intégral pour une fonction de plusieurs va-

riables réelles

2.1 Changement de variables et théorèmes de Fubini ([BP], 11.3
et 12.2)

Théorème 2.1 (Fubini, [Cand]). Soit f : Rp×Rq −→ R+ . Si f est mesurable, alors les
intégrales suivantes ont un sens (fonctions mesurables) et sont égales :∫

Rp×Rq

f(x, y) d(x, y) =

∫
Rp

(∫
Rq

f(x, y) dy

)
dx =

∫
Rq

(∫
Rp

f(x, y) dx

)
dy

Soit f : Rp ×Rq −→ C . Si f est mesurable et intégrable pour la mesure produit, alors la
fonction x 7→

∫
Rq f(x, y)dy <∞ p.p. (idem en y), et les intégrales suivantes ont un sens

(fonctions mesurables) et sont égales :∫
Rp×Rq

f(x, y) d(x, y) =

∫
Rp

(∫
Rq

f(x, y) dy

)
dx =

∫
Rq

(∫
Rp

f(x, y) dx

)
dy

Théorème 2.2 (Formule de changement de variables). Soit ϕ un C1-di�éomorphisme
entre deux ouverts ∆ et D de Rd. Pour toute fonction borélienne f : D −→ C, f est
intégrable sur D si et seulement si (f ◦ ϕ)|Jϕ| est intégrable sur ∆, auquel cas∫

D

f(x) dx =

∫
∆

f(ϕ(u))|Jϕ|(u) du

Exemple (Intégrale de Gauss). L'utilisation successive du théorème de Fubini et d'un
passage en coordonnées polaires donne :∫ +∞

0

e−x
2

dx =

(∫∫
(R+)2

e−(x2+y2) dx dy

)1/2

=

∫ π/2

0

∫ +∞

0

e−r
2

r dr dθ =
π

4

d'où ∫ +∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π et

∫ +∞

−∞
e−ax

2

dx =

√
π

a
, pour a > 0

Exemple (Volume de la boule euclidienne unité de Rd, [Cand]). On procède par récur-
rence sur d ∈ N?. Pour d > 2 :

vd =

∫
R2

dxddxd−1

[∫
Rd−2

dx1 . . . dxd−21{x2
1+···+x2

d−261−(x2
d−1+x2

d)}

]
1{x2

d−1+x2
d61}

=

∫
{x2

d−1+x2
d61}

dxddxd−1(1− (x2
d−1 + x2

d))
d/2−1 × vd−2 =

2π

d
vd−2

Ainsi vd = πd/2

(d/2)! , si d est pair, et vd = 2dπ(d−1)/2((d−1)/2)!
d! , si d est impair.

2.2 Intégrales curvilignes ([Gou], p. 336)

Théorème 2.3 (Green-Riemann). Soit K un compact à bord de R2 et P dx+Qdy une
forme di�érentielle de degré 1, de classe C1 sur un ouvert contenant K, alors∫

∂K+

(P dx+Qdy) =

∫∫
K

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy
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Application (Caclul d'aire). Si K est un compact à bord, on peut exprimer son aire
A =

∫∫
K
dx dy comme

A =

∫
∂K+

x dy = −
∫
∂K+

y dx =
1

2

∫
∂K+

x dy − y dx =
1

2

∫
∂K+

r2 dθ

Exemple (Aire de la boucle droite de la lemniscate de Bernoulli). Elle admet pour
équation polaire r2 = a2 cos 2θ, −π/4 6 θ 6 π/4, avec a > 0, ainsi

A =
1

2

∫ π/4

−π/4
a2 cos 2θ dθ =

a2

2
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Développements

� Intégrale de Fresnel ([Gou], 228, 235, 236, 239, 240, 247)
� Calcul des résidus et formule des compléments ([Car, AM], 236, 245, 247)
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