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Premiere partie

Quelques exemples représentatifs

Définition 0.1. Un systeme dynamique a temps discret est un couple (X, f),
ou X est un ensemble et f : X — X une application. L’ensemble X est
appelé espace des parametres ou parfois espace des phases du systeme, 'ap-
plication f est la loi d’évolution ou la dynamique.

L’orbite positive de x € X est

orb™(z) = {f"(x) | n € N}.
Si f est inversible, on peut définir I'orbite de x € X comme
orb(z) = {f"(z) | n € Z}.

On dit que 'orbite de x est périodique s'il existe n > 0 tel que f™(x) = x.
La période de cette orbite est min{n > 0| f™(z) = z}.

Remarque 0.2. Un systeme dynamique a temps discret peut étre vu comme
une action du monoide N sur X (ou du groupe Z si f est bijective). Un
systeme dynamique a temps continu est une action du monoide R, sur
X, ou du groupe R ; une telle action est souvent notée (¢!);cr. L’étude plus
générale des actions de groupes topologiques est, dans certains cas, elle aussi
considérée comme relevant des systémes dynamiques (suivant le point de vue
adopté).

1 Rotations

On note S! := R/Z le cercle, qui est de ce fait de longueur 1 (on compte
les angles en tours) et, pour n > 1, on note T" := (S*)" le tore de dimension
n.

Pour @ € R™ on note

Ry : T — T™
rT— T+«

la rotation (ou translation, en fonction de notre point de vue préféré) d’angle
a. L’application R, ne dépend que de la classe de o modulo Z"™. Notons que
cela se généralise naturellement en remplagant T™ par un groupe quelconque
et a par un élément de ce groupe.

Proposition 1.1. Soit o € R. La rotation R, posséde une orbite périodique
ssi v € Q, auquel cas toutes les orbites sont périodiques. Dans le cas contraire,
toutes les orbites sont denses.



Ezemple 1.2. Prenons n = 2 et o = (v/2, v/2). Alors les orbites de la rotation
R, ne sont ni périodiques ni denses. L’adhérence de chaque orbite est une
translation du sous-groupe {(z,z) | z € S'} < T2.

FEzxercice 1.3. Soit av € R™.

1. Déterminer une CNS portant sur o pour que toutes les orbites de R,
soient périodiques.

2. Déterminer une CNS portant sur o pour que toutes les orbites de R,
soient denses.

2 Billards et flots linéaires

On se place exceptionnellement dans le cas d’un systeme dynamique a
temps continu.

On joue au billard dans un rectangle R identifié a [0, a] x [0, 0] : la boule
est un point se déplacant en ligne droite dans l'intérieur du rectangle, et re-
bondissant sur ses bords en suivant les lois de la réflexion (on dit spéculaire
pour faire savant). La vitesse (numérique) de la boule est constante, norma-
lisée a 1.

On obtient alors un systéme a temps continu dont ’espace des pa-
rametres est TR le fibré unitaire tangent du rectangle (il faut faire un peu
attention & la définition de T'R en les points du bord OR et ne considérer
que les vecteurs rentrants). Les orbites sont notées (¢'((x, v)))ier, (on peut
aussi, si on veut, définir les orbites en temps négatif).

On remarque facilement qu’il y a au plus 4 angles possibles pour le
vecteur ¢'((x,v)) & v fixé, qui sont les réflexions de v selon les axes de co-
ordonnées. Ces 4 angles permettent de < déplier > le rectangle R par un
revétement d’ordre 4 qui est un tore plat R/(2aZ) x R/(2bZ). La dyna-
mique sur ce tore est un flot linéaire 1!((z,v)) = x + tv (on considére bien
sur la classe d’équivalence). Quitte a conjuguer par une application linéaire
diagonale, on peut supposer que a = b = 1.

2.1 Section de Poincaré

On peut se ramener a un systeme a temps discret en dimension 1 en
utilisant une section de Poincaré : on suppose que v n’est pas vertical et on
pose S = {0 mod Z} x R/Z. Pour x € S et v non vertical, on pose

To(z) = inf{t > 0| w2 (Yi(z,0)) € S} et fo(x) = T2 (W@ (2, 0)).

Ty est le temps de premier retour de x sur S et f, est l’application de premier
retour sur S.



Lemme 2.1. Dans le cas du flot linéaire sur le tore, l'application de premier
retour est une rotation d’angle tan@, ou 0 est l’angle entre le vecteur v et
Uhorizontale.

On en déduit assez facilement que les orbites périodiques de 1 sont exac-
tement celles des vecteurs dont la pente est rationnelle. Le méme résultat
vaut pour ¢.

On peut bien sir s’amuser & définir des billards ou des flots de translation
sur des tables plus compliquées : surfaces dites plates, tables de billard a bord
lisse, convexes ou concaves, analytiques par morceaux. . .

Theoréme 2.2 (Forni 2026, | |)- Dans tout polygone ayant un nombre
fini de cotés, le flot de billard posséde au moins une orbite périodique.

3 Echanges d’intervalles

Donnons-nous I un segment. Un échange d’intervalles est une bijection
T de son domaine Dy C I sur son image I C I telle que :

— I\ Dy et I\ Iy sont des ensembles finis de méme cardinal;

— la restriction de T a chaque intervalle de D7 est une translation.
Ainsi, I'image des points de D n’est pas définie : les orbites infinies sont
bien définies seulement en dehors d’un ensemble au plus dénombrable.
Remarque 3.1. Un échange de deux intervalles est une rotation.

Une des justifications de leur étude est le fait que les applications de
premier retour sur des intervalles pour les flots linéaires sur les surfaces
plates sont des échanges d’intervalles.

4 Deécalages

On le verra plus tard, on peut parfois ramener ’étude de certaines dy-
namiques sur des variétés a celle de dynamiques sur des espaces discrets.
Ezercice 4.1. Soit X un ensemble fini et f : X — X. Montrer que toute
orbite est pré-périodique (on dit aussi ultimement périodique) : pour tout
x € X, il existe n € N tel que f™(z) appartienne & une orbite périodique.

Soit A un ensemble fini non vide (un alphabet) et X = A%. On définit
Uapplication de décalage (en anglais : shift) sur X par

c: X — X
(wi)iez > (Wit1)iez-
Une telle application est appelée décalage complet ou bilatere.
On peut aussi définir Papplication de décalage sur X = AN avec la méme

formule, avec la différence que cette application-ci n’est pas inversible. Une
telle application est appelée décalage positif.



Topologie, métrique

On peut munir ’ensemble X de la topologie produit qui en fait un espace
compact. Une base d’ouverts ! de cette topologie est formée des ensembles
appelés cylindres : pour n € N et (x;)_n<i<n, on définit

Cp:={we X |Vi€[-n,n], w=uz}

On peut méme définir une métrique compatible avec cette topologie :
pour w,w’ € X, on pose

d(w w/) — 9~ max{neN|Vie[-nn],w;=w]} (1)
(c’est une distance ultramétrique sur X). Le fait que cette métrique engendre

la topologie sus-nommée vient du fait que les boules pour cette métrique sont
exactement les cylindres.

Proposition 4.2. L’ensemble X muni de cette topologie est homéomorphe
a l’ensemble triadique de Cantor.

La preuve de cette proposition est équivalente a celle d’'un théoreme
de Brouwer : tous les espaces métriques parfaits, non vides, compacts et
totalement discontinus sont homéomorphes. Elle ne sera pas traitée ici.

5 Endomorphismes du cercle et de ’intervalle

5.1 Endomorphismes de R

On définit 'ordre suivant sur les entiers :

3 a 5 < 7 4 9 a 11 a..a (2n+1)-2" 4
< 3-2 4 5.2 a4 7-2 4 9-2 9 11-2 <a...9 (2n+1)-2' <
a4 3-22 a4 5.22 4 7-22 4 9.2 4 11-22 4.4 (2n+1)-22 4
a 322 a 522 a9 722 4 9.2 4 11-2° a...< (2n+1)-2® <
a2 anna 22 a9 22 9 22 a4 2 4 1.

(image honteusement pompée sur Wikipedia)

Theoréme 5.1 (Sharkowski, 1964). Soit f: R — R continue et n € N*. Si
f posséde un point périodique de période n, alors pour tout m € N* tel que
n <m, [ posséde un point périodique de période m.

Applications de Sharkowski sur des exemples concrets.

1. Un ensemble d’ouverts tel que tout ouvert s’écrive comme la réunion d’éléments de
cet ensemble.



5.2 Degré

Soit f = S! — S! une application continue. Celle-ci se releve en une
application f : R — R, unique a translation par un nombre entier pres
(étant donné un relevé f , tous les autres sont de la forme f +n, avec n € 7Z,
et toutes les applications de cette forme sont des relevés).

Il existe alors un entier d € Z tel que pour tout T € R, on ait f(a? +1) =
f (Z) + d. Ce nombre est indépendant du choix du relevé et appelé le degré
de 'endomorphisme du cercle f.

5.3 Application tente
Posons
f: [07 1] — [07 1]

N 2x six <1/2
—2r+2 sizx>1/2.

Cette application peut étre vue comme une application S! — S! par passage
au quotient, elle devient un endomorphisme de degré 0 du cercle. Elle est
appelée « application tente >.

Codage Posons
Iy =10,1/2] et I =]1/2,1].

A chaque z € [0,1] on associe h(z) € {0,1}" tel que pour tout n > 0 on
ait f"(x) € I, (c’est la suite des numéros des intervalles dans lesquels
les itérés de x tombent). La suite h(x) est le codage de x. Réciproquement,
pour toute suite (w,) € {0,1}Y, il existe un unique point z, € [0,1] tel
que pour tout n € N on ait f"(z,) € I,, (& n fixé, 'ensemble des y tels
que pour tout i < n on ait fi(y) € I, est un intervalle de longueur 1/2",
I’ensemble des points qui nous intéresse peut donc étre vu comme une inter-
section décroissante de compacts non vides dont le diametre tend vers 0).
L’application h n’est pas continue, en revanche w — 1z, I'est (mais n’est pas
injective : il y a le méme type de bugs que pour la représentation décimale
des réels).
On obtient le diagramme commutatif :

0. o1
h h
{0, 13 2+ {0, 1}N

On peut ainsi comprendre la dynamique de f en étudiant celle de o.



5.4 Famille logistique

Pour A > 0, on pose

f>\ :R— R
x+— Ax(l —x).

Cette famille d’applications (f))x>o est appelée famille logistique ou quadra-
tique, elle est dite unimodale (les éléments sont croissants puis décroissants).

L’étude de cette famille permet en fait de comprendre la dynamique
de tous les polynomes réels de degré 2, comme le montre la proposition
suivante :
Proposition 5.2. Soit P un polynéme réel de degré 2. Alors :

— soit P ne posséde pas de point fixe, auquel cas toutes les orbites de P
sont propres (tendent vers £00) ;

— soit P est affinement conjugué a x — x?;

— soit P est affinement conjugué a un élément de la famille logistique.
Démonstration. Exercice! O

En particulier, toute application de la forme = — 22 + ¢ est conjuguée
a un élément de la famille logistique. C’est parfois cette derniére qui est
étudiée préférentiellement.

1.0

08
0.6 4 AN
0.4 -

02 H

0.0 1 T T T T 1
24 2.6 2.8 3.0

A

FIGURE 1 — Le diagramme de bifurcation de la famille logistique

On peut complexifier cette famille en considérant z — z? + ¢ pour ¢ € C.
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FIGURE 2 — L’ensemble de Mandelbrot

Définition 5.3. L’ensemble de Mandelbrot est I’ensemble des ¢ € C tels
que la suite définie par zp = 0 et 2,41 = z,zl + ¢ est bornée.

Theoréme 5.4 (Douady, Hubbard, 1985). L’ensemble de Mandelbrot est
conneze.

Conjecture 5.5 (<« MLC ). L’ensemble de Mandelbrot est-il localement
connexe? ?

L’étude de ces dynamiques est le terrain de chasse favori des spécialistes
de renormalisation de la dynamique.
Théoreme de Koppel
5.5 Langues d’Arnold
On considere # € R et K > 0, et on pose
fox :R—R
x+— x + 0 + K sin(2nz).

Cette application passe au quotient par Z pour donner un endomorphisme
fo,i ducercle. Il est de degré 1, et c’est un homéomorphisme si K| < 1/(27).

2. Il possede une base d’ouverts connexes.



5.6 Degré plus grand

Définition 5.6. Un endomorphisme f de S' est dit dilatant s’il est dérivable
et si sa dérivée est partout > 1 en valeur absolue.

Ezemple 5.7. Pour d > 2, 'application x — dz mod 1. Notons qu’on peut
découper [0,1] en les intervalles [i/d, (i + 1)/d[, le codage de l'orbite de z
suivant cette partition donne la suite des décimales de x en base d.

Lemme 5.8. Un tel endomorphisme est un homéomorphisme local (chaque
point posséde un voisinage en restriction duquel f est un homéo sur son
image) de degré d avec |d| > 2.

Démonstration. On reléve f en f (c’est d’ailleurs comme ¢a qu’on définit la
dérivée). Par propriété des valeurs intermédiaires de la dérivée (Darboux),
celle-ci est soit partout < —1, soit partout > 1. L’inégalité sur le degré
découle alors de I'inégalité des accroissements finis. O

Les applications dilatantes du cercle constituent ’exemple le plus simple
d’applications dites hyperboliques.

Proposition 5.9. Une application dilatante du cercle de degré d est topo-
logiquement conjuguée a x — dx mod 1.

En particulier, les applications dilatantes de méme degré sont toutes
conjuguées.

Démonstration. Soit f une application dilatante de degré d, on suppose
d > 2. Une telle application possede un point fixe (par TVI), on peut choisir
Porigine de la paramétrisation du cercle en ce point, si bien que f(0) = 0. On

note 0 = x1,x9,...xq les pré-images de 0 par f, dont on note Z1,...,Z4 les
relevés a R dans [0, 1. Les points 0, Z2,...,Z4, 1 délimitent des intervalles
fermés-ouverts I1,..., I3, qu’'on range par ordre croissant, et qui forment

une partition de [0, 1[. La projection de ces intervalles sur S! en fournit une
partition I1,...,I;. On a une application g : [0,1] — [1,d]" telle que pour
tout = € S et tout n € N on a f™(x) € Iy(,,. Posons

h:S'—s st

Jit1
i>0

(on a allégrement confondu S! avec [0,1] dans lequel on identifie 0 et 1).
On vérifie alors que h est une application bijective et continue (c’est la
méme preuve que celle de I’écriture d’un nombre en base d), qui est donc un
homéomorphisme (S' est compact), et qui conjugue f &z + dz mod 1. [

10



6 Application de Gauss

On considere 'application suivante :

G:[0,1] —[0,1]
{ 1/r modl siz>0
xr—

0 sinon.

Choisissons « € [0, 1[. Alors
1 1

2 lal+ G
Posons ag = « et définissons («v,) par récurrence par ay,41 = G(ay,). Posons
aussi a, = Lanl_lj (défini seulement si ap,—1 # 0). On a alors (si c’est bien
défini)

1 1 1

1 1 :
artar ot az+az ar -+ W

N

Cette écriture donne la fraction continue associée a «. Cette fraction est
associée aux propriétés — dites diophantiennes — d’approximation de a par
des nombres rationnels. Déja, la décomposition est bien définie pour tout n
si et seulement si « est irrationnel (remarquer que I'algorithme de fraction
continue correspond dans le cas d’un rationnel p/q a l'algorithme d’Euclide
appliqué a p et ¢). Dans le cas contraire, on écrit

. la an] = Pn

ap + —2 bt Gn’

o

an,

et les fractions p, /¢, sont appelées les réduites du nombre .. On a une autre
caractérisation des nombres ¢,, qu’on démontrera plus tard

Proposition 6.1. g, est la suite des temps de retour le plus proche de 0 de
la rotation d’angle o modulo 1 :

Gn+1 = min{q > gn | [lqall < llgnal|}
(on note || - || la distance a Uentier le plus proche).
Prenons 0 < ¢ < ¢, et p € N, alors par la proposition
o = pl > |gne = pul,

donc

i

‘a_p’ o lana=pal g =pal | Pn
q q an Gn

autrement dit les réduites sont les meilleurs approximations de « par des
rationnels.

11



7 Automorphismes linéaires

Choisissons A € SL9o(Z) (bien sir, on peut plus généralement remplacer
2 par un entier n > 2). L’application A : R? — R? passe au quotient par Z>
et donne

fa:R%2/72 — R? /72

un endomorphisme du tore. On vérifie que faf4-1 = Id, si bien que f4 est
bijective et est appelée automorphisme linéaire du tore T2.

Classification en fonction de la trace
Partition de Markov ?

Deuxieme partie
Dynamique topologique

Définition 7.1. Un systéeme dynamique (X, f) est dit topologique si X est
un espace topologique et f est continue.

Dans la suite de cette partie, tous les systemes rencontrés seront topo-
logiques.

8 Conjugaison

Définition 8.1. Deux systemes dynamiques (X, f) et (Y, g) sont dits conjugués
s’il existe une bijection h : X — Y telle que goh = ho f.

Ils sont dits topologiquement conjugués s’il existe une telle bijection A
qui est un homéomorphisme.

Une propriété sera dite dynamique (au sens topologique) si elle est préservée
par conjugaison topologique.

Ezercice 8.2. Montrer que deux rotations du cercle sont topologiquement
conjuguées si et seulement si ce sont les mémes.

Ezemple 8.3. L’application tente et I’application f4 de la famille logistique
sont conjuguées sur [0, 1] via I’homéomorphisme z + sin?(rz/2).

Définition 8.4. Soient (X, f) et (Y, g) deux systéemes dynamiques. On dit
que (Y, g) est (topologiquement) semi-conjugué a (X, f), ou que (Y, g) est
un facteur de (X, f), ou que (X, f) est une extension de (Y, g), s’il existe
une application (continue) surjective h : X — Y telle que goh = ho f.

Exemple 8.5. — Soit € S'. Alors la rotation R, est un facteur de I'ap-
plication

f:T? — T
(z,y) — (2 + o,z +y)

12



via la projection sur la premiere coordonnée.

— L’application

fo {0} — {0}

0—0

est un facteur universel.

Lemme 8.6. Si (Y,g) est un facteur de (X, f), et si f posséde un point
périodique de période p, alors g posséde un point périodique de période di-
visant p.

Démonstration. On suppose que fP(z) = z. Alors h(fP(z)) = h(x), donc
gP(h(x)) = h(x), autrement dit h(x) est un point fixe de ¢g?, qui est donc un
point périodique de g de période divisant p. O

9 Récurrence

Définition 9.1 (« et w limites). On appelle w-limite de x € X 1’ensemble
d’accumulation de l'orbite positive de x :

wz) = () {f*@) [k = n}.

n>0

Si f est inversible, on appelle a-limite de x € X ’ensemble d’accumulation
de l'orbite négative de «x :

(@) = (| {f (@) [ k= n}.

n>0

Bien stir, les « et w-limites dépendent de la dynamique f, on écrira donc
parfois, quand il est nécessaire de le préciser, wy(x) ou af(x). Ces ensembles
sont non vides lorsque X est compact.

Définition 9.2 (Récurrence). On dit que x € X est (positivement) récurrent
si z € w(x). L’ensemble des points positivement récurrents sera noté Rec™ (f).

Autrement dit x est récurrent s’il existe une suite (ny) tendant vers +o0o
telle que limy f™ (x) = x.
Ezemple 9.3. Pour une rotation du tore, tous les points sont récurrents.
Définition 9.4 (Point errant, ensemble non errant). On dit que z € X
est errant s’il existe un voisinage V' de x disjoint de ses itérés (f™(V'))nen-.

L’ensemble non errant de f est ’ensemble des points qui ne sont pas errants,
il est noté Q(f).

13



Ezemple 9.5. Le point 1/2 n’est pas récurrent pour lapplication x — 2x
mod 1, en revanche il est non errant.

Pour I'application z ++ 22 — 22 sur [0, 1], tous les points sont errants sauf 0
et 1.

Proposition 9.6. On suppose que X est un espace polonais®, plus généra-
lement de Baire*, & base dénombrable. Si Q(f) = X, alors l'ensemble des
points récurrents est dense.

Attention, en général I’ensemble des points récurrents n’est pas dense
dans l’ensemble non errant (exemple de flot de surface) !

Démonstration. On se donne (Og) une base dénombrable d’ouverts de X,
et considere

ﬂ{xeX‘xE(Tk = E|n>0:f”(x)60k}.
k

On vérifie que cet ensemble est bien une intersection dénombrable d’ouverts
denses, qui contient ’ensemble des points récurrents. O

Proposition 9.7 (Récurrences et semi-conjugaison). Si h : X — Y semi-
conjugue (Y, g) a (X, f), alors :

— pour tout x € X on a h(ws(x)) C wy(h(x)) ;

— h(Rec®(f)) C Rec*(g) et h(Q(f)) € Q*(g) ;

— si f et g sont des homéomorphismes, alors pour tout x € X on a

hay(@)) C ag(h(z)) ;

Ouverture a la théorie de Conley ? Récurrence par chaines ?

10 Transitivité

Définition 10.1. Un systeme dynamique (X, f) est dit positivement transi-
tif si, pour tous ouverts non vides U, V, il existe n > 0 tel que UN f~™(V) #
0.

Si f est inversible, (X, f) est dit transitif si, pour tous ouverts non vides
U,V, il existe n € Z tel que U N f~™(V) # 0.

Attention, ces deux définitions ne sont pas équivalentes : I’homéomor-
phisme

f:7—7
zr—x+1

est transitif mais pas positivement transitif.

3. Polonais signifie métrisable avec une métrique complete.
4. De Baire signifie que le théoréme de Baire y est vérifié.

14



Ezercice 10.2. Soit f un homéomorphisme transitif d’un espace topologique
séparé X sans point isolé.
1. Montrer qu’il n’y a pas de point errant ;
2. En déduire que pour tout ouvert V, les ensembles W = J,~o f (V)
et f(W) ont la méme adhérence.

3. Montrer que f est positivement transitif.

Ezxemple 10.3. L’application x — 2x mod 1 est transitive. Une rotation
irrationnelle du cercle est transitive. Aucun homéo de R n’est transitif.

Proposition 10.4. On suppose que X est un espace de Baire séparé a base
dénombrable. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est positivement transitive ;
(11) il existe v € X tel que w(x) = X ;
(i1i) 'ensemble des points x € X tels que w(x) = X est un Gs-dense;

(iv) les ouverts non vides négativement invariants sont denses.

Démonstration. L’implication (#i) == (i) vient du fait que X est de
Baire. L’implication (i7) = (i) est une simple vérification. Pour 1'im-
plication (i) == (%i), on fixe une base dénombrable d’ouverts (Og)i et

considere l'intersection
N U o),

kmn>m

on vérifie alors que c’est un G5 dense dont I'w-limite de tout élément vaut
X (le point central étant de montrer que 'hypothese < X séparé > implique
que I'image réciproque d’un ouvert non vide est non vide).

L’équivalence (i) <= (iv) est directe : si f est positivement transitif
et f71(0) C O, alors O =,>o f"(O) est dense. Réciproquement, si tout
ouvert non vide négativement invariant est dense, alors pour tout ouvert non
vide V, T'ouvert (),,~o f~" (V') est négativement invariant et donc dense. [

Ezemple 10.5. On considere z € AN qui est la concaténation de tous les
mots de A. Alors w(z) = AN et donc le décalage sur A est positivement
transitif.

Ezercice 10.6. Existence d’une fonction holomorphe dont la suite des dérivées
est dense (feuille 4 M1).

11 Meélange topologique

Définition 11.1. Une dynamique f est dite topologiquement mélangeante
si pour tous ouverts non vides U, V, il existe N > 0 tel que pour tout n > N,

on ait UN f~™(V) #£ 0.
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Remarque 11.2. Le mélange topologique implique la transitivité.

2 1

11
est mélangeant. Pour cela, utiliser le fait que ses directions propres sont de
pentes irrationnelles.

Ezemple 11.3. L’Anosov linéaire

Ezemple 11.4. Le décalage (positif ou complet) sur un alphabet fini A est
mélangeant. On traite le cas du décalage bilatere : considérer deux cylindres
Cy et Cy, avec x de longueur 2n + 1 et y de longueur 2m + 1. Alors pour
tout k> n+m+1, ona C, No*(Cy) # 0.

12 Minimalité

Définition 12.1. Une dynamique f est dite minimale si tout fermé non
vide positivement invariant est soit vide soit égal a X.

Proposition 12.2. On suppose X compact. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) f est minimale;
(ii) pour tout x € X, on a orbt(z) = X ;
(11i) pour tout x € X, on a w(x) = X.

Démonstration. Montrons (#i) = (i) : pour tout fermé invariant F' non
vide on peut choisir x € F, et donc (puisque F' est fermé) X C w(x) C

F. Pour (i) = (i), si x € X, alors orb™ () est un fermé non vide
positivement f-invariant, qui vaut donc X. Enfin, pour démontrer (i) —-

(iii) on remarque que w(z) = (,,_gorb™ (f*(x)) =N, o X = X. O
Exemple 12.3. Les rotations irrationnelles sur le cercle sont minimales
En utilisant la méthode dite d’ Anosov-Katok, on peut montrer le résultat

suivant :

Theoréme 12.4 (Fathi-Herman, 1977). Il existe un difféomorphisme C*
minimal sur le tore T2 qui n’est pas conjugué a une rotation.

Si S est le disque de dimension 2, la sphére de dimension 2 ou l’anneau
[0,1] x S, il existe un difféomorphisme C™ transitif sur S.

Theoréme 12.5. 5i X est compact et [ est continue, alors il existe un
ensemble fermé minimal pour f.
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Démonstration. La preuve se base sur le lemme de Zorn. On note F l’en-
semble des parties fermées positivement invariantes et non vides de X, qui
est non vide car il contient X. Toute intersection d’éléments de F est dans
F, pour cela on utilise le fait que X est compact. On considére alors un
élément minimal (pour l'inclusion) de F, dont on vérifie facilement qu’il est
f-minimal. O

Corollaire 12.6. Si X est compact, alors il existe des points positivement
récurrents.

On verra plus tard une preuve de ce résultat qui ne fait pas appel a
l’axiome du choix (corollaire 15.5).

Démonstration. On considere un ensemble minimal F, alors tout x € F
vérifie w(z) = F et en particulier x € w(x). O

13 Applications a la théorie de Ramsey

Le but de cette section sera de démontrer le théoréme suivant.

Theoréme 13.1 (Van der Waerden, 1927). Soit N = Uf\il C; une partition
des entiers en un nombre fini d’ensembles. Alors 'un des C; contient des
progressions arithmétiques arbitrairement longues.

Il a depuis connu des généralisations frappantes, utilisant & des degrés
divers la théorie ergodique.

Theoréme 13.2 (Szemerédi, 1975). Un sous-ensemble de N de densité po-
sitive comtient des progressions arithmétiques arbitrairement longues.

Theoréme 13.3 (Green-Tao, 2008). L’ensemble des nombres premiers contient
des progressions arithmétiques arbitrairement longues.

Voir par exemple la présentation Bourbaki [ ].
On obtiendra le théoréme de Van der Waerden comme corollaire & un
résultat de récurrence < multiple >.

Theoréme 13.4 (Fursternberg-Weiss, 1978). Soit (X, f) un systéme dyna-
mique topologique, avec f un homéo. Alors pour tout £ > 1, il existe v € X

et une suite (ng)r tendant vers +oo telle que pour tout j € [1,¢] on ait

Jn — T
f (:C) k—4o00 v

Pour une preuve de ce théoreme, voir le poly de Cyril Houdayer | ]
(sans doute inspiré d’un post de Yuri Lima sur le blog de Carlos Matheus).
Voyons pourquoi ce théoreme implique celui de Van der Waerden.
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Démonstration du théoréme 13.1. L’idée est d’appliquer le théoreme 13.4 a
un décalage approprié.

Premieérement, remarquons qu’il suffit de traiter le cas de partitions finies
de Z : une partition finie de N en ¢ ensembles donne une partition finie de Z
en 2N + 1 ensembles (par symétrie, et en ajoutant/retranchant I’atome {0}
pour éviter que 0 ne se retrouva dans 2 ensembles).

Soit £ > 1 et Z = |_|f:1 C;. On pose A = [1, N] et on munit A% de
I’application de décalage o. Posons y € X tel que pour tout ¢ € Z on ait
i € Cy,. On pose alors X = orb(y) C AZ qui est un ensemble compact en
restriction duquel o est un homeéo.

Le théoreme 13.4 assure l'existence de z € X et de (ng)r tendant vers
+00 tels que pour tout j € [1,4] on ait d(c/™ (x),z) — 0 (voir la définition
(1) de la distance). En particulier, il existe ko > 0 tel que d(o7 (z),z) < 1,
autrement dit que zjn, = o (toujours pour tout j € [1,£]).

Or z € orb(y), donc il existe des itérés de y arbitrairement proches de
x, en particulier il existe mg € Z tel que pour tout i € [0,¥¢ng,] on ait
Yitmo = Ti. Ainsi, pour tout j € [1,¢], on a

o = Ymo = yjnko-i-mo-

Cela exhibe une progression arithmétique de longueur ¢ et donc démontre
le théoreme. O

Troisieme partie

Dynamique mesurée

14 Systeme dynamique mesuré

On se fixe, pour cette section, un espace mesuré (X, B, u), tel que la
mesure  est o-finie.

Définition 14.1 (Mesure invariante). Soit f : X — X une application
mesurable. On dit que la mesure u est f-invariante si pour tout mesurable
A€ B, ona pu(f~}(4)) = u(A).

Dans ce cas, le quadruplet (X, B, u, f) est appelé systéme dynamique
mesure.

Définition 14.2. Soient (X,B,u, f) et (Y,B',v,g) deux systémes dyna-
miques mesurés. Une bijection bi-mesurable h : X — Y est appelée une
conjugaison mesurée si elle vérifie ho f = go h et si elle envoie y sur v.

Les propriétés dynamiques mesurées que ’on verra sont invariantes par
conjugaison mesurée.
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Ezemple 14.3. La preuve de la proposition 5.9 implique que ’application
Eg: 2+ dr mod 1 est mesurablement conjuguée au décalage sur [1,d]".

Proposition 14.4. Soit f : X — X une application mesurable. Alors p est
f-invariante si et seulement si pour toute fonction ¢ € L' (X, ), on a

/Xsodu—/XsDOfdu- (2)

Démonstration. Supposons tout d’abord que p est f-invariante. Cette hy-
pothese entraine que ’équation (2) est valable pour les indicatrices. Par
linéarité, (2) est donc valable pour les fonctions étagées. Etant donnée une
fonction intégrable ¢ générale, on choisit une suite (ey,),, de fonctions étagées
convergeant simplement vers ¢ et satisfaisant |e,| < |p|. Le théoreme de
convergence dominée (appliqué deux fois) affirme alors que

/godu:hm/ endu:hm/ enofd,u:/goofdu,
X nJx nJXx X

ce qui démontre (2).

Pour l'autre implication, on utilise le fait que p est o-finie : pour tout
mesurable A € B, il existe une suite (A;)n, croissante pour 'inclusion, de
mesurables de mesure finie tels que A = |J,, A,. On a alors, par convergence
monotone (Beppo-Levi) :

M(f1(14)):/Xlede:h}LnfxlAnode:hénfxlflnd:“:/XlAdN::UJ(A)-
O

A partir de maintenant, toutes les mesures seront supposées de probabi-
lité.
Theoréme 14.5 (Récurrence de Poincaré). Soit (X, B, u, f) un systéme
dynamique mesuré, avec p finie. Soit A € B un ensemble mesurable de

mesure positive. Alors pour u-presque tout x € A il existe un nombre infini
de temps n € N tel que f"(x) € A.

Démonstration. Soit Ag I’ensemble des x € A qui ne reviennent jamais dans
A (tels que pour tout n > 0, on a f"(z) ¢ A). Montrons que u(Agp) = 0.
Pour cela, on montre que f~¢(Ag) sont deux-a-deux disjoints : si i < j, on a
F7(Ao) N f77(Ag) = (Ao N f77(Ag)). Or, pour k > 0, si z € f~*(Ay),
alors f¥(z) € A si bien que z ¢ Ag. Ainsi, f~(Ag) N f~7(Ag) = 0. On vient
de montrer que les f~¢(Ag) sont deux-a-deux disjoints; ils sont également
tous de méme mesure par préservation de celle-ci. Puisque p est finie, ils sont
tous de mesure nulle, en particulier p(Ap) = 0. Mais cela implique également
que

w U] =0,

n>0
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or cet ensemble est exactement celui des points qui ne reviennent qu'un
nombre fini de fois dans A. O

La version suivante, topologique, du théoreme précédent, justifie 'appel-
lation de théoréeme de récurrence.

Theoréme 14.6 (Récurrence de Poincaré, version topologique). Soit (X, B, i, f)
un systeme dynamique mesuré, avec p finie. On suppose de plus que X est

un espace topologique a base dénombrable et que la mesure p est borélienne.
Alors 1 presque tout point est récurrent.

Démonstration. Notons (Ug)x une base dénombrable de la topologie. Pour
tout k, on note U,g I’ensemble des points de Ui qui ne reviennent jamais
dans Uy, plus formellement Up = Ui \ U,, f~"(Us). Posons

x=up
k

Par le théoréeme de récurrence de Poincaré (théoreme 14.5), on a u(X) = 0. 11
reste maintenant a montrer que tout point qui n’est pas dans X est récurrent.
En effet, pout tout voisinage U de x il existe k € N tel que x € U, C U.
Mais z ¢ Up, si bien qu'il existe n > 0 tel que f(z) € U, C U. O

Donnons enfin une version plus quantitative du théoreme de récurrence.
Pour A € Bet z € A, on pose 74(x) = min{n > 1| f*(z) € A} le temps de
premier retour dans A (on pose 74(z) = oo si le point ne revient pas dans
A). Notre but est de calculer la moyenne de 74. On définit

Xa=Jf™A)={reX|In=0:f"(z)c A}
neN

I’ensemble de points dont ’orbite positive rencontre A.

Theoréme 14.7 (Kac). Soit (X,B, u, f) un systéme dynamique mesuré,
avec | finie. Soit A € B un ensemble mesurable de mesure positive. Alors la
fonction T4 est intégrable et de plus

/ﬂN#:MXM-
A

Autrement dit, la moyenne de 74 est égale au rapport entre la quantité
de points de X4 et celle de A.

Démonstration. Pour n € N*, posons

An = T,Zl(”)»

Ar={r € X |min{i e N| f(z) € A} = n},
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et

Ay={x € A|Vn>1, f"(x) ¢ A},
Af={z e X |Vn>0,["(z) ¢ A},

Notons que ces ensembles sont mesurables et que cela justifie la mesurabilité
de 74. On a une partition de X en :

X=Aux\A) =] ] |u(|]A4].

n>0 n>0

par conséquent (en utilisant le théoreme de récurrence de Poincaré)

(X)) =" (1 En) + () = w(Ey) + > (n(En) + u(Ey)).  (3)

n>0 n>1

Oron a f~!(A}) = Api1 U A%, (faire une dichotomie selon que le point
choisi est dans A ou non), donc par invariance de la mesure p : p(AY) =
w(Aps1) + ,LL(A;’;H). Une récurrence directe montre que pour m > n on a
p(Ay) = u(As) +320" 1 1(Ag). Or Péquation (3) implique que pu(A%,) =
0, si bien que u(A}) = > ;5,1 #(A;). En injectant cette égalité dans (3),
une petite manipulation sur les sommes donne que

(X)) = p(A5) =Y np(Ayn),

n>1

autrement dit la conclusion du théoreme. O

15 Mesures invariantes pour systemes dynamiques
topologiques

Dans cette partie, on fixe un espace métrique compact X, muni d’une
application continue f : X — X. On note B la tribu borélienne sur X.
15.1 Exemples

— Si x est f-périodique de période p, alors la mesure uniforme sur son
orbite %Zi;i O k() est f-invariante.

— La mesure de Lebesgue est invariante par les rotations. Plus généralement,

la mesure de Haar sur un groupe localement compact est invariante
par l’action par translation (& gauche).

— La mesure uniforme sur 7' R est invariante par le flot de billard sur

R.

— La mesure de Lebesgue est invariante pour tout échange d’intervalle.
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— Si p est la mesure uniforme sur ’alphabet A, alors la mesure produit
p®% sur A% est invariante par le décalage.

— Pour d € Z*, la mesure de Lebesgue est invariante par x — dx mod 1.

— La mesure de densité W est invariante par l’application de

1+x)
Gauss G sur [0, 1].

— La mesure de Lebesgue est invariante par tout automorphisme linéaire
fa de T2.

15.2 Préliminaires d’analyse fonctionnelle

Définition 15.1. L’ensemble des mesures de probabilités béréliennes sur X
est muni de la topologie faible-x : on a p, —,_ 100 i si pour toute fonction
continue ¢ : X - R on a

/ pdun — / pdp.

Voila une caractérisation classique et souvent utile de cette convergence.

Theoréme 15.2 (Portemanteau). Les conditions suivantes sont équivalentes :
— Hn —n—too M5
— pour tout fermé F' de X on alimsup,,_, o pn(F) < p(F);
— pour tout borélien A € B tel que p(0A) =0, on a limy,_ o0 in(A4) =
p(A).

Terminons ces courts préliminaires avec un résultat de compacité

Theoréme 15.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Toute suite de mesures de
probabilités boréliennes sur X posséde une sous-suite convergente pour la
topologie faible-x.

15.3 Existence de mesures invariantes

Revenons aux systemes dynamiques. Le résultat suivant indique que la
section précédente peut étre appliquée a tout systéme dynamique topolo-

gique.

Theoréme 15.4 (Krylov-Bogolyubov). Un systéme dynamique topologique
(avec X compact métrisable) posséde au moins une mesure de probabilité
borélienne invariante.

Il est important de se souvenir de sa preuve qui est utilisée un peu partout
en théorie ergodique.
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Démonstration. Soit (X, f) un systéme dynamique topologique et = € X.

On note
1 n—1
= g
k=0

la mesure uniforme sur le segment d’orbite de = de longueur n. Par le
théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki, on peut en trouver une sous suite
qui converge vers une mesure (de proba) p. Montrons que celle-ci est f-
invariante. Par la proposition 14.4, il suffit de montrer que pour toute fonc-
tion continue ¢ sur X (< observable »), on a [y (gp —po f) dp = 0. Or

1n71
/X(so—soof)dumZ/X(<P—s00f)d<nkzo5fk<x>>

Par conséquent,

- 2l

— 0.
n n—-+4oo

‘/X(w—wf)duﬁ

C’est en particulier vrai pour la sous-suite le long de laquelle p7 tend vers p,
ce qui montre (par définition de la topologie faible-*) que fX (gp—«pof) dp =
0. O

On en déduit, comme promis, une version du corollaire 12.6 qui n’utilise
pas Zorn.

Corollaire 15.5. Si X est compact, alors il existe des points positivement
récurrents.

Démonstration. Par Krylov-Bogolyubov il existe une mesure de proba f-
invariante. Par le théoréme de récurrence de Poincaré, version topologique
(théoreme 14.6), u-presque tout point est récurrent, a fortiori au moins un
point est récurrent. ]

Définition 15.6. On note M(f) l'ensemble des mesures boréliennes de
probabilité invariantes par f.

16 Ergodicité

A partir de maintenant, sauf mention contraire, toutes les mesures seront
supposées boréliennes et de probabilité.
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Définition 16.1 (Ergodicité). On dit qu’une mesure f-invariante p est
ergodique si tout borélien f-invariant (i.e. un borélien A qui vérifie f~1(A4) =
A) est de mesure 0 ou 1.

Quand on parlera de mesure ergodique, on voudra dire < mesure de
probabilité borélienne f-invariante et ergodique .

Ezemple 16.2. Une rotation irrationnelle du cercle est ergodique (pour la
mesure de Lebesgue sur le cercle, autrement dit la mesure de Haar.

Démonstration. On verra plus tard une preuve rapide utilisant la théorie de
Fourier, voyons une preuve utilisant le théoreme de densité de Lebesgue.

Soit A C S! un borélien R,-invariant, avec a ¢ Q, et Leb(A) > 0. Par
le théoreme de densité de Lebesgue, pour Leb-presque tout x € A on a

lim Leb(AN [z —r,z+7])

r—0 2r =1

C’est vrai pour un certain xg € A que l'on fixe. Supposons que p(A4) < 1, on
peut alors appliquer le théoréeme de densité de Lebesgue & S'\ A : il existe

yo € St tel que
Leb(AN [yo — r,y0 +7])

li =0.
rLI)% 2r
Donc pour un certain rg > 0 assez petit, on a
o 3’/“0
Leb(A N [yO —T0,Yo + ’Fo]) < 5 < 7 < Leb(A N [.To — 19,20 + 7"0]).

Mais la rotation est minimale : il existe n € N tel que ||R2(x0) — yoll < 71%'
Ainsi,
Leb(AN[xzo — ro, mo + 70]) = Leb(Rp(A) N [Ry (x0) — 70, Ro(20) + 70])
=Leb(A N [R2(x0) — 70, Bi(20) + 70])
<Leb (AN [yo — 70,0 + 7o)
+ Leb([R%(z0) — 70, R (o) + 70] Ay — 70, Y0 + 70])
rog 319

<o
ST S

ce qui est une contradicton. ]

Proposition 16.3. Soit p € [1,+00]. Une mesure p qui est f-invariante est
ergodique si et seulement si toute fonction dans LP(u) et f-invariante (i.e.
v : X — R qui vérifie po f = ¢ pu-p.p.) est constante p.p.

Démonstration. Supposons tout d’abord qu’une mesure p est f-invariante
et ergodique. Soit ¢ € LP(u) qui vérifie po f = ¢ p-p.p. Alors tout ensemble
de niveau

B := Spil(] — 00, ¢])
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est f-invariant (& un ensemble négligeable pres). Ainsi, pour tout ¢ € R, on
a u(B.) € {0,1}. Par conséquent, puisque ¢ — pu(B.) est croissante, il existe
co € R tel que u(B.) = 0 pour ¢ < ¢y et u(B:) = 1 pour ¢ > ¢y. Ainsi,
pour tout ¢ > ¢y, on a u(gpfl([co, c])) = 1 ce qui implique, en prenant une
intersection sur ¢, que p(¢o~({co})) = 1.

L’autre implication est triviale puisque, la mesure y étant de proba, toute
indicatrice d’ensemble est dans LP(u). O

Ezxemple 16.4. Cela donne une autre preuve de 'ergodicité des rotations
irrationnelles sur le cercle.

Démonstration. On peut méme faire la preuve dans le tore. Soit o € R"
dont les coordonnées forment une famille Q-libre (avec 1). Soit ¢ € L2(T")
que I'on développe en série de Fourier : ¢ = >y ./n cxek. Alors, pour z € T,

©(Ro(z)) = Z creimkia) 2im(ka).
kezZm

L’invariance de ¢ par R, et 'unicité du développement en série de Fourier
impliquent que pour tout k € Z", on a ¢ (™ & — 1) = 0. Mais pour
tout k € Z™ \ {0}, le produit scalaire (k, ) n’est pas entier, ce qui fait que
e2im (ko) # 1. Par conséquent, pour tout k non nul on a ¢x = 0, autrement
dit ¢ est constante. O

Ezemple 16.5. Pour d > 2, I'application Ey <« dr mod 1 > est ergodique
pour Leb. On en déduit, par exemple 14.3, que le décalage sur [1,d]" est
ergodique.

Démonstration. On ne change pas une méthode qui marche : on réutilise
Fourier. Soit ¢ € L2(S') que I’on suppose E-invariante et que I’on développe
en série de Fourier : ¢ = >, ., cep. Alors, pour x € St,

o(Ey(z)) = ch€2i7rkdx = p(z) = Z cpe2imhe

keZ keZ

si bien que pour tout k € Z on a ¢, = ¢q. Ainsi, s’il existait k € Z* tel que
¢ # 0, alors on aurait cqnp = ¢k et ce pour tout n € N, ce qui contredirait le
fait que les coefficients tendent vers 0. On en déduit que ¢ est constante. [

Lemme 16.6. Si un systeme dynamique topologique posséde une mesure
ergodique de support total, alors il est transitif.

Démonstration. On appelle (X, f) un tel systéeme dynamique topologique,
et p la mesure ergodique de support total.

Considérons un ouvert non vide f-invariant. Puisque u est de support
total, il est de p-mesure positive. Par ergodicité, il est de pu-mesure totale.
Puisque p est de support total, il est dense. ]
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17 Structure des mesures invariantes

On se place de nouveau dans le cas ou X est un compact métrisable.

Définition 17.1. On note M (X)) ’ensemble des mesures de proba boréliennes
sur X, M¢(X) le sous-ensemble de M(X) constitué des mesures f-invariantes,
et M;rg(X ) le sous-ensemble de M ¢(X') constitué des mesures f-ergodiques.

Lemme 17.2. Les ensembles M(X) et M(X) sont convexes, compacts et
non vides.

Démonstration. Le fait que M(X) est convexe est trivial, sa compacité est
le théoreme 15.3. Le fait que M s(X) est convexe est une simple vérification,
tout comme le fait que c’est un ensemble fermé. Le fait qu’il est non vide
est le théoreme 15.4. O

Lemme 17.3. Si p,v € My(X) sont telles que v est ergodique et p est
absolument continue par rapport a v. Alors = v.

Autrement dit, les mesures ergodiques sont minimales pour la relation
d’ordre < absolument continue par rapport & > dans I’ensemble M ¢(X).

Démonstration. Par le théoreme de Radon-Nikodym, pour tout borélien A

onav(A) = [ A g—z dp. Puisque les deux mesures p et v sont f-invariantes, on

en déduit que la fonction S—Z est elle aussi f-invariante. Par ergodicité, elle

est donc constante presque partout et puisque v est de proba cette constante
ne peut étre que 1. En d’autres termes u = v. ]

Proposition 17.4. Les mesures ergodiques sont les points extrémaux de

M (X).

On verra plus tard un résultat plus fort qui montre que toute mesure in-
variante s’écrit comme une < combinaison convexe > de mesures ergodiques.

Démonstration. Supposons d’abord que p est ergodique et montrons que
c’est un point extrémal de Mg(X). Ecrivons donc p = tu1 4+ (1 — #)pus,
avec t €]0,1] et p1, 2 € My(X). Remarquons que la condition p(A) = 0
implique que p1(A) = p2(A) = 0, autrement dit p1 et po sont absolument
continues par rapport a . Par le lemme 17.3, ca implique que pp = ps = p.

Supposons maintenant que p n’est pas ergodique : il existe un borélien
A qui est f-invariant et vérifie u(A) =t €]0,1[. On note p; la mesure pla
normalisée, et uo la mesure p| x\4 normalisée, ce qui donne p = tuy + (1-—
t)pa. O

Corollaire 17.5. Un systeme dynamique topologique sur un espace compact
possede toujours une mesure ergodique.
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Démonstration. 1l < suffit > de trouver un point extrémal au convexe com-
pact, qui est non vide par théoreme 15.4 de Krylov-Bogolyubov. On se donne
une famille dense (¢,)n>1 dans C°(X,R). On pose My = Ms(X) et, pour

n >0,
M1 = {M € M, ‘ / ¢n+1dp = sup / Pn+1 dy} .
X veMy, JX

On montre que (),,~, M, est non vide (c’est une intersection décroissante de
compacts) et réduit & un point (deux mesures ayant les mémes valeurs contre
les ,, sont identiques), qui se trouve étre extrémal (vérification directe). [J

Définition 17.6 (Unique ergodicité). On dit qu'un systeme dynamique
topologique (X, f) est uniquement ergodique s’il possede une unique mesure
invariante.

Le faire en TD ?

18 Théoreme ergodiques

Les théoremes ergodiques se proposent d’étudier le comportement asymp-
totique des sommes de Birkhoff

n—1

Yo el(f(@)

=1

ou des moyennes de Birkhoff

1 n—1 '
= (i (x))
=1

n-

pour des observables .

18.1 Théoréme ergodique de Von Neumann

Commengcons par un résultat général sur les isométries d’espaces de Hil-
bert.

Theoréme 18.1 (Von Neumann). Soit U une isométrie d’un espace de
Hilbert H, et p la projection orthogonale sur fix(U). Alors, pour tout v € H,
on a

—-+o00

1 n—1 '
- Z U'v o p(v).
=0
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Les éleves attentifs objecteront que cet énoncé n’a pas vraiment de rap-
port avec la dynamique sur des espaces compacts, ils ont provisoirement
raison.

Commengons par un lemme. On note C(U) = Im(U — Id) 'ensemble
des cobords associés a U. Notons que fix(U) = Ker(U — Id). 1l se trouve
que lorsque U est une isométrie, ces deux espaces sont en somme directe
orthogonale.

Lemme 18.2. Si U est une isométrie de H, alors

Démonstration. Soit v € fix(U), et w € C(U). C’est un résultat classique
que lorsque U est une isométrie, alors fix(U) = fix(U*), ce qui implique que
U*v = v. Alors

(v, Uw —w) = (U*v,w) — (v,w) =0

On vient de montrer que fix(U) ¢ C(U)™*.

Soit maintenant v € C(U)™". Alors pour tout w € H on a (v, Uw—w) = 0,
autrement dit 0 = (U*v, w) — (v, w) = (U*v — v, w). Puisque c’est vrai pour
tout w on en déduit que v € fix(U*) = fix(U). On vient de montrer que
fix(U) > C(U)*. O

Démonstration du théoréme 18.1. Puisque fix(U) est fermé, le lemme 18.2
implique que

H = fix(U) & fix(U)- = fix(U) & (C(U))* = fix(U) & CO).

Or les sommes de Birkhoff se comportent particulierement bien dans les
sous-espaces fix(U) et C(U). En effet, si v € fix(U), alors

1n—1 ) 1n—1
Loy — _
n;UU—ngv—v.

D’autre part, si w € C(U), alors w s’écrit w = Uu — u, si bien que la somme
devient télescopique :

1n—l 1n—1 1

1 i+ i+l rri L,
ng Uw—ng U™ u Uu-n(Uu u),
=0 =0

par conséquent

2
\U"UII +lull) = —lull

ZU’
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Plus généralement, si w € C(U), alors w = limvy avec vy € C(u), si bien
qu’a partir d’un certain rang ||vg|| < ||w|| + 1; on en déduit que

1 n—1 '
~ Ulw
i=0

On a tous nos ingrédients : pour v € H, on décompose v = p(v) + (v —
p(v)), avec p(v) € fix(U) et w = v — p(v) € C(U). Ainsi,

n—1

— — 1 ; . 2 — 2
li = lim lim || — U < limlim — < lim — 1) =0.
i m mHnZ o | < Tt o] < Tin - (|+1)

1 n—1 1 n—1 1 n—1
-y Uv==) U -y U'w — :

C’est le moment de faire le lien avec la dynamique.

Définition 18.3. Soit (X, f, 1) un systéeme dynamique mesuré. L’ opérateur
de Koopman associé est

Up : L2 (p) — L2 ()
pr—pof.
La condition de préservation de la mesure (de proba) (lemme 14.4) im-

plique que Uy est une isométrie (pas forcément surjective!). Cela implique
le résultat suivant de convergence L? des moyennes de Birkhoff.

Theoréme 18.4 (Von Neumann, version dynamique). Soit (X, f,u) un
systéme dynamique mesuré. Pour o € L2(u), on note & la projection ortho-
gonale de ¢ sur l’ensemble des fonctions f-invariantes. Alors

1 n—1 L2()
ni%wOfngzm% (4)
1=
Si de plus [ est inversible, alors

1 n—1 L2()
. u) o~
~Y eofT =48
=0

n—+400

Enfin, si p est ergodique, alors ¢ = fX pdu.

Démonstration. La premiere assertion est juste le théoreme 18.4 appliqué a
l'opérateur de Koopman Uy.
Pour la seconde assertion, il suffit de remarquer que fix(Uy) = fix(U;-1).
Enfin, ¢ est f-invariante par définition. On en déduit que si p est er-
godique, alors ¢ est constante p.p. La valeur de cette constante se calcule
ensuite en intégrant a gauche et a droite dans (4). O
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Corollaire 18.5. Soit (X, B, f, ) un systéeme dynamique mesuré. Celui-ci
est ergodique ssi pour tous A, B € B, on a

n

-1
lim 3" (AN (B) = p(A)u(B).
=1

n—+oo N 4

Démonstration. Si p est ergodique, alors le théoréeme de Von Neumann ap-
pliqué a 1p implique que

n—1
1 i LA(w)
a2 toe S o b

donc

1 n—1 .
ngrfoo<1A,nlesz> = (14, 1(B))12() »
1=0 L2(p)
ce qu’on voulait démontrer.
Réciproquement, si 4 n’est pas ergodique, alors il existe B € B qui est
f-invariant et vérifie u(B) €]0,1[. Posons A = X \ B. Alors pour tout i € N
on a u(AN f~4(B)) =0, alors que u(A)u(B) > 0. O

18.2 Théoréme ergodique de Birkhoff

La convergence L? c’est bien, mais on peut faire mieux! Le théoreme de
Birkhoff donne une convergence presque sure.

Theoréme 18.6 (Birkhoff). Soit (X, f, u) un systéme dynamique mesuré.
Alors pour o € LY(p), il existe ¢ € LY (1) qui est f-invariante et telle que :

(i) pour u presque tout x € X, on a

n—1
= > o(fi(x) — Fl); (5)
n n—-+00

1=0

(ii) on a également
1 n—1 Ll( )
D DLLE M
=0
et ||l < ol ainsi que [ odp = [y odp;
(iii) si f est inversible, alors
n—1

LS el @), Bl

c n—-+00
=0

(iv) une mesure p est ergodique ssi pour toute fonction intégrable ¢, la
fonction © est constante égale a fX odu.
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Notez que la conclusion du théoreme correspond au fait que p-presque
tout point satisfait la loi des grands nombres.

Exemple 18.7. Appliquons ce théoreme a la multiplication par d modulo
1 et a Lebesgue (voir 'exemple 16.5). Soit k € [0,d — 1] et choisissons
¢ = 1k/4,(k+1)/q]- Remarquons que @(Eg( )) = 1 ssi le n + 1-iéme chiffre de
 en écriture en base d est k. Ainsi, 2 377 ' o(E “(x)) est la proportion de
chiffres k parmi les n premieres décunales de x en base d. Par le théoreme
de Birkhoff, pour un z typique cette proportion tend vers [ ¢ dLeb = 1/d.
Ainsi, presque tout nombre a ses décimales équiréparties (dans toutes les
bases d).

Démonstration. Posons
1 n—1
_ L i
- n Z 90 © f ’
1=0
et commencons par montrer que ces fonctions convergent p.p. A cette fin on
pose
p=1lmS,(p) et  =I1mSy(p)
n - n

(& valeurs dans R), on veut donc montrer que @ = ¢ p.p. On pose également

Evp={recX|p()<a<p<p(x)}

On veut montrer que les ensembles E, g sont tous de mesure nulle, ce qui
impliquera que @ = ¢ p.p. Pour cela, I’étape cruciale de notre preuve est le
lemme ergodique mazximal.

Lemme 18.8. Posant

—suprof’

n>1
on a
/ pdp > 0.
#>0

Démonstration. Posons

n—1
Pm = max (0, sup ng o fl>.

1<n<m i—0

Alors
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Puisque ¢ est la limite croissante des ¢,,, on en déduit le lemme. O

Remarquons que les ensembles E, g sont f-invariants, puisque les fonc-
tions @ et ¢ sont elles-mémes f-invariantes.
Appligons le lemme 18.8 & f|Eo¢,B et ¢ — 8. Notons que sur E, g on a

© > [ si bien que ¢ > 3, donc que go/;\ﬁ > 0. Ainsi, la conclusion du lemme
se traduit dans ce cas par |[ N 2 Bdu > 0. De méme, en appliquant le

lemme & o — ¢, on obtient fE O pdp > 0. En d’autres termes,

ap(Eqp) < /E odp < Bu(Eqg),
a,f

ce qui est impossible deés que p(E, ) > 0. Ainsi @ = ¢ p.p., ce qui implique
le point (i) du théoreme.

Montrons le point (ii). Commencons par montrer Iinégalité [|¢||;:1 <
|ollr:- Remarquons que [|S,(¢)[lr1 < |l¢]lL1, si bien que par Fatou

13l = /X lim |5, (¢2)] dpt < lim /X 15(2)] dpe = [[]11-

Montrons que lim, 4o [y [Sne — @[ dp = 0. Si ¢ est bornée c’est une
conséquence de la convergence dominée. Dans le cas contraire, on décompose
Y en © = pp + @ avec gy bornée et le reste p, qui est petit : ||p. |1 < e.
Alors, par le paragraphe précédent,

lim [ = Spepllps < lim |y — Spepplrs + lim [ — Snprlps
<0+ 2e.

L’arbitraire sur € implique la convergence L!. L’égalité des intégrales de ¢
et @ découle de cette convergence.

Montrons maintenant le point (44). On peut appliquer le point (3) & =1
pour obtenir une fonction limite @', on veut montrer que @ = ¢’ p.p. Par
symétrie des roles, il suffit de montrer que ¢ < ¢’ p.p. Pour cela, on reprend
la preuve du point (i) et on pose Fpp = {¢' < a < f < ¢}. Les mémes
arguments qu’point (i) ameénent alors & ¢ < @ p.p.

Enfin, le point (i) est direct. En effet, d’une part si p est ergodique,
puisque @ est f-invariante et u ergodique, @ est constante p.p. et on conclut
par la derniére égalité de (ii). D’autre part, su pu n’est par ergodique, alors
il existe un mesurable A f-invariant de mesure non triviale, ce qui implique
que la fonction 14 =14 nlest pas constante p.p. O

Théoreme sous-additif de Kingman et Oseledets en TD ?
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19 Mélange

Définition 19.1. Soit (X, B, f, 1) un systeme dynamique mesuré.
— On dit qu’il est faiblement mélangeant si pour tous A, B € B, on a

n—

1
Lm |1(AN f7HB)) = p(A)p(B)] = 0;
i=1

— on dit qu’il est mélangeant si pour tous A, B € B, on a

lim (AN f(B)) = u(A)u(B).

n—-+

Le corollaire 18.5 ainsi que le lemme de Cesaro impliquent la propriété
suivante :

Proposition 19.2. Si un systeme est mélangeant, alors il est faiblement
mélangeant. Si un systéme est fortement mélangeant, alors il est ergodique.
De plus, si un systeme dynamique topologique est muni d’une mesure inva-
riante et mélangeante de support total, alors il est topologiquement mélangeant.

Ezemple 19.3. Soit (X, B, ) un espace de proba. Alors le décalage o sur
(XN, BN @V — ou sur (X%, B¥Z, u®7) — est mélangeant.

Démonstration. On fait la preuve pour XV, la preuve pour X% est identique.

Soient A, B € B®N. Un résultat < classique > assure que A et B sont
approchés par ensembles du type A’ = Ag x XN et B’ = By x XV, avec
Ag, By € B®™ : pour tout ¢ > 0 il existe A, B’ de tels ensembles que
pEN(AAAY) < e et p®N(BAB') < ¢ (utiliser I'astuce classique consistant &
montrer que les A vérifiant la conclusion forment une tribu). Remarquons
que 0B’ = X* x By x X", si bien que si i > m, alors

A'No H(B')=Ag x X'™™ x By x XN
Par conséquent,
W (A0 0 (BY) = uE (A (By) = w (AN (B,

et donc, toujours si ¢ > m,

1N (A0 (B)) - u N (A)uT(B)|

S‘N®N(Aﬂ0_i(3)) — (A o (BY)

I
+ ‘M®N(A/ N O_fi(B/)) _ M®N(A/)M®N(B/)

| AN B — N (A (B)|
<uN(ANA) + pBN(BAB') + 0 + u®N(AAA") + n®N(BAB)
<4e.
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Corollaire 19.4 (Loi forte des grands nombres). Soit (Xy,)n>0 une suite de
V.A.R. i.i.d. Alors on a p.s.

1 n—1
o 2 Xi 5 B,
=0

Démonstration. On pose p la mesure de proba sur R définie par pu(A) =
P(X; € A), et on considere 'espace X = RN muni de la mesure produit
p®N et du décalage o. Le systéme dynamique mesuré (X, u, o) est ergodique
(par l'exemple 19.3 et la proposition 19.2); on lui applique le théoréme de
Birkhoff (théoréme 18.6), avec pour observable ¢((w;)i>0) = wo : pour u®N
presque tout (w;)i>0,

1 n—1
— ;, — d
PICIES [ wante).

ce qui n’est rien d’autre qu’une autre formulation de la conclusion du théoreme.

O]

Proposition 19.5. Soit (X, B, f, 1) un systéme dynamique mesuré.

— 11 est faiblement mélangeant ssi pour toutes @, € L?(i), on a

nz/ woryan=( [ wan) ([ van)

— il est mélangeant ssi pour toutes o, € L2(u), on a

Jm Xs@-(wf”)du:(/xwdu) (/X@bdu)

Démonstration. On démontre le second point, la preuve du premier est si-

lim
n—-+4o0o

milaire.

Tout d’abord, la propriété sur les fonctions L? implique le mélange
puisque toute indicatrice de mesurable est elle-méme dans L.

Ensuite, supposons le systéeme mélangeant. Fixons un mesurable A € B
et considérons I'ensemble des 1) € L2(p) telles que

Jin [ o rman=u ([ o).

Cet ensemble contient les indicatrices et est un sous-espace vectoriel fermé
de L2(1) ; par densité il coincide avec L2(p). Fixons ¢ € L?() et considérons
I'ensemble des ¢ € L2(u) telles que

Jm X@-(@#Of”)dﬂ—(/)(sodu) (/deu)

Lui aussi est un sous-espace vectoriel fermé qui contient les indicatrices et
vaut donc L2(y) tout entier. O
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Critere de mélange faible comme produit ergodique en TD ?

Theoréme 19.6 (Katok, Avila-Forni). Les IET typiques sont faiblement
mélangeants mais pas mélangeants.

Proposition 19.7. Les automorphismes linéaires non réductibles du tore
sont mélangeants pour la mesure de Lebesgue.

Preuve avec Fourier en TD ?

Démonstration. On utilise dans cette preuve 'argument dit de Hopf, qui
sert dans beaucoup d’autres contextes hyperboliques.

On suppose donc que A € SLy(Z) avec |tr(A)| > 2. On note [\| <1 <
| A2| les valeurs propres de A, et v1, vy des vecteurs propres associés. Un calcul
simple permet de montrer que les pentes de v; et vy sont irrationnelles.

On veut montrer que pour tous A, B mesurables on a

lim Leb(AN f,"(B)) = Leb(A)Leb(B).
n——+00
Remarquons qu’il suffit de montrer cette égalité pour des ensembles A, B
dans une partie engendrant la tribu des mesurables. On va donc montrer
cette limite pour les rectangles dont les cotés sont paralleles & vy et v (et
qui sont de diametre < 1/10).

On reléeve B a un ensemble B C R2. Alors pour tout n > 0, ’ensemble
A7"(B) est lui aussi un rectangle dont les cotés sont paralleles a vy et vg,
avec la propriété supplémentaire que la longueur de sa projection sur vy (et
donc sur l’axe horizontal) tend vers I'infini. Considérons le cercle vertical C
du tore qui est la projection de I'axe des ordonnées. Quitte a translater C
horizontalement on peut supposer qu’il ne croise pas A. Quitte & enlever une
petite portion de f,"(B), on peut remplacer ce dernier par un ensemble B’
qui est fait d’'un nombre fini de parallélogrammes dont deux des cotés H; et
H! sont des bouts de C, les deux autres sont paralléles & v, et ne croisent
pas C'; on peut également supposer que l'intérieur de ces parallélogrammes
ne contiennent pas de c6té de A parallele a v1. On note J I'image du premier
retour de A sur C dans le passé. On note o > 0 la proportion d’un segment
parallele & vy reliant C' & C' et contenant un bord de A qui est couverte par
le bord de A.

On voit alors que

Leb(B' N A) = aLebc (U H; N J) .

1

Mais la mesure de Lebesgue ci-dessus tend vers le produit Lebe (IJ; H;) Lebe (J)
quand n est assez grand, par unique ergodicité de la rotation d’angle 0 sur le
cercle, ou 6 est la pente de v;. Cela démontre le caractere mélangeant. [
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20 Décomposition ergodique

On suppose ici que X est un espace topologique localement compact
et séparable. Commencons par une remarque sur le théoreme ergodique de
Birkhoff. A z fixé, Papplication ¢ — o(x) est linéaire. Par le théoreme de
représentation de Riesz, en utilisant le fait que ’espace des observables ¢
est séparable, pour u-presque tout x € X il existe une mesure borélienne i,
telle que

/ o = 3(a), (6)
X

autrement dit
1 n—1
= Ofite) T Ha
i=1
On vérifie sans peine que cette mesure u, est invariante et de probabilité.

Proposition 20.1. Soit (X, f, u) un systéme dynamique mesuré. Alors pour
p-presque tout x € X la mesure p, est ergodique.

Démonstration. On utilise le (iv) du théoréeme 18.6 : on veut montrer que
pour toute observable ¢ et p-presque tout z € X, la fonction ¢ est constante

lz-D-p-, autrement dit que I’égalité o(y) o fX @ duy def. ©(z) est vraie pour
pz-presque tout y € X. Cela équivaut au fait que [ (@(y) —@(z))? dpa(y) =
0 (toujours pour u-presque tout z). Mais

(Sn‘P(y) - Sn(p(l'))z dﬂm(y)
= lilil Sk((SnSO - Sn(P(x))Q)(x)

si bien que (en utilisant 'invariance de p)

/X (/X(G(y) - @(x))QdM(y)> dpu(z)

1k71 ) 9

= limlim 3 S o f* = S|,
k—1

o1 i 2

:hTanhI?l% |Snp o f' = Snelf;

0

%

k—1
o 1 i
= hrIth;gnQHS"SOH; -2 <kz;Sn90 o f*, Sn<P>

K3 L2

= liTEn liinQHSnQOHE -2 <Sk (SnSD)a Sn80>L2 .
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Mais par le théoreme ergodique de Von Neumann, puis par f-invariance de
¢ (on a pensé a varifier que les deux fonctions limites des théoremes de
Birkhoff et Von Neumann coincident p.p.), on a

lim S (Sn) = Snp = 7,

ce qui implique que

/X (/X(@(y) — () d,uz(y)> dpu()
= im 2| Supll; —2(: Sup) |,
= 2|18l — 2lIlI3 = 0.
O

En intégrant a gauche et a droite dans (6) et en utilisant le (i) du
théoreme 18.6, on obtient

/}((/Xsodux) dﬂ(ﬂf)z/Xdeu:/Xsodu,

Ou si on préfere les ensembles mesurables :

H(A) = /X o (A) du(a), (7)

ou en abusant de notation

uz/Xuxdu(w)~

Ainsi, on vient d’écrire la mesure 4 comme une combinaison convexe des
mesures i, qui sont (presque) toutes ergodiques par la proposition 20.1.
Posons

X — /\/ljfg(X )
T — fhy,
qui est définie presque partout. Cela permet de poser v, une mesure sur

M;rg(a:) par A, = ®,(u). Comme conséquence de (7), on en déduit le résultat
suivant.

Theoréme 20.2 (Décomposition ergodique). Soit (X, f, ) un systéme dy-
namique mesuré. Alors il existe une mesure A, sur ./\/l;rg(X) telle que pour
tout A € B, on a

u(4) = /M?g(x) V(A) A\, ().
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21 Application de Gauss

Reprenons la discussion sur I’application de Gauss G(z) = 1/2 mod 1
initiée a la section 6.

Proposition 21.1. La mesure de densité 1/(In(2)(1 4 x)) est invariante et
mélangeante pour l'application de Gauss.

Pour montrer I'invariance on commence par un lemme général.
Lemme 21.2. Soit f : [0,1] — [0,1] une application, p : [0,1] — R4
intégrable, et une collection (Iy) d’intervalles tels que :

1. Uunion disjointe Uil est de mesure de Lebesgue totale ;

2. la restriction fr de f d chaque Iy est une bijection sur |0,1[ qui est
dérivable ;

3. pour presque tout x € [0,1] on a

yef—!

Alors la mesure = pdx est f-invariante.

Démonstration. Soit ¢ € L!(u). Pour tout k, un changement de variables
donne

1
/ o(F () ply) dy = / P(@)p(f7H @) (7Y (@) de,
I 0

1 ) Ca)
|| et = Z/ !fkfk iy

par théoreme de convergence monotone, en utilisant I’hypothese du théoreme,

1 o T
/OSO(f(y))P(y)dy—/o 4,0(3:); — d:r:—/o o(x)p(z) dz.

et donc

(@)
O

Cela permet de démontrer l'invariance de la mesure de Gauss pour G
(exercice!).

Application aux asymptotiques des développements en fraction continue.
Certains résultats en TD?
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Quatrieme partie

L’entropie
22 Entropie topologique
23 Entropie mesurée

24 Principe variationnel

Cinquieme partie

Dynamique en dimension 1

25 Nombre de rotation

Classification de Poincaré. Denjoy ?

26 Echanges d’intervalles

Renormalisation de Rauzy-Veech et théoreme de Keane.

27 Groupes d’homéomorphismes du cercle

Alternative de Tits par Margulis.
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