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P. V. Koseleff — P. Charollois

Devoir 1

Devoir a rendre au plus tard dimanche 21 février a 23h59.
Les cinq parties ne sont pas indépendantes.

Rappels
Si a est un entier, on note T(a) = min{k € N, |a| < 2¥}. On convient que t(0) = 0.

d .
SiP=Y a;X'€Z[X], onnote T(P) = max{t(a;),i =0,...,d}, lataille T(P).
i=0
On peut multiplier deux entiers de taille T et T en O(tt') opérations binaires.

Le polynéme cyclotomique ®,, est le polyndme unitaire dont les racines sont les @(n) racines primitives n-¢éme de 1
(dans C*). ®, est de degré @(n) et on a

X"—1=]]®u-
din

Le polyndéme &, = XP~l 4 ... 4 X + 1 est irréductible.
Soit p un nombre premier. On définit le symbole de Legendre associé a I’entier a
1 sia(mod p) est un carré de (Z/pZ)*

(ﬁ) =<¢ —1 sia(mod p) n’est pas un carré de (Z/pZ)*
sia=0(mod p)

On rappelle que (f) = (%) (i) et que (%) =a(P=D/2 (mod p).

I. Premiére partie.
1. Soit P et Q deux polyndmes de taille T et T’ et de degré n et m < n.
(a) Montrer que T(PQ) <log,(m+1)(t+17).
(b) Montrer qu’on peut calculer P-Q en O(mntt’) opérations binaires.
2. Soita € Z de taille v et P € Z[X] de degré n et de taille .
(a) Montrer que T(P(a)) <t+(n+1)7.

(b) Montrer qu’on peut calculer P(a) en O(ntt’ +n’t'?) opérations binaires.

I1. Identités polynomiales

1. On considere la suite de polyndmes (7,),>0 de Z[X] définie par
In=2T =X Ty =XT,—Th1.

(a) Montrer que pour tout n > 1, T,, est un polyndme unitaire de Z[X], de degré n, de méme parité que n.
(b) Montrer que pour tout n € N, on a 7;,(2cost) = 2cosnt.
(c) Calculer 7;, pour 0 <i < 5.

2. On considere la suite de polyndomes (U, ),>o de Z[X| définie par

Uy=0,U=1,Up+1 =XU,—U,_;.

(a) Montrer que pour tout n > 1, U, est un polyndme unitaire de Z[X], de degré n, de méme parité que n.
sinnt

(b) Montrer que pour tout n € N, on a U, (2cost) = ing
1

(c) Montrer que les racines de U, sont les 2coskn/n, k=1,...,n—1.
(d) Calculer U; pour 1 <i<6.
(e) Soit r € Q. En déduire que cosrm € Q si et seulement si cosrm € {0,+1/2,£1}.
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I11. Calcul des polynomes
1. (a) Montrer que 7,, = nU,.
(b) Montrer que 7,, vérifie 1’équation différentielle (4 — x*)T." (x) — xT ! (x) + n*T,,(x) = 0.

2]
£ 1s n_ (n—k\yn—
(c) En déduire que 7, = kgo(_l)km( L)Xk
, 3] »
(d) En déduire que U, = Y (—1)%(" )X,
k=0

2. (a) Montrer que ©(7,,) <nett(U,) <n-—1.

(b) En utilisant la formule de récurrence P,; = XP, — P,—1 pour (T,),>1 et (U,)n>1, montrer qu’on peut
calculer 7;, et U, en O(n?) opérations binaires.

IV. Polyndme minimal de cos2n/p

1. (a) Montrer que X‘P(”)CIDH(I/X) =&, pourn > 2.
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(b) Montrer que pour tout n € N, on a 7,,(X + )—() =X"+ '

(c) En déduire que pour n > 3, il existe un unique polyndme unitaire M, € Z[T], tel que
@, = X*M2p, (X +1/X).

(d) Montrer que pour tout n > 2, les racines de M,, sont les 2cos2kn/n, (k,n) = 1.
(e) Montrer que M, divise U, dans Z[X], pour n > 3.
2. On pose également My =T + 2.
(a) Calculer M5, M4, Ms5.
(b) En déduire une expression de cos2m/5.

(c) Montrer que si p est un nombre premier, M, est est le polyndme minimal de 2 cos 2w/ p.

V. Loi de réciprocité quadratique

n—1 n=l
sinkmm/n
1. (2) Mont Res (U, Up) = [[Un(2coskn/n) =[] =i
(a) Montrer que Res (U, Upn) k:l m(2coskn/n) kI;Il sinkm/n

(b) En déduire que si (n,m) = 1, alors Res (U,,U,,) € {—1,1}.
(c) En déduire que si (n,m) = 1, alors Res (M,;,M,,) € {—1,1}.
2. Soit p un nombre premier impair.
(a) Montrer que @, = (X —1)?~! (mod p).
(b) En déduire que M,(T) = (T —2)P~1/2 (mod p).
(c) En déduire que Res (M, (mod p),M, (mod p)) = ¢»~1)/% (mod p).

(d) En déduire que Res (M,,M,) = (%)

(¢=1) (p=1)
(e) En déduire la loi de réciprocité quadratique (ﬂ) =(—-1) 2 2 (£> pour p et g premiers impairs.
p q



