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Devoir 1

Devoir à rendre au plus tard dimanche 21 février à 23h59.
Les cinq parties ne sont pas indépendantes.

Rappels
Si a est un entier, on note τ(a) = min{k ∈ N, |a|< 2k}. On convient que τ(0) = 0.

Si P =
d
∑

i=0
aiX i ∈ Z[X ], on note τ(P) = max{τ(ai), i = 0, . . . ,d}, la taille τ(P).

On peut multiplier deux entiers de taille τ et τ′ en O(ττ′) opérations binaires.

Le polynôme cyclotomique Φn est le polynôme unitaire dont les racines sont les ϕ(n) racines primitives n-ème de 1
(dans C∗). Φn est de degré ϕ(n) et on a

Xn−1 = ∏
d|n

Φd .

Le polynôme Φp = X p−1 + · · ·+X +1 est irréductible.

Soit p un nombre premier. On définit le symbole de Legendre associé à l’entier a

(a
p

)
=


1 si a(mod p) est un carré de (Z/pZ)∗
−1 si a(mod p) n’est pas un carré de (Z/pZ)∗

0 si a≡ 0(mod p)
.

On rappelle que
(ab

p

)
=
(a

p

)(b
p

)
et que

(a
p

)
= a(p−1)/2 (mod p).

I. Première partie.
1. Soit P et Q deux polynômes de taille τ et τ′ et de degré n et m≤ n.

(a) Montrer que τ(PQ)≤ log2(m+1)(τ+ τ′).

(b) Montrer qu’on peut calculer P ·Q en O(mnττ′) opérations binaires.

2. Soit a ∈ Z de taille τ′ et P ∈ Z[X ] de degré n et de taille τ.

(a) Montrer que τ(P(a))≤ τ+(n+1)τ′.

(b) Montrer qu’on peut calculer P(a) en O(nττ′+n2τ′2) opérations binaires.

II. Identités polynomiales
1. On considère la suite de polynômes (Tn)n≥0 de Z[X ] définie par

T0 = 2, T1 = X , Tn+1 = XTn−Tn−1.

(a) Montrer que pour tout n≥ 1, Tn est un polynôme unitaire de Z[X ], de degré n, de même parité que n.

(b) Montrer que pour tout n ∈ N, on a Tn(2cos t) = 2cosnt.

(c) Calculer Ti, pour 0≤ i≤ 5.

2. On considère la suite de polynômes (Un)n≥0 de Z[X ] définie par

U0 = 0,U1 = 1,Un+1 = XUn−Un−1.

(a) Montrer que pour tout n≥ 1, Un+1 est un polynôme unitaire de Z[X ], de degré n, de même parité que n.

(b) Montrer que pour tout n ∈ N, on a Un(2cos t) =
sinnt
sin t

.

(c) Montrer que les racines de Un sont les 2coskπ/n, k = 1, . . . ,n−1.

(d) Calculer Ui pour 1≤ i≤ 6.

(e) Soit r ∈Q. En déduire que cosrπ ∈Q si et seulement si cosrπ ∈ {0,±1/2,±1}.
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III. Calcul des polynômes
1. (a) Montrer que T ′n = nUn.

(b) Montrer que Tn vérifie l’équation différentielle (4− x2)T ′′n (x)− xT ′n(x)+n2Tn(x) = 0.

(c) En déduire que Tn =
bn

2c
∑

k=0
(−1)k n

n−k

(n−k
k

)
Xn−2k

(d) En déduire que Un+1 =
bn

2c
∑

k=0
(−1)k

(n−k
k

)
Xn−2k.

2. (a) Montrer que τ(Tn)≤ n et τ(Un)≤ n−1.

(b) En utilisant la formule de récurrence Pn+1 = XPn−Pn−1 pour (Tn)n≥1 et (Un)n≥1, montrer qu’on peut
calculer Tn et Un en O(n2) opérations binaires.

IV. Polynôme minimal de cos2π/p

1. (a) Montrer que Xϕ(n)Φn(1/X) = Φn, pour n≥ 2.

(b) Montrer que pour tout n ∈ N, on a Tn(X +
1
X
) = Xn +

1
Xn .

(c) En déduire que pour n≥ 3, il existe un unique polynôme unitaire Mn ∈ Z[T ], tel que

Φn = Xϕ(n)/2Mn(X +1/X).

(d) Montrer que pour tout n≥ 2, les racines de Mn sont les 2cos2kπ/n, (k,n) = 1.

(e) Montrer que Mn divise Un dans Z[X ], pour n≥ 3.

2. On pose également M2 = T +2.

(a) Calculer M3,M4,M5.

(b) En déduire une expression de cos2π/5.

(c) Montrer que si p est un nombre premier, Mp est est le polynôme minimal de 2cos2π/p.

V. Loi de réciprocité quadratique

1. (a) Montrer que Res(Un,Um) =
n−1

∏
k=1

Um(2coskπ/n) =
n−1

∏
k=1

sinkmπ/n
sinkπ/n

.

(b) En déduire que si (n,m) = 1, alors Res(Un,Um) ∈ {−1,1}.
(c) En déduire que si (n,m) = 1, alors Res(Mn,Mm) ∈ {−1,1}.

2. Soit p un nombre premier impair.

(a) Montrer que Φp ≡ (X−1)p−1 (mod p).

(b) En déduire que Mp(T )≡ (T −2)(p−1)/2 (mod p).

(c) En déduire que Res(Mp (mod p),Mq (mod p))≡ q(p−1)/2 (mod p).

(d) En déduire que Res(Mp,Mq) =
(q

p

)
(e) En déduire la loi de réciprocité quadratique

(q
p

)
= (−1)

(q−1)
2

(p−1)
2
( p

q

)
pour p et q premiers impairs.


