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Exercice 1.1. — Soit E={P € Q[X] |P(Z) C Z}.
1. Soitn € Z.Onnote E, = {P € Q[X]| | P(n) € Z}.
(a) Montrer que E, est un sous-anneau de Q[X].
(b) En déduire que E est un anneau contenant Z[X].
2. (a) Montrer que E est un anneau integre.

(b) Quels sont les éléments inversibles de E ?

1
3. Soit p un nombre premier. Montrer que —(X” —X) € E.
p

Solution 1.1. —

1. (a) Soit @, : Q[X]| — Q, définie par ®,(P) = P(n). ¥, est un morphisme d’anneau (c’est le mor-
phisme d’évaluation). Ainsi E, = ®, !(Z) est I'image réciproque du sous-anneau Z de Q. C’est
un sous-anneau de Q[X].

(b) E = ﬂZ E, est un sous-anneau de Q[X]. Manifestement il contient Z[X].
ne

2. (a) E estun sous-anneau de Q[X] integre, donc est intégre.

(b) Si P est inversible dans E alors P est inversible dans Q[X], donc degP =0 et P = A € Q*. Mais
P(0) = A doit appartenir a Z. L’inverse de P dans E est également une constante u € Z et on doit
avoir Au = 1. Donc E* = {£1}.

3. D’apres le théoreme de Fermat, on a pour tout entier n € Z, n” = n(mod p), ainsi p divise n” —n et
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—(n? —n) € Z. Ainsi —(X? —X) € E, pour tout n € Z.
p p

Exercice 1.2. — Soit n = 2024.

1. (a) Rappeler pourquoi Z/nZ ~7Z/8Z x Z/11Z x Z/23Z.
(b) Quel est le cardinal de (Z/nZ)*?

2. On considere ’application S de (Z/nZ)* vers (Z/nZ)* définie par S(x) = x.
(a) Montrer que S définit un morphisme de groupe.
(b) Montrer que |kerS| = 16.

3. (a) Montrer que 5% = 2017 (mod n). Indication : on pourra montrer que 5° = —7 (mod n).
(b) En déduire une solution de I’équation x2 =2017 dans Z /nZ.

(c) Quel est le nombre de solutions de I’équation x* =2017 dans Z /nZ.?
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Solution 1.2. —
1. (a) Ona2024 =2025—1=452—1=44-46=8-11-23. D’apres le théoreme chinois, 1’anneau
Z./nZ est isomorphe a ’anneau Z /8Z x Z./11Z x Z./23Z.
(b) On |[(Z/nZ)*| = ¢(n) = ¢(8)e(11)9(23) =4 x 10 x 22 =16 x 5 x 11 = 880
2. (a) Onabien S(1)=1etS(xy ') =S(x)S(y~!) car (Z/nZ)* est un groupe commutatif.
x> = 1(mod8),

(b) S(x) = 1 si et seulement si x> = 1 (mod n), c’est-a-dire, { x> = 1(mod 11),
x> = 1(mod23)
Tous les éléments de (Z/8Z)* vérifient x> = 1. Il y en a 4. Les solutions de x*> = 1 dans Z/pZ
sont +1.

L’équation x> = 1 a donc 4 x 2 x 2 = 16 solutions dans Z/8Z x Z/11Z x Z./23Z.
Ainsi |ker S| = 16.
3. (a) Calculons 5% (mod 8). On obtient 5% = 1 donc 5% = 1.

Calculons 58 (mod 11). On obtient 5> = 3, 5* =32 = —2 et 5% = 4 (mod 11).
Calculons 58 (mod 23). On obtient 52 =2, 5* =22 =4 et 5* = 16 = —7 (mod 23).
Ainsi 5% +7 est divisible par 8, 11 et 23 donc par 7.
On obtient 58 = —7 = 2017 (mod n).

(b) On déduit que 5* = 625 est solution de x> = 2017 (mod 7).

(c) Il'y a 16 solutions : ce sont les 625¢ ou € € kerS.

Exercice 1.3. —
On note P I’ensemble des nombres premiers p congrus a 1 modulo 8. Le but de cet exercice est de montrer
que P est infini (cas particulier du théoreme de la progression arithmétique de Dirichlet).

1. Donner la liste des 3 plus petits éléments de P.
2. Soit p un nombre premier impair et a un entier tel que p divise a* + 1. On note @ la classe de a
modulo p.
(a) Montrer que @ € (Z/pZ)*. Quel est I’inverse de a?
(b) Montrer que a est d’ordre 8.
(¢c) En déduire que p € P.

3. On suppose que P est fini et on note a = [] p. Soit po un diviseur premier de 1+ 16a*.
peP

(a) Montrer que 8 divise pg — 1.
(b) En déduire que pg divise a.
(c¢) En déduire que pg divise 1.
4. En déduire que I’ensemble P est infini.

Solution 1.3. —

1. On trouve p =17,41,73.

2. (a) Onaa-(—a)’ = 1, donc @ est inversible d’inverse (—a)>.
(b) Ona (a)* = —1 donc (a)® = 1. L'ordre de @ divise 8 mais ne divise par 4.
(c) L'ordre de a divise I’ordre de (Z/pZ)* (th. de Lagrange). Donc 8 divise p — 1.

3. (a) D’aprés la question précédente, puisque pg divise 1+ (2a)*.
(b) po € P donc pg divise a.
(c) po divise a* et 1 + 164* donc leur différence. po divise 1.

4. Si P était fini alors a serait égal a 1 (pas de diviseur premier). Mais @ > 17 -41. Donc P est infini.



