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Introduction

L’exploration des systémes dynamiques en dimension supérieure débute souvent au voisinage
d’un produit de systémes dynamiques bien compris. On espére alors entrevoir les dynamiques
avoisinantes en trouvant des structures géométriques persistantes dans le produit : les supports
induisent une partition qui code ’espace des phases et leur structure rameéne & 1’étude de systémes
dynamiques de plus petite dimension. Les théorémes de persistance sont alors généralisés, pour

sortir du cadre de la dynamique produit.

1 Motivations

En 1977, M. Hirsch, C. Pugh et M. Shub [11] ont élaboré une théorie qui s’avéra extréme-
ment utile dans les systémes dynamiques hyperboliques. Le point central de leur travail était la
preuve de la persistance des sous-variétés, des feuilletages et plus généralement des laminations

normalement hyperboliques et expansives par plaques’.

On rappelle qu’une lamination est dite normalement hyperbolique par un difféomorphisme
f, si f préserve la lamination et si I’espace normal aux feuilles est décomposé en deux sous-
espaces, que T'f contracte (ou dilate) plus que l'espace tangent aux feuilles. L’expansivité par
plaques est une généralisation de ’expansivité au contexte des laminations. La persistance d’une
telle lamination signifie qu’étant donnée une perturbation C' de la dynamique, il existe une
lamination, proche de la premiére, qui est préservée par la nouvelle dynamique et telle que la
dynamique induite sur ’espace de feuilles soit la méme.

Une application directe de cette théorie fut la construction d’un exemple de difféomorphisme
stablement transitif mais non-Anosov. Au méme moment, beaucoup d’idées de leur travail furent
reprises notamment par C. Robinson [22] pour montrer la stabilité structurelle des Axiomes A

vérifiant la condition de transversalité forte. De nos jours encore, la théorie de Hirsch-Pugh-Shub

1Un difféomorphisme (resp. endomorphisme) est dit expansif par plaques si, pour tout € > 0 assez petit, pour
toutes e-pseudo-orbites (zn)n €t (yn)n telles que, f(xn) et xn41 d’une part, ainsi que f(yn) et yn+1 d’autre part
sont dans une méme plaque de diamétre inférieur a ¢, si @, et y, sont e-proches pour tout n € Z (resp. n > 0)

alors x¢ et yo appartiennent & une méme petite plaque.
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est extrémement utile et intervient dans dans de nombreuse branches mathématiques (dynamique
générique, dynamique différentiable, théorie des feuilletages, en théorie des groupes de Lie).

Cependant, cette théorie n’est pas optimale. Il existe des laminations, qui ne sont pas nor-
malement hyperboliques, mais qui sont persistantes. Par exemple, on considére la dynamique
produit de I'identité sur une variété compacte N avec la dynamique nord-sud sur une sphére S.
On montre facilement que la lamination sur £ sur N x S, dont les feuilles sont les fibres de la
projection canonique N x S — S, est persistante pour des C'-perturbations de la dynamique
produit. On remarque au passage que la fonction de Morse sur S induit canoniquement deux
stratifications sur S formées par respectivement les variétés stables et instables.

Par ailleurs, dans sa thése [25], M. Shub a montré qu’étant donnés une variété M et un C'!-
endomorphisme f de M, tout compact dilaté par f est structurellement stable. Aussi, M. Viana
a utilisé une lamination de (co-)dimension un, normalement dilatée, quand il a construit une ap-
plication robustement non-uniformément dilatante [30]. Cependant, a notre connaissance, aucun
travail ne démontre que toute lamination normalement dilatée est stable, bien que cela semble
naturel. Ce résultat semble pourtant fondamental dans ’étude des endomorphismes et pourrait
aider & amoindrir ’écart de compréhension entre les endomorphismes et les difféomorphismes
(stabilité structurelle, existence de nouvelles applications non-uniformément dilatantes).

Enfin, depuis le travail de thése de R. Maiie [15], nous savons qu’une sous-variété compacte
de classe C'! est persistante et unformement localement maximal (il existe un voisinage U de la
sous variété N tel que pour une C'! perturbation de la dynamique le maximal invariant inclus de
U est une sous-variété C! procue de N), si et seulement si elle est normalement hyperbolique.
Cependant, I’hyperbolicité uniforme n’est pas nécessaire pour que cette sous-variété, décomposée
en une autre stratification, soit persistante et uniformément localement maximal. Par exemple,
on considére un difféomorphisme du plan possédant un point fixe hyperbolique P, dont la variété
stable X est de dimension 1. On suppose que la variété stable privée de P est incluse dans le
bassin de répulsion d’un point fixe répulsif R. L’ensemble S, égal & 'union de X et de {R}, est
homéomorphe & un cercle. On peut méme le munir d’'une structure stratification, formée des
strates X et {R}. On montre facilement que, pour toute C'-perturbation de la dynamique, il
existe un point hyperbolique P’ proche de P dont la variété stable X’ privée de P’ appartient
au bassin de répulsion d’un point fixe R’ proche de R. En particulier, il existe une stratification
(X', {R'}) sur §' := X’ U{R'}, préservée par la perturbation de la dynamique, telle que X’ est
C'-proche de X, R’ est proche de R et S’ est un cercle topologiquement proche de S. On vérifie
aussi facilement I'uniforme et locale maximalité.

Pour ces trois raisons, il semble aussi utile que naturel de se poser la question de la per-
sistance des stratifications de laminations normalement dilatées. Le concept de stratification de
laminations étant nouveau, on va préciser rigoureusement les termes associés a cet intitulé. Puis,

on donnera plusieurs applications de la théorie développée dans ce travail. Enfin, on donnera les

2



2. Stratifications de laminations normalement dilatées

conditions (ouvertes) nécessaires a 'application de cette théorie.

2 Stratifications de laminations normalement dilatées

On rappelle qu’une lamination est un espace métrique séparable modelé (via des cartes com-
patibles) sur le produit de R? avec un espace localement compact. Par C'-endomorphisme d'une
variété M, on entend une application de classe C!' de M dans M n’étant a priori ni injective ni
surjective et pouvant avoir des singularités.

Soit (L, L) une lamination plongée et identifiée & son image dans une variété riemannienne
(M, g). Soit f un C'-endomorphisme de M, préservant la lamination (L, L£). Soit T'L le sous-
fibré de T'M,;, dont les fibres sont les espaces tangents aux feuilles de (L, £). Soit p la projection
orthogonale de T'M|z, sur TL*. On dit que f dilate normalement (L, £) s'il existe A > 1 et une
fonction continue positive C' sur L tels que, pour tout z € L, tous vecteurs unitaires vy € T, L

et vy € (TxL)*, tout n >0, on a :
lpo Tf* ()] = Clx) - A" - (1 + [T (o))

Quand L est compact, on retrouve la définition usuelle de la dilatation normale en remplagant

C par son minimum.

Un premier résultat est :

Théoréme 0.1. Soit (L, L) une lamination plongée dans une variété riemannienne M. Soit f
un Ct-endomorphisme de M expansif par plaques® et dilatant normalement (L, L). Soit L' une
partie relativement compacte et ouverte de L dont l’adhérence est envoyée par f dans L'. Alors
la restriction de (L, L) a L' est persistante.

Autrement dit, pour f' Cl-proche de f, il existe un plongement de la restriction de (L, L) a
L' dont limage est préservée par [ et tel que la dynamique induite par f' sur l’espace des feuilles

s’identifie a celle de f.

En particulier, on montre la persistance des laminations compactes normalement dilatées et
expansives par plaques. La démonstration se fait grice a4 une méthode de point fixe, suivant
d’autres techniques que [11]. On montre aussi, dans un résultat similaire, la persistance des la-

minations immergées et normalement dilatées.

On définit maintenant les stratifications de laminations. D’aprés les travaux de J. Mather,

un espace stratifié est la donnée d’un espace métrique séparable A et d’une partition localement

2La définition de I’expansivité par plaques est donnée dans la partie 1.2.3
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finie X de A en sous-ensembles localement fermés, vérifiant la condition de frontiére suivante :

Y(X,Y)eX? adh(X)NY #0 = adh(X) DY

On note alors X > Y

Le couple (A, X) est appelé espace stratifié de support A et de stratification X.

Tout comme H. Whitney, R. Thom ou J. Mather, on rajoute une structure géométrique sur
chaque strate. On munit chaque strate X d’une structure de lamination dont la topologie est
celle induite par A, et telle que si adh(X) intersecte une strate Y, alors la dimension de X
est supérieure ou égale a celle de Y. L’espace stratifié obtenu (A, X) est dit laminaire et ¥ est
une stratification de laminations. Un plongement (stratifié) de cet espace dans une variété M
est un homéomorphisme sur son image qui, restreint & chaque strate X, est un plongement (de
lamination) de X dans M. On identifie souvent l’espace stratifié (A, Y) avec son image via le
plongement 3.

Par exemple, une stratification de Whitney est une stratification de laminations. De facon
plus inattendue, étant donné un axiome A vérifiant la condition de transversalité forte, si l'on
note (A;) la décomposition spectrale de I’ensemble non-errant et X; := W#(A;) la structure de
lamination canonique sur I’ensemble stable de chaque A;, la partition (X;); est une stratification
de laminations.

Etant données une variété M, une stratification de laminations ¥ sur A C M et une appli-
cation f de classe C'! de M, on dira que f préserve (A4,Y) si f préserve chacune des laminations
X € X. On dira que f dilate normalement (A,Y) si, de plus, elle dilate normalement chaque
strate X € X.

Une stratification de laminations (A, X)) préservée par f € C1(M, M) est persistante, si pour
une application f/ C'-proche de f, il existe un plongement (stratifié) i’ proche de l'inclusion
canonique i tel que f’ préserve la stratification (A,Y) plongée par i’ et tel que la dynamique
induite par f’ sur I'espaces des feuilles de chaque strate de X est la méme que celle induite par
f

Le but de ce travail est de montrer que, sous certaines conditions expliquées ci-dessous, les
stratifications de laminations normalement dilatées sont persistantes. On va maintenant donner

des exemples de stratifications de laminations dont la persistance découle du théoréme principal.
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3 Exemples de stratifications de laminations normalement dila-

tées et persistantes

3.1 Persistance des sous-variétés a bord en tant que stratifications

Théoréme 0.2. Soient une variété riemannienne (M, g) et N une sous-variété a bord compacte
de M. Soit f un C'-endomorphisme de M préservant et dilatant normalement le bord ON et
Vintérieur N de N. Alors la stratification (N7 ON) sur N est persistante.

Autrement dit, pour toute application f' C'-proche de f, il existe deux sous-variétés ON' et
N’ telles que

- N (resp. ON') est préservée par f', difféomorphe et Ct-proche de N (resp. ON ) pour la

topologie compact-ouverte.
— Le couple (N' := N'UAN’,(N’,ON")) forme une stratification (de laminations) et N' est

Uimage de N par un plongement CO-proche de linclusion canonique de N dans M.

En général, N’ n’est pas une sous-variété a bord de classe C'!, mais est toujours une sous-

variété topologique & bords.

3.2 Persistance des sous-variétés a coins en tant que stratifications

On rappelle qu’'une variété a coins N compacte est une variété différentiable compacte modelée
sur Ri. On note 9% N I’ensemble des points de N qui, vus dans une carte, ont exactement k
coordonnées nulles. Le couple (N, ¥ := {9% N};) est un espace stratifié. Soit 4 un plongement
de classe C!' de N dans une variété riemannienne (M, g), via lequel N sera identifiée & son image
dans M.

Théoréme 0.3. Soit f un C'-endomorphisme de M, qui préserve et dilate normalement Uespace
stratifi¢ (N,X). Alors, la stratification (de laminations) ¥ := {0°% N} est persistante.
Autrement dit, pour toute application f' Cl-proche de f, il existe des sous-variétés (9% N');,
telles que :
— pour chaque k, 0% N' est préservée par f', difféomorphe et Cl-proche de 0% N pour la
topologie compact-ouverte,
— (N := Upd% N, (0% N")) forme une stratification (de laminations) et N' est l’image de

N par un plongement CO-proche de linclusion canonique de N dans M.

Bien que le théoréme 0.3 implique le théoréme 0.2, on a préféré donner indépendamment les
énoncés et la preuve de chacun de ces deux résultats, en espérant d’une part aider le lecteur

dans la compréhension de ce travail et d’autre part ne pas obliger le lecteur & lire la preuve de
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la persistance des variétés a coins, qui est beaucoup plus difficile, si celui-ci n’est intéresser que

par celle des variétés a bord.

Le résultat principal permet de montrer la persistance de nombreuses stratifications de lami-

nations normalement dilatées en dynamique produit telles que exposées ci-dessous.

3.3 Laminations invariantes de ’application de Viana dans C x R

SoitV : CxR—=CxR

(z,h) — (22, h% + ¢)

L’application z — 22 est dilatante sur le cercle unité S' et préserve I'intérieur du disque unité
D. On munit S* et D d’une structure de lamination de dimension 0 et 2 respectivement.

On fixe ¢ €] —2,1/4[. Ainsi, le complémentaire du bassin d’attraction de l'infini de h +— h%+c
est un segment I dont le bord OI est dilaté. De plus, I'intérieur I de I est stable par h — h?+c.
On munit 81 d’une structure de lamination de dimension 0 et I de la structure de lamination de
dimension 1. On stratifie adh(D) x I par les laminations :

— X :=S' x 0I de dimension 0,

~ X; :=S! x I de dimension 1,

— X5 :=D x 9l de dimension 2,

~ X3 :=D x I de dimension 3.

Soit ¥ la stratification de laminations formée de ces strates sur C' := adh(D) x I. On remarque
que V préserve cette stratification de laminations et la dilate normalement. La persistance de
cette stratification résulte de notre théoréme principal.

Elle signifie que, pour un C'-endomorphisme V' proche de V, il existe un homéomorphisme
i’ de adh(D) x I sur son image dans C x R, proche de I'inclusion canonique, tel que pour chaque
strate X, € ¥ :

— la restriction 21 x, est un plongement de la lamination, proche de l'inclusion canonique de

X dans C x R,
— la lamination i'(X}) est préservée par V', et pour x € Xy, le point V' o #/(z) appartient a

I'image par ¢’ de la feuille de X}, contenant V(x).
3.4 Produit de fractions rationnelles hyperboliques

Soit f : C* — C"

(21)i = (Ri(2i))i
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ou pour chaque i, R; est une fraction rationnelle hyperbolique de la sphére de Riemann : cela
signifie que son ensemble de Julia K; est un compact répulsif et que son complémentaire X; est
une union finie de bassins d’attraction d’orbites périodiques attractives.

Soient J C {1,...,n} et Y; la lamination de dimension 2#.J, de support :

115 > ] &;

jeJ jeJe

et dont les feuilles de cette lamination sont de la forme [[;c; Cj X [[;c e {k;}, avec C; une com-

jeje
posante connexe de X; et k; un élément de K.
Alors {Y} JC{1,..,n) est une stratifications de laminations sur C" dont la persistance résulte

du théoréme principal de ce travail.

Un résultat similaire existe pour des produits de polynémes réels hyperboliques.

3.5 Fibré normalement axiome A

Rappelons qu'un difféomorphisme vérifie l'axiome A et la condition de transversalité forte
(ATF) si :

— l’ensemble non errant 2 est hyperbolique,

— les points périodiques sont denses dans (2,

— les variétés stables et instables des points de €2 s’intersectent transversalement.

On rappelle qu'un difféomorphisme f d’une variété est dit C-structurellement stable si toute
Cl-perturbation de f est conjuguée a f via un homéomorphisme.

Les travaux de Smale [27|, Palis [20], de Melo [6], Mane [16], Robbin [21] et Robinson [22]

ont abouti au théoréme suivant :

Théoréme 0.4. Les difféomorphismes C'-structurellement stables d’une variété compacte sont

exactement les difféomorphismes ATF.

Ce dernier théoréme montre que, pour les laminations de dimension 0 supportés par toute la
variété ambiante, les hypothéses du théoréme d’Hirsch-Pugh-Shub de persistance des laminations
normalement hyperboliques ne sont pas optimales.

En effet, 'espace des feuilles d’une lamination de dimension 0 sur une variété M s’identifie &
I’espace topologique M, ainsi la persistance d’une telle lamination est équivalente & la stabilité
structurelle de M.

Dans la recherche d’un énoncé optimal sur la persistance des laminations sur une variété qui
sont préservées par un difféomorphisme, le résultat principal de ce travail permet d’obtenir le

théoréme suivant :



Introduction

Théoréme 0.5. Soient M une variété riemannienne compacte et S une surface compacte. Soit
p : M — S une submersion de classe C'. Soit L la structure de lamination sur M dont les
feuilles sont les composantes connexes des fibres de p.

Soit fi, un difféeomorphisme ATF de S. Soit f un difféomorphisme de M tel que :

— le diagramme suivant commute

f

M — M

p ol Lop
S —- S

Jo

= le difféomorphisme f est normalement hyperbolique sur Lj,-1(q,), avec  'ensemble non
errant de fp.

Alors, la lamination £ sur M est persistante pour des C'-perturbations de f.

On pense que le résultat ci-dessus est vrai méme quand S est une variété compacte de
dimension quelconque. On s’est restreint au cas des surfaces car la preuve de de Melo [6] de la
stabilité structurelle des difféomorphismes ATF d’une surface est plus simple & utiliser que celle

de de Robinson [22] qui montre le cas général. On espére prouver bientot le cas général.

4 Une condition suffisante pour la persistance des stratifications

de laminations normalement dilatées

Dans la partie 2.2.2, on construit un exemple simple de stratification normalement dilatée
qui n’est pas persistante. Ainsi des conditions supplémentaires sont requises pour assurer la per-
sistance d’une stratification de laminations normalement dilatées.

Pour appliquer le théoréme principal & une stratification de laminations ¥ sur un compact
A, on demande l'existence d'un wvoisinage tubulaire (Lx,Lx) pour chaque strate X : il s’agit
d’une lamination Ly supportée par un voisinage ouvert Ly de X dans les strates supérieures
a X, dont la lamination X est une restriction et telle que toute feuille de Lx soit incluse dans

exactement une feuille d’une strate de .

L’existence d’une telle structure a déja été conjecturée de facon locale par H. Whitney dans
le cadre des variétés analytiques singuliéres. Elle a aussi été construite par W. de Melo et par
C. Robinson (de fagon locale) dans la preuve de la stabilité structurelle des difféomorphismes
axiomes A vérifiant la condition de transversalité forte (pour la stratification de laminations

définie par chaque ensemble stable des piéces basiques de la décomposition spectrale).

8



4. Une condition suffisante pour la persistance des stratifications de laminations normalement dilatées

Il existe des stratifications qui contiennent des strates sans voisinage tubulaire. C’est le cas

par exemple de la stratification normalement dilatée et non persistante présentée dans ce travail.

Une famille 7 := (Lx, Lx)xex de voisinages tubulaires est appelée treillis de laminations,
si la condition suivante est vérifiée : pour toutes strates X <Y de X, chaque petite plaque de
Ly incluse dans Lx N Ly supporte un feuilletage de classe C'' dont les feuilles sont des plaques
de Lx.

Un plongement stratifié p de (A, X) dans une variété M est dit 7 -controlé, si pour chaque
strate X € X, la restriction de p & Lx est un plongement de la lamination L£x dans M. On
identifie alors le support A, ainsi que les laminations de ¥ et de 7 & leur image par p dans M.
La restriction 4 A d’une application f de classe C' de M qui préserve la stratification plongée
(A, X) est dite 7 -contrélée si, pour chaque strate X € ¥, il existe un voisinage ouvert Vy de X
dans Lx tel que chaque plaque de Lx incluse dans Vx soit envoyée par f dans une plaque de
Lx. Une telle famille de voisinages V := (Vx)xex est dite adaptée a f.

Pour présenter notre théoréme principal, il ne reste plus qu’a introduire une derniére défini-
tion : étant donné € > 0, une e-pseudo-orbite de Vx qui respecte Lx est une suite (2, )n>0 € V}?
telle que pour tout n > 0 f(x,) et x,41 appartiennent a une plaque de Lx de diamétre plus
petit que e.

Voici une version restreinte 3 du résultat principal (théoréme 2.1) de ce travail :

Théoréme 0.6. Soient (M, g) une variété riemannienne, ainsi que (A,X) un espace stratifié

compact supportant une structure de treillis T .

Soient f € C*(M, M) et p un plongement T -controlé de (A,X) dans M. On identifie, via p,
Pespace stratifié (A, %) a son image dans M. On suppose que :

i. f préserve (A,X) et sa restriction a A est T -controlée,
it. f dilate normalement [’espace stratifié (A, %),

1. 1l existe une famille de voisinages V adaptée a f et € > 0, tels que, pour chaque strate X € X3,

toute n-pseudo-orbite de Vx qui respecte Lx est contenue dans X,

w. [ est expansive par plaques sur les strates de X.

Alors, pour toute application f' C'-proche de f, il existe un plongement T -controlé p' de

(A,X) dans M, proche de p, tel que f' vérifie les propriétés (i), (i), (iii) et (iv) énumérées ci-

3Le cadre d’application du théoréme 2.1 est plus général : il montre la persistance des immersions 7 -controlées
(sans ’hypothése iv)) et s’applique aux espaces stratifiés non compacts comme dans le théoréme 0.1. Enfin, on
peut changer la métrique de chaque Lx (tout en préservant sa topologie) pour que les conditions iii) et iv) soient

vérifiées.
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dessus, pour Uidentification de (A, X)) via le plongement p'.
En particulier, f' préserve la stratification de laminations X, plongée par p' et, de plus, la
dynamique induite sur l’espace des feuilles de chaque strate est la méme que celle de f. Autrement

dit, la stratification de laminations (A, X) est persistante.

Remarque : Les conclusions du théoréme principal affirme de plus I'existence d’un voisinage
Vi de chaque strate X € X, tel que pour toute application f’ proche de f et z € V¥, les points
p~tofop(z)et p~tof op(x)appartiennent & une méme plaque de Lx de diamétre inférieur
ae.

Cette derniére remarque est fondamentale dans la démonstration de la persistance des fibrés

normalement axiome A, ainsi que dans ’exemple qui suit.

Exemple : Soit f un C'-endomorphisme d’une variété compacte connexe M et K un compact
f-invariant (f~'(K) = K) et dilaté. Alors K muni de sa structure de lamination de dimension
0 et X := M\ K muni de sa structure de variété forme une stratification (K, X) sur M, de
laminations normalement dilatées par f. De plus, si L est la structure de lamination de dimen-
sion 0 sur un voisinage ouvert Lx de K, alors ((Lx, Lk), X ) forme une structure de treillis de
laminations, telle que les hypothéses i), ii), iii) et iv) sont facilement vérifiées.

La remarque ci-dessus donne 'existence d’'un voisinage V}. de K tel que, pour tout endo-
morphisme f’ C'-proche de f, il existe un homéomorphisme p’ de M, proche de Iidentité, dont

la restriction & M \ K est un difféeomorphisme sur M \ p(K) et tel que le diagramme suivant

commute :
f/
M —- M
p 1 T p
V[’( — M
f

Lo f' o p/(x) appartient a 1'unique plaque {f(z)} de Lk

En effet, pour € Vj., le point p'~
contenant f(x).
Cette exemple étend donc & un voisinage 'homéomorphisme conjuguant du théoréme de Shub

[25] sur la stabilité structurelle des compacts dilatés (quand ils sont invariants).

La propriété iii) et iv) sont classiques et on ne sait pas si elles sont toujours vérifiées, dans
leur version générale, quand les propriétés i) et ii) le sont. Cependant, dans les exemples que 'on
a rencontrés, elles ont toujours été simples & vérifier. Ainsi, la difficulté principale pour appliquer
le théoréme est de construire une structure de treillis 7 qui controle p et f|4.

Cependant, en dynamique produit, le théoréme 0.6 peut étre tres facile a utiliser. Tout
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4. Une condition suffisante pour la persistance des stratifications de laminations normalement dilatées

d’abord, on remarque qu’étant donnés deux espaces stratifiés (A, %) et (A, %), la partition
Y x ¥ = (X x X')(x x1exxsr forme une stratification sur A x A’. Dans le cadre de son applica-
tion, la proposition suivante construit alors une structure de treillis sur ’espace stratifié produit,

qui est suffisante pour prouver sa persistance :

Proposition 0.7. Soient (M, g) et (M',¢') deuz variétés riemanniennes, ainsi que ¥ et ¥ deux
stratifications de laminations sur des compacts A et A’ de M et M' respectivement. On suppose
que (A, X)) et (A',X) admettent des structures de treillis T et T' respectivement.

Soient f € CY(M, M) et f' € CY(M',M') vérifiant les hypothéses i), i), iii) et iv) pour
(A,X) et (A',Y) respectivement.

Si la dynamique produit (f, f') sur M x M' dilate normalement la stratification produit (A x
A Y x X)), alors (f, f') vérifie les propriétés i), ii) i) et ) du théoréme, pour une certaine
structure de treillis de laminations Tp.oq sur l'espace stratifié produst.

En particulier, la stratification (A x A', % x X') est persistante.

L’exemple élémentaire du compact dilaté et invariant, joint a la proposition 0.7 permet d’ob-
tenir la persistance des stratifications de laminations de I’application de Viana ou du produit des

fractions rationnelles hyperboliques, exposés auparavant.
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5 Plan

La chapitre 1 étudie les laminations. Il commence, dans la partie 1.1, par introduire les
structures de laminations et les notions qui leur sont associées. La partie 1.2 donne 1’énoncé
du théoréme 0.1 de persistance des laminations plongées et sa version plus générale au cas des
laminations immergées normalement dilatées. Ces deux premiéres parties sont ainsi fondamen-
tales pour I'ensemble de ce travail. La partie 1.3 montre I'existence d’une métrique adaptée a la
dilatation normale sur un compact stable d’une lamination, dans le cadre des endomorphismes.
Les parties 1.4, 1.5 et 1.6 constituent la preuve du théoréme de persistance des laminations.
Les notions techniques introduites dans ces sous-parties, ne seront utiles que dans la preuve du
théoréme 0.6 et la preuve de la persistance des sous-variétés a bord.

Le deuxiéme chapitre donne 'essentiel des résultats abstraits sur les stratifications de lamina-
tions. La partie 2.1 définit les stratifications de laminations et les structures de treillis, ainsi que
les morphismes de ces structures. La partie 2.2 donne ’énoncé du résultat principal (théoréme
2.1) sur la persistance des stratifications de laminations, plongées ou immergées, généralisant
le théoréme 0.6. Un contre-exemple d’une stratification normalement dilatée et non persistante
y est aussi développé. La partie 2.3 applique le théoréme de persistance aux exemples issus de
dynamiques produits et démontre la proposition 0.7.

Le troisiéme chapitre énonce et démontre la persistance des variétés a bord et a coins en tant
que stratifications. Il commence par donner un exemple d’une sous-variété & bord non persis-
tante en tant que sous-variété. Puis, il démontre la persistance de ces sous-variétés en utilisant un
lemme technique du premier chapitre ainsi que le résultat principal. Enfin il énonce et démontre
la persistance des variétés a coins en utilisant seulement le résultat principal de ce travail.

Le quatriéme chapitre motive et prouve le théoréme 0.5 de persistance des fibrés normalement
axiome A, grace au résultat principal et au travail de thése de W. de Melo.

Le cinquiéme chapitre est la preuve du résultat principal. Il s’appuie sur tout le premier
chapitre et les deux premiéres parties du deuxiéme chapitre.

L’annexe A est consacré a des résultats techniques. L’annexe B adapte et développe les ré-
sultats connus sur 'expansivité par plaques pour les laminations normalement dilatées par un

C'-endomorphisme.
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1.1 Cadre des laminations

1.1.1 Définition d’une lamination

On considére un espace métrique séparable et localement compact L recouvert par des ouverts

(U;)i que nous appellerons ouverts distingués munis d’homéomorphismes h; de U; sur V; x T;, ot
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Chapitre 1. Persistance de laminations

V; est un ouvert de R? et T} un espace métrique. On dit que les cartes (Ui, hyi); définissent un atlas
d’une structure de lamination sur L de dimension d si les changements de cartes h;; = h; o h;l

peuvent s’écrire sous la forme :

hij(z,t) = (¢ij(2,1), Vij(x,t))

oll ¢;; est a valeurs dans R, O ¢ij existe continfiment en tout point ou h;; est définie et 1;;(-,t)
est localement constante.

Deux atlas sont équivalents si leur réunion est un atlas. Une lamination est un espace
métrique L munie d’un atlas maximal L.

Soit V;O une composante connexe de V; ; on appelle plaque un ensemble de la forme hi_l(V;O X
{t}). Une plaque contenant = € L sera notée L, ; 'union des plaques contenant z et de diamétre
strictement inférieur & € > 0 sera notée L. En général, I’ensemble £ n’est pas homéomorphe
4 une variété ; cependant pour tout compact K de L, pour tout € assez petit, pour tout x € K
I’ensemble L, est une plaque.

Les feuilles de L sont les plus petits ensembles qui contiennent toutes les plaques qu’ils
rencontrent.

On dit qu'une partie P de L est saturée si c’est une réunion de feuilles. Si elle est de plus
localement compacte, elle est dite L-admissible. Alors les cartes de L restreintes & P et & 'image
de leur restriction forment une structure de lamination sur P. On nomme cette structure la
restriction de £ a P et on la note £|p. De la méme maniére, si V' est un ouvert de L, 'ensemble
des cartes (U,¢) € L telles que U C V forme une structure de lamination sur V' que 'on
note L. Une partie P de L qui est Ly -admissible pour un certain ouvert V de L est dite
L-localement admissible, on note alors L p sa structure de lamination £|V| »- On rappelle que
les parties localement compactes d’un espace métrique localement compact sont les intersections

d’un ouvert et d’un fermé.

Exemples de laminations

— Une variété de dimension d est une lamination de la méme dimension.

— Un feuilletage C' d’une variété connexe induit une structure de lamination.

— Un espace métrique localement compact définit une lamination de dimension zéro.

— Si K est une partie localement compacte quelconque de S', alors la structure de variété
du cercle S' induit sur S x K une structure de lamination ot les feuilles sont données par
St x {k}, k € K.

— Le feuilletage stable d’un difféomorphisme Anosov induit une structure de lamination dont
les feuilles sont les variétés stables.

— Plus généralement, si (L, £) et (L', £’) sont deux laminations, alors L x L’ est munie d’une

structure de lamination dite produit, dont les produits d’une plaque de £ et d’une plaque

14



1.1. Cadre des laminations

de £ sont des plaques. On note £ x £’ cette structure.
Si ces deux laminations ont la méme dimension, on note (L U L', £ U L) la structure de
lamination sur I'union disjointe de L et de L', munie de la structure de lamination définie

par la réunion des deux atlas £ et L'

1.1.2 Morphismes de laminations

Une application f est un morphisme (de laminations) de (L,L) dans (L', L'), si c’est une
application continue de L dans L’ telle que vue a travers des cartes h et I/, elle peut s’écrire sous
la forme : B o foh™L(x,t) = (¢(x,t),¥(x,t)) ot ¢ est & valeur dans RY | 9,¢ existe continiiment
et ¥(-,t) est localement constante. Si, de plus, 'application linéaire 0,¢(z,t) est toujours injec-
tive, alors on dit que f est une immersion (de lamination). Un isomorphisme (de laminations)
est un morphisme de laminations bijectif dont I'inverse est aussi un morphisme de laminations.
Un plongement de laminations est une immersion qui est de plus un homéomorphisme sur son

image. Les endomorphismes de (L, L) sont les morphismes de (L, L) dans elle-méme.

On note par :
— Mor(L, L") I'ensemble des morphismes de £ dans L',

— Im(L, L") 'ensemble des immersions de £ dans £,

Iso(L, L") 'ensemble des isomorphismes de £ sur £/,

— PI(L, L") 'ensemble des plongements de £ dans L',

— End(L) 'ensemble des endomorphismes de L.
On note T'L le fibré vectoriel sur L dont la fibre en x, notée T, L, est ’espace tangent en x & sa
feuille. Si f € Mor(L,L"), on note Tf le morphisme de fibrés de T,.L vers Ty, L" au-dessus f

correspondant a la différentielle de f le long des feuilles de L.

1.1.3 Meétrique riemannienne sur une lamination

Remarquons que l'on peut toujours munir (L, L) d’une certaine métrique riemannienne g,
c’est-a-dire d’un produit scalaire g, sur chaque espace tangent dépendant contintiment du point
base z. 4
Une métrique g riemannienne induit de fagon standard une métrique sur chaque feuille : pour

deux éléments = et y appartenant & une méme feuille de (L, £), la distance x a y est définie par :

1
dy(.0) I WV/CRIOR RO

 {(reMor([0,1],£)i(0)=2,/(1

4Le fibré tangent n’étant que continu, on ne peut pas définir le flot géodésique sur les feuilles. Il existe cependant
une structure de lamination de classe C°°, compatible avec la structure de classe C*, pour laquelle on peut définir
le flot géodésique sur les feuilles pour une métrique lisse. Pour le démontrer, on peut adapter la preuve du théoréme

2.9 dans [12] avec les techniques d’analyse de 'annexe A.1.1.
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1.1.4 Classes d’équivalence des morphismes

On dira que f et f' dans Mor(L,L") (resp. Im(L, L") et End(L)) sont équivalents si pour
tout z € L, f'(x) et f(z) sont dans la méme feuille de £'. La classe d’équivalence de f sera notée
Mory(L,L") (vesp. Imy(L, L) et Ends(L)).

Etant donnée une métrique riemannienne g sur (L', £), on munit la classe d’équivalence de
f de la topologie compacte-ouverte C'. Précisons les ouverts élémentaires qui engendrent cette
topologie :

Soit K un compact de L, tel que K et f(K) sont inclus dans des ouverts distingués munis
de cartes (h,U) et (W', U"),

on pose h' o foh™t = (¢,v) sur h(K)
Soit € > 0. L’ensemble suivant sera un ouvert élémentaire de notre topologie :
Q:={f € Mory(L,L') : f/(K)CU', et avec ¢ définie par

Wofoh™=(4,v) ona g%%(lw — N+ 1020 — %d'|]) < €}

Comme, I'espace des applications de classe C!' de M dans M, que I'on note C'(M, M),
est aussi 'espace des (C')-endomorphismes de M, la topologie sur C'(M, M) est la topologie

compact-ouverte O (classique).

1.2 Persistance d’une lamination normalement dilatée

1.2.1 Dilatation normale

Soient (L, L) une lamination et (M, g) une variété riemannienne C'*°. Soient i € Im(L, M)
et f € CY(M, M) qui préseve 'immersion de (L, L) par i. Comme on a pas supposé que i est
un plongement, on suppose de plus U'existence de f* € End(L) tel que le diagramme suivant
commute :

f
M — M
i 7 T 4
L — L
*

On identifie, grace a 'injection donnée par ¢, le fibré TL — L & un sous-fibré de 7 : ¢*T'M —

L. On munit donc £ de la métrique riemannienne i*g. Par commutativité du diagramme ci-

dessus, 'endomorphisme ¢*T'f de ¢*T'M — L, au-dessus de f*, préserve le sous-fibré T'L. Passé
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1.2.  Persistance d’une lamination normalement dilatée

au quotient ¢*T'M /T L, 'endomorphisme i*T' f est noté :
[(*Tf] : i*TM/TL — *TM/TL

On remarque que le quotient *T'M /T L est le fibré normal de £. On le munit de la norme induite
par la métrique riemannienne de M : la norme d'un u € i*T'M/TL est celle de son représentant
dans ¢*T'M qui est orthogonal & T'L.

On dira que f dilate normalement la lamination (L, L) immergée par i (au-dessus de f*),
sil existe une fonction C' sur L et A < 1 tels que pour tout v € i*T'M/TL \ {0}, on a pour tout
n>0:

max (1, | Ty £ 1) - 0]l < C() - X" [T £ )]

Remarques

— Usuellement, on prend L compact et la fonction C' constante, ce qui est possible dans cette
caractérisation en prenant le maximum de C sur L.

— Si la fonction C' est bornée, on dira que f dilate uniformément normalement la lamination
(L, L).

— Quand (L, £) est plongée par ¢ (et donc identifiée a son image dans M), la définition de la
dilatation normale ci-dessus et équivalente a la suivante :
Il existe A > 1 et une fonction continue strictement positive C sur L tels que, pour tout

x € L, tous vecteurs unitaires vg € T, L et v € (Txﬁ)L, tout n >0, o0n a :
[poTf™(v1)]| = C(x) - A" - (L4 T (vo)ll)

avec p égal a la projection orthogonale de T'M)y, sur T jas

— Il existe des laminations immergées et préservées par un difféomorphisme telles que la
dynamique induite sur I'image ne se reléve pas en un endomorphisme de la lamination. Par
exemple, on considére le tore T2 := R?/Z2 x {0} canoniquement plongé dans M := R?/Z? x
R. Soit (L, L) la structure de lamination canonique sur le revétement du tore {0,1} x
[0,1)2/ ~ avec ~ la relation d’équivalence engendrée par (1,u,1) ~ (0,u,0), (0,u,1) ~
(1,u,0) et (6,0,u) ~ (6,1, u), pout tout u € [0, 1]. Soit f le diffeomorphisme de M induit
par I'application linéaire de R3 dont la matrice est :

2 0

1 0

0

S =

10

Remarquons que le tore T? est normalement dilaté par le difféomorphisme f.
Soit i la projection canonique de (L, L) sur T2. L’application i est un revétement a deux

feuillet du tore et donc une immersion. Supposons l'existence d’'un endomorphisme f* €

17
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End(L) tel que le diagramme suivant commute :

f
M — M
i ] T 4
L — L

f*

Comme f préserve le point (0,0,0) € T2, 'endomorphisme f* préserve la fibre {0,1} x
{(0,0)} Etant donné deux entiers (a,b), on note hol(,y la bijection de la fibre {0,1} x
{(0,0)} obtenue par holonomy le long d’un lacet T? pointé en 0 et tangent au vecteur

(a,b,0). Ainsi hol(; gy est I'identité. Par commutativité des diagrammes, On a :
"= f"ohol,p) = holpyo f*=holgyo f*
Comme hol(g 1) est la permutation non triviale de cette fibre, on aboutit a une contradiction.

Proposition 1.1. Soient (L, L) une lamination et (M, g) une variété riemannienne C*°. Soient
feCY (M, M),icIm(L,M) et f* € End(L).

Si f dilate normalement la lamination L immergée par i au-dessus de f*, pour tout compact
K de L stable par f*, il existe une métrique riemannienne g’ sur M et N < 1, tels que pour cette

nowvelle norme sur i*T'M et tout v € (I*TM/TL)x \ {0}, on a :
max (L, | Trg) f711) - vl < A~ [T f1(0)]]
On dira que g’ est une métrique adaptée a la dilatation normale de f sur K.

On montrera cette proposition dans la partie 1.3.

1.2.2 Persistance des immersions de laminations normalement dilatées

Le théoréme ci-dessous est un cas particulier du résultat principal (théoréme 2.1) de ce travail.
A notre connaissance, il n’a jamais été démontré sous ces hypothéses, ot les endomorphismes
ne sont pas forcément inversibles et la lamination n’est pas forcément compacte. Cependant, ce
théoréme rentre dans le cadre de la théorie développée notamment par M. Hirsh, C. Pugh et

M. Shub, prouvant la stabilité des laminations compactes normalement hyperboliques pour des

difféomorphismes [11].

Théoréme 1.2. Soient (L,L) une lamination et M une variété C*° munie d’une métrique

riemannienne. Soient f € C*(M, M), i € Im(L, M) et f* € End(L) tels que :

18
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M M
i) le diagramme suivant commute : § | T i
L L

f*

it) f dilate normalement la lamination (L, L) immergée par i.

Soit L' un ouvert relativement compact de L vérifiant f*(adh(L')) C L'. Il existe alors un voisi-

nage Vy de f dans CY(M, M) et une application continue :

Vi — Endyg- (L) x Im(L, M)

fre= (i)

avec i(f) =1 et tel que pour f' € Vi, on a f*(adh(L")) C L' et le diagramme suivant commute :

i
M — M
i(f") 1 T i(f)
r — L
f/*

Il existe enfin un voisinage compact W de L' dans L tel que, pour f' € Vi, i(f') et f™

coincident avec © et f* respectivement, sur le complémentaire de W .

Remarques

— On rappelle qu'un endomorphisme f"* appartient & Endg« (L) si f* et f™* sont équivalents,
¢’est-a-dire que la dynamique induite par f™* sur I'espace des feuilles de £ est la méme que
celle de f*.
Comme dans la conclusion de ce théoréme, les endomorphismes f* et f* coincident sur
le complémentaire d’un compact indépendant de f’ C'-proche de f, d’aprés la topologie
définie sur I'espace Ends-(L), les différentielles Opz f* et O f* sont uniformément proches
et, pour la métrique induite par i*g sur chaque feuille de £, les points f'(z) et f*(z) sont
uniformément proches pour x € L.

— En fait, on démontre plus dans la preuve du théoréme 1.2 : sous les hypothéses du théo-
réme 1.2, si I’ est un ouvert relativement compact de L, ne vérifiant pas forcément que

f*(adh(L') C L', mais qu’il existe A < 1 et une métrique g sur M tels que :

Vo e (FTM/TL) L\ {0},  max(L, [Ty f7)-lloll < A- [T Fl(v)]]
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Il existe alors un voisinage V; de f dans C1(M, M) et une application continue :
Vi — Endyg« (L) x Im(L, M)

fr= (i)

avec i(f) =1 et le diagramme suivant commute :

f/
M — M
i(f') 1 T i(f)
L — L

f/*

Exemples d’application du théoréme 1.2

20

— Si f est un C'-endomorphisme de M qui préserve une sous-variété compacte N de M et

qu’elle est dilate normalement l'injection canonique de N, alors N est persistante. Autre-
ment dit, pour toute application f’ C'-proche de f, il existe une sous-variété N’ difféo-

morphe et C'-proche de N, qui est préservée par f'.
Autoriser L & étre non compact est nécessaire pour les deux exemples qui suivent :

Soit f un diffeomorphisme sur une variété ayant un point fixe & hyperbolique. Alors la
variété stable (entiére) est un k-plan immergé injectivement qui est normalement dilaté
par f. De plus, il existe une boule de ce k-plan centrée en = arbitrairement grande et dont

I’adhérence est envoyée par f dans elle-méme. Cette boule est donc persistante.

Soient f un difféomorphisme d’une variété M et K un compact hyperbolique. Alors I'union
W#(K) des variétés stables des éléments de K est I'image d’une lamination (L, £) immergée
injectivement et normalement dilatée par f. De plus, L est une union croissante d’ouverts
relativement compacts L’ de cet espace, dont I'adhérence est envoyée par f* dans eux-
mémes. Donc, pour des perturbations de f, la lamination immergée (L, L1/) est persistante
(de plus 'immersion reste injective). Autrement dit, pour toute application f’ C'-proche
de f, il existe une immersion i’ de (L’ , L 1) dans M, proche de i pour la topologie de

Im(Lyr, M) et telle que f’ préserve I'image par i’ de (L', £jy,).

Preuve :
On munit M d’une métrique dps adaptée au compact hyperbolique K. Pour un petit € > 0, on appelle
variété stable locale de diamétre € de x € K, I’ensemble des points dont la trajectoire est a une distance

de celle de z strictement inférieure & e. Soit W7 (K) 'union de ces variétés stables locales de diamétre e
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des points de K. Pour € assez petit, 'adhérence de W7 (K) est envoyée dans lui-méme par f et supporte
une structure de lamination canonique £y qui est normalement dilatée par f. Soit C' I'ensemble W7 (K) \
f? (adh(Wf(K))). Pour i > 0, on note C; 'ensemble f~#(C) et Cy I'ensemble W2 (K). L'union U,>oCh
est donc égale & W?(K). Aussi, pour k,l > 0, si Ck intersecte C; alors |k — ] < 1. On va construire une
meétrique sur W?°(K) telle que U, >0Cr soit un recouvrement ouvert et que la topologie qu’elle induit sur

C,, soit celle induite par M. Pour (z,y) € W*(K)?, on note d(z,y) :

n—1
inf{ Z dM(Ii,Ii+1); n > 0, (CL‘Z)Z S WS(K)n, T =T, Tpn =1, Vlﬂ] : (Ii,Ii+1) S CJZ}

i=1
qui définit bien une distance aux propriétés annoncées. L’espace métrique L sera alors W*(K) muni de
cette distance. Pour ¢ > 0, ouvert C; supporte la structure de lamination £; dont les cartes sont les
composées & droite par f! des cartes de Lojc. Comme f est un difféomorphisme, les structures (£;)i>o0
sont deux a deux équivalentes restreintes a l'intersection de leur support. L’union de ces atlas engendre
donc une structure de lamination £ sur L. Celle-ci est normalement dilatée par f car Lo est uniformément
normalement dilatée. Enfin pour k& > 0, I'union L}, := U;<xC; est un ouvert de L dont 'adhérence est

envoyée par f dans lui-méme. Comme (C;); recouvre L, il en est de méme pour (L},).

1.2.3 Persistance des plongements de laminations normalement dilatés

Expansivité par plaques Soient (L, £) une lamination, f un endomorphisme de (L, £), ainsi
que € une fonction continue et positive sur L. La famille (p,)n>0 € LN est une e-pseudo-orbite
qui respecte L si pour chaque n, p,y1 et f(p,) sont dans une méme plaque de £ de diamétre

inférieur & €(pp41).

L’endomorphisme f est e-expansif par plaques si pour toute fonction continue 7 inférieure a ¢,
ainsi que pour toutes n-pseudo-orbites (pp)n>0 €t (¢n)n>0 qui respectent L, telles que d(pn, gn) <
n(pn) pour chaque n, alors py et go sont dans une méme plaque de diamétre inférieur a n(po).
L’endomorphisme est expansif par plaques s’il est e-expansif par plaques pour un certaine fonction

€ continue et strictement positive.

Remarque Usuellement, le support L de la lamination est compact et la fonction € constante.
Notre définition de 'expansivité par plaques est alors équivalente en replagant € par son minimum
sur L. Dans le cas non compact, on peut aussi se ramener a une fonction e constante en modifiant

la métrique de L sans modifier la topologie de L.

Corollaire 1.3. Sous les hypothéses du théoréme 1.2, si de plus f|*L, est expansif par plaques et
i est un plongement, alors, pour f' € Vi, on a de plus f\/}i/ qui est expansif par plaques et i(f’)w

qui est un plongement.
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Questions  Sous les hypothéses du corollaire 1.3, 'expansivité par plaques est-elle automa-
tique 7 L’hypothése d’expansivité par plaques est-elle nécessaire pour ce corollaire 7 Dans le cas
ou f est un difféomorphisme normalement hyperbolique sur une lamination compacte, M. Hirch,
C. Pugh et M.Shub ont déja formulé ces questions [11].

Dans ’annexe B, on donne des conditions qui garantissent 1’expansivité par plaques.

Démonstration du corollaire 1.3

Par compacité de K := adh(L'), il suffit de montrer que i(f')x est injective pour montrer que c’est un
homéomorphisme sur son image.
Soit K un voisinage compact de f*(K) dans L’. On suppose que f‘*L/ est e-expansif par plaques. On note 7 le
minimum de la fonction € sur K.

Quitte & restreindre V7, on peut supposer que pour f' € Vy :

~ pour (z,) € K? si i(f')(w) = i(f')(y) alors d(z,y) < n,

— pour z € K, f"(z) appartient & une plaque Ls«(.) de diameétre inférieur & ),

— i(f') est injectif sur les plaques de diamétre inférieur & n qui rencontre K.

Soit alors (z,y) € K? tels que i(f')(x) = i(f')(y). On définit les suites (ps)n et (gn)n suivantes de K" : pour

n > 0, soient p, = f*" (z) et gn = f*" (y). Par commutativité du diagramme et continuité de i(f'), f'* et f’,

pour tout n > 0, i(f')(pn) = i(f')(qn)-
Quitte & réduire V, on peut supposer que p, et g, appartiennent a K pour tout n > 1. On a donc :
- d(pm qn) <n, pour n > 0.

— (Pn)n>1 €t (gn)n>1 sont des n-pseudo-orbites pour f* qui respecte L.
De lexpansivité par plaques de f*, on conclut que f™(z) et f*(y) sont dans une méme plaque de diamétre
inférieur a n. Mais comme i(f’) est injectif sur ces plaques, f*(x) est égal a f"*(y).
Donc z et y sont deux éléments n-proche de K envoyés par f* sur une méme plaque de diamétre inférieur a 27.
Par dilatation normale de f*, pour 7 assez petit (indépendamment de x, y et f'*), les points z et y appartiennent
alors & une méme plaque de diamétre 7. Ainsi x et y sont égaux.

L’expansivité par plaques de f”* est donnée par la continuité de f’ — f'*, quitte a réduire V5.

Exemples

— Soient f un difféomorphisme d’une variété M et K un compact hyperbolique. Si la la-
mination canonique (L, L) supportée par W*(K) ne s’accumule pas sur K, alors elle est
canoniquement plongée dans M. On peut alors identifier L et W¥(K). De plus, f préserve
cette lamination, est expansive par plaques et dilate normalement cette lamination.
Ainsi, pour tout ouvert relativement compact L' de W*(K), dont I’adhérence est envoyée
dans L' par f, le corollaire 1.3 implique que, pour des perturbations C! de f, la lamination
plongée (L, L /) est persistante. Autrement dit, pour toute application f’ C'-proche de f,
il existe un plongement i’ de (L', £;,) dans M, proche de i pour la topologie de PI(Lr/, M)

et tel que f’ préserve 'image par i’ de (L, £).

50n a vu que L est une union croissante d’ouverts relativement compacts L’ de cet espace, dont leur adhérence

est envoyée par f* dans eux-mémes.
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Dans le cas d’'un dérivé d’Anosov f sur le tore bidimensionnel, possédant une source S,
I’ensemble errant privé de cette source est un compact hyperbolique attractif, dont les
variétés stables forment une lamination plongée. Cette lamination est donc préservée par
f, normalement dilatée et e-expansif par plaques. Cependant une telle fonction € ne peut
jamais étre choisie constante.

On suppose par I'absurde que € est constante. Comme les feuilles de cette lamination s’ac-
cumulent en S, il existe deux e-pseudo orbites respectant les plaques, qui restent dans le

e/ (2||T f||)-voisinage de S, qui sont e-proches et qui ne débutent pas dans les mémes feuilles.

— On considére maintenant ’application de Viana généralisée de la fagon suivante :
Soit V. : R/ZxR—R/Z xR

(evy) = (16 : 97y2 + C)

Pour ¢ €]—2,1/4[, le bassin d’attraction de I'infini de 3 — y?+c est bordé par un point fixe
répulsif (3 et sa préimage — 3. Alors pour € > 0 assez petit, louvert L' = R/Zx]— 3¢, B—¢[
contient ’adhérence de son image par V. De plus, V dilate normalement la lamination
plongée canoniquement, dont les feuilles sont {0} x| — 3, 5], pour § € R/Z. L’application
V' est aussi expansive par plaques sur cette lamination. On peut donc utiliser le corollaire
2.2, pour montrer la stabilité de cette lamination restreinte a L’ pour des perturbations C'*
de V.

La stabilité de ce feuilletage vertical a été utilisée par M. Viana pour montrer I’existence
d’exposants de Lyapounov positifs pour certains paramétres c et certaines perturbations

de f [30].

1.3 Preuve de la proposition 1.1

L’existence d’une métrique adaptée quand f est un difféomorphisme a été prouvée récemment
par Nikolaz Gourmelon [9]. La preuve exposée ci-dessous s’inspire beaucoup de ce travail.

On commence par montrer que si (z,y) € K2 ont la méme image par 4, alors les images par
Ti de T, L et T, L sont égales. En effet, sous 'action de T'f, par dilatation normale en z, les
vecteurs de T'i(T, L) \ Ti(T,L) croissent exponentiellement plus vite que ceux de Ti(T,L) et par
dilatation normale en y, les vecteurs de Ti(1, L) \ Ti(T, L) croissent exponentiellement plus vite
que ceux de T'i(T,L). Donc les vecteurs de T%i(T,, L)\ Ti(T, L) croissent a la fois exponentiellement
plus vite et moins vite que ceux de Ti(T, L) \ Ti(T,L). Ainsi les espaces Ti(T,L) et Ti(T,L)
sont égaux.

Soit B le compact i(K) de M et F' le fibré vectoriel TM|p — B. En tout point y € B, il

existe donc un unique sous-espace Fé de TyM tel que si x € K est envoyé par i en y, alors
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Ti(T,L) = Fé Par compacité de K, 'application y — F; est une application continue de B dans
la grassmanienne de T'M. Soit F’ I'union des sous-espaces (F.).cp. La projection canonique
de F’ sur B définit donc un sous-fibré de F. On munit ces deux fibrés de la norme issue de la
métrique riemannienne sur M.

On note T la restriction de T'f au fibré F', qui est un morphisme de fibrés au-dessus de f.
Comme T préserve le sous-fibré F’, cette application définit un morphisme, noté [T, sur le fibré
quotient F//F’ au-dessus de B.

Pour z € B et n > 0, on note :

m([T]"(x)) := (Tl

(F/F’)z7|| =1

Par dilatation normale et compacité de B, il existe N > 0 et a < 1 tels que pour tout x € B :

max (1, | T (2)[) < a® - m([T]¥ (x))

Il existe donc une fonction r sur B, continue et strictement supérieure a 1, telle que pour

LI < ) < a- /(TP @)

On note R, la fonction continue sur B définie par :

tout x € B :

n
R, =z~ [[r(fi(x))
i=0
On utilise maintenant le lemme suivant que I’on démontrera & la fin de cette partie :

Lemme 1.3.1. Il existe ¢ > 0 tel que pour x € B et n >0, on ait :

I3 @)
Row) = © Ro(@)
m([T)M+(z))

RM+1(93)
Pour tout (z,u) € F, soit u; la projection orthogonale de u sur F, et us la classe de u — ug

Il existe donc M > 0 tel que, pour z € B, est strictement supérieur & T(lx).

dans (F/F'),;. D’apres le lemme 1.3.1, la norme euclidienne suivante est bien définie et dépend

continiiment de (z,u) :

|| z, u ||/2 Z HT z, ul ”2 Z ” .’B u2 ‘

On remarque que 'on a :
que q

n_ N T ()| HT" z, ul :
1T (2, u1)[|”* = nZ:o W Z S r(@)? - [|(z, w)|
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donc la norme induite par || - ||' de Tjp: est inférieure & r(x)?

Et si us est non nul, on a :

M+1

||[ SL’ s ||/2 Z ” .’IJ u2 H2 Z l’ u2 ||2

M+1 .U 2 T.u 2
—2(@) (el + ”[T]]%Mﬁ(;})i)” - ”(,3@)23” )>r2<x>-||(x,u2)||’2

Donc le réel ||[T](x)~Y||'~! est strictement supérieur a r(x)? > 1.

Il résulte de ces deux derniéres conclusions que, pour tout x € B :
1/ /
I[T](z) " |I". max (1, | T} (2)]]') <1
Par compacité de B, il existe un majorant \' < 1 tel que pour z € B, on a :

T ()~ max (1, | T () [) < N

On étend cette métrique euclidienne sur F' = T'M| g en une métrique riemannienne g” continue

sur T'M. On choisit alors une métrique riemannienne ¢’ de classe C* sur M, assez proche de ¢”

pour avoir, avec la norme issue de ¢’ sur ¢*T'M :

Vo € (i"TM/TL) e \ {0}, max (L[| L) f*]) - Il < X - [T f](v)]]

Ce qu’il fallait démontrer.

preuve du lemme 1.5.1 :

Soient C' —max (||ﬂpl( )||,||[T](m)71\|,r( ), @ )> >1 et c:=C*N .oV

ﬁ

Pour tout n € N, soient ¢ € Net r € {0,..., N — 1} tels que n = ¢+ N + r. Pour z € B, on a alors :

N—-1qg—1
0= 0o e
i=0 7=0

La premiére inégalité du lemme est obtenue par le calcul suivant :

h f[ W s T(iéY
NHl LTFC< 2)| oV Cw.@sz L W

Et la deuxiéme inégalité du lemme est obtenue par le calcul suivant :

N—-1g—1

Ra(x) < [[121( Um(m s ))-c”g]jr__[: (o §fm(mesrn) ) -

x) < Nl:f (aq oA m<[T]"(1:)>> .cN<c-a® m([T]"(x))

=0
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1.4 Fibré vectoriel ayant pour base une lamination

Pour démontrer le théoréme 1.2, on aura besoin de travailler sur des fibrés au-dessus d’une

lamination.

1.4.1 L-fibré vectoriel

Soit (L, £) une lamination. Un L-fibré vectoriel est la donnée d’un fibré vectoriel 7 : F — L
et d’une structure de lamination F sur F' vérifiant la condition de compatibilité suivante : pour
tout x € L, en désignant par F, la fibre de z, il existe un voisinage ouvert U de = et une
trivialisation

¢ HU)—-UxF,

de F au-dessus de U telle que ¢ soit un isomorphisme de la lamination Fj -1y sur Ly X Fj.
Ainsi, les feuilles de F sont les préimages par w des feuilles de L.

Si (F,F) est un L-fibré, une norme sur F' est une famille continue de normes sur chaque fibre.

Notations Si 7 : F — L est un fibré vectoriel normé, on note I'YF D'espace vectoriel des
sections continues de ce fibré et FSF 'ensemble des sections continues et bornées. Etant donné
un compact W de L, on note I‘?,VF I’ensemble des sections continues & support dans W. Les
espaces FSF et F?,VF sont des espaces de Banach pour la norme uniforme. Si de plus, (F,F) est
un L-fibré vectoriel, on note I'F' (resp. 'y F) le sous-espace de TOF (resp. ')}, F') constitué des

sections qui sont contintiment différentiables le long des feuilles.

1.4.2 Connexion

Soit (F,F) un L-fibré vectoriel. Une connexion est une application R-bilinéaire
V : ITLxTF —TI'F

(X,0) — Vxo

qui vérifie :
1. Vf.XO':f-VXU si fECO(L,R)
2. Vx(f-o)=f-Vxo+(TfoX)-oc si fe& Mor(L,R)

Propriété 1.4.1. Sur tout L-fibré (F,F), il existe une connexion sur (F,F).

Preuve
On fixe un recouvrement localement fini de L par des ouverts trivialisant (U;);. Par I'annexe A.1.1, il existe

une partition de I'unité (p;); associée a (U;):. Pour chaque 4, soit x; € U;. Via une trivialisation, on identifie Fjy,
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a U; x Fy,. Soit p2 la projection de U; x Fy, sur F;,. On remarque que I’application suivante est une connexion

sur Fiy, :
V' (o) [o (5T (0 ) (X(a)|

ainsi Papplication V := 3", p; - V* définit une connexion sur F.

Propriété 1.4.2. Soit (F,F) un L-fibré. Pour x € L, X € T°TL et 0 € T'F, le vecteur V xo(x)
ne dépend que de X (x) et de Tyo.

Preuve
Par lannexe A.1.1, il existe une fonction f € Mor(L,R) valant 1 au voisinage de z et & support dans un

ouvert U trivialisant pour les fibrés T'L et F'. En utilisant 1) et 2), on a :
Vxo(z) = Vix(fo)(z)

Cela implique que Vxo ne dépend que de o et de X sur ce voisinage U. Il existe une base (e;); de Fjy, une base
(1;); de TLyy, des fonctions (0:); et (I;); sur U, tels que oy est égale 4 37, 0 - €i et Xjy est égal & 3°, X;-1;. En

utilisant 1) et 2), on a :
VXo' = V2_7Xj<lj (Ziai . ei) = Zvalj (EiO'i . ei) = ZXj oA Vljei + Xj . leo'i €
J 0,3

Comme (X (x),Ty;0:(x),0:(x)) ne dépendent que de X (z) et To(x), il en est de méme pour Vxo(x).

1.4.3 Topologies sur les espaces des sections

Soient (L, £) une lamination munie d’une métrique riemannienne g, (F, F) un £-fibré vectoriel
normé et V une connexion sur F'. Pour chaque x € L, on munit I’espace des applications linéaires

de TL, dans F,, noté TL! ® F,, de la norme subordonnée a (T,L, g;) et (Fy, | - ||), c’est-a-dire :

VIeTL, ©F,, | = [[€Cu)l

max
WET, L, [lul<1

La topologie compacte-ouverte sur I'F' est engendrée par la base {O(o, K, €)}, o o parcourt

I'F, € est un réel strictement positif, K est un compact de L et I'ouvert O(o, K, €) est égal a :
{a’ €ETF : Vz e K, ||[(c —d) ()] + |[V(ec — o)) < e}

On montre que cette topologie est égale a la topologie induite par Morg, (L, F).

Si L n’est pas compact, cette topologie ne provient pas d’une norme. Pour un compact W
de L, 'ensemble I'yyy F' des sections & support inclus dans W est un espace de Banach, muni de
la norme :

oV = max [[o(2)]| + max ||[Vo(z)]|
zeL zeL
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Propriété 1.4.3. Soient V' une autre connexion sur (F,F), alors pour 0 € TF et x € L,

(V —V'o(x) ne dépend que de o(x). De plus, pour tout compact W, il existe C' > 0 tel que :
Vo € TF, max |[Vo — V'o|| < C - max||o||
w w

Preuve
Par compacité de W et la propriété 1.4.2, il suffit de montrer cette propriété quand ce compact est inclus
dans un ouvert trivialisant. Soit alors (e;); une base du fibré restreint a cette ouvert. Pour o € I'F, on note par

(0i)i ses coordonnées dans la base (e;);. On a alors :

VO' = ZTUZ €5 + aiVei, VIO' = ZTUZ - €5 + aiV’ei

donc (V — V')o(z) est nulle si z n’appartient pas & W et sinon est égale & >, 03(Ve; — V'e;), qui ne dépend

que de o(z).
On montre maintenant la fin de cette propriété. Par équivalence des normes en dimension finie, il existe Cy
tel que :
max |o3| < Co - max o
Soit C := Co ~mvgx; IVe; — Vel
On a donc :

max Vo — V'o|| < muz}XZ los(Ve: = V'es)|| < O - max o
1

Par équivalence des normes en dimension finie et la propriété 1.4.3, on remarque que les
normes ||.||V sont toutes équivalentes sur T'y F'. Aussi notre topologie sur 'y, F' ne dépend ni de

la connexion V, ni de la norme sur le fibré F'.

1.5 Démonstration du théoréme 1.2

On commence par définir un £-fibré (F,F) :

Soient d la dimension de £ et n celle de M. Par 'annexe A.2.1, il existe un relévement N
de i, dans le fibré de la grassmannienne des n — d-plans de TM, qui est un morphisme de la
lamination £ dans cette grassmannienne et qui est proche de = — Ti(T,L£)" pour la topologie

CO-forte. Le relévement N vérifie ainsi en tout point x € L :
Ti(T,L) ® N(x) = Ty M
Par 'annexe A.3.1, ce morphisme N définit alors canoniquement un L-fibré
T (F,F)— (L,L)

dont la fibre en z est F, := N(x). Ce fibré s’identifie au fibré normal de (L, £)
Soit g une métrique riemannienne compléte sur M. On note par exp l'application exponen-

tielle associée a cette métrique. L’application suivante est un morphisme de (F, F) dans M, dont
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la restriction a un voisinage de la section nulle de F' est une immersion.
Exp : F— M

('T7 U) = €XDj(x) (U)

On va maintenant utiliser le lemme suivant.

Lemme 1.5.1. Sous les hypothéses du théoréme 1.2, soient ((F,F),n) un L-fibré vectoriel normé
de dimension n — d et V une connexion sur F.
Soit W un voisinage compact de K := adh(L'). Il existe alors un voisinage Vy de f dans

CY(M, M), un voisinage fermé V, de la section nulle dans T'F et une application continue :
Vf X VU — Endf* (ﬁ) X Vo‘

(f0) = (1. 87(0))
tels que :
1. fo. = f" et Sy(0F) = O0F
2. Il existe n > 0, tel que pour x € K, f' € Vy et 0 € V,, le point Expo Sy (o)(z) est 'unique
point d’intersection de limage par Exp de la boule Bp,(0,n) avec la préimage par f' de
Expo U(ﬁ?*(m)).

3. Le diagramme suivant est commutatif :

f/

M — M

ExpoSp(o) 1 1 FExpoo
K L

—

f/*
g

De plus, Sy/(0) € TwF et fi coincide avec f* sur le complémentaire de W.

4. Pour f' € Vy et 6 > 0, il existe N > 0 et Vpr C Vi un voisinage de f' tels que, pour
f" €V, le diamétre de S}]X,(Vg) est inférieur a 4.

On démontrera ce lemme dans la partie 1.6.

On utilise ce lemme avec F' et Exp définis au début de la partie 1.5. Comme (I'y F, || - [|V)
est un espace complet, par la conclusion 4 du lemme, pour f’ € V7, ﬁnzoadh(S?,(Vg)) est une
intersection décroissante d’ensembles dont les diamétres tendent vers 0. D’aprés le théoréme des
segments emboités, cette intersection est donc réduite a un singleton {o s} stable par Sy. Donc

pour f’ € V¢, application Sy posséde un unique point fixe o 4. De plus, pour f" € Vet 6 > 0, il
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existe un voisinage Vp de f’ et N > 0 tel que pour f” € Vp., le diamétre de S%, (Vy) est inférieur
a 0 et contient osv. Par continuité de f” — SJ]X/, quitte & réduire Vy/, pour f” € Vi, o est
30-proche de 0. Ainsi f’ +— oy est continue.

On note alors i(f") I'application Expoo et f™* Papplication f’ j;f,. Elles dépendent toutes les
deux continfiment de f’ et prennent la bonne valeur en f. Quitte & réduire Vy, f"*(L') est inclus

dans L', pour f' € V;. Par la conclusion 3 du lemme 1.5.1, le diagramme suivant commute :

f/
M — M
i(f) 1 T ai(f)
L — L
f/*

Cela termine la preuve du théoréme 1.2.

1.6 Preuve du lemme 1.5.1

On va démontrer ce lemme sous des hypothéses un peu plus générales que celle du théoréme
1.2 : on ne réclame plus que L’ soit stable par f*. Aussi, on ne supposera plus que f* est un
endomorphisme de (L, £), mais que ¢’est un morphisme de la lamination £ restreinte & un ouvert

V de L dans L. Cette généralité supplémentaire sera utile dans la suite.

Lemme 1.6.1. Soient (L, L) une lamination de dimension d, (M, g) une variété riemannienne
de dimension n et (F,F) un L-fibré vectoriel normé de dimension n — d.

Soit V une connexion sur F. On considére aussi une application f € C(M, M) et un mor-
phisme Exp € Mor(F, M) dont la restriction a un voisinage de la section nulle est une immer-
sion. On pose i := Expo Op et on munit (L, L) de la métrique riemannienne i*g.

Soit alors K un compact ayant un voisinage compact W lui-méme inclus dans un ouvert V

de L. Soit enfin f* € Mor(Ly,L). On suppose que le diagramme suivant est commutatif :

f
M — M
i 7 T 1
V. — L
*

On identifie TL & un sous-fibré de i*T M grdce & l'injection donnée par i. On suppose enfin
que Uapplication i*Tf € CO(*T My, i*TM) passée sur le quotient [i*Tf] : (i*TM/TL)y —
i*TM/TL vérifie :

IN< T, Yu € (i"TM/TL) |k, u+#0,
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max{ L, || T S} - lull < A- [T f(w)]] (1.1)

Il existe alors un voisinage Vy de f € CY(M, M) et un voisinage fermé V, de la section nulle

dans I'F', ainsi qu’une application continue :
Vf X Vy — MO’I“f* (£|V’£) X (VU N FwF)

(f's0) = (12".5p(@))
qui vérifie les conclusions 1-2-3-4 du lemme 1.5.1.

Pour se ramener a I’énoncé du lemme 1.5.1, on prend V égal & L et on munit M d’une mé-

trique g adaptée a la dilatation normale de f sur K, ainsi I'inégalité (1.1) sera vérifiée.

1.6.1 Notations et conventions

Via D'application tangente de Fxp en la section nulle de F', pour chaque =z € L, la fibre F}
s’identifie a 'orthogonal de T3, L dans Tj,yM. On peut donc munir F; de la norme induite par
g sur cet orthogonal. On munit (F, F) d’une métrique riemannienne.

Pour z € L, la différentielle T, Exp est un isomorphisme. Par le théoréme d’inversion locale,
il existe e, > 0, tel que la restriction de Fxp & Fg* soit un difféomorphisme sur son image. On
note I ! 'application Ewpl_]_.l(;:. On peut alors définir pour f’ appartenant a un voisinage de f,

et v appartenant a voisinage du graphe de la section nulle de Fjyy, 'application

N

f'(v) = If_*low(v) o f' o Exp(v) (1.2)

1.6.2 Préimage d’une perturbation de i

Par compacité de W, il existe n > 0 tel que, pour € W, pour ¢ proche de la section nulle et
pour f’ proche de f, la boule Bg, (0, 7) est plongée par Exp, la restriction de f' & Exp(Bg,(0,7))
est un difféeomorphisme sur son image et cette image rencontre transversalement en un unique
point d’intersection 'image par Exp o o de la plaque E”*(x). En écrivant ce point d’intersection
sous la forme

[ o Exp(v) = Ezpo o(a')

15 (@) = o
On pose
S%(o)(z) =v
Ces application seront modifiées et prolongées, de maniére appropriée en dehors d’un voisinage

de K, pour obtenir f* et Sy/(c). On va étudier la régularité de SY en utilisant le théoréme des
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¥ — } f > P e
o s -
1 1

x f* X' )
V /\/_0

F1G. 1.1 — Définition par transversalité de S°

fonctions implicites.

Ce dernier théoréme nécessite de travailler avec des espaces de Banach, ce qui n’est pas le cas
de T'F. Cependant, pour o proche de la section nulle et pour f’ proche de f, la section S% (o)
ne dépend de o que sur un compact K’ C L. Autrement dit, pour toute application f’ proche
de f et tout couple de sections (o,0’) € I'F? proches de la section nulle et dont les restrictions
a K’ sont égales, la section S?, (o) est égale & S% (0'). On considére alors un voisinage compact
C de K’ dans L. On va travailler avec ’espace de Banach T'c F.

On fixe zg € K et (Uy, ¢) une carte de Ly, d'un voisinage de ce point inclus dans W, telle

que si ¢1 et ¢ sont les coordonnées de ¢, on a :
¢: U - RIXT et ¢1(zg) =0

On suppose que Uj est assez petit pour que F' soit trivial au-dessus d’un voisinage relativement
compact de adh(U;) et d'un voisinage relativement compact Uz de adh(f*(Uy)). On fera les

identifications suivantes :
oYW U) 22U xR 771(Us) = Uy x R4

Soit po la projection de Us x R™ ™% sur R*~¢,

On note par CO(T,R"~%) 'espace vectoriel des applications continues et bornées de T dans
R" % qui, muni de la norme uniforme, est un espace de Banach. Pour toute application f’ proche
de f, on définit :

U ToF x RY x 00T, R"™) — O%(T,R"~%)

(o,u,l) — [t — p2(v) — pg oo om(v)]
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Oz := ¢~ (u, t) et v:= f'(x,1(t)).

L’application ¥ est bien définie sur un voisinage de (f,0,0,0) et mesure la distance entre le rond

et le triangle dans la figure 1.2.

o o
1 1
x ) S* . S*x)
ol /\oo — o
E Fisl)

F1G. 1.2 — Valeur de la I'application ¥

On remarque que Wy est une application de classe C' dépendant continfiment de f/, car
toutes ses dérivées partielles existent et sont continues. De plus W(0,0,0) est nul. On veut

maintenant démontrer que 9;¥¢(0,0,0) est inversible. Avec z; := $~1(0,t), on a :

AV £(0,0,0)(1)(t) = To,, (p2 o f)(U(1))

Pour chaque ¢, 9F,, (p2 © £)(0g,) est une application de F,, dans Fpe(z,)- Ces fibres s’iden-
tifient isométriquement a l'orthogonal de 17, £ dans Tj,,)M et a 'orthogonal de T'y«(,,)L dans
Tiop+(2,)M . Donc par l'inégalité (1.1), Op,, (p2 © £)(04,) est inversible pour chaque ¢ et, vue dans
des trivialisations de F', son inverse varie contintiment avec t. Donc 0¥ f((), 0,0) est un isomor-
phisme d’espace de Banach. On peut donc utiliser le théoréme des fonctions implicites qui nous
donne l'existence de voisinages V; de f dans CYM, M), VO de 0 dans I'cF, V; de 0 dans
CO(T,R"%), V,, de 0 dans R? et enfin d’'une application de classe C'! dépendant contintiment de
freVvy:

Py VO x Vi, <, V;  vérifiant :

pr(0,0,0) =0
et V(f,o,u,l) € Vi x VI x V,y x
Us(o,u,l) =0<=1=pp(o,u)
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On observe que pour f' € Vi, 0 € V0et z € Uj :=¢ 1 (V,, x T) :

Sh(0) (@) = py (o, 61(x))(@s(x)). (1.3)

Par compacité de K, on peut choisir V; et VY pour qu’ils conviennent & un nombre fini
d’ouverts U recouvrant un voisinage W’ C W de K. On peut supposer W' assez petit pour que
(1.1) ait lieu pour tout u € (i*T'M/TL)y \ {0}.

On va maintenant étendre cette nouvelle formulation & un voisinage V,, de Op dans I'F'.

Soit p, € Mor(L,R) une fonction valant 1 sur K’ et & support dans le compact C.

L’espace I'F' s’envoie continiment dans ’espace de Banach I'c F' par 'application suivante :

O 0:=pg:0
Soit V,, la préimage de V.0 par cette application.
Par définition de C, on a pour 0 € V, et x € U] := ¢~ +(V,, x T)

St (0)(x) = 85.(5)(x) = pp (G, d1(2))(p2(x)) (1.4)

Par Pannexe A.1.1, il existe r € Mor(L, [0, 1]), valant 1 sur un voisinage de K et 0 sur W'.

On définit alors pour f € Vi et o € V5,

r(z) - S%(o)(z) size W’

0 sinon

Sp(o) =2+ {

Comme Sy (o) et S (o) coincident sur un voisinage de K, il résulte de la définition de S% (o)
que la conclusion 2 du lemme est vérifiée.

On veut montrer que Sy (o) appartient a I'y F, pour f’ € Vet o € V,. Comme r appartient
a Mor(L,R), il suffit de prouver que S (o) appartient I'(Fjyy). Par transversalite, S?/(O') est
clairement continue; il s’agit de démontrer que S?,(a) est continiment différentiable tangentiel-
lement aux plaques de £. Dans un ouvert U] comme précédemment, S% (o) vérifie la formule

(1.4) et grace a la régularité de p, on a :

O1,5/(0) = Qupy (&, $1(2))(¢2(x)) 0 Or, £ 1 (2),

qui est bien définie et varie continiiment avec x.

On prouve ainsi la continuité de (f’, o) — Sy/(0). La transversalité implique cette continuité
pour la topologie C° sur I'F. Comme r appartient & Mor(L,R), que 'application o + & est
continue et que I'application f’ +— ps est continue de V; dans les applications de classe Cl, la

continuité des dérivées suit.
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On définit maintenant f2*. Soit p le morphisme de la restriction de £ x M a un voisinage du

graphe de ¢, a valeur dans L et égale a

p = (z,y) > 7ol (y)

On note par exp l'application exponentielle de M associée & sa métrique riemannienne.
Quitte a réduire Vy, de la restriction de £ x M a un voisinage du graphe de 7 et a valeur dans

M, pour tout f’ € Vy, le morphisme suivant est bien défini et dépend contintiment de f’ :
—1 / .
7 jo f* : o £* S W
7o (g | P @) oD o () sia
f(y) sinon

Quitte a réduire Vy et V;, application suivante est donc bien définie et continue :
Vf X Vy — MO’I“f*(,C|V,£)

(/) |2 f(@) = p(F* (@), @, Bap o Sy (o) (@)))]

On remarque que pour z € K, 0 € Vy et f' € Vy, on a:

oo fr¥(z) = JOﬂof’oSf/(J)(a:) = f,OSf/(O')(.’IJ).

Donc la conclusion 3 du lemme est vérifiée. De plus, la conclusion 1 du lemme est bien obtenue

pour nos deux applications.

1.6.3 Action de Sy sur les normes

On va d’abord démontrer que Sf/|v(9 est A-contractante pour la norme C°, pour chaque
f" € V}. Pour cela, il suffit de prouver la A-contractivité de SO’|V£ car, pour o € V2, la norme C°
de Sy/(o) est inférieure a 5’?,(&). On revient & notre formulation implicite locale de S° donnée
par 'application ¥ considérée ci-dessus. On rappelle que, pour z € Uy, f' € Vy et 0 € VY on a
par (1.3) :
Sp(0)(@) = ppr(o,u)(t), o ¢(x) =: (u,t)
avec 0y pf(0,1)(t) = — (0% £(0,u,0) ! 0 9, ¥ (0, u,0))(t)

) { 0¥ 1(0,u,0)(0)(t) = —0 o f*(x)
W5 (0,u,0)(1)(t) = To, (p2 © f)(U(t)) = pr 0 Ik, f(U(E))

Avec pp la projection de l'espace tangent de F, en la section nulle de F, sur F.

= 9,5%(0)(z) = (pr 0 IR, f(0,)) 000 f*(2)

On a muni le fibré F' d’une norme qui l'identifie isométriquement a *T M /T L. donc par I'inégalité
(1.1), on a pour x € W' :
1(pF © O, £(02) '] < A
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= 0:53(0)(2)lco < A~ [loo f* ()] <A~ floflco

Par continuité de 9,59, quitte a réduire Vi et V9, pour f' € Vietoe V9 ona :
0
10557 (0)llco < A lo]|co.

Donc, par le théoréme des accroissement finis, S?,‘VO est bien A-contractante pour la norme
o
C.

Pour la suite, on note V., Dintersection de V, avec [¢F. On rappelle que C est un voisi-
nage compact de K.

On va montrer qu’un voisinage Vy x V,, arbitrairement petit est envoyé par S dans V;. Pour
cela, il suffit de prouver que I'on peut choisir Vy x V,, arbitrairement petit et envoyé par S dans
V,. En effet, par continuité de S, quitte a restreindre V, son produit avec un petit voisinage %4
de 0 dans I'F" est envoyé par S dans Vg. Donc le produit de V; avec le voisinage V,, := VU U VU1
est envoyé par S dans V.

On revient & notre formulation implicite locale de S donnée sur un ouvert U{ par I'applica-
tion ¥ considérée ci-dessus. On rappelle que F' est trivial au-dessus d’un voisinage du compact
adh(U7) et d'un voisinage Us de f*(adh(Uy)). On rappelle que 'on note py les deux projections
sur R”~ ¢, provenant des trivialisations du fibré F, au-dessus de Us et du voisinage de adh(U7).
Pour i € {1,2}, on note V? la connexion sur I'Fly, quiao € V,, associe TpyoTo.

On suppose V,, assez petit pour qu’il soit inclus dans V2. On note o(1) une quantité qui est
proche de 0, quand f’ est proche de f dans Vy et quand ||o||co est petite. On va montrer que,
pouraGVgetf’GVf,ona:

IV 8501 ()l oo <A1 V2a10, [l co + o(1) (1.5)

On fixe 0 € V, et f' € Vy. On a alors pour z € U}, (u,t) := ¢(x) et en identifiant T,,L avec

I’espace tangent en u de RY :
Vlsgl (o)(x) = =¥ (o, u,,of/(a,u))_l 0 0y (o,u, ppr(o,u))(t)
e | O (0w )(0) = (Tpy V2 0 Tr) 0 0,1, 1(1)
vec .
Wy (o,u,1)(t) = (Tpz — V?0 0 T'm) 0 Op, f'(w,1(t))

Ainsi, V1S (0)() est égal a :

~((Tp = V25 0 Tm) 0 O, (S} (0)(@))) o (Tpz = V2o 0 Tm) 0 8, f(Sh(0)(@))  (1.6)

On pose :
A:=Tpyodp, [ 0 SY(o)(x), B:=Trodp,f oS%(c)(x),
C:=Tpyoduf' 0S%(0)(x), D:=Trod,f oS%(0)(x).
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On a donc :
VIS?/(U)(LL“) = —(A-V?0B) ' o(C—V?0D) (1.7)

Par transversalité, |S% (c)||co est proche de 0 quand f’ est proche de f dans Vi et o € V,
est proche de 0 pour la topologie C°.

D’une part, par commutativité du diagramme, quand S% (¢)(z) est proche de 0 et quand f’
est proche de f dans Vy, Papplication C' est proche de 0. Enfin, pour f’ € Vy, Papplication BI\I/;,I
est bornée sur (VY x V,, x V}). Donc, pour o € V, et f' € Vy, on a:

[(A=V%00oB) ol =0(1) (1.8)

D’autre part, pour Vi et V,, assez petit, | D] est proche de || Tf*(z)|| et ||(A — V20 o B)™!|
est proche de ||(pr 0 Or, f(02)) 71| qui est égal & ||[i*T f(x)] ||, par définition de la norme de F.
Donc, par I'hypothése (1.1), quitte a restreindre V; et Vs, pour xz € U, on a :

I(A = Va0 B)™H - | D]l < X (1.9)
et
(A= V%0 0B) ' oV 0 D| < A|V30]|co (1.10)
Par les équations (1.7), (1.8) et (1.10), on obtient I'équation (1.5). Comme V1S () est égal
ar- VIS?,(U) + 8% (o) - dr, on a:
IVESp ()]l < M Vo] + o(1)
Par la propriété 1.4.3 de la partie 1.4.3, on a donc :

VS (@) < Al Vel +o(1)

Ainsi, étant donné 7 > 0 assez petit, il existe 79 > 0 assez petit et Vy un voisinage de f tels
que

Vo :={0 € TcF; |Valleo <m, llofleo < mo}

soit envoyé par Sy dans lui-méme, pour f' € V.

L’image de S étant incluse dans I'yy F, cela implique que
{o e TwF; |[Vollco <m, [lollco <m0}

est envoyé dans lui-méme par Sy, pour tout f' € V.

Pour finir de montrer la conclusion 4) du lemme, il suffit de prouver que, pour f’ € V; et

d >0, il existe N > 0 et un voisinage Vy de f’ tel que pour f” € Vs :

sup Vo — Vo'l < §

(0,0)ESN, (V2)?
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Pour cela, on va travailler avec les sections de la grassmannienne de (F,F). On remarque
que, pour o € I'F, I'application Vo est une section du fibré vectoriel normé 7L ® F' au-dessus
de L.

Soit G le fibré vectoriel sur F' induit par T*L ® F via lapplication 7. Cela signifie que la
fibre de G en y € F est égale a T;‘(y)ﬁ ® Fr(y)- Ce fibré se plonge dans la grassmannienne des
d-plans de T'F, via 'application qui a (y,l) € G C F x (T*L ® F) associe l’espace tangent en y
de 'image, contenant y, d’une section o telle que (Vo) o w(y) = . Via ce plongement, ce fibré
est identifié & son image ouverte dans la grassmannienne.

On rappelle que 1'on note r la fonction sur L telle que S = r - SY et dont le support est inclus
dans W’. De plus, W' est inclus dans 'intérieur de W. On ne perd pas en généralité & supposer
que C' est un voisinage compact de W U f*(W).

Soient quatre petits réels 79 > 1, > 0 et n1 > n} > 0 tels que

V) :={o e TwF; ||[Volco <1}, llollco <o}
et Vi, := {0 € TcF; |Vollco <, |lollco < no}

sont inclus dans V; et sont envoyés dans eux-méme par Sy, pour f’ € V.

Soient Fy I'adhérence Uyev;o (W) et Fy 'adhérence de U o(C). On suppose Vy et 1 assez
petit pour que I'image de F par chaque f’, f' € V}, soit incluse dans I'intérieur de Fy. Soit alors
F» I'adhérence de Ugegf,(vé”/evfo(W’). Par A-contractivité de Sy pour la norme CY, quitte a
réduire V¢, le compact F» est inclus dans l'intérieur de Fy. De plus, Fy est compact. Il existe
donc une fonction continue 7’ sur Fy valant 0 sur Fy \ Fi et 1 sur Fy.

Soit Vy la boule fermée de I'espace des sections bornées de G|, de centre 0 et de rayon 7;.

Soit xo la section de G|, qui a y € Fp associe y - dy 7.

Par transversalité, pour tout f’ € V¢, pour tout y € F1 et x € V, (vue comme une section
de la grassmannienne), I'espace T f'~!(y o f’ (y)) est un espace de dimension d, qui s’identifie &
un élément de Gy. On note f'#y la section de G|F, qui a y associe Tf~(xo f"(y))

Soient y € Fy, (f',0) appartenant au domaine de définition de S et x € Vi tels que y
appartient a I'image de o et x(y) est égal & Vo on(y). Pour f’ € V, en utilisant la définition de

S?, et en identifiant V, a un ouvert de la grassmannienne, on a
VSJQ/ (o) = f*xo S?/ (o).
De I'expression de S en fonction de S°, on déduit alors :

(xo+rom- f'7x)o0S%(c) sur W’

0 ailleurs

VSp (o) = {

Syr(o)(z .
(o +rom 14 (LHD) sir(@) £0

0 ailleurs

VSp(o) = (1.11)
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1.6. Preuve du lemme 1.5.1

Ceci nous invite a considérer ’application :

oo Vg — TG,
- yH{ (' xo+7 - rom- f#X) (k) siy€O

0 sinon

Ici O est ’ensemble des éléments de Fy ot la fonction suivante est définie et ne s’annule pas :

yi—>(7“'.7‘07r)<roy7_r(y)>.

Par I’équation (1.11), la définition V) et la stabilité de V, par S ¢, I'application 74 envoie Vi
dans lui-méme. On admet pour I'instant que 74 est A-contractante, pour tout f’ € V.

On va montrer que ¢ préserve l'espace des sections continues de Vi, pour tout f € V.
Soit x € V, une section continue. Sur O et sur l'intérieur du complémentaire de O, I'application
74(X) est clairement continue. On considére donc un élément y appartenant a la frontiére de O.
Cela implique que 74(x)(y) est nul. Soit (y,), une suite de points de Fy N O, qui tend vers y.
Cela implique que (2, := yp /7 © (yn))n est bornée. Donc 7' (y, /1 o w(yn)) - x0(yn), qui est égal
a (r'-drom)(yn/r o m(yn)) - yn tend vers 0. De plus, f/#(x) est bornée sur Fy, donc 7 (x)(yn)
tend vers 0. Cela prouve que I'espace des sections continues est stable par 7.

Comme V, est un fermé d'un espace de Banach, I’application 74 admet une unique section
fixe x s, qui est continue.

On note x, la section de V), telle que x(y) est égal & Vo o m(y), si y appartient & I'image de
o, et égale a 0 sinon.

Il existe Ny > 0 tel que, pour tout f' € Vy et o € S]YO(VU), I'image de o}y est incluse dans

F,. Ainsi, par 'inégalité (1.11), pour n > 0, on a alors :

VS (0w = T (xo) 0 S (@)

On admet de plus, pour tout f' € Vy et 6 > 0, qu’il existe N > 0 et un voisinage V]ﬁ C Vi de
1, tel que le diameétre de 1'union Ufuevf,ch\,f, (Vi) est inférieur a /3.
Par compacité de Fy et continuité de x, il existe 7 > 0 tel que deux éléments (y,y’) € F3,

qui sont n-proches, vérifient :
4]
dOcr () xp(0) < 3
Quitte & considérer N plus grand, par A-contractivité de (Sg)g» pour la topologie CY, le

diameétre CY de S¥,(V;,) est plus petit que n pour f’ € V.. Donc, pour (0,0’) € SV (V)% on a:
N N ¢ 1 26 N N (1
[VSH(0) ~ VSN < 22+ xp 0 SP(o) — xp o S <6

Ce qu’il fallait démontrer.
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Chapitre 1. Persistance de laminations

Il ne nous reste plus qu’a montrer la A-contractivité de 74 et qu’il existe N > 0 et un
voisinage Vjﬁ C V¢ de f', tel que le diamétre de I'union U frevy TJ{\,’, (Vi) est inférieur &4 /3. On va

commencer par montrer la seconde assertion.

Soit K le fibré sur Fy dont la fibre en y € Fy est 'ensemble des compactes non vides de
Gy muni de la distance de Hausdorff. On va montrer par récurrence sur n > 0, que la section
[77(Vy)] qui & 2 € Fp associe le compact UUGT}L,(VX){O-(x)} est une section continue de K, dépen-
dant continiment de f’ € V7.

Pour n = 0, cela résulte de la forme de V,. Soit n > 0, on suppose 'hypothése de récurrence
vérifiée & ce rang. Pour f’ € V; et y € O, la valeur de la section [TJ’}/H(VX)] en y est 'image par
une application continue du compact [77,(Vy)](f'(y/r o7 (y))) qui, via I'identification issue d'une
trivialisation de G' de deux fibres proches de G, dépend contintiment de y et f’. Comme 74 est
une application continue qui est nulle sur les G-fibres Fj \ O, la section Tan(Vx) est continue et
dépend continiment de f’.

Soient f' € Vy et 6 > 0. Par A-contractivité de 74, il existe N > 0 tel que T}Y(VX) a un
diameétre inférieur a §/12. Par continuité, il existe un voisinage Vy de f', tel que, pour f” € Vi
et y € Fp, le compact [T;\,f,(VX)](y) est dans le §/12-voisinage de [T}Y(VX)](y) Ainsi le diamétre

de I'union Ufuevf,T]Jc\,f,(C) est inférieur a /3.

Pour montrer la A-contractivité de 74, il suffit de montrer que, pour tout (x,x’) € VXQ,

ffeVietyeO,ona
75 00 () — 7 (X)W < Allx = Xl

On pose y' :=y/rom(y), qui appartient a Fj. Par définition de V, et de Fi, quitte & réduire
V¢, il existe deux sections o, 0" € V, telles que leur image contient f (). Il suffit donc de montrer
que 'on a :

1(VSs (o) = VSp(a")) om(y)| < Al(Vo = Vo) oo f(y)|

On revient, comme précédemment, a des ouverts distingués U] et Us, avec 7 *(Uj]) qui
contient y. On a c oo f'(y) = f'(y') = o’ oo f'(y) et, par définition de S, les points
Sp(o)om(y), y et Sp(o’) om(y) sont égaux. Par la propriété 1.4.3, il suffit donc de montrer que

I(V!Sf(0) = V'Sp (o)) o m(y)ll < M(VPo = V2o") oo f'(y)] (1.12)

On pose & nouveau A := Tpy 0 dp, f'(y), B := Tw o dp, f'(y/), C := Tpy 0 duf'(y) et D :=
Troduf'(y).
L’équation (1.7) affirme que :

VIS (o) om(y) = —(A — VQUOB)i1 o(C —V?00D)

-1
VIS (o) om(y) = —(A — V20’ o B) o (C— V3¢’ o D)
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1.6. Preuve du lemme 1.5.1

Donc ||[V1S (o) o m(y) — VIS (') o w(y)| est plus petit que
H(A ~V250B) o (V2 — Vo) o DH (A= V2B)t — (A— V2 0 B)7Y|-||C — V2 o D)

Par I'équation (1.9), le premier terme de cette derniére somme est inférieur a N||(V2o —
V2o') o mo f'(y)], avec X < A. On a déja remarqué que ||C|| est petit quand V, et V; ont
un petit diamétre, ainsi que ||D|| est bornée. Donc, pour Vi et V,, petits, |C' — V20’ o D|| est
petit. Enfin, par le théoréme des accroissements finis, ||(A — V20 0 B)™! — (A — V20’ o B)7!||
est dominée par ||(V2o — V20”) o 7o f/(3/)||. Done, on a bien 'équation (1.12) qui implique la

A-contractivité de 7, pour f' € Vj.
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Persistance de stratifications de

laminations
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2.1 Géométrie sur les stratifications de laminations

2.1.1 Stratifications de laminations

Le concept de stratification intervient dans plusieurs domaines mathématiques. Sa définition
est sujette a variation d’un domaine a l'autre et, au sein d’'un méme domaine, d’'un auteur a

I’autre. L’une des définitions les plus générales d’une stratification a été formulée par J. Mather
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Chapitre 2. Persistance de stratifications de laminations

[17]6
Une stratification d’un espace métrique séparable A est une partition ¥ de A en sous-

ensembles, appelés strates, vérifiant les conditions suivantes :

1. Chaque strate est localement fermée, i.e, c’est I'intersection d’un ouvert et d’'un fermé de

A.
2. La partition X est localement finie.

3. (Condition de frontiére) Pour tout couple de strates (X,Y) € %2 vérifiant Y Nadh(X) # 0,
on a Y C adh(X). On note alors Y < X.

Le couple x = (A, X) est appelé lespace stratifié de support A et de stratification X.
Propriété 2.1.1. La relation < est une relation d’ordre partiel sur X.

Preuve

La réflexivité et la transitivité ne posent aucune difficulté. Pour montrer I’antisymétrie, on choisit deux strates
(X,Y) € X vérifiant X <Y et Y < X. Cela signifie que X C adh(Y) et Y C adh(X), ainsi adh(X) est égale &
adh(Y). Comme X et Y sont localement fermées, ces deux strates s’intersectent forcément et comme ¥ est une

partition de A, ces deux strates sont égales.

Stratifications analytiques et différentiables Parmi les domaines ol interviennent les stra-
tifications, on peut citer la géométrie analytique et la géométrie différentielle. On va préciser nos
définitions de stratification dans chacun de ces domaines :
— En géométrie analytique, on rappelle qu'une variété analytique singuliére est 1’ensemble
des zéros d’une applications analytique de C" dans C™.
Dans ce travail, on appellera espace stratifié analytique un espace stratifié dont le support
est une variété analytique (singuliére) et dont les strates sont des variétés analytiques non

singuliéres de dimension constante qui vérifient :
Y(X,Y)eX? s X <Y alors dim(X) < dim(Y)

La stratification d’un tel espace revient alors a la définition de H. Whitney [31] des strati-

fications, dans ce contexte de géométrie analytique.

— En géomeétrie différentielle, suivant les travaux de J. Mather [17] et R. Thom [28], C.
Murolo et D. Trotman [19] définissent une stratification comme étant un espace stratifié
dont les strates, munies de la topologie induite par le support, sont des variétés connexes
et vérifiant :

Y(X,Y)eX? siX <Y alorsdim(X) < dim(Y)

5Dans l’article de Mather, 'objet de la définition est appelé préstratification. Cela correspond en fait & la

stratification telle qu’elle est entendue ici.
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2.1. Géométrie sur les stratifications de laminations

Dans ce travail, on appellera ce type d’espace stratifié un espace stratifié différentiable.

Un tel objet intervient notamment dans 1’étude des singularités ou des zéros d’une appli-

cation générique ([28], [17]).

De fagon similaire, on introduit la notion d’espace stratifié laminaire : un espace stratifié

(A,Y) dont les strates, munies de la topologie induite par A, sont des laminations et vérifient :
V(X,Y) e X? siX <Y alors dim(X) < dim(Y)

Comme un espace stratifié analytique ou différentiable est un espace stratifié laminaire, par

abus de langage, un espace stratifié désignera un espace stratifié laminaire, pour toute la suite.

En général, les espaces stratifiés différentiables sont utilisés avec des conditions de régularité
supplémentaire : soit en les supposant plongés, avec une certaine régularité, dans une variété;
soit en les munissant d’une structure géométrique plus fine.

On va commencer par définir les plongements, ce qui permettra d’introduire quelques exemples
d’espaces stratifiés. Dans la partie 2.1.2 sera introduite une structure géométrique, le treillis de

laminations, existant sur certains espaces stratifiés.

Un plongement p d’un espace stratifié (A4,Y) dans une variété est un homéomorphisme sur
son image qui, restreint & chaque strate, est un plongement de laminations. On dira que le plon-
gement p est a-régulier si pour (X,Y) € X2 tel que X < Y et pour (z,), € YN tendant vers
x € X, Pespace T'p(TX) est inclus dans toute valeur d’adhérence de T'p(1,Y).

Quand un espace stratifié est plongé, on identifiera souvent I’espace stratifié et son image par
le plongement. Si ce dernier est a-régulier, on dira par abus de langage que la stratification (de
laminations) est a-réguliére.

La définition de la a-régularité est due a H. Whitney, qui a démontré que toute variété analy-
tique singuliére supporte une stratification analytique a-réguliére [32]. Cette définition est aussi

tout a fait standard dans I’étude des espaces stratifiés différentiables.

Exemples de stratifications de laminations

1. Etant donnée une sous-variété & bord, les composantes connexes de son bord et de son
intérieur munis de leur structure de variété forment une stratification (différentiable) (a-

régulicre).
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. L’ensemble {0} x RUR x {0} supporte une stratification (différentiable) & deux strates,

dont la premiére est {0} et la deuxiéme de dimension un est {0} x R* UR* x {0}. Cette

stratification est canoniquement plongée dans R? (a-réguliérement).

. Si M est une variété, K un compact d’intérieur vide de M, alors K muni de la structure

de lamination de dimension 0 et M \ K muni de la structure de variété induite par M,

forment une stratification de laminations (a-réguliére) a deux strates.

. Soient respectivement S! et D, le cercle unité et le disque unité ouvert du plan complexe

C. Soit A le sous-espace topologique adh(D) x {1} U {1} x S! de C?, que l'on stratifie en
une lamination de dimension 2 supportée par D x {1}, ainsi qu’en trois laminations de di-
mension 0 supportées par St x {1}\ {(1,1)}, {1} x S\ {(1,1)} et {(1,1)}. L’espace stratifié

obtenue est canoniquement plongée (a-réguliérement) dans C2.

. Soit f € CY(M, M) est un difféomorphisme axiome A vérifiant la condition de transversa-

lité forte. Si 'on note (€2;); la décomposition spectrale de I’ensemble non errant €2, alors
(W5(£2;)); forme une stratification de laminations (a-réguliére) sur M. On ne fera pas la
preuve ici, mais c’est une conséquence de 'existence d’une famille compatible de disques
instables ([rob| thm. 5.1).

. Soient (A1, ¥1) et (Ag, X9) deux espaces stratifiés. Soit (A1 x Aa, 31 x 3g) 'espace stratifié

de support A; x Ay et dont les strates sont
21X22:{X1XX2; XlGEthXQEEQ}

La vérification que X1 x Yo définit un espace stratifié est élémentaire :

Pour tout (X1 X XQ,Yl X YQ) € (El X 22)2,
X1 % XoNadh(Yi x Ya) # 0 < X1 Nadh(Y:) # 0 et Xo N adh(Ys) # 0

donc pour chaque ¢ € {1,2}, on a X; C adh(Y;) et dim(X;) < dim(Y;). ainsi X1 x Xy C
adh(Y1 X }/2) et dZ’I’)’L(Xl X XQ) < Yi X YQ.

On vérifie aussi que, si p; et pg sont des plongements de (A1, X1) et (A2, ¥9) dans M; et
My respectivement, Papplication p := (p1,p2) est un plongement de (A; x Ag, X1 x o)

dans My x Ms. Ce plongement p est a-régulier si et seulement si p; et po le sont.



2.1. Géométrie sur les stratifications de laminations

7. Soient (A, %) un espace stratifi¢ et U un ouvert de A. L’ensemble des strates X € X, qui
rencontrent U, restreintes & U N X forme une stratification de laminations sur U, que 'on

note Xy

Morphismes stratifiés Soient (A,X) et (A, %) deux espaces stratifiés.

Une application continue f de A dans A’ est un morphisme stratifié (resp. une immersion
stratifiée) si chaque strate X € X est envoyée dans une strate X’ € ¥’ et la restriction Jix est
un morphisme (resp. une immersion) de laminations de X dans X’. On dira aussi que f est un
morphisme (resp. une immersion) de (A,X) dans (A’,%).

Dans le cas particulier des espaces stratifiés différentiables, on retrouve la définition usuelle
de morphisme stratifié.

Un endomorphisme d’un espace stratifié (A, X) est un morphisme stratifié qui préserve chaque
strate.

On notera respectivement Mor(3,Y'), Im(X,%’) et End(X) Pensemble des morphismes,
immersions et endomorphismes stratifiés .

Deux morphismes stratifiés f et f’ seront équivalents s’ils envoient chaque strate X € X dans
une méme strate X’ € ¥/ et leurs restrictions & X sont équivalentes en tant que morphismes de
laminations de X dans X’. On note Mors(X,%’) la classe d’équivalence de f que 'on munit de

la topologie induite par celle du produit :

CO(A,A) x 11 Morjx (X, X")
Xey, f(X)cX'ex!

Dilatation normale d’une stratification immergée Soit ¢ une immersion d’un espace stra-
tifié (A,%) dans une variété riemannienne (M, g). Soient f € CY(M, M) et f* € End(X) tels

que le diagramme suivant commute :

M —- M
T4 T4
f*

Ainsi f préserve 'immersion de chacune des strate de X.
On dira que f dilate normalement [’espace stratifié immergé (A,Y) si f dilate normalement

I'immersion de chaque strate de X.

Persistance d’une stratification de laminations plongée On suppose de plus que i est

un plongement. On dira que la stratification de laminations ¥ est persistante si, pour tout C'-
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endomorphisme f’ proche de f, il existe un plongement stratifié i/ de (A,%) dans M et un
endomorphisme f”* € Endg«(X), tous les deux proches de i et f* respectivement, et tels que le

diagramme suivant commute :

f/
M —- M
A
A — A
f/*

On suppose de surcroit que i est un plongement a-régulier. Si le plongement #’, pour tout C'-
endomorphisme f’ proche de f, est a-régulier, on dira que la stratification a-régulicre ¥ est

persistante.

Le but principal de ce travail est de montrer la persistance de certaines stratifications a-
réguliéres normalement dilatées. Or la régularité de ces stratifications n’est pas suffisante pour
garantir leur stabilité, méme dans le cas d’une stratification différentiable compacte (on donnera
un contre exemple dans la partie 2.2.2). On va introduire une condition de régularité intrinséque
plus forte : supporter une structure de treillis. Pour I’étude des espaces stratifiés différentiables,

d’autres auteurs avaient considéré d’autres conditions intrinseques ([17], [28], [19]).

2.1.2 Structure de treillis de laminations sur un espace stratifié

Cette structure nécessite les définitions qui suivent :

Cohérence et compatibilité de deux laminations Soient L et Ly deux parties d’un espace
métrique L, munies respectivement des structures de laminations £ et Lo. Supposons, par
exemple, que la dimension de £1 est inférieure ou égale a la dimension de Lo.

Les laminations £ et Lo seront dites cohérentes si pour x € L1 N Lg, il existe une plaque de
L1 contenant x incluse dans une plaque de L.

Les laminations £q et Lo seront dites compatibles si pour x € L1 N Lo, la feuille de £

contenant x est incluse dans une feuille de L.

Feuilletage d’une lamination Soient (L1, L) et (L2, L2) deux laminations de dimensions
respectives di < do. On dira que £ est un feuilletage de Lo si Ly = Ls et si, pour & € Lo, il
existe un voisinage U de = et une carte (U, ¢) qui appartient a £1 et & Lo. Autrement dit, il

existe des ouverts U; et Uy de R4 et R%2~% respectivement, tels que :

espace transverse de Lo
=
(¢:U—>U1><U2X T )€E1ﬂ£2

espace transverse de £
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2.1. Géométrie sur les stratifications de laminations

On remarque que les laminations £ et Lo sont alors cohérentes.

Exemples de feuilletages de laminations
— Si dans cette définition Lo est une variété différentiable, alors £; est un feuilletage C*
(classique) de cette variété de dimension dj.
— Soit K un espace métrique localement compact, L1 = Ly = R% x K et L5 la structure de
lamination de dimension dy canonique sur Lo. Soient dy < da, ¢ € CO(K, Dif f1(R%,R%))

et L1 la structure de lamination sur L; dont les feuilles sont
[B(k)(RD x {t}) x {k}, (k1) € K x R~}

alors £ est un feuilletage de Lo.

Propriété 2.1.2. Soient M une variété et (L, L) une lamination plongée dans M identifiée
son image. Soit F un feuilletage C* d’un voisinage de L dans M dont les feuilles sont transverses
aux feuilles de L. Alors la lamination dont chaque plaque est lintersection d’une plaque de L
avec une plaque de F est un feuilletage de L. On notera L h F ce feuilletage de lamination.

Preuve

L’énoncé étant une propriété locale, il suffit de le démontrer au voisinage de tout point z € L. Via une carte
du feuilletage F, un voisinage U de © dans M s’identifie & R", et F s’identifie au feuilletage de dimension d
associé a la décomposition R x R" =%, Soit E C R" 'espace correspondant & T, L. Par transversalité, il existe un
sous-espace vectoriel F' de R¢ x {0} supplémentaire & E dans R". Quitte a réduire U, U'intersection des feuilles de
L avec U s’identifie & une famille continue de graphes disjoints d’applications C* de E dans F. Soit (p;)er une

telle famille d’applications. On remarque que I’application suivante :
o : R"NL—EXT
(u+ pr(u)) = (u,)
est une carte de £. Soit d’ la dimension de £ et donc de E. Pour (e,t) € E x T, la préimage par ¢o de (E N

(R% x {0}) + e) x {t} est l'intersection d’une plaque de F avec une plaque de L. En effet cette variété est de
dimension d 4 d’ — n, incluse dans la plaque ¢; ' (E x {t}) de £ et inclus dans la plaque R? x {0}"~% + ¢ de F car
pe(E) C F C R% x {0}.

Soit enfin ¢ un isomorphisme linéaire de E sur R? qui envoie £ N (R% x {0}) sur R Hd=n {0}. Soit

¢ : R"NL R xR xT
(u, pe(w)) = ((u), t)

¢ est une carte de L et de £L N F. La lamination £ M F est donc un de feuilletage de la lamination L.

Voisinage tubulaire Soient (A,Y) un espace stratifi¢ et X une strate de . Un voisinage
tubulaire de X est une lamination (Lx, Lx) telle que :

— Lx est un voisinage ouvert de X inclus dans les strates supérieures a X,

— la strate X est la restriction de Lx & une partie £x-admissible,

— la lamination (Lx, Lx) est cohérente avec les strates de X.
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Structure de treillis Une structure de treillis (de laminations) sur un espace stratifié (A, )
est la donnée d’une famille localement finie de voisinages tubulaires 7 = (Lx, Lx)xey vérifiant,

pour X <Y, que (Lx N Ly, Lx|rnLy, ) est un feuilletage de (Lx N Ly, Ly|r ALy )-

Remarques
— Si (A,%) est une variété M, alors M est aussi 'unique structure de treillis sur 'espace
stratifié (A4, ).
— Etant donnée une structure de treillis sur un espace stratifié (A,X), la condition de feuille-

tage implique que les voisinages tubulaires sont cohérents entre eux.

La propriété suivante implique en particulier qu’un voisinage tubulaire d’une stratification

est compatibles avec toutes les strates.

Propriété 2.1.3. Soient (A,X) un espace stratifié et L une structure de lamination sur une par-
tie L incluse dans l'union les strates de X2 de dimension supérieure o celle de L. St la lamination

(L, L) et les strates de &2 sont cohérentes, pour tout X € X, l’ensemble X N L est L-admissible.

Preuve

Par cohérence, les plaques de £ rencontrent les feuilles des strates de ¥ en des parties ouvertes des feuilles
de L. Chaque plaque connexe ne rencontre donc qu’une de ces feuilles. Ainsi chaque feuille de £ est incluse dans
une feuille d’une strate. Donc X N L est L-saturé. Comme 'intersection de deux espaces localement compacts est

localement compact, X N L est L-admissible.

Propriété 2.1.4. Si (A, %) un espace stratifié supportant une structure de treillis T, alors A est

localement compact.

Preuve
Le support des voisinages tubulaires de 7 est un recouvrement ouvert de A. Comme chacun de ces supports

est localement compact, il en est de méme pour A.

Etant données une variété M et une structure de treillis 7 sur un espace stratifi¢ (4,Y), un
plongement p de (A4,%) dans M est 7 -controlé si ¢’est un homéomorphisme sur son image tel

que, pour X € ¥, la restriction p|, . appartient & Mor(Lx, M).

Propriété 2.1.5. Soient M une variété et (A,X) un espace stratifié supportant une structure

de treillis T. Alors tout plongement T -controlé p est un plongement stratifié a-régulier.
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Preuve
Soient (X,Y) € ¥? avec X <Y, z € X Nadh(Y) et (zn)n € YN une suite qui tend vers z. Pour n assez

grand, x,, appartient & Lx et Tp(T%,Y) contient Tp(T%, Lx) qui tend vers Tp(T»X).

Comme nous le verrons dans les parties 2.1.3 et 2.2.2, il existe des espaces stratifiés qui
n’admettent pas de structure de treillis. Dans la partie 2.3, nous verrons cependant des conditions

qui garantissent ’existence d’une telle structure.

Exemples d’espace stratifié admettant une structure de treillis

0. On considére la stratification (Xo, X1, X2) sur un carré formée par sa décomposition sim-
pliciale : la lamination X est formée des sommets du carré, la lamination X; est de dimension
1 et supportée par les arrétes du carré, enfin la lamination X, est de dimension 2 et supportée
par I'intérieure du carré.

Soit L, la lamination de dimension 0 sur 4 petits voisinages dans le carré des sommets de
celui ci. Soit Lx, la lamination de dimension 1 sur 'union disjointe de voisinages de chaque
arréte du carré, dont les feuilles sont paralléles & ’arréte associée au voisinage qui la contient.

Alors les laminations ((Lx,,Lx,), (L1, £L1), X2) forment une structure de treillis de lamina-

tions sur (4, X), que l'on illustre figure 2.1.

Fi1G. 2.1 — Une structure de treillis

1. On considére le cylindre plein et fermé C de R3 défini par
C:={(z,y,2) eR% 22 +y* <letze[-1,1]}
Ce cylindre C' supporte la stratification de laminations ¥ constituée de :
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Fi1G. 2.2 — Plongement controlé d’une stratification exotique sur le cylindre

une lamination Xy de dimension 0 supportée par S' x {—1,1}

une lamination X; de dimension 1 supportée par S'x] — 1,1[ et dont les feuilles sont
verticales

une lamination Xy de dimension 2 supportée par D x {—1,1}

une lamination X3 de dimension 3 supportée par 'intérieur de C.

Cette stratification de laminations est canoniquement plongée a-réguliérement dans R3.

On va maintenant montrer que cet espace stratifié admet une structure de treillis. Soit Lx, un

ouvert de C' contenant Xp. On munit Ly, de sa structure de lamination de dimension 0. Soient

Lx, et Ly, des ouverts disjoints de C' contenant respectivement X; et Xs. On munit Lx, de la

structure de lamination Lx, de dimension 1 dont les feuilles sont verticales. On munit Lx, de la

structure de lamination Ly, dont les feuilles sont horizontales. Soit enfin Lx, := X3 la structure

de lamination de dimension 3 sur l'intérieur de C. On remarque que 7 := (Ly;, Lx,);_, est une

structure de treillis sur notre espace stratifié (C,X).

La figure 2.1 représente aussi une coupe d’un de ces treillis selon un plan contenant 1’axe

de révolution (O,). Dans la figure 2.2, on a représenté un plongement 7 -contrdlé de cet espace

stratifié dans R3, différent de I’inclusion canonique.
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F1G. 2.3 — Une structure de treillis sur un cube

2. Avec les conventions de la figure 2.1, la figure 2.3 donne une structure de treillis sur la
stratification canonique d’un cube, c’est a dire sa décomposition en sommets, arrétes et faces.

Un plongement controlé par ce treillis dans R? est représenté dans la figure 2.4.

3. Soient 7 une structure de treillis sur un espace stratifié (A, %) et U un ouvert de A. Alors
la famille de toutes les laminations (L, L) € 7 restreinte a U forme une structure de treillis sur
(U, %), que I'on note 7.

4. Soient (A,YX) et (A',Y) deux espaces stratifiés. Si chacun de ces espaces admet une
structure de treillis, il existe alors une structure de treillis sur lespace stratifié produit (A x
ALY x Y.

Preuve

On a déja vu, dans la partie 2.1.1, que (4,%) x (A’,%’) est un espace stratifié et que 'ordre partiel qu’il

induit sur ¥ x ¥’ vérifie :
VX x X' eZxY, VWWxY e xy, XxX'<YxY &(X<YetX <Y
On applique alors la propriété suivante pour I'espace stratifié (A x A’, 3 x 3) muni de cet ordre partiel.

Lemme 2.1.6. Pour tout espace stratifié (A, %), il existe une famille d’ouverts (Wx)xex telle que X soit inclus

dans Wx et que les ouverts Wx et Wy s’intersectent si et seulement si X et'Y sont comparables.

Preuve du lemme 2.1.6

Soient X € ¥ et x la partie de ¥ qui n’est pas comparable & X. On a alors

xn adh( Uvex Y) - Xn ( Uvex adh(Y)) = Uyey (X n adh(Y)) -0
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F1G. 2.4 — Plongement contrélé d’un cube
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2.1. Géométrie sur les stratifications de laminations

Aussi, pour x € X, la distance de & Uye, Y est non nulle.
. d(l‘ UYG Y)
Soit al = B —_ =X/
oit alors Wx U (:c, 5
zeX
L’ouvert Wx est donc un voisinage de X. Soit Y € x; on note T la partie de ¥ qui n’est pas comparable a Y.

Soient x € X et y € Y;on adonc xz € UzerZ et y € UzeyZ ; ce qui implique

B@W%B(%W>:@

Ainsi Wx et Wy sont disjoints.

On a ainsi une famille d’ouverts (Wx x x/)(x,x/)exxx vérifiant :

Wxwxr :)XXX/

WxxxlﬂWyxyl#QiXXXISYXY/OHXXXIZYXY/

On note (Lx,Lx)xex et (Lx/,Lx)xres les structures de treillis sur les espaces stratifiés (A,3) et (A',%).

Soit alors Lxxx le voisinage ouvert (Lx X Lx/) N Wxyxx: de X x X', que 'on munit de la structure de
lamination Lx«x/ := (Lx X ‘CX')\LXXx/'

Comme X et X’ sont des parties admissibles de respectivement (Lx,Lx) et (Lx/,Lx), la strate X x X' est
une restriction & une partie admissible de Lxx x/.

De plus, si Lxyxx’ N Lyyxy’ n'est pas vide, alors Wx x x+ intersecte Wy yy. Donc X x X’ et Y x Y’ sont
comparables. Quitte & permuter les notations, supposons que X x X’ <Y x Y’. Ce qui est équivalent & X <Y
et X’ <Y'. La lamination (Lx N Ly, Lx|rynLy ) est un feuilletage de lamination de (Lx N Ly, Ly ALy ), €t
(Lx' N Ly/,[,XqLX,ﬁLy,) est un feuilletage de lamination de (Lx/ N Lyf,[,y/‘LX,mLy,). Comme un produit de
feuilletages de lamination est un feuilletage de lamination, la restriction (Lx xx/ N LYXY”£XXX’|LXXX'”LYXY’)

est un feuilletage de lamination de (Lxxx/ N Lyxy/,ﬁyxy/‘LXXx/ﬂLyXy,).

Ainsi Tproa = (Lxxx/, Lxxx')xxx'exxs est une structure de treillis sur S x S’.

Structure de la réunion des strates de méme dimension La propriété suivante éclaire

la fagon dont les strates et les voisinages tubulaires de méme dimension se rassemblent.

Propriété 2.1.7. Soit (A, X) un espace stratifié muni d’une structure de treillis T . Soit (dy)p>0
l’ensemble des dimensions des strates de X2, ordonné de facon strictement croissante avec p. Pour

chaque p >0, on a :

1. L’union des strates de dimension d, forme une lamination X,. Chaque strate de ¥ de cette

dimension est alors la restriction de X, a une partie admissible.
2. L’union des voisinages tubulaires des strates de dimension d,, forme une lamination (Ly, Lp).

3. X, est la restriction de L, a une partie admissible.
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4. Pour q < p, adh(Xp) N X, est une partie Xq-admissible.
5. adh(X,) C UgepXy-

Preuve

2) Soit ¥, C X I'ensemble des strates de dimension dp. Pour (X,Y) € £2, la lamination Lx|znr, est un
feuilletage de lamination de Ly|r,nr, de codimension nulle, donc les structures de laminations Lx|rnr, €t
Ly|LxnLy sont engendrées par des atlas équivalents et sont donc égales. Ainsi peut-on définir une structure de
lamination £, sur L, := UxeszX engendrée par les cartes de Lx pour X € 3.

1)-3) Chaque voisinage tubulaire de ¥, est cohérent avec les strates de X et leur union forme un recouvrement
ouvert de L,. La lamination £, est donc cohérente avec X. Par la propriété 2.1.3, pour tout X € ¥, le support de
X =X N Ly est L,-admissible. Comme la stratification est localement finie, I'union X, des supports des strates
de 3 est Ly-admissible. On munit X, de la structure de lamination £, x,, ce qui donne 3). Comme chaque strate
X €3, est Ly-admissible et que X est incluse dans X, la strate X est X, = £, x,-admissible, ce qui donne 1).

4) Par la condition de frontiére, on a :

adh(X,)N Xy = |J  adh(X)NY = U Y

XE€Sy, YER, XET,, YER,, Y<X

Comme chaque strate de X, est admissible dans X, et la stratification est localement finie, adh(X,) N X4 est
X -admissible.

5) Par la condition de frontiére, on a :

adh(X,) = |J adh(X)= |J Uvcl U x=U X

XET, Xes, Y<X q<p X€%, a<p

Remarque Pour I'exemple 4 de 2.1.1, (4, (X,),) n’est pas un espace stratifié.”

Morphismes (74, 74/)-contrdlés Soient (A,Y) et (A, ') deux espaces stratifiés admettant
des structures de treillis 7 et 7’ respectivement.

Un morphisme (resp. une immersion) (7,7")-controlé est un morphisme stratifié de (A, X)
dans (A’, %) tel que, pour X € ¥ envoyée par f dans X’ € ¥/ il existe un voisinage ouvert Vx
de X dans Lx tel que fy, appartienne & Mor(Lx|yy,Lxr) (vesp. f € Im(Lxyy,Lx)). On
note alors f € Mor(7T,7’) (vesp. f € Im(7T,7’). La famille V := (Vx)xeyx est appelée famille
de voisinages adaptée a f (et a (T,7')).

Si (A, %) est une variété M, alors M est aussi une structure de treillis sur cet espace stratifié.
Dans ce cas, on dira par abus de langage que le morphisme est 7 -controlé.

Un endomorphisme T -contréolé est un endomorphisme stratifié de (A4,%) qui est (7,7 )-

controlé. On note End(7) cet ensemble.

"Cependant, si on remplace la condition de frontiére des espaces stratifiés laminaires (A,X) par la condition

(plus générale) :
"pour tout couple de strate (X,Y), la partie adh(X) NY est Y-admissible",

il semble que tout ce qui est prouvé dans ce travail reste vrai et (4, (X,)p) est toujours un espace stratifié et, si

(A, X) supporte une structure de treillis, (Lp), est aussi structure de treillis sur (A, (Xp)p).
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Un isomorphisme (T, T")-contrélé est un morphisme (7, 7")-contrdlé, inversible et d’inverse
(7', T)-controlé.

Propriété 2.1.8. Soient (A,X), (A,Y) et (A", X") des espaces stratifiés admettant des struc-
tures de treillis T, T' et T" respectivement.

— L’identité de A est un endomorphisme stratifié T -controlé.

— La composition d’un morphisme (T,T")-controlé avec un morphisme (T',T")-controlé est

un morphisme (T, T")-controlé.

Preuve

L’identité de A est clairement un endomorphisme contrélé, on va donc montrer que la composition de deux
morphismes contrélés est un morphisme controlé.

Soient f € Mor(T,7T") et f' € Mor(T',T"). Soient V et V' deux familles de voisinages adaptée & respective-
ment f et f'. Chaque strate X € X est envoyée par f dans une strate X’ € ¥’, qui est envoyée par f’ dans une
strate X" € . Donc X est envoyée par f/ := f'o f dans la strate X”'. Soient alors louvert Vi := Vx N f~1(V%).

On remarque que la famille V" := (V¥) xes est une famille de voisinages adaptés a f”.

Morphismes contrdlés équivalents Soient 7 et 7’ deux structures de treillis sur deux es-
paces stratifiés (A4, %) et (A’,Y') respectivement. Deux éléments f et f de Mor(T,T") (resp.
Im(7T,T'), resp. End(T")) seront dits équivalents si chaque strate X € X est envoyée par f et
f dans une méme strate X’ € ¥’ et qu’il existe une famille de voisinages V adaptée a f et f
vérifiant fle eM OT fys. (Lxpvys Lx1)- Etant donné un morphisme controlé f et une famille de
voisinages adaptée & f, on note M or}}(T, T') 'ensemble des morphismes f équivalents & f qui
vérifient la propriété énoncée ci-dessus.

On munit M or}/ (7,7") de la topologie induite par la topologie produit sur :
H Mor gy (Lxivy, L)
Xey f(X)cX'ex!

On munit 'ensemble des familles de voisinages adaptées & f de l'ordre partiel suivant :
V<V e=VXex VycV

Propriété 2.1.9. Soient T et T' deux structures de treillis sur deuz espaces stratifiés (A,X)
et (A',%"). Soit f un morphisme (T,T")-controlé ainsi que V < V' deux familles de voisinages
adaptées a f. Alors la topologie de Mor}/ (7T,T') est égale a la topologie induite par Mor}; (7,77).
Preuve

Par définition de ces topologies, il est immédiat que la topologie de M or}}/ (7,7T") est plus fine que la topologie

induite par Mor}j(’f7 T"). Il suffit donc de prouver que la topologie de Mor}}/ (7,7T") est moins fine que la topologie
induite par Mor}/(T, T"). Pour cela il suffit de montrer, pour X € X envoyée par f dans X’ € X', que la topologie
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de Mor vy (Lx)vy, L) est moins fine que Mor}}(T, 7"). Comme un compact de Vx est une union finie de

compacts de (Vy')y>x, la topologie de Mor )y, (Lx|vy, L) est moins fine que la topologie produit :
II  Morpw (Lriw . £3)

Y>X f(Y)cY’es!

qui est elle-méme moins fine que celle de M or}j(’f7 7.

Cette derniére propriété signifie que les espaces topologiques (M 07‘}) (7,7"))y ne different que

par une condition de respect de plaques. Cela permet de faire les abus de notations suivants :

— Si (A',Y) est une variété M, alors la structure 7’ est constituée nécessairement de la
seule variété M. Les conditions de respect de plaques étant trivialement vérifiées, I'espace
topologique Mor})(T, 7") ne dépend ni de f ni de V. On note alors Mor(7T, M) cet espace.

— De maniére générale, quand la topologie induite par M 07’})(’]', 7") sur un sous-espace F
ne dépend pas de V, on se permettra d’écrire que F est muni de la topologie induite par

Mor(T,T").

Remarques

— La topologie de M or}/(T , T") est plus fine que la topologie induite par Mory(%,%’). En ef-
fet, la topologie compacte-ouverte de C°( A, A’) est moins fine que la topologie Mor}/(T, 7,
car V recouvre l'espace A et I'inclusion de CY(A, A") dans [] vy C°(Vx, A’) est un homéo-
morphisme sur son image.

Enfin, pour une strate X € ¥ envoyée par f dans une strate X’ € X, la topologie de
Mor gy, (Lxvy, L) est plus fine que la topologie de Mory x (X, X').

— En général, la topologie de Mor}) (T,7') est différente de la topologie induite par Mor (3, ¥').
Par exemple, le disque unité fermé adh(D) de C supporte la stratification canonique ¥ for-
mée du disque unité D et du cercle unité S'. Cet espace stratific admet la structure de
treillis 7 formée de D et de la lamination (Lgi, Lg1) dont les feuilles sont les cercles de
centre 0 et de rayon r €]1/2,1]. On parameétre adh(D) par les coordonnées polaires (6, r).
L’ensemble des fonctions f sur adh(D) telles que supyer, [[09f(z)[| < 1 est un ouvert de
Mor(T,R). Par contre, dans tout ouvert O de Mor(X,R), il existe une suite de fonctions
(fa)n € (Mor(T,R) N O)N telle que sup,,>, veLy 109fn(z)] = oo

2.1.3 Des structures géométriques sur certains espaces stratifiés

Dans cette partie, on va rappeler certain travaux définissant des structures géométriques
similaires aux treillis sur les stratifications. Ces structures seront presque toujours plus faibles
que les treillis de laminations, car elles interviennent dans un contexte topologique.

La mise en place d’une structure géométrique sur les stratifications remonte aux travaux de

H. Whitney sur ’étude des variétés analytiques singuliéres [31] :
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Conjecture 1 (H. Whitney 1965). Toute variété analytique singuliére V. de C™ supporte une
stratification analytique telle qu’au voisinage de chaque point p d’une strate X, il existe un voi-

stnage U de p dans V', un espace métrique T et un homéomorphisme :
¢ (XNU)xT —-U

tels que, pour tout t € T', la restriction ¢|xnux{sy soit biholomorphe sur son image, la différen-
tielle de ces restrictions soit continue sur (X NU) x T et la lamination engendrée par ¢~ (de

méme dimension que X ) soit cohérente avec toutes les strates.

Plus tard, R. Thom et J. N. Mather considérent des espaces stratifiés différentiables (A, X),
ayant des conditions de régularités intrinséques supplémentaires, qui dans certain cas permettent
de prouver que leur stratification est localement triviale, ¢’est & dire, que pour chaque point x € A
appartenant & la strate X € X, il existe un voisinage U de x dans A, un voisinage V de x dans
X, un espace stratifié différentiable (A’, ¥') et un homéomorphisme h : V x A" — U tels que les
strates de ¥ sont les images par h des strates de (V x A, Xy x .

En 1993, D. Trotman adapte la conjecture de H. Whitney aux espaces stratifiés différen-
tiables®. Pour énoncer sa conjecture, on rappelle qu'un plongement p d’un espace stratifié diffé-
rentiable (4, Y) dans R” est b-régulier si :

pour tout (X,Y) € X2 avec Y < X, pour toutes suites (z;); € XN et (y;); € YN qui convergent
vers y € Y, si T,, X tend vers 7 et que le vecteur unitaire dans la direction de 7;y; € R™ tend
vers A, alors A est inclus dans 7.

Il est bien connu et facile & démontrer que la b-régularité implique la a-régularité. La conjec-

ture s’énonce ainsi :

Conjecture 2 (D. Trotman 1993). Soit un espace stratifié (A,X) de variétés réelles (connezes)
b-régulierement plongées par p dans R™ ; alors pour tout X € 3, x € X, il existe un voisinage U
de x dans A et un voisinage tubulaire (L, L) de Xy dans l’espace stratifié (U, %) tel que pjp,
soit un plongement de (L, L).

Dans sa thése C. Murolo [19] s’appuie sur cette conjecture pour définir un "Systéme de
controle feuilleté, totalement compatible et a-régulier" qui est la donnée de voisinages tubulaires

(Lx,Lx)xes deux & deux compatibles, sur un espace stratifié différentiable.

Par ailleurs, pour tout difféomorphisme axiome A, vérifiant la condition de transversalité

forte et agissant sur une surface M, W. De Melo [6] construit une véritable structure de treillis

811 s’agit bien d’une adaptation car H. Whitney démontre que toute variété analytique singuliére supporte une

stratification analytique b-réguliere [32].
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sur la stratification de laminations (M, (W*(A;));), ot (A;) est la décomposition spectrale de
I'ensemble non-errant et W*(A;) est munie de sa structure de lamination canonique (cf 1.2.2)
9. Ce travail lui permettra de démontrer la stabilité structurelle des axiomes A en dimension 2
ayant la condition de transversalité forte. De facon locale, cette idée sera reprise par C. Robinson
[22] pour achever la démonstration de la conjecture de J. Palis et S. Smale [27] : tout axiome A

satisfaisant la condition de transversalité forte est structurellement stable 1°.

On verra que les stratifications a-réguliéres n’admettent pas toujours localement une struc-
ture de treillis, ni méme une trivialisation locale. Mais au-dela des contraintes locales, il existe
aussi des contraintes topologiques globales empéchant une stratification d’admettre une structure
de treillis de laminations.

Par exemple, on considére la stratification du fibré tangent de la sphére S?, formée de deux
strates, 'une étant la section nulle et 'autre étant son complémentaire (de dimension quatre).
Cette stratification satisfait les deux conjectures ci-dessus, et la restriction de cette stratification
a de petits ouverts admet une structure de treillis de laminations. Cependant cette stratification
n’admet pas une structure de treillis de laminations. On peut le démontrer en raisonnant par
I’absurde. En effet, I'existence d’une telle structure donnerait un feuilletage topologique sur un
ouvert de T'S? dont la section nulle serait une feuille. On identifie la section nulle avec S?. Comme
la sphére S? est simplement connexe, 1’holonomie le long des feuilles est triviale. On choisit un
petit vecteur de T'S? non nul ; on le transporte par ’holonomie et on définit un champ de vecteurs
continu et sans singularité sur I’espace tangent de la sphére. Or il est bien connu, par le théoréme

de la boule chevelue, qu’il n’existe pas de tel champ de vecteurs.

9Dans le cas d’un axiome A ayant la décomposition spectrale (A;);, il définit sur la stratification (W*(A;));
une structure qu’il nomme "system of unstable tubular families". Cette structure est un systéme de voisinages
tubulaires deux & deux compatibles. La condition de feuilletage de laminations n’est donc pas requise, bien que pour
son cas particulier, il la démontre. Il ne s’intéresse en effet qu’a des propriétés topologiques et non différentiables.
Le travail exposé ici peut servir de base pour donner plus de régularité & ’lhoméomorphisme conjuguant : étre un

endomorphisme stratifié.
10Cette structure porte le nom "Compatible families of unstable disks". Méme si I’algorithme construit de facon

locale une structure de treillis, pour les mémes raisons que W. De Melo, C. Robinson demande seulement d’avoir

localement un "system of unstable tubular families".
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2.2. Persistance des stratifications de laminations normalement dilatées

2.2 Persistance des stratifications de laminations normalement

dilatées

2.2.1 Persistance des stratifications de laminations normalement dilatées de

facon controlée

Les hypothéses du théoréme de stabilité nécessitent de généraliser la définition des pseudo-
orbites :

Soient (L, L) une lamination, V un ouvert de L, f € C°V, L), ainsi que 1 une fonction
continue et strictement positive sur V. La famille (py,), € VN est une n-pseudo-orbite de V' qui

respecte L si (pp+1, f(pn)) sont dans une méme plaque de £ de diamétre inférieur a n(pp+1).

On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce travail :

Théoréme 2.1. Soient (M, g) une variété riemannienne et (A, ) un espace stratifié supportant
une structure de treillis T. Soient f € CY(M, M), i € Im(T,M) et f* € End(T) tels que :

f
M —- M
i. le diagramme suivant commute : 11 11
A — A

*

it. f dilate normalement ’espace stratifié immergé (A, X)),

116. il existe une famille de voisinages V adaptée a f* et une fonction continue n € CO(VX,Ri),
pour chaque strate X € X, telles que toute n-pseudo-orbite de Vx qui respecte Lx est conte-

nue dans X.

Soit A' C A un ouvert relativement compact tel que f*(adh(A’)) C A’. Il existe alors un voisinage

Vi de f dans CY(M, M), une famille de voisinages V' adaptée a flar et une application continue :
Vy = Bndp (Tar) x Im(Tjar, M)

fr= (i)
avec i(f) =i et telle que (f',i(f"), f*) vérifie les propriétés (i), (ii) et (iii) ci-dessus pour ’espace
stratifié (A, Y ar) supportant la structure de treillis de laminations e

En particulier, f' préserve la stratification de laminations Y|ar, immergée par i(f") et la

dynamique induite sur [’espace des feuilles de chaque strate est la méme que celle de f.

Sous les hypothéses du théoréme 2.1, on dira par abus de langage, que f dilate normalement

la stratification de laminations ¥ de facon contrélée.
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Chapitre 2. Persistance de stratifications de laminations

En pratique, on se servira du théoréme 2.1 complémenté par le corollaire suivant

Corollaire 2.2. Si, sous les hypothéses du théoreme 2.1, f* est expansif par plaques sur chacune
des strates X' € X et que la restriction de i a A’ est un plongement, alors quitte a restreindre
Vi, pour f € Vi, Uimmersion i(f') est aussi un plongement et f™* est expansif par plaques sur

chacune des strates X' € 4. Ainsi f! préserve Uespace stratifié (A’, ¥ ar) plongé a-régulierement

par i(f’).

Questions :

— Le contre-exemple dans 2.2.2 montre que ’existence, au moins locale, d’'une structure de
treillis est importante pour assurer la persistance d’une stratification de laminations nor-
malement dilatée. Cependant, on peut se demander s’il est nécessaire qu’une telle structure
controdle f* (ou méme 4), pour assurer la persistance de cette stratification immergée. En
effet, dans la preuve du théoréme 2.1, cette hypothése n’intervient que dans le lemme 5.3.4.
Enlever cette hypothése simplifierait beaucoup 'utilisation de ce théoréme.

Dans le cas ou i est un plongement, I’hypothése (iii) est-elle toujours vérifiée ? Sous les
hypothéses du théorémes 2.1, cette hypothése est-elle nécessaire ?

Cette premiére question peut étre une premiére étape dans la recherche d’un éventuel
contre-exemple d’un endomorphisme dilatant normalement une lamination compacte plon-

gée sans étre expansif par plaques.

— Etant donnée une stratification de laminations plongée a-réguliére et normalement dilatée
par f, 'existence d’une structure de treillis (au moins locale) est-elle reliée par des condi-
tions dynamiques supplémentaires ?

Par exemple, dans le cas d’un axiome A vérifiant la condition de transversalité forte, on a
localement ’existence d’une structure de treillis, pour I'espace stratifié (M, (W?*(A;)); (voir
2.1.3).

2.2.2 Un exemple de stratification normalement dilatée non topologiquement

persistante

On se propose maintenant de donner un exemple d’une stratification différentiable a-réguliére,
normalement dilatée par un difféeomorphisme f, telle que la stratification ne soit pas topologi-
quement persistante. Cela signifie qu'il existe f' Cl-proche de f, qui ne préserve pas l'image
des strates par tout plongement C°-proche de l'inclusion canonique de notre espace stratifié.
On remarquera que cet espace stratifié ne peut pas supporter une structure de treillis (méme

localement).
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F1G. 2.5 — Stratification normalement dilatée et non persistante

Soit un cercle plongé dans R? et normalement hyperbolique pour un difféomorphisme f de
R3. On suppose que la direction stable est de dimension 1. Par [11], I'union des variétés fortement
stables de ce cercle est une variété immergée C' de dimension 2 que 'on note W#*. On suppose

que le point 0 € R? est fixé par f et que la restriction de f a ] —1,1[3 s’écrit :
fl]—1,1[3 (] -1, 1[3—> R3

(z,y,2) — (z+ 23,2y, 22)

Le point 0 € R? est donc topologiquement répulsif pour f. On suppose que W* privé du
cercle est contenu dans le bassin de répulsion de 0. Ainsi W* est une variété plongée dans R>.

On suppose que la restriction de f au cercle posséde un point fixe répulsif et que la variété
stable de ce point intersecte | — 1, 1[> en ] —1,1[x{0}?\ {0}. Ainsi, I'union de 0 et de cette variété
stable de ce point est un cercle X différentiablement plongé dans R3. Soit alors Y := W* \ X.

On suppose aussi que l'intersection de W¢ avec ([—1/2—1/8, —1/2]U[1/2,1/2+1/8])x]—1, 1[?
est une union de graphes de fonctions de [-1/2 —1/8,~1/2] U [1/2,1/2 +1/8] dans | — 1,1[2.

Ainsi, la partition 4 := (X,Y) de X UY forme une stratification a-réguliére de R? normale-
ment dilatée par f. On dessine figure 2.5 l'allure de la stratification.

Si cet espace stratifié (restreint & un voisinage de 0) admettait une structure de treillis, alors
un petit voisinage de 0 dans A serait homéomorphe au produit d’un voisinage de 0 dans X par
un voisinage de 0 dans l'intersection de A avec un plan transverse & X. Ce dernier produit peut
étre un segment, qui n’est pas homéomorphe a un voisinage de 0 dans A, car un segment ne

contient pas de surface.
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On suppose par 'absurde que la stratification (X,Y") est topologiquement persistante pour
des perturbations de f. Cela signifie que pour une petite perturbation f’ de f, il existe un plon-
gement p de A dans R3, proche de Iinclusion canonique, tel que h(X) et h(Y') soient stables par
1.

On construit maintenant une famille de perturbations de f contredisant cette hypothése de
stabilité. Soit p une fonction de classe C* & support dans | — 1, 1[ et dont la restriction & | — 3, 5[
est égale a 1. Pour ¢t > 0, soit f; Papplication de R? égale & f sur le complémentaire de ] — 1,17

et dont la restriction a ] — 1, 1[3 est égale a :
ft”fl,l[?’ : ] - ]., 1[34> Rg

(#,y,2) = f(,y,2) + (=t - p(x) - 2,0,0)
On remarque que fy est égale & f. Pour t assez petit, soit (X (t),Y (t)) la stratification stable
pour f; donnée par I’hypothése de persistance topologique de (X,Y).
Pour r €]0, 3[ assez petit, Y intersecte les seules faces {—r}x] —r,r[* et {r}x] —r,r[* de
[—7,7]3. Il en est de méme pour Y (t), avec t assez petit.

Pour t plus petit que 7% < i, Iintervalle | — v/t, V/t[ est stable par I’application :
¢y c x—xtad—t-plx)-x

On remarque que fy_y133(2,y, 2) = (¢t(), 2y, 22).

Par ailleurs, le compact X UY est localement connexe et I’adhérence de Y contient X. Ces
propriétés étant conservées par homéomorphisme, il en est de méme pour X (t) et Y ().

On va montrer que la strate X (t) est égale & X pour t assez petit. Remarquons que les
difféeomorphismes (f;); préserve X, et le dilatent normalement et uniformément. Il existe donc
un voisinage V' de X tel que, pour ¢ assez petit, l'intersection Ny>of; (V) est égale & X. Or,

pour un ¢ assez petit, la strate X (¢) est incluse dans V. Par stabilité de cette strate :
X(t) C ﬂnzoft_n(U) =X

La strate X (¢) étant fermée, c’est un fermé de X. Comme c’est une variété de méme dimension
que X, c’est un ouvert de X. Donc par connexité, les deux strates sont identiques.

On fixe maintenant ¢ > 0 assez petit pour que tout ce qui a été énoncé soit réalisé. Il
existe donc un lacet 7 inclus dans | — v/£, Vt[x[~1,1]2 N Y (¢) contenant 0 € X = X (¢) dans
son adhérence. On va montrer qu'un itéré de v par f; intersecte d’autres faces de [—r,7]? que
{—r}x]—r,r[? et {r}x]—r,r[2. Comme Y (t) est stable par f;, cela impliquera que Y (¢) intersecte
d’autres faces de [—7r,7]3 que {—r}x] —r,r[? et {r}x] —r,r[?, ce qui est une absurdité.
Comme v privé de 0 est inclus dans le bassin de répulsion X, il existe un premier en-

tier naturel n, tel que f'(7) intersecte le complémentaire de | — r,r[>. Comme ¢; stabilise
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] — vVt Vtl et que r < 1, il vient que f'(y) est inclus dans | — V£, V#[x] — 1,1[? et inter-
secte | — Vt,Vt[x(] — 1,1[?\] — r,7[?). Comme le point 0 est fixé par f;, il appartient donc a
l'adhérence de f/*(7y). Par connexité, il existe donc un point de f/'(7) ayant sa deuxiéme ou
troisiéme coordonnée égale & —r ou 7. Comme 4/t est plus petit que 7, le chemin f;*(y) intersecte

donc le bord de [—r,7]? en d’autre face que {—r}x] —r,7[% et {r}x] —r,r[%

2.3 Applications du théoréme de persistance 2.1

2.3.1 Prolongement de la continuation hyperbolique d’un compact répulsif

invariant

La structure de treillis permet d’étendre ’homéomorphisme donné par le théoréme de conti-

nuité hyperbolique montré par M. Shub durant sa thése [25].

Corollaire 2.3. Soient M une variété riemannienne compacte, f € C*(M, M) et K un compact
de M vérifiant :
fUE) =K
On suppose que f dilate K, c’est-a-dire que pour x € K, T, f est inversible et d’inverse

contractante.

Alors, il existe V; un voisinage de f, Vi un voisinage de K et une application continue
Vi — Homéo(M, M)
fr=ilf)

telle que i(f) = id et, pour f' € Vi, la restriction i(f') ke appartient ¢ Dif f1{(M \ K, M \

i(f")(K)). Enfin le diagramme suivant commute au voisinage de K :

f/
M — M
i(f 1 T i(f)
Ve — M
f

Ce corollaire est en quelque sorte I’équivalent (régulier) pour les endomorphismes du théoréme
([Rob], Thm. 4.1) suivant :

Théoréme 2.4 (Robinson 1975°). Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C* et K C M

un compact hyperbolique ayant une structure de produit local. Alors il existe un voisinage Vi de
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K et un voisinage Vy de f dans Dif f1(M) tels que si f' € V¢, alors il existe un homéomorphisme
sur son image h : Vi — M, vérifiant ho f = f' o h. De plus, quand f" est proche de f dans
DiffY(M), h est proche de linclusion canonique dans C°(V, M).

Pour démontrer ce corollaire, on va se servir du lemme suivant que 1’on réutilisera par la

suite.

Lemme 2.3.1. Soient M une variété riemannienne de dimension n et f € C1(M,M). Soit A

un compact de M étant l'union d’un compact K et d’un ouvert X disjoint de K, et tels que :
K Cadh(X), f(K)CK, f(X)CX

On suppose que f est dilatante sur K.

On munit K de la structure de lamination de dimension 0 et X de la structure de lamination
de méme dimension que M.

Alors (A, (K, X)) forme une stratification de laminations normalement dilatée par f et de

facon contrélée; [ est aussi expansive par plaques sur chaque strate.

Preuve du lemme 2.3.1

Comme f|:11 (K) = K et que f est dilatante sur K, il existe un voisinage ouvert Lx de K dans A, qui vé-
rifie ﬂnzofﬁql (Lx) = K. Alors Lg muni de la structure Lx de lamination de dimension 0 et X munie de sa
structure de variété Lx forment une structure de treillis sur I'espace stratifié (A, (K, X)), qui contrdle f. Soit
Vi = f‘gl(LK) N Lx. Comme une pseudo-orbite de Ly v, qui respecte Lx est une orbite dans Vi et que
Nn>of ' (Vi) = K, Phypothése (iii) du théoréme est vérifice. De plus, une application dilatante sur un compact

est nécessairement expansive sur celui-ci, donc f est expansive par plaques sur chaque strate.

Preuve du corollaire 2.3

Soient (M;); les composantes connexes de M.

Commencgons par montrer que le compact K se décompose en une union de composantes connexes (Mi)le
de M et de parties (X;)~ ., d’intérieur vide incluses dans respectivement (M;)/, ;.

Supposons le contraire par I'absurde. Soit K la frontiére de K. Comme f~'(K) = K et que f est ouverte
sur un voisinage de K, on a f~'(0K) = K. On munit M d’une métrique adaptée a la dilation de K. Pour € > 0
assez petit, si 'on note B(9K, ¢€) le e-voisinage de 0K, I'adhérence de f ' (B(OK, ¢)) est incluse dans B(0K, ¢). On
pose U := K \ f~'(B(9K,¢)) qui, pour € > 0 assez petit, est non vide par I’hypothése absurde. De plus, 'image
de U par f est incluse dans l'intérieur de U. On pose U, = f™(U). La suite de compacts (Uy)n est décroissante
donc converge, pour la distance de Hausdorff, vers Uy := Np>0U,. Comme la restriction de f & K est ouverte,
pour tout n > 0, le compact U, 41 est inclus dans 'intérieur U,,. Pour tout n > 0, soit €, > 0 le rayon maximal
d’une boule centrée sur la frontiére de Us qui est incluse dans U,. D’aprés la convergence de (Un)n, la suite (€, )n
tend vers 0, mais par dilatation de f, pour €, assez petit, le réel €,,+1 est strictement supérieur €,. Ceci est bien
absurde.

Ainsi (M, X = {X;, M; \ Xs,i =k,...,N}U{X;,i =1,...,k}) est une stratification de laminations norma-
lement dilatée. D’aprés le lemme 2.3.1, la dilatation normale est controlée et f est expansive par plaques sur les
strates de (M, (K, X)). Les hypothéses du corollaire 2.2 étant donc vérifiées avec A’ = M, on obtient 'application
d’un voisinage V; de f dans C'(M, M) :

e Vi (£
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Puisque f* appartient & la méme classe d’équivalence que f au sein des morphismes de treillis de laminations, f
et f* sont égaux sur un voisinage Vi de K. Par la conclusion (i) du théoréme, on obtient la commutativité du

diagramme.

2.3.2 Produit de stratifications de laminations

Proposition 2.5. Soient M et M' deuz variétés. Soient S = (A, %) et 8" = (A", YY) deux espaces
stratifiés plongés par respectivement i et i’ dans M et M'. Soient f et f deuzx applications C* de
respectivement M et M' dans elles-mémes. On note (f, f') la dynamique produit sur M x M'. On
suppose que f et f' dilatent normalement et de fagon contrélée les stratifications de laminations
S et S

Si (f, f') dilate normalement la stratification produit S x 8" := (Ax A', (X x X') (x xr)enxsr),
plongée par (i,i'), alors (f, f") dilate normalement et de fagon controlée cette stratification pro-
dust.

Si les applications f et f' sont expansives par plaques sur chaque strate de respectivement 3 et
X' alors (f, f') est aussi expansive par plaques sur chaque strate. Ainsi, quand ces stratifications

de laminations sont compactes, la stratification a-réguliere produit S x S’ est persistante.

remarque Etant données deux stratifications laminations normalement dilatées, en général, la

dynamique produit ne dilate pas normalement la stratification de laminations produit.

Démonstration.

Soient ¥ x X' la stratification produit sur A x A’ définie en 2.1.1 et 7Tp.0q la structure
de treillis définie en 2.1.2. Montrons qu’elle contrdle (f, f’). On note respectivement f* et
f"* les endomorphismes i ' o foi et i ' o f oi quisont T et 7' contrdlés. Pour chaque
(X,X') € ¥ x ¥/ il existe Vx et Vxs des voisinages ouverts de respectivement X et X’
dans Lx et Lyx/ vérifiant f"’{/x € Mor(Lxvy,Lx) et fll{"/xl € Mor(Lxy,,, Lx:). Soit alors
Vixx = (Vx x V) N Lxsx: O (f*, )1 (Lxxx/) qui est un voisinage ouvert de X x X’. Cet
ouvert vérifie aussi (f*, f"™) v, ., € Mor(Lxxx/|vy, y» Lxxx). Donc 'endomorphisme stratifie
(f*, ™) est Tppoq-controlé.

On vérifie maintenant ’hypotheése (iii) du théoréme 2.1 pour n > 0. Soit X x X' € 3 x .
Soit (xy,), une n-pseudo-orbite de Vy x/. En projetant canoniquement celle-ci sur A et A’, on
obtient deux n-pseudo-orbites de respectivement Vx et de Vx/ qui respectent Lx et Lx/. Ces
deux projections appartiennent donc respectivement & X et X’. Donc la pseudo-orbite (zp,),
appartient & X x X'. Ainsi 'hypothése (iii) du théoréme 2.1 est bien vérifiée.

L’expansivité par plaques se montre de la méme maniére. O

67



Chapitre 2. Persistance de stratifications de laminations

2.3.3 Exemples de stratifications de laminations persistantes en dynamique
produit.
2.3.3.1 Application de Viana

Soit V. : CxR—-CxR

(z,h) — (22, A% + ¢)

L’application Vi : z+— 22 est dilatante sur S' et stabilise I'intérieur du disque unité D. On
munit S' et D d’une structure de lamination de dimension 0 et 2 respectivement. Soit S I'espace
stratifié (adh(D), (S',D)).

On fixe ¢ €] — 2,1/4[. Ainsi I'application Vo : h ~ h% + ¢ préserve un intervalle ouvert [
et dilate son bord 0I. On munit @I d’une structure de lamination de dimension 0 et I d’une
structure de lamination de dimension 1. Soit So 'espace stratifié (adh([), (0I,1)).

Par le lemme 2.3.1, V; et V5 dilate normalement et de facon controélée les espaces stratifiés
S1 et Sy respectivement et sont expansives par plaques sur chaque strate.

On remarque que l'espace stratifié produit S; x Sp est (adh(D x I), (St x 0I,S! x I,D x
01, x I)) et ses strates sont des laminations de dimension 0,1, 2 et 3 respectivement.

Comme, V dilate normalement la stratification produit Sy x Sy (voir [4] pour avoir les estimés
prouvant la dilatation normale de la stratification produit), on peut appliquer la proposition 2.5
puis le corollaire 2.2, qui implique que la stratification produit est persistante en tant que stra-
tification de laminations a-réguliére, pour des perturbations C' de V. Une vue d’artiste d’une

perturbation de cette stratification de la laminations est représentée figure 2.2.

2.3.3.2 Produit de polynémes quadratiques hyperboliques
Soit f : R" — R"

()i — (7 + ci)i

On choisit (¢;); € [~2,1/4]", tel que pour tout 4, f; : x + x> + ¢; posséde une orbite
périodique attractive, son ensemble de Julia est alors un compact K; répulsif. D’aprés Graczyk-
Swiatek [10] et M. Lyubich [14], c’est le cas pour un ouvert dense de paramétre (c;); € [—2,1/4]".
L’application z +— 22 4 ¢; dilate normalement la stratification de laminations ¥; formée de la
lamination de dimension 0 supportée par K; et la variété X; de dimension 1 supportée par R\ K;
privée de ses composantes connexes non bornées.

Par le lemme 2.3.1, f est un produit d’applications dilatant normalement et de fagon contré-

lée la stratification ¥;, étant expansive par plaques sur chaque strate.
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On remarque que la stratification [[ ¥; est formée des strates (Y7) jcq1,...n), avec Yy la lami-

nation de dimension #., de support : :

1%~ ] &5

Jje€J jeJC
et dont les feuilles de cette lamination sont de la forme [];c; Cj x [[;ce{k;}, avec C; une
composante connexe bornée de X; et k; un élément de K.

Comme f dilate normalement la stratification produit [[3;, en appliquant n — 1 fois la
proposition 2.5, puis le corollaire 2.2, on montre que la stratification produit est persistante en
tant que stratification de laminations a-réguliére, pour des perturbations C' de f.

La figure 2.6 est une expérimentation numérique d’une perturbation de f, pour n = 2 et
c1 = co = —1. Les courbes s’enroulent autour de chaque croisement & une vitesse exponentielle,

ce qui rend cette enroulement imperceptible.

Fi1G. 2.6 — Expérimentation numérique de '’exemple 2.3.3.2

En dimension deux, c’est en réalité J.-C. Yoccoz qui a remarqué la stabilité de cette famille
continue de courbes de classe C!, s’enroulant au point de croisement. Cet exemple motive la
théorie ici présentée.
2.3.3.3 Produit de fractions rationnelles hyperboliques

Soit f : C* — C™
(zi)i = (Ri(2:))s
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ou pour chaque i, R; est une fraction rationnelle hyperbolique : cela signifie que son ensemble
de Julia K; est un compact répulsif, et que son complémentaire est une union finie de bassin
d’attraction d’orbites périodiques. L’application R; dilate normalement la stratification de lami-
nations ¥; formée de la lamination de dimension 0 supportée par K; et de la variété X; := (@\KZ
On remarque que la stratification [] 2; est formée des strates (YJ)JC{L“.’n}, avec Yy la lami-
nation de dimension 2#.J, de support :
1% = I &5
jeJ jeJe
et dont les feuilles de cette lamination sont de la forme [[;c; Cj X [[;c c{k;}, avec C; une com-
posante connexe de X et k; un élément de K.
Pour les mémes raisons que I’exemple précédent, [ [, 3; est persistante en tant que stratifica-

tion de laminations a-réguliére, pour des perturbations C' de f.
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3.1 Variétés a bord normalement dilatées

3.1.1 Persistance des sous-variétés a bord normalement dilatées en tant que

stratification a-réguliére

Théoréme 3.1. Soient M une variété C*, f € CY(M, M) ainsi que N une sous-variété C de
M conneze, compacte et a bord. On note ON et ]\07, le bord et lintérieur de N respectivement.
On suppose que f préserve et dilate normalement lintérieur de N et son bord. Alors f dilate
normalement la stratification (ON, N) de fagon contrélée. Cette stratification a-réguliere est donc
persistante.

Autrement dit, pour toute application f' Cl-proche de f, il existe deux sous-variétés ON' et
N’ telles que :

- N (resp. ON') est préservée par f' et difféomorphe a N (resp. ON ), par un plongement de

classe C* proche de Uinclusion canonique,
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Chapitre 8. Persistance de sous-variétés

~ le couple (N := N'UON', (N’, ON')) est espace stratifié a-régulier et N' est limage de N

par un plongement C°-proche de linclusion canonique de N dans M.

Remarque En général N/ n’est pas une sous-variété C' a bord car il n’y a pas de direction
transverse & ON tangente & N'. La variété N’ peut s’enrouler sur ON’ et former une stratification

qui n’est pas toujours b-réguliére.

Exemple d’une sous-variété a bord normalement dilatée, mais non persistante en

tant que sous-variété C' Soient M le plan R? N le segment [—1,1] x {0} et

[ = (ZL‘,y) = (1‘3/2+$/2,2y)

qui est un difféeomorphisme du plan. La variété a bord N est bien normalement dilatée et la
différentielle de f sur chacune des extrémités est 2 - id.

On perturbe maintenant f au voisinage d’une des extrémités A de N de fagon & ce que, sur
une boule B centrée en A, la perturbation f’ soit égale a la composition d’une petite rotation R
centrée en A avec ’homothétie H centrée en A et de rapport 2. Le théoréme 3.1 assure ’existence
d’une stratification (N, (ON', N')) proche de N et stabilisée par cette perturbation f’.

Cette perturbation étant homotope & f, par une homotopie restant dans un petit voisinage
de f dans C'(M, M) et conservant le point fixe répulsif A, par continuité, A est donc une com-
posante connexe de ON’. On peut trouver x € N’ N B telle que T, N’ soit différent de la droite
joignant A a x,, sinon, au voisinage de A, N’ est une demi-droite, ce qui est absurde car la com-
posée d’une petite rotation avec une homotopie ne stabilise aucune droite. On fixe un tel x et on
regarde la préorbite (x,,)n<o de RoH partant de z. L’application RoH étant linéaire et conforme,
Pangle entre T}, N et A;n est constant et non nul. Ainsi la stratification (N’, (ON’, N’)) n’est

pas b-réguliére, et n’est donc pas une variété & bord.

3.1.2 Preuve du théoréme 3.1

On va donc chercher une structure de lamination Ly de codimension un, sur un petit
voisinage Lyy de ON dans N, cohérente avec ON, telle que ((Lon,Lon), Ly = N) forme une
structure de treillis de laminations qui contrdle f et vérifie ’hypothése (iii) du théoréme 2.1.
Pour cela, il suffit de trouver une fonction réelle et continue r sur un voisinage Lgy de ON dans

N vérifiant les propriétés suivantes :
1. la préimage de 0 par r est égale au bord de N,

2. r est une submersion de classe C' sur N N Ly,
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3.1. Variétés a bord normalement dilatées

3. f préserve les hypersurfaces de niveau de r au voisinage de 9N,
4. Ihypersurface de niveau A de r tend vers ON pour la topologie C' quand A tend vers 0.

D’aprés 1, 2 et 4, la structure de lamination Ly sur Lgy dont les feuilles sont les composantes
connexes des fibres de r, est un voisinage tubulaire de ON et ((Lgn, Lon), N ) forme une struc-
ture de treillis sur (ON, N) D’apres 3, cette structure de treillis contréle f. Comme Lyy est une
fibration, I'hypothése iii) du théoréme 2.1 est bien vérifiee. Comme f dilate normalement le bord
et 'intérieur de NV, la stratification (ON, N ) est normalement dilatée de fagon controlée par f.
Pour construire la fonction r, on commence par mettre une structure de variété a bord C*°
sur NV, compatible avec sa structure C? initiale (voir [12]). On choisit alors une métrique rieman-
nienne C*° g sur N adaptée a la dilatation normale de 9N dans N. On note exp l'application
exponentielle associée a g. On note n(z) € T,ON' I'unique vecteur unitaire, orthogonal a 1’es-
pace tangent du bord de N et qui pointe vers l'intérieur de N. L’application z — n(x) est de

classe C.

Par compacité de ON, il existe rg > 0 et V un voisinage de N, tels que
Exp : ON x [0,r9[— V

(2,) = exp, (- n(x))
est un difféomorphisme et la préimage f~1(V) est incluse dans V. Soient p1 et po les projections
sur la premiére et la deuxiéme coordonnée de N x [0,r[. On note alors p la fonction sur V' égale
a pg o Exp~!. C’est une submersion de V. Soit 7 la projection de V sur ON égale a p; o Exp~ L.
Soient t > ¢ > 0 tels que f~'(p~1([0,%])) est un compact inclus dans p~1([0,t — €[). Soit Ly
Iouvert p~1([0,¢[). Soit ¢ € C°°(R), décroissante, valant 1 sur | — 0o, t — €] et 0 sur [t, +-00[. Par
la suite, on s’autorisera a réduire ¢t et donc d’adapter €, ¢ et Lyy. Soient alors C := supy || T f||

et r’ la fonction de classe C! sur Lgy définie par :

= (1—¢0p)-p+¢0p-pgf

:,wf:<1—¢op>-w+¢op-v(f’;f) i (”;f—p) V(pop) (3.1)

Montrons que " est une submersion. On a g(Vp, V(¢ o p)) < 0 et comme C > ||Tf], la
fonction (po f/C —p) est négative. On remarque aussi que Vp(z) tend vers non(z) uniformément
quand la distance entre le bord de N et 2 diminue. De plus g(Vp, V(po f)) est égal au produit
scalaire de Vp avec 'image par I'adjoint de T'f de Vp. Donc par symétrie de g, g(Vp, V(po f))
est égal & g(Vp,Tf o Vp). Par conséquent, pour ¢ assez petit, g(Vp, V(p o f)) est proche de
g(nom,Tfonom) qui est strictement positif, par dilatation normale du bord de N. Ainsi, il

existe m > 0 tel que, pour ¢ assez petit et tout x € Ly, on a :
g(Vr',Vp) >m (3.2)
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En particulier, r’ est une submersion.
On remarque aussi que 1’ = p sur un voisinage de p~1({t}) et ' = po f/C sur un voisinage

de f~1(p7({t})). On peut donc définir la fonction r suivante :

r: Lyy — R

0 sixze€edN
T — 1o fn
T sixe f(Lon) \ fT T (Lon), n > 0
Une telle fonction r vérifie donc les propriétés 1 et 3. Il ne reste donc plus qu’a démontrer les

propriétés 2 et 4 pour ¢ assez petit. De plus, on remarque que 7|7, \on est de classe Cct.

Pour démontrer 4, on va prouver que les lignes de niveau de 7’ sont C' proches du bord
de N pour t assez petit. Comme le bord de N est normalement dilaté, par le lemme 1.5.1, les
préimages de ces lignes de niveau par f™ sont de plus en plus proches de 9N quand n tend vers
I'infini. Or I'ensemble des préimages des lignes de niveau de v’ par f™, pour n appartenant a un
voisinage de 'infini, contient les lignes de niveau de r dans un voisinage de ON. Cela démontrera
donc la propriété 4. Ecrivons maintenant ceci plus en détail.

On se sert donc du lemme 1.5.1. Pour son utilisation, la variété ambiante est une variété sans
bord de méme dimension que N et qui contient N (une telle extension existe par le lemme du
collier). La dynamique sur cette variété est une extension de Jin- Et la lamination normalement
dilatée est la sous-variété compacte ON . L’ouvert relativement compact L’ sera choisi égal a
ON. Aussi, le L-fibré (F,F) est égal & ON x R. On étend notre immersion Exp en morphisme
de ON x R que l'on continue & noter du méme nom. Soit enfin la connexion sur I'F' qui & une
section associe sa différentielle, vue comme une fonction sur ON.

Ce lemme 1.5.1 nous garantit donc 'existence d’un voisinage V,, de la section nulle de I'F’ et
d’une application continue :

Vy—CYON,ON) x V,

o (f5,5(0))

telle que pour o € V, le diagramme suivant commute :

fin
N — N
ExpoS(o) 1 T Ezxpoo
ON — ON
fs

Ces applications vérifient aussi : S(0r) = OF et f5. = flon- De plus, le diamétre de S™(V;)
tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Enfin, I'image de Exp o S(o) est 'intersection d’un voisi-

nage de ON avec la préimage par f de 'image de Exp o . On va montrer que chaque ligne de

74



3.1. Variétés a bord normalement dilatées

niveau de 7’ est 'image d’une application Expo o, pour un certain o € V,, si t a été choisi assez
petit. Ainsi une ligne de niveau de 7|7k, sera 'image de Ezpoo, pour o € S*(V,) ; une telle
ligne de niveau deviendra C'-proche de 9N quand k tendra vers I'infini. Ce qui est I’assertion 4.

On a remarqué que g(Vp,Vr’') > 0, en (3.2). Comme Vp = n pour ¢ assez petit, par le
théoréme des fonctions implicites, les lignes de niveau de 7’ sont les images par Exp de sections
de T'F. Bien str, la norme C? de ces sections tend vers 0 avec t.

On va montrer que c’est aussi le cas de la norme C'. Pour cela, il est plus commode d’iden-
tifier le voisinage V' a ON x [0,r9[ et un voisinage de N, via Papplication Exp. Dans cette,
identification la section o, associ¢e a la ligne de niveau p de r’ est une fonction sur N, qui
vérifie :

r'(z,04(x)) = p, Vx € ON
= (8T8N7“/)(x,0'#($)) + (aRr/xx’J#(x)) . TU#(.Q?) =0, Vz € ON (33)

Or, dans cette identification, d’aprés (3.2), on a :
orr’ = g(Vr',Vp) >m >0

Par ailleurs, la forme linéaire drgnr’ s’identifie & Tr' o Tyy Exp. On a d’apreés (3.1),

Tr' o ToyExp = % -T(po foExp) (3.4)

La forme linéaire dpgnr’ est donc de norme inférieure a celle de drgn(p o f o Exp). Comme f
préserve le bord de N, la norme de dpgn(po f o Exp) est arbitrairement petite quand t tend vers

0. Il en est donc de méme pour dpgnr’ et Toy,.

Il ne reste plus qu’a prouver la propriété 2. Par dilatation normale, il existe au voisinage
de ON un champ de cones stable par T'f et centré en Vp. Donc, il existe m’ > 0 (indépendant

de t assez petit) tel que 'on a :

g(Vo(fF(@), TfH(Vp(x)) _ B
1T F*(Vp())] >m', Vk >0, Vo € f~%(Lon) (3.5)

De plus, les lignes de niveau de 7’ sont C' proches de N, pour t assez petit. Donc, % est

uniformément proche de Hg—'zH quand t est petit. Ainsi, on a :
C" - Tr(Vp(x)) = g(Vr', Tf*(Vp)) > 0, Vo € f(Low) \ f7 (Lon) (3.6)

Cela prouve que r est une submersion sur Lyy privée du bord de NV, c¢’est-a-dire la propriété 2.

Cela finit la preuve de ce théoréme.
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3.2 Variétés a coins normalement dilatées

3.2.1 Rappels sur les variétés a coins

Une application d’un ouvert de R’} dans R™ est de classe C* (resp. C*°) si on peut I’étendre
en une application de classe C! (resp. C*°) d’un ouvert de R" dans R™ . La différentielle en un
point d’une telle application sera la différentielle de I'une de ses extensions en ce point (qui ne
dépend pas de I'extension). Une application d'un ouvert de R’} dans R’fr/ est de classe C! (resp.
) si sa composition avec I'inclusion canonique de R? dans R est de classe C! (resp. C).

Un C°°-difféomorphisme d'un ouvert de R’} sur un ouvert de R} est une application qui peut
s’étendre en un C*°-difféomorphisme d’un ouvert de R™ sur un ouvert de R™.

On rappelle qu’une variété a coins N de dimension d est une variété C'*° modelée sur ]Rff_.
Cela signifie que les changements de cartes sont des C'°°-difféomorphismes d’ouverts de Ri.

L’indice d’un point z de N est le nombre de coordonnées nulles de I'image de x par une
carte d’un ouvert contenant cet élément. On note par b* N Iensemble des points de N d’indice
supérieur ou égal & k. On note par 3% N I’ensemble des points d’indice k ; la structure de variété
a coins de N induit sur % N une structure de variété (sans coins).

Soient € N et E I'ensemble des couples (u, ¢), ot ¢ est une carte de N d’un voisinage de x
et u un vecteur de R™. On définit sur F une relation d’équivalence : deux couples (u, ¢) et (v, 1))
sont équivalents si la différentielle de ¢ o ¢~! au point ¢(x) envoie u sur v. L’espace quotient est
appelé I'espace tangent en x & N. On le note T, N. Par transport des structures, on obtient sur

T, N une structure d’espace vectoriel réel de dimension n.

Une application continue h, d’une variété a coins N dans une autre N’ est de classe C! (resp.
C™), si vue a travers des cartes ¢ et ¢’ de respectivement N et N’, I'application ¢’ o h o ¢~}
est de classe C! (resp. C°°) sur son ensemble de définition. Dans ce cas, pour € N, on vérifie
que l'application A induit une application linéaire, dite différentielle de h en x et notée T,h,
qui & un vecteur v € T, N envoie la classe d’équivalence de (T, (¢' o ho ¢ 1) (u),¢'), ot (u,¢)
est un représentant de v et ¢’ une carte d’un voisinage de h(z). L’application h est une im-
mersion (resp. submersion) si sa différentielle est injective (resp. surjective) en tout point. Un
C*°-difféomorphisme de variétés & coins est une application C'*° qui posséde un inverse de classe
C*°. Un C*°-difféomorphisme local (de variétés a coins) est une application dont la restriction &
un voisinage de tout point est un C'°*°-difféomorphisme sur son image. Un plongement de classe
C! (resp. C®°) est un homéomorphisme sur son image, qui est aussi une immersion de classe C'*
(resp. C).

Soit N une variété a coins plongée par 7 dans une variété (sans coins). On remarque alors

que la stratification (N, (9% N)) plongée par i est a-réguliére.
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On rappelle qu’une métrique riemannienne sur une variété a coins est un produit scalaire sur
chaque espace tangent dépendant différentiablement du point base.

On va maintenant définir une variété a coins ' N telle que 9' N \ b'9' N s’identifie & 9" N.
Les points de 9' N sont les couples (x, F) oil 2 appartient & b' N et E est une valeur d’adhérence
de (T, 01 N),, dans I’espace des plans de codimension 1 de TN, pour (), € ("' N)N qui tend
vers x.

Cet ensemble ' N est muni de la structure de variété a coins engendrée par les cartes sui-
vantes : pour (z,E) € O'N, on choisit une carte ¢ d'un voisinage distingué¢ V de x € N.
Le sous-espace vectoriel E est donc de la forme T,¢~'(RF~! x {0} x R?F), si 2 appartient &

gb_l(]Rﬁfl x {0} x Rfffk ). On considére la restriction correspondante

(z, E) — o(x)

De telles applications engendrent une structure de variété a coins sur O'N.
La variété a coins ' N s’envoie continiment dans N, via 'application p qui & (z, E) associe
sa premiére coordonnée. On remarque que x € 9% N & exactement j-préimages par p.

On appelle face de N une composante connexe de O'N.

Propriété 3.2.1. Il existe un C®-difféomorphisme local ¢ de la variété a coins O'N x Rt sur un
voisinage V de b' N dans N, telle que ¢(-,0) est égal G p. L’application ¢ sera appelée voisinage
tubulaire de O'N .

Preuve

La preuve découle de la thése de J. Cerf [5]. Pour toute variété a coins N, ce dernier construit un C°°-
plongement de N dans une variété (sans coins) de méme dimension. Il construit aussi une métrique riemannienne
sur N telle que la variété 0°* N est géodésique, pour tout k& > 0. La construction de 'application p est alors

classique.

3.2.2 Théoréme de persistance des variétés a coins normalement dilatées en

tant que stratifications a-réguliéres

Théoréme 3.2. Soient (M, g) une variété riemannienne, N une variété a coins compacte et
(N,X) Uespace stratifi¢ (N, (0% N)y,). Soient f € CY(M, M) et i un plongement de classe C' de
N dans M.
On suppose que f préserve et dilate normalement ’espace stratifié (N, %) plongé par i. Au-
trement dit, pour chaque k, f préserve limage par i de la variété 0% N et la dilate normalement.
Alors, cette stratification a-réguliére est persistante. Cela signifie que, pour toute application

f' Cl-proche de f, il existe i’ un plongement stratifié¢ a-réqulier de (N,X) dans M, tel que i’ est
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CO-proche de i, i’ restreinte a chaque strate 0% N de ¥ est C-proche de Ggon N €l f! préserve
i' (0" N).

De plus, f' dilate normalement la stratification X plongée par i’ de facon contrélée.

Remarques
— Comme pour les variétés a bord, en général, i'(N) n’est pas une sous-variété a coins de M.
— Le théoréme implique en particulier que I’espace stratifié (A, 3) est plongé par la perturba-
tion 7’ de fagon controlée pour une certaine structure de treillis de laminations. De plus, la
structure de treillis construite dans la preuve induit canoniquement un systéme de données
de controle sur N vérifiant la condition de c-régularité de K. Bekka [2] et controlant le plon-
gement . Autrement dit, la stratification (N, X)) est persistante en tant que stratification

c-réguliére.

Questions

— Réciproquement, on peut se demander si toute stratification c-réguliére, préservée et nor-
malement dilatée par la dynamique est persistante en tant que stratification c-réguliére.
Pour ce résultat, il manque essentiellement la preuve de la conjecture 2 de Trotman pour les
stratifications c-réguliéres. Cependant C. Murolo, A. du Plessis et D. Trotman ont annoncé
avoir résolu cette conjecture pour le cas c-régulier.

— Les orbifolds généralisent les structures de variétés a coins et possédent aussi des stratifi-
cations canoniques. Considérons un orbifold plongé dans une variété, dont la stratification
canonique est normalement dilatée par une application de classe C! : cette stratification

est-elle persistante 7

3.2.3 Preuve du théoréme 3.2

Ce théoréme se démontre en construisant une structure de treillis de laminations sur (N, X)
contrélant f. L’expansivité par plaques de f sur chaque strate étant immédiate, on peut alors
appliquer le corollaire 2.2 et la propriété 2.1.5, qui impliqueront la persistance de cette stratifi-
cation a-réguliére.

La preuve de ce théoréme est plus délicate que celle concernant les variétés a bord, car la
dilatation normale de 0°' N ne peut pas étre unifome si N n’est pas une variété a bord. La
méthode est cependant similaire. Dans la partie I), on va montrer qu’il suffit de construire une
fonction sur ' N x Rt vérifiant des propriétés semblables & celles déja rencontrées dans le cadre
des variétés a bord. Dans la partie II), on construira cette fonction. On procéde comme pour
les variétés & bord, mais par défaut de dilatation normale uniforme, on est obligé de changer la

géométrie du domaine fondamental.
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On commence par introduire quelques notations. Soit d la dimension de N. On identifiera N
avec son image par 4. Ainsi, on notera par f € C'(N, N) I'application i ! o f o4. On munit aussi
N de la métrique riemannienne induite par celle de (M, g).

On fixe p un voisinage tubulaire de ' N. On rappelle que p envoie ' N x {0} dans b'N. On
munit O' N x Rt de la métrique riemannienne induite par celle de N, via p.

Il existe V’ et V deux voisinages de ' N x {0} dans ' N x R* et une unique application f

de classe C! de V’ dans V tel que le diagramme suivant commute :

v
pl Ip
N L

On note Ay, := 9%-19'N x {0}, pour k > 1.

Propriété 3.2.2. Il existe pour chaque k > 1 un voisinage Uy, de Ay, dans V, tel que Do, soit
un revétement a k feuillets de Uy, := p(Uk) et tel que
— f71<[7k) C Uk et f71<Uk) c U,

avec FF .= p|_U1 (x) pour z € Uy,
k
~Vxe fTHUL),  f(EE) = Ff,
- Vk<j, zeU,NnUj, FfCFé

Démonstration.

Pour chaque k > 0, il existe un compact K de 0% N tel que
Unzofu_vn(K) =" N

Comme p| 4, est un revétement a k feuillets de 0% N et comme p est un difféomorphisme local, il
existe Vj, un voisinage ouvert de p|_Alk (K) dans V' tel que Py, yi-1(%;) et P, soient des revétements

a k feuillets de V, U f‘;vl(Vk) et Vi := p(V},) respectivement.

On pose Vk/ = f‘l(f/k) \ Vk, Vk/ = p(f/k/) = fﬁvl(Vk) \ Vk et ﬁk = Unzof_n(vk).

D’aprés 'expression de U, la préimage f _1(Uk) est incluse dans Uy,

On va montrer que f~1(Uy) est inclus dans Uy. Par dilatation normale, pour Vi assez petit
et x € f~1(Uy), les valeurs d’adhérence de I’ensemble des hyperplans tangents & 9°* N en tout
point proche de x sont envoyées par T'f bijectivement sur les valeurs d’adhérence de ’ensemble

des hyperplans tangents & "' N d’un point proche de f(z). Or un point y € F]’f(x) est associé a
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une de ces valeurs d’adhérence, qui posséde donc une préimage par T'f. Cela entraine que y a
une préimage par f. Ainsi z appartient a p(f_l(Uk)) qui est inclus dans p(Uk) = Uk.

Cela entraine aussi que, pour z € fﬁvl(Uk), la fibre F¥ est incluse dans f~1(Uy) et que f| Jo
est une bijection de FF sur F f(x).

On suppose que :
Uk C Upzof "V UV et p(f (Vi) C f™(V7) (37)

Comme les ensembles (f ~"(V{))n sont disjoints, il vient alors que FF¥ est de cardinalité k, pour
z € Vi, UV} Soit z € Uy, \ V. Par (3.7), il existe n > 0 tel que F¥ appartient a ﬂ;V"(Vk) Comme
f&f est une bijection de FJ]f sur I J’fn ()" La cardinalité de F' ]Ifn ) étant k, la cardinalité de Ff est
donc égale & k. Cela implique que Pio, est un revétement a k-feuillets de Uy.

On va maintenant montrer (3.7). Soient x € Ui \ Vi et y € FF, comme Uy est égal a
Vi U Un>o f*”(ffk’), il existe alors un unique n > 0 tel que y appartient a fA*”(Vk’) Donc f”(y)
appartient a ‘A/,é et, par commutativité du diagramme, f"(z) appartient a V. Cela implique que
x appartient a f~"(V}).

Pour j > k et x € 3°* N qui tend vers y € 3% N, F¥ tend & étre inclus dans Fg Quitte a
restreindre Vj, et V;, on peut donc supposer que, pour x € Uy N Uj, la fibre FF est incluse dans
Fj. O

I. Une condition suffisante pour obtenir la persistance de notre stratification

Pour construire une structure de treillis de laminations, il suffira de trouver une fonction r
continue, positive, bornée, définie sur un voisinage ouvert D, de 9'N x {0} dans V' et vérifiant

les propriétés suivantes :
P;. il existe C' > 1 tel que :
rof=C-r sur D, N f~1(D,)
r~1({0}) = 0'N x {0}

Py. la restriction de 7 & D, \ (9N x {0}) est de classe C!,

P3. pour k > 0, il existe un voisinage ouvert Ly, de 0% N dans Uy, \ b**1 N tel que, pour = € Ly,

la fibre F¥ est incluse dans D, et I'application

L X € L — (7“(3/))%1%C

tll

est localement' une submersion stratifiée : pour [ < k et x € OO N , la différentielle en x

de 7y, le long de % N de rang maximal k — [ ; on note T, 7, cette différentielle. On demande

" Restreinte & un ouvert trivialisant U, du revétement F* — Ly, application 7 est & valeurs dans un espace

qui s’identifie & R]j_. Pour cette structure, on demande que 74y soit une submersion stratifiée.
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3.2. Variétés a coins normalement dilatées

que cette submersion stratifiée vérifie la condition (ay) de régularité de R. Thom : pour
E>1'">1let (2p)n € (0%NNLy)N qui tend vers € 8% N N Ly, 'espace tangent du noyau

de T, 1 tend vers celui de T,y dans la grassmanienne des (d — k)-plans de T'M.

On va montrer maintenant que I'existence d’une telle fonction est suffisante pour construire
une structure de treillis de laminations qui controle f.

On va commencer par construire un voisinage tubulaire (Ly, £;,) de la strate 9% N. L’idée est
d’extraire de la submersion stratifiée r;, une structure de lamination £ sur Lj dont les feuilles
sont les composantes connexes des fibres de cette submersion.

Cette construction serait une simple conséquence du premier théoréme d’isotopie de R. Thom,
si cette submersion était propre.

Pour chaque [ < k, chaque élément 2 € 0% N posséde exactement [ préimages par p dans
O'N x {0}. Donc par Py, r envoie Ly N %N dans les k—uplets ayant [ coordonnées nulles. Par
(P3), la restriction de ), & de petits ouverts de la variété 0% (L N N) est une submersion de
classe C'' dans R*~!. Ces fibres forment donc un feuilletage Ei sur 9% N N L, de dimension d — k
et de classe C*.

Il s’agit maintenant de montrer que les feuilles des feuilletages (ﬁé)lgk sont les feuilles d’une
lamination Ly sur L. Par (Ps), les espaces tangents a ces différents feuilletages forment une
famille continue sur Ly. Cependant cela n’est pas suffisant pour garantir I’existence d’une telle

structure de lamination.

On se propose donc d’exhiber une structure de lamination Lj, dont les feuilletages (Egg)lgk
sont des restrictions. Soient x € Ly et | < k, tels que x appartient 4 9%N. Soit D, un petit
disque, de dimension k et contenant x, transverse a tout ces feuilletages. Le disque I, intersecte
une petite plaque Ef,m de £}, contenant x et simplement connexe, en un unique point. On va
montrer que D, est localement ’espace transverse a Ly.

Quitte a restreindre D,,, par continuité de ’espace tangent de 'union de ces feuilletages, un
disque I’ proche de D, reste bien transverse a ces feuilletages et intersecte Ef,m en un unique
point. On étend D, sur un voisinage de = en un feuilletage (D, D) de classe C!, dont les feuilles
sont des disques assez proches de I, pour étre transverses aux feuilletages ([,%)ygk et intersecter
Ll en un unique point. On note D, la feuille de (D, D) contenant z’ € D.

Etant donnés un point 2’ d’un voisinage V de x dans D et un chemin v C Eﬁm partant de
I'intersection u de D,/ avec L'f,m et arrivant en x, on peut suivre I'intersection du disque D) avec
la feuille de 2’ dans un certain feuilletage cl ; & condition que cette intersection "ne s’interrompe
pas trop tot". Une telle interruption ne peut se produire qu’a la frontiére de D N 0% N N Ly,
Ainsi, trois accidents peuvent se produire : 'interruption est due soit a la frontiére de Ly, soit &

la frontiére de D ou soit a la frontiere de 9% N.
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Le premier accident peut étre évité en considérant D, et D inclus dans L. Le deuxiéme
accident peut étre évité en considérant V et Eﬁm assez petit pour que l'intersection soit toujours
incluse dans D. On va maintenant montrer par I’absurde que le troisiéme accident est impossible.
Soit ¢t > 0 maximal tel que, pour z’ et Yjo,i» 'intersection soit bien définie. Le chemin 3 partant
de /, déduit de v par holonomie, est inclus dans Lj N 9% N et a son adhérence qui intersecte
LN 0% N, avec I" #1'. Cela implique que I’ < I” < k. Ceci contredit le fait que I'application
s — 11 0 B(s) soit constante sur [0,¢[. Cela contre-dit le fait que 'application r est localement
constante sur les feuilles de ces différents feuilletages.

Comme /Jﬁm est simplement connexe, cette intersection dépend de z’ mais pas du chemin
~. Soit ¢ application qui & 2’ € V associe 'intersection u de D,/ avec E%m et l'intersection ¢
de D, avec la plaque de E% contenant x’ considérée ci-dessus. On montre sans peine que cette
application définit un homéomorphisme sur son image, qui est ouverte, et que cette application
est différentiable le long des feuilletages (E%C)lgk, de différentielle inversible et dépendant conti-
niiment de 2’ € V.

De telles applications p (restreintes a la préimage du produit d’un petit voisinage de = dans
Eﬁm par un petit voisinage de x dans D, N N) engendrent ainsi une structure de lamination L

sur Ly, dont les feuilles sont les fibres de ry,.

Pour montrer que 7 := (L) est une structure de treillis de laminations sur (A, X), ou Ly
est le voisinage tubulaire de 9% N, il suffit de vérifier la condition de feuilletage. Cela revient
a montrer, pour k > I, que Ly z,nr, est un feuilletage de Ly, nr,. On rappelle que les feuilles
de Ly et L£; sont les composantes connexes des fibres de ry et r; respectivement. Par (P;), pour
j<letwxe€ LynL;Nd%N, les points 74(x) et 7(x) ont chacun j coordonnées nulles. Donc
(r(¥))ye(rr p1) n'a aucune coordonnée nulle. Ainsi, par (P) et (P%), I'application suivante est

localement une submersion de variété a coins de classe C1 :

x € L 0 Ly = (r(Y) e rr\rl)

On fixe un petit voisinage distingué U de x pour la structure de variété a coins N. On identifie U
4 un ouvert de R‘i via une carte de N. Dans cette identification, cette submersion locale restreinte
a U N L, N L; peut s'étendre sur un ouvert de R% et ainsi définir un feuilletage Fde classe C*.
Par (P3), ces feuilles sont transverses a I'identification de la lamination (L; N Ly N U, L1, nr,nv)-
D’apres la propriété 2.1.2, Ly 1, nr,nv est donc bien un feuilletage de Ly 1, nr,nv, car Lyp,nr,nv
est égal a F M Ly, nr,nu, pour tout ouvert distingué U de N.

Pour k > 0, soit Vj, := Ly N f~1(Lg). Par (P1), f est un endomorphisme 7 -controlé et (Vj)y
est une famille de voisinages adaptée a f.

On remarque finalement que, par (P;), la condition (iii) du théoréme 2.1 est bien vérifiée.
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3.2. Variétés a coins normalement dilatées

I1. Réalisation de la condition suffisante

On commence par rajouter quelques notations a celles déja établies avant I). Pour k£ > 1,
soient Ay, := (8%-10'N) x {0} et By, := adh(Ay). Chaque point y € V posséde un voisinage U,
tel que pjy, soit un difféomorphisme sur son image. On note p, := p|_U1y I'application de p(Uy)
dans Uy.

i Construction de R

Pour x appartenant a T" :=N}_, f _k(V’ ), on définit :
n
r"(z) = pao fH(x)
k=0

oll py est la projection de ' N x Rt sur RT.

Pour z € Y"1 on a

r(f(x)) = 1" (@) = pao [T (@) — pa(x)

Par dilatation normale et compacité de N, il existe M > 0 et T > 0 tels que, avec R := ™ et

Y := R71([0, T[) que I'on suppose inclus dans TM*! on a :

i.0. R71({0}) = By.

~

il1. 3IC >A>1;Vzr e YT, ona C - R(z) > Ro f(x) > A R(x).

i.2. Pour tout k > 0, quitte & restreindre Uk et Uy, ouvert T contient ﬁk et 'application

x €U (R(y))yngf

est localement une submersion C1 de variétés a coins dans Ri

ii Définition itérative de r

Pour construire r, on va choisir un fermé U de YT, disjoint de By, tel que Dintérieur de f L)
contient U et tel que I'union Uy,>of " (U) soit égale & Y\ Bj. On va aussi choisir une fonction
¥ de classe C! sur T égale & 1 sur U et 4 0 sur T\ f~1(U). On pose D := f~1(U)\ U et on
définit : A
R

C

Ri:=V-R+(1-1)
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ainsi que :

r: Y — R*
0 siy € By
Yy w siyef_"(D),nZO
Ri(y) siyeU
Les propriétés (Py) et (P3) sont alors faciles a vérifier.
Pour montrer (P3), on commence par calculer le noyau de la différentielle de rj en « € Uy. Pour

cela, on calcule la différentielle de r en y € T\ B;. On a :

dRy o T,f* siy e f(D)
dyr =
dyRq siy e O

On note n, := 0 si y appartient a By UU et n, :=n si y appartient & f‘”(D).

On a ainsi, pour = € Uy, :
ker Tpry = ker(dy(Ry o f™ o py))yerk (3.8)

Mais, pour k > 1 et z appartenant & un petit voisinage de 9°* N, les entiers (”y)yeFf n’ont
aucune raison d’étre égaux. Et, comme la dilatation normale de "' N n’est pas uniforme, les
espaces (ker(dy(Ryo f™ o Py)))yerpr e sont pas assurément proches des espaces (ker(dyR))ycpr-
De plus, les n, premiers itérés de y € FF ne restent pas forcément ni dans Uy, ni dans un voisinage
de Aj ou sa dilatation normale agit.

Pour palier & ce probléme, I'idée intuitive est de regrouper par paquet les éléments de la fibre
FF¥, en procédant par récurrence croissante sur .

Par dilatation normale, pour chaque k, tout plan de codimension k£ de T'N, assez proche d’un
plan tangent a 0% N, a toutes ses préorbites par Tf, basées dans un certain voisinage Lj de
0% N, qui tendent & étre tangentes & 0% N. Appelons, de facon informelle, le bassin de répulsion
de TO N T'union de tels plans de codimension k& de TN. On va maintenant esquisser la preuve
de P3), par récurrence croissante :

Pour k = 1, les difficultés précédemment énoncées n’existent pas : pour D assez proche de
"' N, on choisit L; pour que le point y de la fibre F} de tout élément x € L; arrive 4 D en
étant resté dans pl_Ul1 (L1) et ker T'pny ()71 appartient au bassin de répulsion de TO"N.

Pour k > 1 et z € Ly, si les entiers (ny),c pr sont tous égaux a un certain entier n, on
s’arrange pour que, quelque soit y € Ff , chaque point y de la fibre Fa’f arrive & D en étant resté
dans pl_Ulk (Lg) et pour que ker(Tyn () appartient au bassin de répulsion de TO%N.

Si les entiers (ny),c Fr ne sont pas égaux, le minimum n de cette famille n’est pas atteint
pour exactement [ > 0 éléments de F*. On va alors s’arranger pour que :

— les points {f%(z)}, appartiennent a Uy, N Ly,
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— le point f™(x) appartienne & U; et, par récurrence sur k, le noyau de T'pn(z)r1 intersecte le

noyau de (T'Ry o pr)yGFkn(z)\F}nm
de répulsion de T9% N.

en un plan de codimension k qui appartient au bassin

La géométrie de D est donc dictée par la dilatation normale des strates (9% N); et par la
géomeétrie des voisinages (Uyg)g.
Comme la dilatation normale de ces strates n’est uniforme que pour £ =: d maximal, c’est

par récurrence décroissante sur k que ’on va construire D.

iii Géomeétrie du domaine fondamental
On va définir dans cette partie et la suivante une famille de petits réels strictement positifs
t1)¢_, par récurrence décroissante : le réel t; sera considéré assez petit en fonction de (¢;);>z.
k=1 3)i>
On dira que la famille (tk)zzl est récursivement assez petite.

Pour k € {1,...,d} et t > 0, on note :

Wii=<{ ze Uy Z R(y) <t
yeFF

On pose :
U:=T\pg (W)

Par (i.1) et la propriété 3.2.2, pour t < T, on a f‘l(W,i) C W,z/’\. On suppose donc chaque t,
inférieur & T', ainsi I'union U,>of~"(U) est égale & T\ By. On suppose aussi (t) récursivement
assez petite, pour que Cy := adh(Wy \ Uisrf~1(W))) soit un compact propre inclus dans Uy, et
f‘l(ujzkp‘*ﬁl.(Cj)) est inclus dans l'intérieur de szkp‘*ﬁl'(cj), pour k € {1,...,d}.

J J

On démontrera a la fin la propriété, non triviale, suivante :

Propriété 3.2.3. Il existe une fonction U de classe C* sur Y, valant 1 sur U et 0 sur T\ f~H(U)
tel que, pour (t)3_, récursivement assez petite, le noyau Ey(x) = ker(dR; o Tupy)yerr soit

uniformément proche de celui de x — (dR o Tx}?y)yepg; pour x € Cy.

Il s’agit maintenant de fixer (tx)g, par une récurrence décroissante, en fonction de la dilatation
normale. Pour convenir & la définition itérative de r, on va matérialiser I'influence de la dilations

normale des strates de (9% N); par des champs de cones.

iv Champs de cones
On rappelle qu'un champ de cones x sur Cy est un ouvert de la grassmannienne de T'N|c, tel

que, avec x(z) l'intersection de y avec T, N, pour z € C, on a :

x(x) # 0
Yu € x(x), Vt € R, tu € x(x)
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La distance de x a E} est le plus petit € > 0 tel que, pour z € Cy, et u € x(z) unitaire, il existe
un vecteur unitaire de Ey(z) a une distance inférieure a € de u.

La dilatation normale et la propriété 3.2.3 implique le

Fait 3.2.4. Pour k € {1,...,d}, e > 0 et t}, assez petit devant (t;);>r, il existe un champ de

cones xp sur Cy tel que :

1. Pour z € Cy, le cone xi(x) contient Ex(x) et (TzN \ xr(x)) U {0} contient un espace

vectoriel de dimension k. De plus, la distance de xx & Ej est inférieure a €.

2. Le champ de cones xy, est fe-stable : pour x € Cp N f~H(Cy), le cone T f ~*(xu(f(x))) est

inclus dans xx(x).

Démonstration. On munit M d’une métrique riemannienne adaptée a la dilatation normale de
0% N sur le compact 9% N N Cy. Un calcul de la matrice de la différentielle de f au voisinage
de K}, dans les coordonnées associées a une carte de la sous-variété 9% N de M implique alors

simplement ce fait. O

L’esquisse de la preuve dans ii) invite a fixer définitivement (tj)?zl et (Gj)?zl tels que, pour
je{l,...,d},ona:

(A;) pour i > jetz e CjNCy, le cone x;(x) Nker(dRy o Tpy) \Fy est inclus dans x;(x).

YEF]

Pour ce faire, on procéde par récurrence décroissante sur j € {1,...,d} :

L’assertion (Ag) est vide de sens. On fixe alors €; quelconque et ¢4 pour que tout ce qui
précéde soit vérifié.

Soit k € {1,...,d — 1}. Supposons (€;)j>i et (t;);j>k fixés pour que tout ce qui précéde (et
notamment les assertions (A;), pour j > k) soit vérifié.

Pour tous i > k et x € C, N C}, V'espace E;(x) est inclus dans le cone ouvert x;(x) et la fibre
FF¥ est incluse dans F!. Donc, pour ¢, assez petit, le cone x(z), qui est ex-proche de Ey(z),
vérifie :

Xk () Nker(dRy o Typy)yepinpr C Xi(2)

Par compacité, on peut choisir €; indépendamment de x € Cj, N C;. Ainsi, l'assertion (A;) est
vérifiée pour un tel e, que 'on fixe maintenant. On fixe aussi t; pour que tout ce qui précéde

soit vérifié.
v Vérification de la propriété (Ps)
On va montrer par récurrence croissante la propriété suivante :

Propriété 3.2.5. Sur Cy, le noyau de la différentielle de ry est inclus dans xp.
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Démonstration. Pour commencer, on remarque que :
0 =: Mgy C My: —p|U (Cq) C -+ My, = szkpri(Cj) C-+CMy=7

est une filtration. Autrement dit, la préimage par f de M. est incluse dans 'intérieur de My,
pour k € {1,...,d}.

Comme p| (Cl) est égal a adh( (Wl) \ f~1(My)) toute orbite partant de p| L)\ A
arrive en D en étant restée dans C]. A1n51, le noyau de la différentielle de r; en x € C1, qui est
égale & celui de f,* (dRy o TPy (y))yeri(z) Par (3.8), est inclus dans x1(z) par les assertions 1 et
2 du fait 3.2.4.

Soit k € {1,. — 1}. On suppose que, pour j > k, la propriété 3.2.5 est vérifice. Comme

IU L(C}) est égal a adh(p‘ (W) \ f~1(My_1)), toute orbite partant de Py (Ck) \ Ay arrive en

D en franchissant (M;);<j par ordre décroissant.

Soit & € Cy. Si tous les points de F¥ arrivent en D en étant restés dans My, alors ils sont

aussi tous restés dans p (Ck) La propriété 3.2.5 s’obtient alors comme dans le cas k = 1, car les

entiers (ny),¢ Fk sont tous égaux. Sinon, on considére n > 0 minimal tel qu’il existe un élément
de y € F¥ dont I'image f”( ) appartient a p‘ L(C)), pour | < k. On choisit alors | minimal. Par
minimalité de n et comme x n’appartient pas a f~! (Uj>kCj), le point 2’ := f"(z) appartient &

C). Comme la fibre Fglj’“, contient Flln,, on a :
ker Ty, = ker Ty Nker T,y (T(z))zeFf/\Fi,
Par hypothése de récurrence, on a :
ker Ty, C xi(2") N ker Tw’(r(z))zng’:,\Fi/
On va montrer que les éléments de F f, \ F Il/ appartiennent & D. On a alors d’aprés (4;) :
ker Try, C xq(2) Mker Tw’(Rl(z))zeFf,\Fé, C xx(2)
Et par fi-stabilité de xx, on a :
ker Tyry, C (fi'xk)(2) C xk(2)

Ce que I'on souhaitait démontrer.
On suffit donc de montrer que les éléments de F), k \ F,, !, appartiennent & D. Tout d’abord, le
point 2’ appartient & C;. Donc, tous les points de F%\ F!, n’appartiennent pas a U]>lf Lp P, L (W;)) =
J>lf (p|U (Cj)). Par définition, ces éléments n’appartiennent pas n’ont plus a p‘ L(C)). Enfin
par minimalité de /, 'ensemble F} k \F , ne peut pas intersecter Uj<lp| R (C’ ). Ainsi, ’ensemble
FE\ FL, est inclus dans f~H(U) = U; f~ ( ( ;). Comme z’ appartient & C, les éléments de
Ff, \ Fé, appartiennent bien & D. O
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Cette derniére propriété montre en particulier que ker(7,ry) est un espace de codimension k,
pour tout x € Cj.

On montre maintenant par récurrence sur k que la propriété (Ps) est vérifiée. Soit k €
{1,...,d}. On va commencer par montrer que ker(7'ry) est continue sur Cj. Par ’hypothése de
récurrence, seule la continuité en Kj := Cj, N 8% N n’est pas évidente. Soit (z,), € C’,l? une
suite qui converge vers z € Kj,. Soit E une valeurs d’adhérence de (ker(Ty, rr))n. Les espaces
E et E(z) = T,0° N sont donc eg-proches. Par f,-stabilité de ker Ty et f-stabilité de K, il
existe une valeurs d’adhérence E,, de (ker(Tm (s, )7k))n, qui est ex-proche de Ei(f™(z)) et telle
que E soit égal & (T, f™) " (Er(f™(z))). Donc par dilatation normale et la propriété 1 de 3.2.4,
'espace E est égal & Ey(z) = T,0% N. Cela prouve la continuité de ker(7ry), par compacité de
la grassmannienne.

On finit maintenant de démontrer la propriété (Ps). Pour x € 9% N, il existe n > 0 tel que
le point f™(x) appartient a Uintérieur de K}, dans 8% N. Par dilatation normale, il existe un
voisinage V,, de x dont I'image par f™ est incluse dans C}, et tel que, pour tout 2’ € V,, 'espace
ker T/}, est de codimension k.

Par régularité de T'f" et régularité de ker T'r|c, , quitte a réduire V;, la restriction ker T'ryy,
est continue.

On pose alors Ly, := int(U,c o,y Va U Ck), qui vérifie donc la propriété (Ps).

vi Construction de ¥
La difficulté de cette propriété réside dans le fait que la famille de réels (¢ )y soit récursivement
assez petite et que les compacts (Cy) s’intersectent.
On rappelle que, dans la partie i), on a défini les réels C' > A > 1. On fixe une fonction ¢

croissante de classe C! sur R, s’annulant sur | — 0o, 1/A] et égale a 1 sur |1, 00[. Pour ¢ > 0, on

pose ¢ = B(-/1).

R sizel
Soit W := H?;l ¢; avec ¢p=zeT i ¢tk(zyeF§ (v)) ko

(=)
1 sinon

Remarquons que ¥ est de classe C! quand (3); est récursivement assez petite : pour k €

{1,...,d}, il suffit que t; soit assez petit pour que I'adhérence de p}]l (Wy) intersectée avec la
k
frontiere de Uy, soit incluse dans f~1( Ujsy pI_UAlj (W;)), ot H;l:kﬂ ¢; est nulle.

On remarque enfin que la fonction ¥ est bien nulle sur Y\ f~1(U) et égale a 1 sur U.

On doit donc montrer que, pour (t;); récursivement assez petite, le noyau Ej(x) := ker(dR; o
T'py)yepr est uniformément proche de celui de z +— (dRoTpy) cpr, pour z € Cpet k € {1,...,d}.

Pour toute la suite de cette preuve, les estimations seront uniformes sur C}, ou sur p_}k (Ck)

U

et seront effectuées pour (tx); récursivement assez petite.

88



3.2. Variétés a coins normalement dilatées

On commence par calculer la différentielle de Ry :

ARy — wdR + ! ;\I')dRon+ (R— R2f> dv

Et, on a pour z € T :

.= > |]]ei| () -deti= D> (][ <z)'f;- > d(Rop,)

{i; U3z} \J#i {i: Uizz} \J# Ve

On analyse maintenant la différentielle de R;.

— Les fonctions ¥ et (1 — ¥)/C sont a valeurs dans [0, 1].

dRoTf
ldRoT f]]
I’existence d’une fonction continue a sur T, bornée et supérieure a 1, telle que :

(1-v)

— Par dilatation normale, la différentielle est proche de ﬁ sur p|_i[1 (Ck). On a ainsi
k

VdR + dRoTf =a-dR+ o(1), Surp‘fﬁlk(C'k).

On note que la fonction a est indépendante de (t;);.

— La fonction p := <R — Rgf) est positive et inférieure a R, d’apreés (i.1). Donc, pour [ < k,

sur pE (C1), la fonction p est a valeurs dans [0, ;).
Malheureusement, la norme uniforme de p-dW¥ sur C n’est ni négligeable ni dans la direction
de dR, pour k > 1. Cependant, la propriété 3.2.3 veut que l'intersection des noyaux de (dR; o
T'py)yepr soit proche de I'intersection des noyaux de (dR o T'py),cpk, sur Cy.
On remarque que, pour i > [, la norme uniforme de la fonction f; est petite devant 1/¢;.

Ainsi, pour € Cy et z € FL, on a :
plz)- Y, filz) ) d(Ropy) = o(1)
{i>l: U;3z} yer]
Et, pour z € U; \pl}Jl_(CZ-), on a:
fZ(Z) =0

On conclut que, pour x € Cj, et z € Ff, si |l < k est minimal tel que z soit dans pfﬁl (Cp), on
l

d.Ry = a(z) - d.R+p(2) - fi(z) Y d(Ropy)+o(1)
yEFL
Aussi, pour k € {1,...,d} et x € Cy, si x appartient exactement a (C’Z-j)ézl, pour (i;); €
{1,...,k}! croissant (et ainsi 4, = k), on a pour z € Y \Fmij’1 (avec F2 := () :

d.Ry = a(z)-d.R+p(2) - fi;(2) Y d(Rop,)+o(1)

i.
yeF,’
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Chapitre 8. Persistance de sous-variétés

On munit Ff d’un ordre compatible avec l'indexation (i;);, selon lequel on effectue un produit

extérieur :

/\ d(Ryop,) = /\ /\ a(z)d(Rop,) + p(z) - fi; (2) Z d(R o py) + o(1)

ZGF‘z J 1Z€F;J\F;J 1 yEF;J

tous les scalaires étant positifs, ce produit est égal & :

l
M| O w+ ¥ sne I a| A (dRep)+om)
j=1

P P P i i i k
2€FI\F,7 1 2€FI\F yeF\(Fy/ " u{z}) z€Fy

Cela implique le noyau de (d(R10py)),e k-, est de codimension k et uniformément proche de

ker(d(R o py))yepr sur Ck, pour une famille (¢;); récursivement assez petite.
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4.1 Théorémes de persistance

Dans le cadre des difféomorphismes hyperboliques, on aimerait unifier deux remarquables
théorémes de persistance, que I’on commence par exposer.

Rappelons qu'un difféomorphisme aziome A vérifie la condition de transversalité forte (ATF)
si:

— P’ensemble non errant €2 est hyperbolique,

— les points périodiques sont denses dans (2,

— les variétés stables et instables des points de €2 s’intersectent transversalement.

On rappelle qu'un difféomorphisme f d’une variété est dit C''-structurellement stable si toute
Cl-perturbation de f est conjuguée a f via un homéomorphisme.

Les travaux de Smale [27|, Palis [20], de Melo [6], Mafie [16], Robbin [21] et Robinson [22]

ont abouti au théoréme suivant :

Théoréme 4.1. Les difféomorphismes C'-structurellement stables d’une variété compacte sont

exactement les difféomorphismes ATF.
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Chapitre 4. Fibré normalement aziome A

Soit (L, L) une lamination compacte plongée dans une variété M. On identifie (L, L) & son
image dans M. Soit f un diffécomorphisme de M préservant (L, £). On dit que f est normalement
hyperbolique sur (L, L) si le support L est f-invariant (f(L) = L) et s’il existe deux sous-fibrés
E® et B de la restriction du fibré tangent de M & L, dit espace fortement stable et fortement
instable, tels que :

— E% et E" sont T f—invariants,

- E*QTL®E*=TMy,

— il existe un réel A < 1 vérifiant pour z € L, u € T, L\ {0} et v € E*(x) :

|17 fir,c(w)]
[l

[T figs |l < A min <1, > et A-[|Tef(v)|| = max(L, [|T fir, cl))|[]

Dans ce cadre, le difféeomorphisme f est dit expansif par plaques sur L lorsque :
pour tout € > 0 assez petit, ainsi que pour tout couple de e-pseudo-orbites (zy)nez €t (Yn)nez
respectant les plaques de L si, pour tout n € Z, la distance d(x,, y,) est strictement inférieure a

€, alors xg et yo appartiennent & une méme plaque de diamétre inférieur a e.

Théoréme 4.2 (Hirsch-Pugh-Shub, 1974°). Si f € Dif f1(M) préserve une lamination compacte
plongée (L, L) normalement hyperbolique, sur laquelle f est expansif par plaques, alors cette
lamination est persistante.

Cela signifie que, pour f' Cl-proche de f, il existe un plongement i’ de £ dans M proche de

linclusion canonique et fl. € EndflL(E) proche de f|, tels que le diagramme suivant commute :

f/

M M
77 T
L — L

f

Ce théoréme (et sa version pour les champs de plaques) est siirement le théoréme fondateur
de la dynamique partiellement hyperbolique. Ce dernier champ de recherche a connu un dévelop-
pement spectaculaire ces derniéres années. Il a ainsi contribué a la preuve de quelques problémes
difficiles et intéressants, en dynamique C'-générique.

Mais, comme il existe des difféomorphismes structurellement stables qui ne sont pas Anosov,
les hypothéses du théoréme 4.2 ne sont pas nécessaires a la persistance d’une lamination.

Une généralisation semble pourtant n’avoir jamais été étudiée. Dans une telle optique, on in-
troduit les notions suivantes. Soit £ une lamination compacte, préservée par un difféomorphisme
f d’une variété M. On note (L) le plus petit compact L-saturé contenant I’ensemble non errant

de fir. On dira que L est normalement ATF si :
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4.1. Théorémes de persistance

— il existe € > 0 et un voisinage U de (L), tels que toute e-pseudo-orbite de U respectant
les plaques de £ est incluse dans Q(L),

— la lamination Q(L£) est normalement hyperbolique et expansive par plaques,

— D’ensemble stable d’une feuille de (L) (qui est une sous-variété immergée) intersecte trans-

versalement ’ensemble instable d’une autre feuille de Q(L).

Conjecture 3. Les laminations compactes normalement ATF sont persistantes.

Exemple Soit f un difféomorphisme axiome A d’une variété compacte M vérifiant la condition
de transversalité forte. Soit N une variété compacte. Soit £ la lamination sur M x N dont les
feuilles sont de la forme {m} x N, pour m appartenant a M. Soit enfin F' la dynamique sur
M x N égale au produit de f et de 'identité de N. Alors la lamination £ est normalement ATF.
Cette conjecture impliquerait que cette lamination soit persistante pour des C'-perturbations de
F.

D’une part, comme R. Mafie a montré que les sous-variétés compactes C-persistantes et uni-
formément localement maximales sont exactement les sous-variétés normalement hyperboliques
[15], il est raisonnable d’espérer que les laminations persistantes et recouvrant l’espace ambiant
sont exactement les laminations normalement ATF (modulo les hypothéses relatives a I’expansi-

vité par plaques).

D’autre part, lors d’une entrevue, C. Bonatti nous a signalé qu’il existe des sous-variétés C*,
qui sont persistantes, mais qui ne sont pas normalement hyperboliques. Par exemple, on considére
un cercle plongé dans le plan et préservé par un difféomorphisme. On suppose que la dynamique
induite par le difféomorphisme est de type nord-sud. Cela signifie que I’ensemble non errant de
cette dynamique est constitué de deux points fixes, le pdle nord et le pdle sud, et que tous les
autres points tendent par itérations positives vers le pole sud et par itérations négatives vers le
podle nord. Si, de plus, au podle nord (resp. sud), la dynamique dilate (resp. contracte) I’espace
normal au cercle plus qu’elle ne dilate (resp. contracte) I’espace tangent au cercle, alors ce cercle
est persistant. Cela signifie que tout difféomorphisme C'-proche préserve un cercle C''-proche.

Cela nous invite & poser la

Question Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour quune sous-variété C!
(resp. lamination) compacte, préservée par un diffeomorphisme de classe C'! soit persistante ?
La persistance signifie qu’étant donné un diffeomorphisme C'-proche, il existe un plongement
Cl-proche de Iinclusion canonique de la sous-variété (resp. lamination) que cette perturbation

préserve.
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Chapitre 4. Fibré normalement aziome A

On peut espérer démontrer la conjecture 3, grace au théoréme 2.1 de persistance des treillis

de laminations. On va montrer le résultat partiel suivant :

Théoréme 4.3. Une lamination compacte normalement ATFE, dont les feuilles sont les compo-

santes connexes d’un fibré de classe C' sur une surface, est persistante.

Remarques

— On pense que le théoréme 4.3 est vrai pour une variété S compacte de dimension quel-
conque. Pour des raisons techniques la preuve du théoréme de stabilité structurelle (en
dimension 2) de W. de Melo était plus simple & généraliser que le cas général rédigé par
Robinson. On espére aussi prouver prochainement le cas ou S est une variété compacte de
dimension quelconque.

— On peut reformuler le théoréme 4.3 ainsi :
Soient M une variété riemannienne compacte et S une surface compacte. Soitp : M — S
une submersion de classe C*. Soit L la structure de lamination sur M dont les feuilles sont
les composantes connexes des fibres de p.
Soit f, un difféomorphisme ATF de S. Soit f un difféomorphisme de M tel que :

— le diagramme swivant commute :

M M
p | L p
S — S

Jo

~ le difféomorphisme f est normalement hyperbolique sur L,-1(q,), avec {y l'ensemble non
errant de fp.
Alors, pour toute application f' C'-proche de f, il existe un plongement h € PI(L, M),

proche de inclusion canonique ( donc surjectif ), tel que le diagramme suivant commute :

i
M —- M
poh™t | L poh™!
S —- S
o

4.2 Preuve de la persistance

On reprend les notations de la remarque ci-dessus, pour prouver le théoréme 4.3.
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4.2. Preuve de la persistance

4.2.1 Stratifications de laminations et structures de treillis persistantes

Soit (A;); la décomposition spectrale de I’ensemble non errant de f,. On a vu dans la partie
1.2.3 que pour chaque i, W*(A;) (resp. W"(A;)) admet une structure de lamination canonique
Xi, (resp. Xp) et, dans la partie 2.1.3, on a vu que X} := (X},); (vesp. ¥} := (X}%);) forme
une stratification de laminations sur S. Cette stratification admet une structure de treillis 7,°
(resp. T,*) qui controle f, (th. 2.2 [6]). De plus, les voisinages tubulaires de 7, sont compatibles
entre eux et f~!-stables. On note par £ x;, le voisinage tubulaire de Xj; et par Ly le voisinage
tubulaire de Xj.

On définit, pour tout ¢ :

la lamination X; := Lj,-1(4,),
— les laminations X (resp. X}*) dont les feuilles sont les composantes connexes des préimages
par p des feuilles de X};) (resp. Xp),
— les stratifications de laminations ¥* := (X?); et X" := (X*); sur M,
— les voisinages tubulaires £; de X7 et LI de X' dont les feuilles sont les composantes
connexes des préimages par p des feuilles de Ly et de Lxu,
— les structures de treillis de laminations 7° := (£7); et 7% := (L}'); sur (M, %) et (M,X")
respectivement.
Pour tout 4, par hyperbolicit¢ normale de Xj;, la lamination X? (resp. X}') est normalement
dilatée par f (resp. f~!). Par hyperbolicité, f; (resp. Iy 1) dilate normalement Yy (resp. X}) de
fagon controlée par 7,° (resp. 7,*). Ainsi f (resp. 1) dilate normalement $* (resp. X*) de fagon
controlée par 7% (resp. 7%). De plus, d’aprés la proposition B.2, les endomorphismes f et f~!
sont expansifs par plaques sur les strates de % et X%,
Ainsi, par le corollaire 2.2, il existe une famille de voisinages V* (resp. V") telle que, pour
tout difféomorphisme f’ C'-proche de f, il existe un plongement hy € PI(T* M) (resp. hy €
PI(T", M)) proche de 'inclusion canonique et un endomorphisme f, € End}fs (7%) (rvesp. f] €

End?u (7)) proche de f tels que le diagramme suivant commute :

f! f!
M — M M — M
hs 1T T hs resp.  hy, T T hy
M — M M — M
& I

On note :

= (VP)i=Voet (Vi) =V,

— pour tout 7, £/® la structure de lamination sur L/® := hg(L?) dont les feuilles sont les images
par hg des feuilles de £, et £* la structure de lamination sur L* := hg(L}) dont les feuilles

sont les images par h,, des feuilles de L}'.
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Chapitre 4. Fibré normalement aziome A

Par compatibilité et f~!-stabilité des voisinages tubulaires de 7%, on peut supposer que les
voisinages de la famille V* sont f~!-stables.

Exceptionnellement dans cette preuve, on note par L, la feuille de £ contenant z € M et,
pour 1 > 0, on note par L, (resp. £;2") I'union des plaques de £ (resp. £*) de diamétre
inférieur a 7 qui contiennent un élément de hs(Ly) (resp. hy(Lz)).

Par compatibilité des voisinages tubulaires, on peut supposer que, pour tout n > 0, il existe

§ > 0, tel que pour f’ assez proche de f et € Vi, la sous-variété f/(£/59) est incluse dans E;jfzx).

4.2.2 Voisinages tubulaires des feuilles de £

Soit n la dimension de M et d la dimension de L.
On note par exp l'application exponentielle associée a la métrique de M.

Soit Ny la section de la grassmanienne des (n — d)-plans de T'M définie par
No(z) = (ToL)t, YeeM

Soit IV une section de classe C*° de la grassmanienne des n — d-plans de T'M assez proche de

Ny, pour avoir :
Vee M, N(z)®T,L=T,M

On munit F := UgepN(z) de la structure de fibré vectoriel canonique sur M. Soit alors

€ > 0 petit tel que, pour chaque x € M,

Fo={(@ ) eF : |u] <e,o' €Ly}

xT

soit plongé par exp.
On définit la submersion
Exp : F— M

(x, u) -
T, U) — exp, | ————
v V14 e?||ul?

dont la restriction a F, := F3° est donc un difféomorphisme sur son image ouverte, pour tout

x € M. De plus, la restriction de Fxp & F, est un voisinage tubulaire de la sous-variété L.

On donne ci-dessous une propriété de paramétrisation :

Propriété 4.2.1. Soit G l'ensemble des sous-variétés de M C*-difféomorphes a toute feuille de
L. On munit G de la topologie C'.
Il existe alors un voisinage ouwvert Vg de {(x,Ly); © € M} dans M x G, tel que, pour

(x,G) € Vg, les sous-variétés Exp(F,) et G s’intersectent transversalement en un unique point

I(z,G).
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4.2. Preuve de la persistance

De plus, Uapplication I est continue et sa différentielle suivant sa premiére variable existe,

est injective et dépend contindment de (y,G) € V.

Démonstration.

Il s’agit d’une application simple du théoréme des fonctions implicites. ]

4.2.3 Hypothése de récurrence

Sur la décomposition spectrale de f3, il existe un préordre > défini par A; > Aj si W"(A;) \ A
intersecte W*(A;) \ A;. Par 'hypothése de transversalité forte, le préordre > n’a pas de cycle.
On peut donc le compléter en un ordre total >. Quitte a réindexer la décomposition spectrale,
on peut supposer que A; > A; sii > j.

On va démontrer le théoréme 4.3 par récurrence décroissante sur i € {1,..., N}, avec I’hy-

pothése suivante :

Il existe un voisinage compact U; de U;>; X; dans (Uj<;X;)¢ tel que :

— 7Yy Cint(Uy),

— U, est L-saturé,

de plus, pour 1 > 0 assez petit et f/ Cl-proche de f, il existe un plongement h; de Ly, dans
M tel que

i) le plongement h; est proche de I'inclusion canonique de PI(Ly,, M),

ii) pour z € Uj, le point h;(x) est égal a I(x, f' o hi(Ly-1(4)),

iii) pour x € V;’ NUj, le point h;(x) appartient a E;f;], pour tout k > 1.

On remarque que cette hypothése de récurrence, au rang ¢« = 1, implique le théoréme, car U
est nécessairement égal & M et h := hy satisfait les conclusions du théoréme, par i) et ii).

Pour toute la suite de la preuve, la relation entre i et la C'-distance de f’ & f est la suivante :

7 sera choisi assez petit puis f’ sera choisi assez proche de f en fonction de 7.

4.2.4 Etape j=N

Comme Ay est un répulseur de fj, il existe un voisinage compact Uy de Xy dans Vi N Vy,
arbitrairement petit, tel que f~!(Uy) soit inclus dans int(Uy) et tel que Uy soit L-saturé.
Comme les laminations X3 et X3 sont transverses, pour Uy assez petit, les laminations £3; et

% sont transverses au voisinage de Uy.

Ainsi, pour 1 > 0 assez petit et f assez proche de f, pour tout = € Uy, E%Z intersecte trans-

versalement E/]f;; en une sous-variété £, qui varie C'-contintiment avec z € Uy et f’ C'-proche

de f.
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Chapitre 4. Fibré normalement aziome A

Pour f’ assez proche de f, on peut donc définir :
hy : Uy — M

x s I(x, L)

On remarque que 'application hy est une immersion de la lamination £ dans M proche de
I'inclusion canonique, pour f’ proche de f.

Pour montrer I'hypothése i), il reste & montrer que hy est un homéomorphisme sur son image.
Le voisinage Uy étant compact, il suffit de montrer que hy est injectif.

Soit (z,y) € U% tel que hy(z) soit égal & hy(y). Par définition de hy et injectivité de hs
et hy, il vient que la feuille E?\’Qx est égale a Efyy et que £7f\}7x est égale a qu\?y. Comme la feuille
Ly est égale a LY M LY et que L, est égale a Lfyy M L}(?y, les feuilles £, et £, sont égales.
Comme la restriction de Exp & Fjz, est un difféomorphisme, Exp(F;) et Exp(F,) ne peuvent
s’intersecter que si x et y sont égaux. Donc z et égal & y. Cela montre aussi que hy est injectif.

Pour montrer I’hypothése ii), il suffit de prouver que, pour x € f~'(Uy), I'image de L/,
par f’ est égale a Elf(x)' Il existe § > 0 assez petit tel que pour f’ assez proche de f et pour
ze fH(Un):

~ la sous-variété hs(L£32,) est envoyée par f’ dans he(LY f(m))’

— la sous-variété h,(L%) est envoyée par f’ dans h, (’Cuan(:v))’

— la sous-variété L' est égale a hg(£32,) th hy(LY2)

Il vient alors que f’ envoie £/ dans E}(i) = hs ('C}g\;?f(az)) M by (L5

Nf(z)
difféomorphisme et la sous-variété L, est compacte, par connexité, f/'(L!) est égal a E’f(x).

). De plus, comme f’ est un

4.2.5 Etapei-+1— i

On suppose que ’hypothése de récurrence est vérifiée au rang i +1 < N.

D’apreés [26], il existe un voisinage compact V4, de Uj>;A;, ayant sa préimage incluse dans son
intérieur et vérifiant Nz f"(Vy \ p(Uit1)) = Ai. On pose V := p~(V}). Ainsi, pour n assez
grand, f~™(V)\ f™(Uit1) est inclus dans un voisinage de X; arbitrairement petit. Il existe donc
n > 0 tel que, avec U; := f~(V)U f"(Us11) et V; := f7(V) \ f"(Ui41), on a :

— le compact adh(V;) est inclus dans Pouvert V> NV,

— pour [’ assez proche de f, la section de la grassmannienne sur hs(V; N X7) égale a l'espace

fortement stable peut étre prolongée sur un voisinage V; de V; en une section de plans E'$
tangente aux feuilles de E;‘T‘A/i, vérifiant pour z € f/~1(V;) NV :

Tf(E®(x)) = E*(f'(x))

Vu € The(TeL\{0}), T f{pss(m)ll < min (1, W) (4.1)
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et variant continiment avec f’ proche de f.'2

Par (4.1), pour § > 0, on remarque que le champ de cones :
B ye Vi {(u + ) €TYLE + ue Thy(TyL), v € E*(y) et [[v] < (5HuH}
vérifie, pour € V; N f~1(V;) :
adh(Tf'(C"(2))) € C°(f'(2)) U {0}
On note [C"S] = Ueri(C"s(fn) u{0.}) et, pour f/ = f, on note c" = 0

Lemme 4.2.2. [ existe n > 0 arbitrairement petit et il existe 6 > 0 tels que, pour tout f'
Cl-proche de f, on a :
- pour x € V;N f~1(V}),
f/(c{sn) C E/sn

iz if(z)’
~ pour x € Vi et h € CY(Ly, L), si Th(TL,) est inclus dans [C"), alors (z,h(L;)) appar-
tient a Vg.
Démonstration. Ce lemme résulte de 'équation (4.1) O

Pour f’ assez proche de f, 'application suivante est bien définie :

hiyi = @ € Upyy — I<$, o hi+1(£f_”_1(w)))
avec 0,‘+1 = fn+1(Ui+1) NU;

Par I'hypothése de récurrence ii), pour x € U;y1, les sous-variétés h;y1(Ly) et fH o
hit1(Ly-n-1(y)) sont égales et h;y1(z) appartient & Exp(F;). Donc I'application hi1 est égale A

hi+1 sur U;y1. De méme, on vérifie rapidement que :

hit1 = I(aj, fo ﬁi+1(£f—l(m))), pour = € Ui (4.2)

Montrons que, pour f’ proche de f, le point ﬁi“(a:) appartient a E?g, pour tout k > i+ 1 et
T € Vk‘sﬂﬁi. Par f~!-stabilité de VkSﬂ[}iH, les n+41 premiéres préimages de x par f appartiennent
aussi & V7. D’aprés la derniére affirmation de la partie 4.2.1 et iii), pour f’ assez proche de f, le
point "+l o hi+]_(£f—n—1(x)) est inclus dans E;:;, pour z € V7 N Ui+1~ Ainsi ﬁiﬂ(x) appartient
a E;f;, pour tout £ >i+1letxzc VPN ﬁi+1~

2Pour ce faire, on choisit un champ de cones Tf’-stable C sur Vi := f~" "1 (V) \ f""}(Uis1), centré en
un prolongement continu de lespace fortement stable sur X/ N Vi. On note di la dimension de cet espace
tangent. On construit alors une section ' continue f.-invariante de la grassmanienne des dj-plans sur un domaine
fondamental D’ := V; N f'(Vi) de Vi, tel que x'(z) est inclus dans C(z), pour z € D. On étend x sur Vi \ X
par f*nx(x) :=Tf"oxo f~"(z) si z appartient & f™(D). Par dilatation normale, x’ est alors un prolongement

continu de 'espace fortement stable sur X!* N V.
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Chapitre 4. Fibré normalement aziome A

Pour f’ assez proche de f, pour tout = € Ui+1 N V;, par compatibilité des voisinages tu-
bulaires, le point hiyi(x) appartient a L7 et, par i), 'espace T hit1(TyLy) est inclus dans

adh(C"(hiz1(x))). La suite suivante est donc bien définie :
W = hip

P im e Y T) U o 1, f 0 B (L g1 )
On remarque que, pour m > 0, Papplication A(™ est une immersion de £| P (Ts40)NU; dans M,
qui vérifie
W™ (@) = I, f o W™ (L-1(y)), Vo € f™(Uinn) NT;
De plus, pour tous m’ > m >0 et z € f™(Uip1) N U, les points h(™) (z) et A (x) sont égaux.
On définit h; sur U; \ X}* par :
hi(z) = B(x), siz € fM(Ui) NT;

On remarque que h; est une immersion de Ly,\ x» dans M. De plus h; vérifie :

hi(x) :I<x,f’ohi(£ff1(x))> pour z € U; \ X}
hi(z) € L pour z € V; \ X}
On va maintenant définir h; sur X* N U;. Pour n assez petit et f’ assez proche de f, pour

x € U;N XY, la sous-variété hy, (L)) intersecte transversalement hs(L;') en une sous-variété £,

proche de L. De plus, la famille (ﬁ;)xemw est continue. On définit pour z € U; N X}* :
hi(x) = I(z, L))
On remarque que f;y,n Xy est une immersion de Ly;n Xy dans M. De plus, h; vérifie :
hi(x) = I(w, fo hi(ﬁffl(m))> pour x € U; N X
hi(x) € E;in pourz € VN X! =U; N X}

Ainsi h; vérifie 'hypotheése de récurrence ii). De plus, par compatibilité des voisinages tubu-

laires, hs et donc h; vérifient I'hypothése de récurrence iii).

Vérification de la régularité de h;
On va maintenant montrer que h; est une immersion de la lamination Ly, dans M. Pour cela,
il suffit de montrer sa continuité et la continuité de ses différentielles le long de £ sur X' N U;.
Commengons par montrer que h; est une application continue par ’absurde.

Soit (2,,)n € VN qui converge vers x € X" N V;, telle que (hi(zy,))n ne converge pas vers
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hi(z). Comme M est compacte, on peut supposer que h;(z,) converge vers y différent de h;(x).

Comme h;(z,) appartient a [,;fcz pour tout n, il vient que y appartient a L;‘;Z". De plus, par

Ism

Pk ) Donc

les hypothéses de récurrence ii) et iii), pour k > 0, f'~% o h;(x,) appartient a £
182n

if 7k (x)’
Par ii) et iii), le point f'~* o h;(x) appartient aussi a E;

f~*(y) appartient a £ pour tout k£ > 0.

s2n
k()
hi(z) et y appartiennent & Exzp(F,). On peut donc relier hs(x) et y par un chemin différentiable

pour tout k£ > 0. Par ailleurs,

inclus dans Exp(Fy)N [,;‘;277. On suppose que 0 et 7 ont été choisis assez petits et que f’ est assez
proche de f, pour que l'espace tangent de la variété Exp(F,)N L soit inclus dans Padhérence
du complémentaire de [0’5], pour z € V;. Ainsi, le chemin considéré a son espace tangent qui est
inclus dans I'adhérence du complémentaire de [C*]. Cela implique que ses préimages par f’, ont
aussi leur espace tangent inclus dans 'adhérence du complémentaire de [C”] et que leur longueur

croit exponentiellement vite. Cela contredit le fait que f'~*(y) et f/=% o h;(z) appartiennent a

£/3217

ifk(z)> POW tout k > 0. Donc h; est continue sur U;.

Montrons, par ’absurde, que h; est continiiment différentiable le long des fibres de U;.

Soit (z)n € VIV qui converge vers x € X* NV, telle que (Thi(z,)), ne converge pas
vers Th;(z). Comme Th;(T,, L) est inclus dans [C’] pour tout n > 0, on peut supposer que
(Thi(Ty, L)) converge vers un d-plan P’ C [C"] différent de P := Thy(T,L) C [C"]. Pour les
mémes raisons que précédemment, T f'~%(P) et T f~*(P’) sont inclus dans C"( f'~*oh;(x)) pour
tout £ > 0. Par (4.1) on obtient donc une absurditeé.

Vérification que h; est un plongement
Pour montrer que h; est un homéomorphisme sur son image, il suffit de montrer que h; est
injectif, car U; est un compact.
Aussi, par 'hypothése de récurrence ii), il suffit de montrer que deux différentes feuilles de
L)y, ont des images disjointes par h;.

On rappelle par ailleurs que
Vo € Ui, f/_n o hl(ﬁm) = hz(ﬁffn(x)) (4.3)

Soit (z,2") € U? tel que h;(x) et hi(a2') sont égaux.

Si ni z ni 2/ appartiennent & X*. Il existe alors n > 0 tel que f~"(x) et f~"(a’) appartiennent
a Uiy1. Par (4.3), les images par h; de Ly-n(y) et Ly—n(, s'intersectent. Donc la feuille £g—n(,)
est égale & Ly—n () et L, est égale a L.

Si « appartient & X* alors la préorbite de £, est incluse dans V;. Si 2’ n’appartient pas a X},
alors pour n assez grand, f~"(L,) sera loin de V;. Ainsi, comme h; est C°—proche de Iinclusion
canonique, h; o f7™(L,) et h; o f7"(L,) sont disjoints. Par (4.3), on déduit que h;(x) et h;(a’)

sont différents, ce qui est absurde.
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Il ne reste plus qu’a montrer I'injectivité de h; sur X;* N U;. Pour cela, on procéde comme

dans 'étape ¢ = N.
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5.1 Préliminaires

5.1.1 Convention et notations

Pour toute la preuve du théoréme 2.1 et du corollaire 2.2 et leur préliminaire, on se place
sous les hypothéses du théoréme 2.1 avec les notations suivantes :

— n désigne la dimension de M.

— On note n > 0 et V = (Vx)xex, le réel et la famille de voisinages adaptée a f* vérifiant

I’hypothése (iii) du théoréeme 2.1.

103



Chapitre 5. Preuve de la persistance des stratifications

— Soit ¥ := {Xj,..., Xy} Pensemble des strates de ¥ qui intersectent adh(A’), indexées
telles que, pour deux entiers ¢ < j de {1,...,N}, si X; et X; sont comparables alors
X; < Xj.

— On note d; la dimension de X;. Pour alléger I’écriture, on note (L;, £;) le voisinage tubu-
laire (Lx;, Lx;) et Vj le voisinage V.

— Etant donné un compact C, Vg désigne un voisinage ouvert et relativement compact de

C, et (V{,V4) est un couple d’ouverts vérifiant :
C C Vg Cadh(VE) C Vi C adh(VE) C Ve

On rappelle que si L; intersecte Ly, alors X; et X sont comparables, et si j < k, alors on a

dj < dy.

5.1.2 Construction de fibrés

Dans le théoréme 2.1, la structure de treillis intervient de fagon "germinale". On ne perd
donc rien a restreindre chacun des voisinages tubulaires de notre structure (ainsi que la famille

de voisinages adaptée a f*). On s’autorise donc a restreindre les laminations (Lg, Lk)k.

Pour d € {0, ...,n}, soit Gr(d,TM) le fibré au-dessus de M de la grassmannienne des d-plans
de T'M . La métrique riemannienne g sur M induit de facon standard une métrique riemannienne
sur ce fibré.

Soient j € {1,...,N} et

Nj:L; — Gr(n—d;,TM)
z— (Tyi(TuLy)) "

Cette application est un relévement continu de ¢y, :

N; Gr(n—d;,TM)

S0
Lj — M
iz,

Cette famille de sections posséde aussi deux propriétés que ’on apprécie :

— Pour k < jetx € LpNLj,onaNix)C Ny(z).

— Pour j € {1, .. ,N} et x € Lj, NJI(IE) &) TZ(TxEJ) = Tz(x)M

Cependant ces relévements, en général seulement continus, ne permettent pas de réaliser

naturellement des £;-fibrés vectoriels. Mais, on peut les lisser par le lemme suivant :
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5.1. Préliminaires

Lemme 5.1.1. Quitte a restreindre les voisinages tubulaires formant la structure de treillis, il
existe une famille d’applications (Ng)g, ot Ny € Mor(Ty,,Gr(n — di, TM)) est un relevement

de i1, , qui peut étre choist arbitrairement proche de Nj. pour la topologie CO forte et vérifie :
1. Pourk <jetxe LpyNLj onaNjlx)C Ng(x).
2. Pour x € Ly, Ni(x) ® Ti(TLi) = Timy) M.

Preuve du lemme 5.1.1

On va construire (N ), par récurrence sur k.

Ftape k=1
11 suffit d’appliquer 'annexe A.2.2 au relévement continu N7, de I'immersion 7|, -controlée |, , pour obte-

nir un relévement N1 € Mor(7.,, Gr(n—dy, TM)) de i), arbitrairement proche de Ni pour la topologie C° forte.

FEtape k — k+1

Par I'annexe A.2.2, il existe un relévement 7|, ,  -controlé N,fill de iz, , dans Gr(n—dkt1, TM), arbitraire-
ment proche de N ; pour la topologie C° forte. Le relévement N:Ill vérifie donc la condition 2). On va modifier
ce relévement, pour qu’il vérifie la condition 1).

Pour j <k, soit pn; la projection orthogonale de i"T'M)r,; sur le sous-fibré vectoriel induit par N;. On définit

alors p; I'homotopie de l'identité de i"T'M & pn, :
pj [0, 1} X i*TM‘Lj — i"TM

(tu) = utt-(pn;(u) —u)

Comme (Lj, X7) est un recouvrement ouvert de A\ Ux,<x, Xp, par 'annexe A.1.2, il existe une fonction p; €

MO’I“('];,‘A\UXP<X‘XF, [0,1]), valant 1 sur un voisinage ouvert L) de X; et a support dans L;.
J

On définit alors par récurrence descendante sur j € {1,...,k}, I'application :
le+1 : Lgy1 — Gr(n —dg41, TM)
pi (103 (@)1, NEH () § wel,
N,iﬂ(x) sinon

qui est bien définie et peut étre construite arbitrairement proche de Ny, quitte & avoir choisi N; plus proche
de NJ{ et supposé par récurrence que N ,ﬂii peut étre choisie arbitrairement proche de Ny ;. De plus, on montre
par récurrence que IV ,j 41 est 7jp, , -controlée, en remarquant que Ux,<x; Xp n’intersecte pas Li1.

Une fois la construction par récurrence descendante achevée, on pose Ngi1 = N,S_,_l qui satisfait donc la
condition 2), s’il est choisi assez proche de Ny, ;. Pour j < k, on restreint L; & L}. La condition 1) est alors

vérifiée.

Pour k£ € {0,..., N}, on note 7 : Fy — Lj le fibré vectoriel induit par Ny. Pour j > k, la
restriction Ny r.nr, est un morphisme de Lz .nr, dans Gr(n —d,TM). Ce morphisme induit
une structure de lamination de dimension d; +n — dj, sur Fyr.nr, - La famille de ces laminations
induit une structure de treillis de laminations 7 sur Fy, par annexe A.3.2. Soit (Fy,Fy) le

voisinage tubulaire de dimension n de ce treillis.
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Chapitre 5. Preuve de la persistance des stratifications

En particulier 7 : (Fy, Fx) — (Lk, L) est un Lp-fibré vectoriel. On munit chacun de ces

fibrés de la norme induite par la métrique riemannienne sur M.

5.1.3 Construction d’une filtration adaptée
On définit le compact K := adh(A").

N+1

p—1 Uerifiant

Propriété 5.1.2. Il existe une famille de compacts (Kp)
5121 K=K DKyD---DKnq1 =0et f*(K,) Cint(Kp), Vp >0,
telle que pour p < N, avec Cp := adh(K, \ Kpy1), on a :
5.1.2.2 le compact C) est inclus dans le voisinage adapté V.

5.1.2.8 ViaTi, on identifie TL, a un sous-fibré dei*T'My,,. Soit [i*Tf], + (i*TM/TLp)y, —
i*T'M/TL, le morphisme de fibrés au-dessus de fﬁ/p. Alors pour une métrique riemannienne

g sur M, il eziste A < 1 tel que pour v € (i*I'M/TLy)|c, \ {0}, on a :
maz (L, [Ty fipe, ) - ol < AT flp(v)]

Remarque Pourp e {1,..., N}, le compact K, est égal a Ué\f:pCj. D’aprés 5.1.2.2, le compact

K, est inclus dans U;>,X;.

Démonstration de la propriété 5.1.2
On va démontrer ci-dessous, par récurrence sur p € {0,..., N}, lexistence d’un voisinage ouvert S, de

Uj<pX; N K pour la topologie induite par K, vérifiant
D=SoCSiC-—-CSv=K et fix (adh(S,))C S, (5.1)

tel que adh(Sp \ Sp—1) peut étre choisi arbitrairement proche de X,11 N K \ Sp—1 (Uouvert S,_; étant fixé) et

satisfaisant :

M fix"(sp) = J X 0K (5:2)

neN J<p

On pose alors K, := K \ Sp_1, pour p > 1. Montrons que (5.1) et (5.2) suffisent & montrer cette propriété :

Preuve de 5.1.2.1
La premiére partie de 5.1.2.1 est évidente par la premiére partie de 5.1.

L’image par f* de K est incluse dans int(K) et par la seconde inclusion de (5.1), on a :
« L. w L « L.
Ky =K\ Sy C fiie (nt(B)) \ fiic' (adh(S,)) = fiic (int(K) \ adh(S,))

= f*(K,) C int(K) \ adh(S,) = int(K,)
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) o\

C2 C3=K3 C2

"

01\ /01
I

K2=C2UK3=C2UCs3

F1G. 5.1 — Compacts (Ck)x pour la stratification simpliciale d’un carré, munie de la structure de

treillis représentée figure 2.1

Preuve de 5.1.2.2

Le compact C), est égal a adh(S, \ Sp—1), qui peut-étre choisi arbitrairement proche du compact X, N K, =
Xp N K\ Sp—1 inclus dans V.
Preuve de 5.1.2.3

Par la proposition 1.1, on peut munir M d’une métrique adaptée a la dilatation normale par f de 'immersion

de X,, au-dessus du compact X, N K,. L’inégalité 5.1.2.3 est alors vérifiée si C, est assez proche de X, N K.

Montrons maintenant notre récurrence. Pour toute la suite de la preuve de cette propriété, on se place dans
la topologie induite par K.

Soit p > 0 satisfaisant I’hypothése de récurrence. Soit U := (K N Vp41) U Sp. Par (5.2), toute orbite débutant
dans UN K privé de K := K N (Uj<ps1X;) sort définitivement de S, et, par ’hypothése iii) du théoréme 2.1, sort
aussi de Vp4+1. Comme f[};l(f() est égal & K, on a

N fix U)=K

n>1

Soit Vp un voisinage compact de K dans U. On a aussi :
() fix (o) =K
n>1

n

Par compacité, il existe M > 0 tel que ﬂiwzl f‘*,; (Vo) soit inclus dans Vp. On pose alors :

M —n
Vii=()fix (Vo)

n=0
Le compact Vi a sa préimage par fl”}( qui est incluse dans lui méme et la suite décroissante des préimages de Vi
tend vers K. De plus, Vi est un voisinage de K pour la topologie induite par K. On voudrait que la préimage

-1
fl*K (V1) soit incluse dans Uintérieur de Vi. Cela nécessite de construire un nouveau voisinage.
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11 existe M’ > 0 tel que f*iM (V1) est inclus dans l'intérieur de Vi. On choisit alors une famille (Vi)fvil(fl

d’ouverts de K vérifiant :
int(f[};M (m) =V Cadh(V®) Cc V' Cadh(V') CcVZC - c VM1 = int(Wh).

On définit le voisinage ouvert de K dans Vo :
M’ -1 B
Vo= |J fix (V)
n=0

On vérifie alors que la préimage par f[% de adh(V2) est incluse dans V5 et que :

N fix (&) =K

n>0

On pose alors S, 11 := Va U Sp, qui est bien un voisinage de K et vérifie (5.1). De plus, ff};k(SpH) est égal a
f‘*K_k (Vg)Uf‘*K_k (Sp), donc ﬂnzof‘*K_n (Sp+1) est égal & KN(Ui<p+1X1), ce qui est (5.2). Quitte & remplacer Sp41 par

f‘*};n (Sp+1)USp, Phypothése de récurrence est vérifiée avec adh(Sp+1\Sp) arbitrairement proche de KN X411\ Sp.

5.1.4 Uniformité locale des chaines sortantes

Soient (L, L) une lamination, V' une partie de L et f* une application continue de V' dans
L. Une e-pseudo-chaine de V' qui respecte L est une famille (pn)é\/:0 e VN1 telle que, pour
n € {0,...,N — 1}, les points p,+1 et f*(p,) sont dans une méme plaque de £ de diamétre

inférieur & €. On dira que (pn)nN:o e LNt part de po, arrive en py et que sa longueur est N.

Propriété 5.1.3. Pour tout p € {1,...,N}, soit n la fonction sur V), associée a X, dans U’hy-
pothése i) du théoréme 2.1. Pour tout ouvert V relativement compact dans V, et tout réel
n' €]0,infy n[, on a :

Ujzoint(U;) =V \ Xp

avec U; Uensemble des points x € V), tels qu’il n'existe pas de n'-pseudo-chaine de V', qui respecte

Ly, partant de x et de longueur j.

Preuve de la propriété 5.1.3

Pour montrer cette propriété, il suffit de prouver que, pour z € V' \ X,,, il existe j > 0 tel que = appartient &
Pintérieur de U;. Soit W un voisinage compact de z inclus dans V' \ X,,. Soit W,, I’ensemble des éléments de V' qui
sont le point d’arrivée d’une n’-pseudo-orbite de V, de longueur n, partant de 2’ € W et respectant les plaques
de Lp.

Si pour n assez grand, W,, est vide, alors = appartient & l'intérieur de U,,.

Sinon, on aboutit & une contradiction : il existe alors ((xf)f\]:ko)k une famille de n’-pseudo-chaines de V qui
respectent £,, partant de W et telles que Nj tend vers l'infini. On compléte (gcf)fvz"o en une famille (xf)ieN %

avec z¥ := x pour i > Ni. Comme V est relativement compact dans Vp, par extraction diagonale, une suite
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extraite converge vers une 7-pseudo-orbite de V), respectant les plaques de £, et partant de 2’ € W. Comme 2’
appartient V}, \ X, cette n-pseudo-orbite est incluse dans V, \ X,,. Cela contredit 'hypothése (iii) du théoréme
2.1.

5.2 Démonstration du corollaire 2.2

En considérant un voisinage Va: de adh(A’), tel que f*(adh(Vas)) est inclus dans A’, ainsi
qu’en appliquant le théoréme 2.1 avec Vy au lieu de A’, on peut supposer que f' — f"* est
une application continue de V; dans End}{i (T\VA)- On garde cependant toutes les notations et
conventions des parties préliminaires.

Soit (K})p la famille de compacts fournie par la proposition 5.1.2. On va montrer, par récur-
rence descendante sur p, que quitte & restreindre Vy, i(f’ )| K, est injective, pour [ € Vy. Ainsi,

i(f')|x sera un homéomorphisme sur son image et i(f’)| 4 sera un plongement 7| 4-controlé.

Pour p = N, l'injectivité se démontre comme le corollaire 1.3, car K est un compact de la

lamination Xy envoyé par f* dans son intérieur, par 5.1.2.1.

On suppose l'injectivité démontrée sur K,41. En procédant de nouveau comme dans le co-

rollaire 1.3, on montre que i(f’) est injective sur le compact K, N X,, pour " € V.

Soient (z,y) € K2 et f' € Vy vérifiant i(f')(z) = i(f')(y).
On peut supposer que 'on ait restreint assez Vy, de fagon a ce que, pour tout f” € Vy, les
compacts i(f")(Kp N X,) et i(f"”)(Kp41) solent disjoints et f"*(K,) C K.

Siz € X, par commutativité du diagramme, on a :
Wn >0, i(f) o f*" (@) = i(f) o " (y) = ¥n 20, [ (y) € K\ Kpi1 € Cp

Quitte & restreindre Vy, par compacité de C,, dans V,, on peut toujours supposer que (f™*" (y))n
est une n-pseudo-orbite qui respecte L, ou 7 est la fonction sur V,, de I'hypothése iii) du théo-
réme 2.1. Ainsi, par cette hypotheése iii), y appartient & X, N C),. Cela implique que x et y sont
égaux.

Pour traiter le cas ot ni z, ni y ne sont dans X,, on fixe un voisinage compact C'p de

C) dans V,, et on remarque que :

1. Quitte a restreindre Vy, par le théoréme d’inversion locale et compacité de C'p, il existe
d > 0 ne dépendant pas de f" € Vy, tel que i(f’) restreint aux plaques de £, de diamétre

inférieur a 0 et contenant un élément de C),, soit un plongement.
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2. Quitte a restreindre Vy, par la condition 5.1.2.3, il existe € > 0 tel que pour tout couple
(«',y) € C’g vérifiant f™*(z") = f™*(v') et d(2/,y’) < ¢, les points x et y, formant ce couple,
sont dans une méme plaque de £, de diametre inférieur a 4. On suppose de plus que C'p

contient le e-voisinage de C),.
3. On considére I'application continue
¢ Vyp— R*
= min di(f)(2),i(f)(<
P elin o dG(E)E)
Comme ¢( f) est strictement positif, quitte & restreindre V, pour tout f’ € Vy, le réel ¢(f’)
est aussi strictement positif.

Puisque i(f")(x) est égal & i(f')(y), par commutativité du diagramme, pour n > 0, i(f’) o f*" ()
est égal ai(f') o f*"(y). Par 3), pour n > 0, on a d(f™*" (z), f*" (y)) < e.

Par I'hypothése iii) et 5.1.2.2, quitte & réduire V¢, comme ni « ni y n’appartiennent a X, il
existe M minimal tel que f’*M (x) et f’ M (y) appartiennent & K. Par hypothése de récurrence,
Fret (x) est égal a fr (y). De plus, par définition de M, les points f’*Mﬁl(az) et f’*AFl(y)

appartiennent au e-voisinage de C), et donc a C’p. En utilisant alors (2) puis (1), on a :

seM—1 peM—1

o) =1 ()

Par une récurrence décroissante, en utilisant ainsi (3) puis (2) puis (1), on a :
¥n <N, f*(z) = £ (v)

Ainsi x et y sont égaux. Ce qu’il fallait démontrer.

5.3 Démonstration par récurrence du théoréme 2.1

Dans cette partie, on se place sous les hypothéses du théoréme 2.1, en reprenant les notations

de la partie 5.1.

5.3.1 Propriété fondamentale de la dynamique sur K,

On note exp l'application exponentielle associée & une métrique riemannienne g compléte
sur M. Soit € € C*°(M,]0,1[) une fonction inférieure au rayon d’injectivité de 'application
exponentielle. On note :

Exp : *TM — M

(,v) = expy(y) (e oi(x) - H—W)
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pour tout p € {1,..., N}, la restriction Expp, est un morphisme T)-controlé de F, dans M.

On va montrer par récurrence descendante sur p la

Propriété fondamentale 5.3.1. Pour tout p € {1,..., N}, il existe :
— un réeln’ >0 et un voisinage Vy de f dans CY(M, M), tous les deur arbitrairement petits,
— un voisinage Ay, de K,, ouvert, relativement compact dans Uy>,X, et d’adhérence envoyée
par f* dans int(K,),
— une famille de voisinages VP := (VX)XGEMP adaptée a fl’;lp,

— une application continue :
Vi — Endylgp (T[a,) x Mor(T, M)
fr— (" ip(f)

vérifiant :

L= gy, etin(f) =i

f/
M —- M
2. Le diagramme iy(f") 1 T ip(f') commute.
A, — A
Iy

3. La restriction de i,(f') a A, est une immersion.

4. Pour f € Vi, Uapplication op(f') : x+— Exp,toiy(f')(x) est bien définie et, pour k > p,

ses valeurs appartiennent a Fy, sur un voisinage de f*(Cy) indépendant de f'.
Pour j > p, on note Xf la strate de X4, associée a X; € X.
5. Pour tout j > p, Vv est un voisinage de Cj et, pour tout x € Vyr et f' € Vi, le point
J J

. : . 13 pn’
f*(z) appartient a l’ensemble [’jf*(:c)'

La relation entre n’ et Vy est la suivante : 1’ sera choisi assez petit, puis V; sera choisi assez

petit en fonction de 7’

5.3.2 Démonstration du théoréme 2.1 a partir de la propriété fondamentale

On va prouver que, pour p = 1, la propriété que l'on vient d’énoncer suffit & démontrer le

théoréme 2.1. Pour j > 1, on note X; la strate de X 4/ correspondante a X;.

130n rappelle que [:?y désigne 'union des plaques de £; contenant y € L; et de diamétre inférieur a § > 0.
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Chapitre 5. Preuve de la persistance des stratifications

Comme f*(adh(A’)) est inclus dans A’, quitte & réduire Vy et 7/, on peut supposer que, pour
fl eV, onadAC fi*(A)) >

Ainsi, d’aprés les propriétés 3 et 5 de 5.3.1, on peut définir application continue :
V/
Vi — Endfl*Al(’ﬁ ) X Im(7jar, M)

Fo (= frani () = i () )
avec pour j > 1, VX; =VenAetV = (Vx)XeE‘A,.
J

La conclusion i) du théoréme 2.1 résulte simplement de la propriété 2 de 5.3.1.

La conclusion iii) du théoréme 2.1 pour la strate X;, se montre par récurrence sur p > 1.

Pour tout p > 1, quitte a restreindre VX;, on peut supposer que VX; N K, est relativement
compact dans V,,. On peut aussi supposer que 27’ est inférieur au minimum sur VX; N K, de la
fonction 7 associée a X, dans ’hypothese iii).

L’étape p = 1 est alors évidente. On considére donc p > 1.

Comme K, est envoyé par f* dans son intérieur, quitte a réduire V; et 7', toute 7/~ f"*-pseudo-
orbite, respectant £, et partant de VX; N Kp, est incluse dans K, et, par 'hypothése iii), est
nécessairement incluse dans X,.

Par ailleurs, quitte a réduire V¢, d’apres 5.1.2.1 on a :
A'NK, Cint(f* (A NK,)) (5.3)

et on peut montrer que

Unzof/*_n (A, n Kp) D) VX;’? (5.4)

En effet, sinon il existe = € VX; ayant sa f"*-orbite qui n’intersecte pas K,. Soit ¢ < p
maximal tel que l'orbite de x intersecte Cy. D'une part, x ne peut pas appartenir a X, ; donc son
orbite quitte nécessairement Cy, par hypothése de récurrence sur p, la propriété 5 de 5.3.1 et le
chois de n’. D’autre part, I'orbite de z intersecte K, donc y reste incluse et n’intersecte pas K.
Ainsi son orbite intersecte Cy avec p > ¢’ > ¢. Cela contredit la maximalité de g.

Draprés (5.3) et (5.4), on peut construire une fonction 7" sur Vy;, continue, strictement po-
sitive et inférieure & 1)’ telle que pour tousn > 1, z € f* " (A'NK,)N Vx, et z1 € Vyy ﬁﬁz;:,(f()x),

les points de Vx; N EZ;,(f (1:31) appartiennent a f* """ (ANKp)N Vx;. Une telle fonction 0" veérifie
la conclusion iii) du théoréme 2.1, car toute n’-pseudo-orbite de f* dans VXé finit par appartenir

a VX}; N Kp.

Il ne reste plus qu’a montrer la conclusion ii). Par les propriétés 2, 3 et 5 de 5.3.1, la lamination

X, immergée par i(f’) est préservée par f' € V¢, pour p > 1. Par continuité de f' +— (i1(f'), f")
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5.8. Démonstration par récurrence du théoreme 2.1

et I'hypothése de dilatation normale pour f, quitte a restreindre Vy, application f’ dilate norma-
lement et uniformément la lamination X} sur le compact X,NK),. Par (5.3) et (5.4), lapplication
f! dilate normalement la lamination immergée X,. Donc la conclusion ii) du théoréme 2.1 est

vérifiée.

5.3.3 Rang p=N

La démonstration de cette étape est identique a celle du théoréme 1.2. On commence par
choisir un voisinage ouvert Ay de Ky, qui soit ouvert et relativement compact dans Xy, dont
l'adhérence, notée K', est envoyée par f* dans int(Ky). On se sert alors du lemme 1.5.1. Pour son
utilisation, la lamination normalement dilatée par f est X . Aussi, le L-fibré (F, F) est (Fy, Fn).
L’application Exp restreinte a un voisinage de la section nulle de Fiy est bien une immersion de
ce Ly-fibré. On fixe enfin une connexion quelconque sur Fy et un voisinage compact W de K’
dans Xy.

Le lemme 1.5.1 garantit alors I’existence d’un voisinage V,, de la section nulle de 'y Fy 14,

d'un voisinage Vy de f dans CY(M, M) et d’une application continue :
Vo X Vf—>Endf‘*X (XN,XN) XV,
N

(0. f) = (fo" Sy ()
telle que, pour chaque f’ € Vy, l'application Sy a un point fixe on(f’) dépendant continiiment

de f’ (cf preuve du théoréme 1.2) vérifiant

1%
! on(f")
ainsi que oy =0et ff = f*. On prolonge oy par la section nulle sur les autres strates. On
0

note fy = faN(f’)IAN et in(f") := Expoon(f'). Ainsi, la propriété fondamentale est vérifice

pour ces deux applications, quitte a réduire V.

5.3.4 Rang p+1 = Rang p

Naivement, I'idée est de tirer en arriére la section 0,41 par le lemme 1.6.1. Cependant, cette

préimage n’a a priori aucune raison de bien se recoller avec o,41. Il s’agit donc de bien adapter

'4On rappelle que Tw Fx désigne les sections de Fy, étant des morphismes de (Ly, £x) dans (Fn,Fn) et &

support dans W.
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op+1- Cela va demander au préalable d’étudier la combinatoire topologique.

Etude topologique

Voici la zone de "recollement".

Propriété 5.3.2. Soit A le compact Cp, N Kpy1.
1l existe un voisinage ouvert Va de A arbitrairement petit qui soit relativement compact dans
Vp N Apyr et tel que :

5.8.2.1 f*(adh(Va)) est inclus dans int(Kp11\ Va).

5.3.2.2 f*(adh(Apy1)) est disjoint de adh(Va).

Preuve

Comme A est inclus dans K41, l'ouvert A, 1 est un voisinage de A. Par 5.1.2.2, le compact A est inclus
dans Vj,. Donc un voisinage de A assez petit sera inclus dans V, N Ap11.

Comme A est inclus dans K41, 'image par f* de A est incluse dans int(Kp+1), par 5.1.2.1. Or A est inclus
dans Cp C adh(K,11). Donc, un voisinage Va de A assez petit vérifie 5.3.2.1.

Comme A est inclus dans adh(Kp 1) et comme, par hypothése de récurrence, f*(adh(Ap+1)) est inclus dans

int(Kp+1), un voisinage Va de A assez petit vérifie 5.3.2.2.

Soit V et V{ des ouverts de A vérifiant :
A c V{ c adh(VX) C VA C adh(VA) C Va

Propriété 5.3.3. Pour chaque j > p, il existe deux voisinages ouverts et relativement compacts

Véj et Vo, de Cj, vérifiant adh(Véj) C Vg, tels que

avec Ap:= U Vép et A, g = U Ve,, ona :

jzp Ji>p
5.3.3.0 Ay et A;J—H sont des voisinages de K, et K, respectivement. De plus, A;_H est

inclus dans Apy1.

5.9.9.1  f*(adh(A, UVe,)) C int(K,) et
[*(adh(Apt1)) C int(Kpi1) \ adh(Vg, UVa)

5.8.3.2  adh(Vg;) C Vypsr, pour j > p, et adh(Vg,) C V.
J
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5.8. Démonstration par récurrence du théoreme 2.1

5.8.3.8 1l existe une métrique riemannienne g sur M et X\ < 1, tels que pour la métrique
i1, 9 sur (Lp, Lp) et tout v € (i*TM/TLp)\VCPUVA :

maz (L, | Ty fipe, ) - ol < A- T flp(v)]

5.8.3.4  Pour j > p, il existe un voisinage de f*(adh(Vc,)) sur lequel la section opy1(f')

est & valeurs dans Fj, pour tout f' € V.

5.8.8.5  adh(Ve,) Nadh(Al, 1) C VY

5.8.8.6 Vg, UA,  Uint(Ay) = A

Preuve

Comme la réunion des compacts de (C;);>p est égale & K, et que la réunion des compacts de (C});j>pt+1 est
égale & K; 41, on a simplement ’assertion 5.1.2.0. De plus, quand les voisinages (ch )j>p sont petits, les voisinages
Ay, et Ay, sont proches de K, et K41 respectivement. Ainsi pour (Ve )j>p assez petits, A}, est inclus dans
Apt1.

La premiére partie de 5.3.3.1 provient de 5.1.2.1 pour (Véj )j>p assez petits. La deuxiéme partie de 5.3.3.1 est
réalisée pour Vi, et Va assez petits d’aprés la propriété 5.3.1 qui affirme que le compact adh(A,+1) est envoyé
dans l'intérieur de Kpy1 et le fait que C), et A n’intersecte pas int(Kpt1).

L’inclusion 5.3.3.2 est une conséquence de la propriété 5 de 5.3.1, pour (Vo,);>p assez petits, et de 5.1.2.2,
pour Vi, assez petit.

L’inégalité 5.3.3.3 est une conséquence de 5.1.2.3, avec V¢, et Va assez petits.

'assertion 5.3.3.4 est une conséquence de la propriété 4 de 5.3.1, pour des voisinages (Vc, ) >p assez petits.

Pour obtenir ’assertion 5.3.3.5, on fixe V{ et on considére les voisinages (Vo,)j>p assez petits.

L’assertion 5.3.3.6 est évidente.

Préimage de 0,1 donnée par le lemme 1.6.1

Rappelons que I'on note 7, la structure de treillis de laminations sur F}, induite par 7).

Le lemme suivant s’apparente au lemme 1.6.1 et sera démontré dans la partie 5.3.5.

Lemme 5.3.4. Soient K' := adh(VaUVg,) et W un voisinage compact de K' dans V,,. On fize
une connexion V et une norme || - || sur le Ly-fibré (Fp, Fp).
Pour 1 assez petit et V; assez petit, il existe un voisinage Vy de la section nulle dans I'F,

15 et une application continue :

S Vpx V.- V/NTwFE,

150n rappelle que I'F,, désigne I’espace des sections de F}, étant des morphismes de £, dans F.
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(f',0) = Sp(o)
avec Vg = Vo N Mor(Tjr,,, T,) muni de la topologie induite par Mor (7|, Tp).

et vérifiant les conditions suivantes :
1. La section Sy(0F,) est nulle.

2. Pourxz e K', f' € Vy et 0 € V], le point Expo Sy(0)(x) est l'unique point d’intersection
de l'image par Exp de la boule Br, (0,7') avec la préimage par f' de Exp o J(LZ}*(I)).

3. Pour f' € Vy et 6 > 0, il existe N > 0 et Vy un voisinage de f' dans Vy tels que, pour
[’ €Vy etn> N, le diamétre de S}‘,,(V’ V.

est inférieur a 0 pour la norme | -
> t infért i 0 l

4. Pourj>petce X;NK', ffeV;etoeV], soit fi¥(x) e £Z}*(x) défini par
floExpo Sy (o)(x) = Expooo f(x)

Si la dérivée partielle an/*(z)/ij (Expoa) est injective alors Or,c;(Expo Sy (a)) lest aussi.

On va montrer que, quitte a restreindre Vy, I'application o1 L, est continue de Vy dans %8
L’application 7,41 est continue de Vy dans Mor(7,M) et i est un morphisme 7-controlé.

Donc, par régularité de ’application exponentielle, I’application :

/ —

Opir + € Vi |w € Ly = expi (i (f)(@))]

est continue de V; dans M oro(’T‘ Ly 7,), par définition de la structure 7,,.

L’application t € R — \/% est un difféeomorphisme sur | — ¢, €[ dépendant réguliérement de

t
Ve2—2°

e > 0. L’inverse de ce difféomorphisme est ¢t €] — ¢, €[—
Ainsi, 'application :
Tp+1(f)
Ve oil@) — lop . (1)1

Opri|L, ° fleVi— |z €L,

est une application continue de V; dans M OTO(IZTLpa 7,). Cela implique que o, +1|L, €st une ap-

plication continue de Vy dans I'Fj,. Comme 0,1 s’annule en f, quitte a réduire Vy,

V' eVy, opr(fi, €V

Ainsi, I'application f" € Vi + ,(f') := Sp/(0p11(f')|1,) est bien définie et continue dans V;

munie de la topologie induite par Moro(7|z,,7p).
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Recollement de 0,1 avec sa préimage donnée par le lemme 5.3.4

On cherche & bien "recoller" ¢, et op,41. Pour cela nous avons besoin du lemme suivant, pour

avoir une bonne structure algébrique locale sur les images par 7,41 de la structure de treillis 7.

Lemme 5.3.5. Quitte a réduire 1/ puis Vy, il existe une application continue y de Vi dans les
morphismes (7T,
frevy,

1. le point v(f')(0,) est égal & opr1(f')(2),

2. pour j>petx € Véj, il existe une plaque Lj; contenant L

|7T71(VA),’2;)-contrélés, respectant les fibres de F,, qui vérifie, pour x € Va et

n
FER

telle que
Ezxpo ’Y(f/)(Fg%g N Fpz) = ip+1(f/)(£jw) h Exp(Fpz)

3. il existe & > 0, ne dépendant ni de x ni de ', tel que ’y(f/)|sz est un difféomorphisme sur

un ouvert de Fy, contenant B, (0y,0).

Le lemme 5.3.5 sera démontré dans la partie 5.3.6. On continue maintenant la preuve de notre
récurrence.
Par la conclusion 3 du lemme 5.3.5, quitte a réduire Vy, la section suivante est bien définie,
pour f' € Vy:
2 € Va g (F) o au(f)(a)

En se ramenant & des cartes des voisinages tubulaires de 7 et en utilisant le théoréme des
fonctions implicites, on montre'® que cette derniére section est ('ﬁVA,%)—contrélée et dépend
continiment de f’ € V.

Soit p € Mor(T,|0,1]) une fonction a support inclus dans Va et valant 1 sur V{. On note
T« la structure de treillis induite par 7 sur ¢*TM.

Soit alors O'g I'application définie, pour f’ € Vy, par :
ag(f/) A —"TM

A (@) Al () 0 3p(f)(a)) siz e Va

opir(f)(a) i € Vg

€T —
Comme le support de p est inclus dans Va et que y(f')(0) = op41(f’), Papplication ag est conti-

nue de V; dans 'espace des sections (7', Ty=rar)-controlées de *T'M. L’application 02 est égale

a &, sur adh(V)) et & opt1 sur le complémentaire de V.

Fait 5.3.6. Quitte a réduire Vi et n', pour f' € Vi, j>petx e V(’;j,

16Une preuve similaire sera effectuée en détail dans le lemme 5.3.7
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/

5.8.6.1 le point f' o Expoop(f')(x) appartient & Exp o Ug(f/)(ﬁgf*(x)),

5.8.6.2 le point Expo o) (f')(x) appartient a ip_i_l(f’)(ﬁy;).

Preuve

Pour # € V&, \ Va, les points Expoo)(f)(x) et ips1(f')(z) sont égaux. Par la propriété 2 de 5.3.1, les points
foipr1(f)(z) et ipr1(f') o fpi1(2z) sont égaux. Comme x appartient & I'ouvert A, 1, par 5.3.2.2, quitte & réduire
Vi, fri1(x) n’appartient jamais & Va, donc les points ipt1(f') o fri1(z) et Exp o op(f') o fi1(x) sont égaux.

Enfin, par la propriété 5 de 5.3.1 et 5.3.3.2, f,%1(z) appartient & L?}*(z)- Ainsi :
f o Ezpoap(f) (@) = f oipir(f)(@) = ipr1(f') 0 fria(@)

= Bapooh(f) o (@) € Bapo (£ (L))

PourerAﬁVéj et f'€Vy,ona:
@) =) (00 3, (1) 0 56l )

D’aprés le conclusion 2 du lemme 5.3.4, le point Expo &, (f’)(z) est envoyé par f' dans ip41(f') (ﬁ;}*(x)). Quitte

a réduire 7', la distance d(f*(Véj), L§) est strictement plus grande que 2n’. Donc, par cohérence des voisinages

n !

. 17/
tubulaires, on a Lpf*(z) - Ejf*(z).

= /(Bapo 5,()@)) € ipa(£) (- (5.5)

D’aprés la dilatation normale exprimée dans 5.3.3.3, la cohérence des voisinages tubulaires et la propriété 2 de

5.3.1, pour y proche de i(z) et f’ proche de f, on a :
A(mipr((£L)) < (7 Wipn (7 (-0 ) (5.6

Donc, quitte & réduire Vy, d’aprés (5.5) et (5.6), le point y := Exzpod,(f')(x) appartient & ip+1(f’) (E;’;) Comme
ap(f")(x) appartient a F,, par la conclusion 2 du lemme 5.3.5, le point wl}; (f")od,(f)(x) appartient a FisNEp,.
Donc, quitte & réduire Vy, le point Expoop(f’)(z) appartient a ip+1(f')(£;-’;/), avec "’ < n’. Quitte & réduire V7,
par la propriété 5 de 5.3.1 et 5.3.3.2, on a :

1o Bapo o (£)(@) € ipir(f) (Ll ) (5.7)

Par 5.3.2.1, L’image de adh(Va) par f* est disjointe de adh(Va). Ainsi, au voisinage de f*(Va), 'application
Expo oy est égal a ipi1. Donc, quitte a réduire ' et Vy, les images de E?}*<I> par Expoal(f’) et par ip+1(f)

sont égales. L’assertion 5.3.6.1 provient ainsi de 5.7.

Montrons maintenant que, pour f' € Vi, ¢ > p et x € A,y1 N Ly, la différentielle Oryr, Exp o

ag(f’) est injective. Grace a la propriété 3 de 5.3.1, il suffit de vérifier cela pour z € Va. Par la

propriété 3 de 5.3.1 et le fait 5.3.6.2, il suffit de vérifier que dryc, Exp o ag(f’) est injective pour

j > ptel que x € Véj. Pour f' = f, on a Expooy(f') =i, donc drer, Expo op(f') est injective.

Comme Véj est relativement compact dans L; et que l'application Exp o 02‘ 1. est continue de
J

Vi dans Mor(L;, M), quitte a réduire V, la différentielle 7. Ea:poag( 1) est toujours injective.
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Construction de i,

Par 5.3.3.6, la famille (Vc,, A}, 1,int(A5)) est un recouvrement de A. Par I'annexe A.1.1, il
existe une partition de I'unité (r1,r2,73) € Mor(7,[0,1])® associée a ce recouvrement.

On définit, par récurrence, sur des voisinages de plus en plus petits de f :
e oy (f) = Splop(F) + 2 oy (f)i,

D’aprés le lemme 5.3.4, 'application 05 est continue d’un voisinage de f dans V. muni de la
topologie induite par M oro(’ZTLp, 7).

On va montrer que (o¥

p) ) converge vers une application o, dont la composition avec Exp est

I'application i,,.

Description des valeurs de a]’j
On va maintenant décrire les valeurs de a’lf( f7) sur un voisinage de Vép, puis sur VA et enfin

sur Vg, \ VA, pour tout f’ € Vy.

- Sur un voisinage de V¢ , la section O'l;;(f,) est égale & 75 - 09 (f). On a donc :

sur un voisinage de A, \ Vg, ag(f’) =a%(f") (5.8)

- Sur Vi, par la conclusion 2 du lemme 5.3.4, la section Sf/(af,f(f’)) ne dépend que de U]’,f(f’)

sur un voisinage de f*(adh(V})). Comme V est inclus dans Apyq, d’aprés 5.3.3.1 :

f*(adh(Va)) C Kpy1 \ adh(Ve,) C Ay \ adh(Ve,)

Donc sur un voisinage de f*(adh(V4)), les sections o&(f’) et o9(f’) sont égales. Comme
f*(adh(V})) est disjoint de adh(Va), sur un voisinage de f*(adh(V4)), on a ap(f') = opy1(f').

Comme V{ est inclus dans K’, par la conclusion 2 du lemme 5.3.4, la section S (01’; (f") est

égale & Sp/(op11(f7)) = 6p(f') sur adh(V}). Comme o) est égal & 6, sur VA, on a :
Vo € VA, ob(f)(x) = (r1+12) - 6p(f) = (r1+r2) - op(f') ()

et Vo € VAN A, oy(f)(2) = op(f) (@) = 6,(f)(z) = Sp (o, (f)(2) (5.9)

- On va maintenant étudier les valeurs de a]’; sur Vg, \ VA. Par 5.3.3.5, 'ensemble Vg, \ VX
est contenu dans A7’ ;. La fonction 72 y est donc nulle. Soit z € V¢, \ VA C K'. Par la conclusion
2 du lemme 5.3.4, Sy (k=1 (f"))(2) ne dépend que de ol (z1), on @1 = f;’%,l(x) est n/-proche
de f*(x) dans une plaque de £,. Par 5.3.3.1, on a f*(adh(V¢,)) C int(K)), donc x1 appartient
A K,

Si on suppose de plus que x1 appartient & (A;,,; U VX)¢, alors x1 appartient a K, \ (A}, U
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VX) C Ve, \ VA. On peut alors réitérer ce processus en construisant une 7/’-pseudo chaine (x;);%,

de f*, qui respecte les plaques de £, définie par :

Trog =2
zinn = 1 (),
p
que l'on arréte quand i = k ou z; € VAU A} ;. On a donc xg = z,...,2; € Kp \ (4,1 U
VA)s -y, € (A, UVX) N Ky oung = k.

On va montrer que :
Ve € Vo, \ Vi ob(f)(@) = (@) - i (ol (F)(@) (5.10)
et Vo€ Ay Vo, \ Ve ob(f)(@) = %5 (0%, (f)(@) (5.11)

Pour n, = k, ces égalités s’obtiennent par récurrence décroissante sur ¢ le long de la chaine
(@i)io-

Pour n, < k, d’aprés 5.3.3.5, le point x,, appartient a Vi ou a adh(Vg,)¢, donc par (5.8)
et (5.9), en effectuant une récurrence décroissante sur ¢ le long de la chaine (z;);,, on a aussi
(5.10) et (5.11). De plus, n, ne change pas pour un k plus grand. Donc la suite (o’;(f’)@))k est
stationnaire, par hypothése iii) du théoréme, quitte a réduire V7.

On va montrer que, pour z’ appartenant a un voisinage de = € Vg, \ VX, on a :
kgl A / ng (0 ¢! / .
op(f)(@') = ri(a’) - SpF (op(f))(2), sik>ng (5.12)

On aura ainsi Vo (f/)(z) = V(r1 - S%,(a0(f"))(2)), avec p = n,.

Comme n; < k, le point x,,, appartient & VX' U Aj,,; qui est ouvert et donc n, est inférieur
ou égale a n, pour x’ voisin de x.

L’inégalité 5.12 est immeédiate si n, = n,s. Supposons que n, > n,. Par définition, n, est
non nul. Ainsi z,, , appartient a K, \ (VA U A},.;) et est proche de VA U A}, auquel x;lz, ap-
partient. Or 9A} ., N K, est égal a 0A;,,; N Cp qui est inclus dans VX par 5.3.3.5. Ainsi, z,,,
appartient & adh(V{). Par 5.3.2.1, quitte a réduire V}, on a toujours n, = n, + 1 dans ce cas.
De plus, sur le voisinage VA de z,_,, la section o

»(f') est égale & G, qui est elle-méme égale a
Sf,(agl 1, (). Dot I'équation (5.12).

Convergence de (U]';)k
On commence par montrer que, quitte & réduire Vy, pour tout k£ > 0 et f’ € V4, la section

of(f') est définie. Soient W' un compact de Ly, et § > 0 tels que
{0 € TRy N Mor(Ty,, T) : Yo € W', o(@)]| + |Vo(z)] < 8} € V2

120



5.8. Démonstration par récurrence du théoreme 2.1

Par continuité de ag, quitte & considérer Vy plus petit, pour f’ € V¢, on a :
max { vz - o (F)| + [V (rz - oD ()1} < 8

et max {[|(r1 +r2) - op ()| + [V ((r1 +72) - op(F)]]} <6

Par la conclusion 3 du lemme 5.3.4, quitte a considérer V; plus petit, il existe IV > 0 tel que,

pour f'€ Vyetn> N, ona:
sup { I S DI+ 1901~ SH M} < o

Aussi, par continuité de 02 et S, quitte a réduire de nouveau Vy, on a pour n < N et pour
fleVi, ona:
0 0
max { r1 - S3 (0%, (P + IV Sp (b, (P <9

De la description des valeurs de alg , on peut conclure que o’lj( [’) est définie pour tout f' € Vy et
k>0.

On va maintenant construire o,. D’aprés, la conclusion 3 du lemme 5.3.4 et la description
des valeurs de ((75) k, cette suite converge dans C°(Vy,I'F},), vers une certaine application o,.
L’application o}, se prolonge contintiment sur V; x A par 7 - ag en dehors de V¢, en une

application continue de V; dans C°(A,i*T M), que I'on note toujours Op-

Propriété de o), et i,
On va montrer que o, est une application continue de V; dans Mor(T, T ).

Tout d’abord, I"application oy, est continue de Vy dans I'F),.

Quitte a réduire 1/, on peut supposer cette constante inférieure a infvop 7, ot n est la fonction
sur V), fournie par I’hypothese iii) du théoréme. On définit U; comme l'intérieur de ’ensemble
des points de Vép qui sortent par toute n'-pseudo-chaine de Vi, respectant £, et de longueur
supérieure & j. Par la propriété 5.1.3, la suite d’ouverts (U;); est croissante et sa réunion est

k

Ve, \ Xp. D’aprés la description des valeurs de (o8), pour I > k > j, les sections ol (f') et oL (f')

sont égales sur U; et sur un voisinage de Vép. Donc o), est continue de Vy dans Mor(T, Ti=T).

Soit iy := Exp ooy

Montrons que :

pour j > p, sur un voisinage de f* (adh(Véj),
la section o, (f’) est & valeurs dans F}j, pour tout f' € V (5.13)
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Comme 0,11 et o), sont colinéaires sur le complémentaire de Vi, UVA et que sur ce dernier en-
semble o), appartient a Fy, il suffit de montrer que f*(adh(A4;,,)) n’intersecte pas adh(Vc, UVa),
ce qui est donné par 5.3.3.1.

En particulier, I'application i, vérifie la propriété 4 de 5.3.1.

On va montrer maintenant que la restriction i, A,,( f') est une immersion, pour f’ € V;.

Par (5.8) et (5.9), sur un voisinage ouvert de (V5 U V) N Ap, la section o,(f’) est égale a
a)(f'). Or V¢, UVA)NA, est inclus dans A, 11. On a vu que Eacpoa&Ap+1 (f') est une immersion.
Donc ip|(v5puvg)m 4,(f') est une immersion.

On étudie maintenant la restriction de i,(f’) a Vép \ VX qui contient Vép \ A}, ;1. Soit = €

(Vép \ VA)NUj. On considére de nouveau la pseudo-chaine (z});7, respectant les plaques de £,

associée & x. On va démontrer par récurrence décroissante sur k € {0, ...,n,}, que quand x, € X;
la différentielle dr,, r, Exp o S?,_k(ag(f’)) est injective. Pour k = ny, dr, ¢, Expo S;},'”_k(ag(f’))

est égale a 8Tzkcl‘72(f/)- L’élément x) appartient & K N (VA U A}, ) qui est inclus dans Ap;.
Or, on a vu que Org, Expo O'g(f/) est injective sur L; N Ap41. Ainsi ’hypothése de récurrence au
rang n est bien vérifice. On suppose que dr,, ¢, Expo S;},_k(ag(f’)) est injective quand zj, € X.
nlkarl( 0

ap(f") est injective.

Alors par la conclusion 4 du lemme 5.3.4, 8Tzk71£lEazp oS »

Ainsi, la propriété 3 de 5.3.1 est vérifiée.

Construction de la famille de voisinages adaptée V?

Pour j > p, d’aprés 5.3.3.2, on peut supposer 1’ assez petit pour que
d(f*(VE), L§) > 21, (5.14)

et que le fermé adh(ﬁ?}* (x)) soit un compact inclus dans E??/* (@) et dépende contintiment de

x € adh(VC’,j), dans I'espace des compacts non vides de A muni de la distance de Hausdorff. On

N

peut maintenant définir V7 := (Vyr),_,

avec fo = {3: €eLinNAy; Jke{p,....j} : zeVy et adh(ﬁzlf*(m)) C Lj}

On remarque que, pour j > p, ’ensemble Vyr est ouvert. On va montrer que Vyr contient X Jp .
J J
Soit x € Xf = X;jNAp. Comme (V¢ )i recouvre A, il existe k € {p,..., N} tel que x appartient
a V(’;k. Puisque V(’;k C Ly, intersecte X, l'entier k est inférieur a j. De plus, f*(z) appartient a
. n' . 20/ L n'
X et le compact adh([,kf*(x)) est inclus dans Ekf*(x). Donc, par la propriété 2.1.3, adh(ﬁkf*(x))
est inclus dans X, lui-méme inclus dans L;. Ainsi, x appartient a Vy». Cela montre donc que
J
X f est contenu dans Vyr.
J
On remarque enfin que Vyr contient Véj et donc Cj}, pour tout j > p. Ainsi une partie de la
J

propriété 5 de 5.3.1 est démontrée.
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Construction de f' +— f;

Par I'inclusion 5.3.3.5, Vg, N 4}, C VX, donc on a Vép \VA C A,NVg, \ A, ;. Ainsi, pour
tout k et f' € Vy, par définition de O'I;, la section J£+1(f/) est égale a Sf/(alg(f’)), sur V¢, \ V4.
De plus, par (5.9), on a sur Vép Uvi:

VeV, op(f) = Sp(op(f))

Comme V(’Jp est inclus dans K, d’aprés la conclusion 2 du lemme 5.3.4, pour x € Vép et f' € Vy,

1o ip(f)(x) € ()LL) (5.15)

D’aprés (5.8) et (5.9), sur (A4, \ Vi, ) U (A, N VA), les sections oy, et o) sont égales. Par 5.3.3.5,
pour j > p, ouvert Véj N Vg, est inclus dans VX. Donc sur Véj C Ap, les sections oy, et o) sont
égales. De plus, le compact adh(V(’;j) est inclus dans Ay, 1 qui est envoyé dans A, \ adh(V¢,),
par 5.3.3.1. Donc sur un voisinage du compact f* (adh(Véj)) les sections oy, et o) sont égales.
Par le fait 5.3.6.1, on déduit que :
! / .
pour:UEVCj et f'eVy ona:

foip(f) (@) € ip(f) (Ll ) (5.16)

Ainsi, (5.15) et (5.16) expriment :

pour j Zpet:zEV(Sj et f' e Vy,

1o ip(f)(w) € ip(1)EL, ) (5.17)

On rappelle que la restriction de Fxp a un voisinage de la section nulle du Ly-fibré (Fy, Fy)
est une immersion dans la variété M de méme dimension. Par le théoréme d’inversion locale, il
existe une fonction strictement positive et continue € sur Ly telle que pour x appartenant & Ly,
la restriction de Fxp a la plaque ;f)ix) est un difféomorphisme sur voisinage de i(x) € M.

On note I,;zl I’application Empl;_lék(z).

kOg

graphe de 4|7, tel que l'application suivante est bien définie :

Il existe ainsi un voisinage ouvert G C L x M du

T, @ G — Ly
(5,9) — 7E(y) = 70 TA(y)
ou 7 est la projection Fj, — Ly
Lemme 5.3.7. L’application 7y, est (T x M)q,, 7T )-controlée.
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Preuve

11 suffit de montrer que pour tout (zo,yo) € Gk, si o appartient & X; > Xy alors les différentielles Or, Ik_xl (y)
et Or,m 1, (y) existent et dépendent contintiment de (z,y) € G au voisinage du couple (zo, yo).

On pose vg := I];clo (y). Par définition de 11;0107 lélément 7(vo) appartient & une plaque de L contenant xo.

Par la propriété 2.1.3, w(vo) appartient a une plaque de X; contenant zo. Il existe donc une carte ¢ du feuilletage

L’k‘ijLk de ;Cj‘ijLk7 d’un voisinage U d’une plaque de L contenant zq et 7(vg). On peut supposer que ¢ s’écrit :
¢ U—R™® xRE™ T

Soient (29,3, 2%) et (v9,v9,v3) les coordonnées de respectivement xo et 7(vo) via cette carte. On remarque que

les couples (3, 29) et (v3,v3) sont égaux. Quitte a réduire T' et U, il existe un voisinage U; de v} dans R tel

que ouvert U’ égal & ¢~ (U x RY ™% x T) est trivialisant pour Fi. Via la carte ¢ et cette trivialisation, on
identifiera U a R%* x R% % x T et le fibré Fryr a Up x R% =% x T x R" ™% Soit v la quatriéme coordonnée
de vg dans cette identification. Via une carte de M, on peut enfin identifier & R" un voisinage de yo € M. On

consideére 'application de classe C'' suivante :
U R" x C%T,Uy) x R % x ¢%(T,R"™ %) — C°(T,R™)

(y, w1, T2, ws) —> l:.’IZg —y— E:rp(wl(:cg),xg,:cg,w4(x3)>}

ol les espaces de Banach des applications continues et bornées C(T,R% ), C°(T,R% =% ) et C°(T, R™) sont munis
de la norme uniforme.
Quitte a réduire T (et ainsi U et U’), il existe deux applications w{ € C°(T,U) et w§ € C°(T,R% =) telles

que, pour xz3 € T, le point ]k_(io 20 13)(yo) existe et a pour coordonnées (w? (z3), 23, 23, Wl (m3)) On remarque
1720
que w? (x3) est égal a v) et w(zY) est égal & v]. On a aussi :

Par ailleurs, la différentielle 8T<CO(T’U1)X00<T’Rn7dk))\I/ au point (yo,w?,mg,wg) est un isomorphisme car
On peut donc utiliser le théoréme des fonctions implicites qui nous donne ’existence de voisinages V, de
Yo € R™, Vi, de wi € C°T,Uy), Vi, de 23 € REG =%V, de w € Co(T, R™~ %) et d’une application de classe
cl:
p ot Vy X Vo = Vi, X Vi,
(v, 22) = (p1(y,w2), pa(y, 22))
tels que p(yo,z3) est égale a (w?, wl) et pour (y,x2) € V, X Vi,

U(y, p1(y, x2), x2, pa(y, x2)) =0

Cela implique que pour x3 € T, on a :
Eap(P) =y, avee P i= (p1(y,@2)(xa), 22,3, pa(y, 72) (@)

pour z = (z1,z2,x3) assez proche de xg et y assez proche de yo, le point P appartient a f;giz). Par unicité, le

point I '(y) est égal & P. L’application p étant de classe C'', cette application posséde la régularité désirée.

Quitte a réduire Vy, pour f* € Vy ensemble {(f*(x), ' 0 i,(f')); = € V¢, } est inclus dans
G L’application suivante est donc bien définie pour f’ € Vy :

Vc/‘k — Ly,
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vl Do floiy(f) (@)
D’aprés (5.13) et (5.17), quitte & réduire Vy, pour k > p, x € Vi, et f' € Vy, ona:
. I*(x) ;. / o /
ipomy, o froip(f)(@) = f oi(f)(x)
donc, pour [ > p, sur 'intersection de Vék et Vél, on a :
ip© ﬂ_’):*(z) o froiy(f')(x) =ipo 7Tl]”*(sc) o froip(f)(x)
Comme i, 4, est une immersion, quitte a considérer Vy plus petit, on a toujours :
o feiy(f)@) =l o foip(f)(a)

On peut donc définir
v, <% 00(a,, 4,)

fr— (@ fy () =7l Do foiy(f)(x), siz e VL)

L’application f"+ (ip(f’), f,°) vérifie ainsi les propriétés 1 et 2 de 5.3.1.
Par régularité des applications définissant application f’ +— fl’,*, pour montrer que cette

derniére est continue de Vy dans Endy‘i; ) (7]4,), il suffit de prouver la propriété 5 de 5.3.1 :

k> p, ¥z € VI, Vf € Vy, f71(2) € Ly

Par définition de ng, si x appartient a VXﬁ, alors il existe j € {p, ..., k}, tel que z appartient
n n
if*(x) Jf*(x)’

il appartient aussi a EZ (@) Ce qu’il fallait démontrer.

a Véj et la plaque £ est incluse dans Ezlf*(w). Comme le point f;,* (z) appartient a £

5.3.5 Preuve du lemme 5.3.4 préimage d’une perturbation de £,

On remarque tout d’abord que le lemme 1.6.1 démontre une partie importante du lemme
5.3.4. En effet, avec (Lp, L) = (L, L), V, =V, (F,,Fp) = (F,F), K' = K, n =1,V =

Vo N Mor(7),,7p) et toutes autres données du lemme ayant les mémes appellations, on obtient

1%

1%
o, comme [

les conclusions 1, 2 et 3 du lemme 5.3.4. Aussi, par continuité¢ de (f/,o) —
coincide avec f* sur le complémentaire du compact W, n/ peut étre choisi arbitrairement petit,
quitte a restreindre V. Il ne reste plus qu’a démontrer la régularité de S et la conclusion 4 du
lemme. Pour cela, on va se replonger dans la preuve du lemme 1.6.1, en utilisant les notations

propres au lemme 5.3.4.
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Preuve de la régularité de S

On rappelle que I'on a construit par transversalité ’application S°, puis choisit une fonction
r € Mor(Lpy,R) valant 1 sur un voisinage de K’ et a support dans le domaine de définition W’

de SY. On a alors défini I'application S par I'expression suivante :

r(z) - S%(o)(z) size W

0 sinon

VieVietVoeV,, Sp(o):=x¢€l,— {

Par 'annexe A.1.2, on peut choisir 7 étant en plus 7 -controlé. Ainsi, pour obtenir la régularité
de S, il suffit de montrer la régularité de S°. Dans la preuve du lemme 1.6.1, on a montré que
S0 est une application continue de Vi x Vo dans I'Fy . Il reste donc a prouver que, pour j > p,
xo appartenant & un voisinage de X; intersecté avec W', fo € Vi et o9 € V, la différentielle
or,, L; S?,(ao) existe et dépend contintiment de ces trois variables.

On va montrer que ’ensemble

Ljp = {$ S V} N W/; adh(ﬁzf* ) C LJ}

(=)

est un voisinage de X; N W’. Ainsi, on pourra considérer que xo appartient & Ljp.

Par précompacité de W’ dans Ly, pour 7’ assez petit, z € W' — adh([lg;) est continue pour
la distance de Hausdorff sur les compacts de L,. Donc, I’ensemble L;, est un ouvert. Il reste donc
a prouver que X; N W' est inclus dans Ljj,.

Par précompacité de W’ dans Ly, pour ' > 0 assez petit, pour tout € X; N W', I'ensemble
[,IQJZ/ est une plaque qui contient ’adhérence de Eg;;. Par la propriété 2.1.3, la plaque Ei?/* (@) est
incluse dans une seule strate de 3 qui est donc X;. Ainsi, I’adhérence de CZ}*@) est incluse dans
X; C Lj. Donc x appartient a L.

On va démontrer la régularité suivant une méthode similaire a celle du lemme 1.6.1.

Tout d’abord, on va rappeler quelques éléments de cette preuve. Pour chaque x € W', il

existe une carte de £, d'un petit voisinage distingué de celui-ci :
¢ : U —Vy,xT, V,CR?

et un voisinage Uz de 'adhérence de I'image par f*de Uj. Au-dessus de U] et Us, le fibré F),
est trivial et identifie a U x R % et Uy x R*%. On a noté py la projection canonique de
chacune de ces identifications sur R"~%. Pour un certain voisinage V; de 0 dans CO(T, ]R"_dp),

on a remarqué que l'application :
U Vi xV, x V, x Vi — C%T,R"%)

(f' o,u,l) — [¥p(6,u,l) =t — pa(v) — p2 oo o m(v)]

avec v = f'(z',1(t)), ' = ¢~ (u,t), f' = I;Ji(.) of'oExp
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est bien définie et & sa dérivée partielle suivant sa derniére variable qui existe et est inversible.

De plus, ¥ s’annule en :

(.00, (t = p20 S5 (0) 0 67 (w,1))).

On va maintenant adapter cette application a notre contexte, ol = est égal a xg.

Comme x( appartient & Ljj,, quitte & restreindre U] et Us, on peut supposer quye U] est

inclus dans Lj,, que Uy est inclus dans L; et que Uj est distingué pour le £;-feuilletage :
¢« U—R% x R4~ x T’

Par régularité de (Fp,7,) — (Lp, 7|1, ), on peut supposer que nos identifications sont issues
du voisinage tubulaire 7, ayant une structure de £;-fibré .

Soit V}/ un petit voisinage de
{t €T v p20 Spr(0) (&M, 1)) s [' € Vy, 0 EVoetue Rdf}

dans 'espace de Banach des applications continues et bornées CO(T” ,R"‘dp). Pour f' € Vy et

o € V!, application suivante
Upy o RY x V) — OO(T R %)

(u,1) — [t — pa(v) —p2 oo om(v)]
avec v = f/(a',1(t)), o’ = ¢ (u,t) et f' = I o foExp

est donc définie, de classe C! et dépend contintiment de f’ € VietoeV,.

¢ (z0) =t (uo, o) € R% x T"

Soient , 1—1
My = <UQ,(t eT HpQOSfo(UU)O(b (’U,(],t)))

On a \I/fo’go (MD) =0.

Pour pouvoir utiliser le théoréme des fonctions implicites, on va montrer que dy VW, »,(Mp)

est un isomorphisme. Pour ¢’ € T”, application linéaire :
I'e CO(T/an_dp> = T ¥ fy,00 (l,)(t/)

ne dépend de I’ qu'en sa valeur en t'. La différentielle ;¥ ¢, »,(Mp) est donc bijective si et seule-
ment si, pour tous ¢’ € 7" et I’ € CO(T’, R"~%) ne s’annulant pas en t', le vecteur Taz, ¥z, o0 (1) ()
est non nul. Soient x’ := ¢'~(ug,t'), (u,t) := ¢(a') et I € CO(T,R"~%) égal a I'(t') en t. On
remarque que

Ty o)) = T} o1 L (D0

00,%27205'?0 (o0
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Ce dernier n’est pas nul car ;¥ 5, est inversible. Ainsi 0,V s, »,(Mp) est bijective. Par le théo-
réeme de Banach-Steinhauss [24], on conclut que ¥ ¢, »,(Mp) est un isomorphisme.

On peut donc utiliser le théoréme des fonctions implicites au point My, qui donne ['exis-
tence de voisinages V; de fy € CYM, M), V! de oy dans V., V. de ¢;(z9) € R4, V/ de
teT — pyo SJQO (00) 0 ¢ H(u,t) dans CO(T’,R"~%) et enfin d’une application de classe C?,

dépendant contintiment de f' € Vi et o € V' :
pro o Vo —V/ vérifiant :
Y, U) eV — V)
Up o) =0<=1'=pp,(u)

On remarque que U] := ¢/~1(V/! x T") est un voisinage de x¢ inclus dans U] et donc dans

W’. Par unicité, on a donc pour tout z € Uy’ :
$9(0") () = (. py1.00(65 () 0 G5(x)

Par continuité de p’ dans les applications de classe C!, la différentielle 7, c SJQ, (0') existe et

dépend contintiment de f' € V{, o € V; et 2 € Uy'. Ce qu'il fallait démontrer.

Preuve de la conclusion 4 : injectivité de T'(Ezpo S)

x; (Expo

Il s’agit de montrer que la différentielle dr, x; (ExpoSy (o)) est injective quand 8Tf, ‘@)

o) est injective, pour f' € Vi, 0 € V] et z € K' N Xj.

La section Sy (o) est une immersion de (Ly, £,) dans (F},, F,) et la restriction de Exzp a un
voisinage de la section nulle de (F),, F,) est une immersion dans M. Quitte & réduire Vy, I'ap-
plication Expo Sy (o)(x) est donc une immersion de £, dans M. Il ne reste plus qu’a montrer,
pour u € T, X; \ T, Ly, que le vecteur T'(Exp o Syr)(u) n’est pas nul.

Par le lemme 5.3.7, I’application suivante est (’T‘W/, 7 Lp)—contrélée :

e w — L,

g

z 1) @(f o Expo Sh(o)(z))

Par définition de S°, on a pour tout 2’ € W' :
f'o Expo S}(0)(z') = Ezpooo f,"(a)

Ce qui implique :
Or,x,(f o Expo SY(0))(x) = Or,x,(Expooo f,")
Il suffit donc de montrer que le vecteur T'(Ezpooo f2*)(u) n’est pas nul. Comme par hypothése

8Tf’*(z)Xj (Expo o) est injective, il suffit de prouver que Tf."(u) est non nul.
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Comme f," appartient & Mor (Lppw, Lp), il suffit de montrer que T f*(u) n’appartient pas
& Tpe(z)Lp. Par dilatation normale et injectivité de 7', le vecteur T'f o T;i(u) n’appartient pas a
Ti(Tpe(z)Lp)- Ainsi, par commutativité du diagramme, le vecteur Ty f*(u) = (Tpr(yi) " o T(f o
i)(u) n’appartient pas & T'p«(z) Ly

5.3.6 Preuve du lemme 5.3.5 : construction d’une structure algébrique locale
Décompositions de F,
Pour z € L, soit :
L={je{p+1,....N}; 2 €Ve,} U{p,N +1} = {ig(z) < -+ < ip,41(x)}
Soit Fiy41 le fibré de la grassmannienne des O-plans de ¢*T'M. Par le lemme 5.1.1, on a donc :
Fpe = Figw D Fiyz D -+ D Fy, 4y o = {0}

Fop=Fy, CFy,C--CF  ,=TynM

i i1z g1 ©
La démonstration de ce lemme repose sur l’idée intuitive de décomposer chaque vecteur u de

F),; suivant la somme orthogonale :

i
@ F, .,NF+ =F
1—17T igx T PT
1<k<ng+1

En effet, la projection orthogonale de u dans Fj, ,, N thx appartient a Fjp; N thx qui s’identifie
I'espace tangent de Exp(F,;) M i(f')(Li,z). On a alors envie de composer les flots géodésiques
de ces vecteurs sur ces sous-variétés, pour obtenir ’application ~.

Un premier probléme survient car cette décomposition en sous-espace n’est pas lisse (n, n’est
pas constant), ainsi cette composition n’est pas controlée, en général. On va donc commencer par
construire une famille d’endomorphismes (Py), linéaires et controlés, tels que P;, s’apparente a
la projection orthogonale de F,, sur Fj, . N thx

Pour k > p + 1, soit py la projection orthogonale de Fy 1 nr, sur Fyp,nz, N FkL|L,,mLk' Par
annexe A.1.2, il existe une fonction py € Mor(7,[0,1]) valant 1 sur V¢, et a support inclus
dans Vg, .

Pour £ > p, on définit par récurrence L’endomorphisme linéaire de F),, au dessus de 'identité
de L, suivant :

Pk * (pk - Ep<j<k PJ) sur Vo,

0 ailleurs

P, =

avec la convention qu’une somme indicée par I'ensemble vide est nulle.

L’endomorphisme P, est 7,-controlé et vérifie le lemme suivant :
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Lemme 5.3.8.

5.8.8.1) Uespace Py(Fpy) est inclus dans F, N Fib, si x € Vg, , ou égal a {0} si x appartient
a un voisinage de adh(V{, ).

5.8.8.2) pour tout j > k et x € L; N Ly, la restriction PyF;, est nulle.

5.8.8.8) pour tout x € V¢, , on a :

Z PllFmﬁF,jgC = Zdeszkim et F)]“szmpklx =0,si7>k
lel\{p}

Preuve

Les assertions 5.3.8.1 et 5.3.8.2 sont évidentes. De plus, pour z € Vék, on a :
§ Pl|meF,jz = § Pl\prmF,jm = Pr|FponFL
lely : p<i<k p<I<k

Pour montrer 5.3.8.3, il ne reste plus qu’a montrer que la restriction P; & Fpz N Fi& est nulle pour j > k.

Pour cela, on suppose par récurrence sur j > k que
Z Pl\meF,j-m = Pr|FpanFL
p<I<j
On a bien :

E Pl\szkaiz = pj+1- (Pj+1 — Pk)\szkaiz +Pk|meFkLI = Pr|FpunFg,
p<l<j+1

Translations sur les voisinages tubulaires

Les voisinages tubulaires de 7 étant des laminations munies d'une structure de classe C, il
existe un second probléme dans cette idée : on ne peut pas considérer le flot géodésique sur la
sous-variété i(f")(Li,z) M Exp(F,;) induit par la métrique riemannienne de M. Pour des ques-
tions de régularité plus fines (de contréle), on préfére considérer une application f; obtenue par

transversalité de Fy, avec E:Up‘_F; (i(f)(Ls2)) dans la fibre Fp,.

Pour chaque k£ > p, par précompacité de Vg, NV dans L, quitte a réduire Vy, il existe e > 0
tel que, pour chaque z € Vg, NVa et f' € Vi, Pensemble L5 est une plaque qui est plongée par
ip+1(f’), qui a son adhérence incluse dans Ly et qui intersecte transversalement le plongement de
F,; par Exp. On peut supposer de plus, que quitte a rapprocher de (T4(TL;)*); les relévements
(Nj);, cette intersection est I'image par Exp d’un graphe d’une application si(f’) d’un voisinage
de 0, € F; klx N Fp dans Fj,, via I'identification de F), avec (F,fm N Fpp) X Fig. Quitte a réduire
V¢, par précompacité de Vi, N Va, il existe donc un voisinage ouvert O de la section nulle du

fibré (Fi- N Fp)|VCkaA7 tel que
vV € Vo, N Va, Vi e Vi,
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Bap(graph(se() 0,055 ny.)) € Bap(Fpe) i () (L) (5.18)

On va maintenant esquisser la preuve montrant que s est une application continue de Vy
dans les morphismes controlés, pour les structures induites par 7 sur (FkJ- N Fp)chk AV, et Fi.

Par transversalité, pour u appartenant & 'intersection du domaine de définition de s avec
Fi- N F,., Exposi(x,u) est 'unique point d’intersection de Exp({Fi, +u}) avec ip1(f')(LE,).
Quitte & réduire e et Vy, cette derniére intersection peut étre supposée transverse. Dans des
ouverts distingués des voisinages tubulaires de 7, et 7, I'application s peut donc étre décrite de
facon implicite, de facon a prouver que sy, est une application continue de V dans les morphismes
d'un voisinage de la section nulle de (Fi- N }*_}D)chm/A dans le fibré Fjve, v au-dessus de
I'identité de Vi, N Va, controlés par les structures induites par ’]Tvck nv, sur ces fibrés.

On note par L’gl I’ensemble Ea;pﬁ%m(ipﬂ(f/)( )

Soit F}? le produit fibré au-dessus de L,,, de F}, avec lui-méme. Sur un voisinage de la section

nulle de FI?IVok v, on définit pour frev:

! . 2
Je = Fyve, ava = Folve,nva

(,0) = fru(v) = Pr(u) + pp(v) + sk (f') o (Pe(u) + pi(v))

Par régularité des applications composant f;, ce dernier est un morphisme controlé pour les
11 . . 2 . . ~ .
structures de treillis de laminations sur Fp\Vck AV, €t Fp‘VCkQVA induites par 7\'VckﬂVA (définies

dans I'annexe A.3.2). De plus, pour cette topologie, 'application f’ — f; dépend continiment
de f’.

On remarque que 'image de f; est incluse dans L’gl. Aussi, la restriction de f,;O a linter-
section de son domaine de définition avec E,ﬁgl est 'identité, pour x € Vo, N VAa.

Comme F, ,; N Fp, est proche de T'i(T,Ly) N Fpy, qui est lui-méme proche de I'espace tangent
de Exp(ﬁigl) au point s;(f’)(0;) (avec égalité en f' = f), la différentielle 9, f1.((0,0),) est proche

de l'application linéaire qui & u € Fj, associe Py (u).

Définition de v

On peut maintenant définir, sur un voisinage W' de la section nulle de Fy,y,, , 'application :
0/ ¢/ ,_ !
Y (f)(u) i==u— 2 Py (u) + finz(x),u ©--+0 fig(a)),u o fil(w),u o O’p+1(f ) (),
kel \{p}
avec x := m(u)
On va montrer que l'application f’ +— ~°(f’) est continue de Vi dans les morphismes

(7,

oW Ip)-controlés, laissant invariant les fibres de Fy, .
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Soit € L,,. Comme le recouvrement (Vg )i est ouvert, il existe un voisinage V' de z tel que
I, contient I, pour 2’ € V. D’aprés 5.3.8.1), on peut supposer de plus que, la restriction Pk|sz/

est nulle, pour chaque z € V et k € Iy \ I,. Ainsi, pour tout v’ € Fp,r et k € Iy \ I,

(foadip,, = (feo)ir,, e > Pip,= > P,

lel \{p} lel\{p}
Soit ¢ € I, tel que iy(x) < k < igy1(x)

Comme 'adhérence de Ly , est incluse dans Ly, par cohérence des voisinages tubulaires de 7,
E‘fq/g/ est inclus dans Lﬁ;f " De plus, 'image de f; (;)./ restreint a la fibre de 2’ est incluse dans

El,lf/

iyp » ON & donc, sur leur domaine de définition :

fk,u’ © fiq(ac),u’ = fk,O © fiq(a:),u’ = fiq(a:),u’

Ainsi, pour tout 2’ € Vet v’ € Fppy NW, on a:

VYW =0 = Pu(w) + fir oy © - © Fia@yr © Fin@r © opr1(f)(@)
Kel,

On en conclut la continuité de Papplication v° de Vy dans M or(Tpw, Tp).

Quitte & réduire V} et rapprocher les relévements (Ng), de (Ti(TLy)L)g, pour f' € Vy,
la dérivée partielle 8pryo( 11)(0) est uniformément proche de l'identité et donc bijective. Ainsi,
avec W assez petit, pour f' € Vy et & € Va, I'application AO(f )| Fp.nw €st un plongement.

Par précompacité de Va, on peut supposer qu’il existe § > 0 tel que W contient le §-voisinage
de la section nulle de Fjy, .

On peut maintenant définir :

v feVi—

, d-u
u € Fyy, —°(f) <1+||UH2>]

On remarque que «y vérifie bien les conclusions 1) et 3).

On va maintenant vérifier la conclusion 2). Soient x € VA N Véq et u € Fp, N F(ﬁ. Par 5.3.8.3,

u= Z Py(u)

kel \{p}

on a

De plus, toujours d’aprés 5.3.8.3, le vecteur P (u) est nul, pour [ > ¢. Ainsi, 'application f; ().

est égale & fj,(,)0 et, par cohérence des voisinages tubulaires de 7', on a :

Jino @) © 0 finn@)w © 0 firy(@)u © Opr1 (F)(@) = firy @) © 0 fir (@) © Opr1 (F) ()
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Ainsi, 79 (u) est égal a Jim@w© " fir(@u © opr1(f')(2). On a donc, pour f" € Vy,
Expo 'y(f/)(pr N F;;c) C Expo vo(f/)(W N Fpz N F;;j) - E$p(£§]]:/)

La sous-variété Ea:p([,gg/) = Exp(Fpz) Nipr1(f')(Ly,) contient la sous-variété Expoy(f’)(Fpx N
Fqlx) et ces sous-variétés sont de méme dimension. Donc, il existe une plaque Ef;;, incluse dans
£€

qz

telle que :
Bxpoy(f)(Fpe N Fg) = Exp(Fpe) N1 (f)(L],)

Comme Exp o y(f")(0) est égal & ip41(f')(z), la plaque ﬁg;; contient le point x.
De plus, la dérivée partielle 8Fp'yo( f') est uniformément proche de l'identité. Donc, il existe
n’ > 0 tel que la plaque ﬁqf; contient EZ;, pour chaque ¢ > p, x € VAq et f' e Vy.

Autrement dit, la conclusion 2) du lemme est vérifiée.
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A.1 Partition de 'unité

A.1.1 Partition de ’unité sur une lamination

Propriété A.1.1. 1. Soit L un espace métrique localement compact et séparable. Il existe
alors une suite croissante de compacts (Ky)n>o telle que son union soit égale o L et que

pour chaque n > 0, le compact K, soit inclus dans Uintérieur de Kp41.

2. Soit (L, L) une lamination. Il existe (V;); un recouvrement de L localement fini, tel que

chaque ouvert V; est relativement compact dans un ouvert distingué.

Preuve
1) Par compacité locale de L, pour z € L, on peut définir la borne supérieure r, des r €]0, 1] telle que la boule

B(z,r) soit relativement compacte. Comme L est séparable, il existe une partie (x;);en dense dans L. Pour chaque
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x € L, il existe donc z; & une distance strictement inférieure & 7,/8 de x. Ainsi la boule B(x;,r./4) est incluse
dans B(z,75/2). Cette derniére étant relativement compacte, il en est de méme pour la boule B(z;,75/4), ce qui
implique que 75, > r/4. On remarque que x appartient a la boule B(z;,7,/8) qui est incluse dans B(z;, rq;/2).
Donc la famille de boules relativement compactes (B(z;, 74, /2)); est un recouvrement de L.

On pose alors Ky := Up<i<nadh <B(:vi, rzl./Z)). La famille de compacts (Krn)n est bien croissante et son union
est égale & L. Pour chaque n > 0, la famille (K, \ int(Kn+p))p>0 est une suite décroissante de compacte dont

P’intersection est vide :
M) K\ int(Knsp) = Kn\ | int(Knsp) € K\ | Bl 7, /2) = 0
p=>0 p=>0 >0

11 existe donc p > 0 tel que K, \ int(Kn+p) soit vide ; autrement dit K, est inclus dans U'intérieur de K, 4p. Donc,

quitte & extraire une sous-suite de (K, )., on peut supposer que K,, est inclus dans l'intérieur de Kp41.

2) Soit (K»)n la suite de compacts donnée par 1). On note C,, le compact K, \ int(K,—1) (avec K_1 = ).
Pour chaque n > 0 et « € Cy, il existe r}; > 0 tel que B(z,ry) est disjointe de K,—_2, incluse dans K41 et dont
ladhérence (compacte) est incluse dans un ouvert distingué de £. Par compacité de Cy, il existe une famille finie
(xi)ier, d’éléments de C., telle que (B(xi,73,))n recouvre Cy. La famille (V;); := (B(xi,r5,))n>o0, icr, est bien

un recouvrement de L localement fini tel que chaque ouvert V; inclus dans un ouvert distingué.

Proposition A.1. Soit (L, L) une lamination.

1. Soientn > 0 et x € L. Il existe alors une fonction positive p € Mor(L,R) a support inclus

dans B(z,n) et telle que p(x) soit strictement positive.

2. Etant donné (U;)ier un recouvrement localement fini de L par des ouverts, il existe (p;); €
Mor(L,RT)! tel que > pi = 1 et le support de p; soit inclus dans U;. On dira que (p;);
est une partition de ['unité adaptée a (U;);.

3. L’ensemble des morphismes de (L, L) dans R est dense dans ’espace des fonctions continues

sur L pour la topologie C° forte.

Preuve

1) Soit (U, ¢) € L une carte d’un voisinage de x qui s’écrit de la forme :
¢ U—-VxXxT

ou V est un ouvert de R? et T est un espace métrique. On note ¢; et ¢2 les coordonnées de ¢ et on suppose que
é1(x) = 0. Soit une fonction p; € C*(V,RT) a support compact, telle que p1(0) est non nul et la préimage par ¢
de supp(p1) x {¢2(x)} est incluse dans la boule B(z,n). Par compacité, il existe un voisinage 7 de ¢2(z) dans T
tel que la préimage par ¢ de supp(p1) X 7 est incluse dans la boule B(z,n). Soit alors une fonction ps positive et

continue sur 7', & support dans 7 et non nulle en ¢2(z). On définit alors :

0 sinon

. { progi(y)-p2oga(y) siyeU
p Yy

On remarque que la fonction p posséde les propriétés requises.

2) On commence par admettre cette assertion quand I est fini. Soit (K ), la suite de compacts de L, donnée

par la proposition A.1.1.1. On pose K_1 = K_ = (). Pour chaque n > 0, il existe donc r, € Mor(L, [0, 1]) valant
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1sur K, \ Kn—1 et 0 sur K,,_o UK}, ,;. Soit I,, C I 'ensemble fini des ouverts U; intersectant K41 \ Kn—2. Il

existe donc (p})ier, une partition de l'unité associée au recouvrement (U;)ier, de Uier, U;. Soit alors

o Z{n: I,3i} Tn p?

pi: S € Mor(L,R"),

qui est a support dans U; et vérifie

=1

Z i = Zn Tn Zie]n Py _ Zn Tn

i 2nTn YonTn

donc (p;); est une partition de I'unité associée a (U;);. Il suffit donc de prouver l'existence d’une partition de
I'unité quand I est fini.

On va montrer par récurrence que ’on peut se ramener au cas ou le cardinal de I est 2. Si ce cardinal est

k+1 > 2, par hypothése de récurrence on a une partition de I'unité (r;)}_, associée a (U;)¥_, sur la restriction de £

4 U;<,U; et une partition de 'unité (ro, r41) associée a (U;j<xUj, Ur+1). On remarque alors que ((ro-7;)%_y, r11)

k+1

est une partition de l'unité associée a (U;)j21;.

On suppose donc que le recouvrement (Uj); est formé des seuls éléments Uy et Us. On va construire deux
fermés F3 et F> inclus dans respectivement U; et Us tels que 'union de Fi et de F> soit L.

Si, par exemple, Uy est égal a L, on choisit alors Fy = L et F» = (). Si ni Uy ni Uz ne recouvre L, on pose :
Fr={xeL; d(z,Ui)>dzUs)} et Fr:={xeLl; d(zU)<d(z,Us)}

Bien sir, ces deux ensembles sont des fermés qui recouvrent L. Supposons par ’absurde que F n’est pas inclus

dans Us. Il existe alors un élément x appartenant & Us N F», qui vérifie donc :
d(z,U7) <d(z,Uz) =0

donc z appartient a l'intersection de Ut avec U3 qui est vide, ce qui est absurde. De fagon symétrique, on montre
que Fi est inclus dans Us.

On va maintenant construire deux fonctions positives 11 € Mor(L,R) et ro € Mor(L,R), telles que les
fonctions r1 et r2 ne s’annulent pas sur respectivement Fj et Fh, et ont leur support inclus dans Uy et Us. Les
fonctions suivantes vérifieront donc l’assertion 2) :

r1 r2

= et =
P r1+ T2 P2 r1+ 72

On peut construire par exemple la fonction r1. Par la propriété A.1.1, il existe (K, )» une suite croissante de
compacts de L telle que 'union U, K, est égale & L et, pour n > 0, Uintérieur de K,+1 contient K,. On pose
Cp = K, \ int(Kn-1), avec K_1 = (. On note aussi D,, := C,, N F1. Pour chaque z € D,, il existe n > 0
tel que la boule B(x,n;) n’intersecte pas Kn—2 et soit incluse dans K1 N Ui. Soit alors p} la fonction donnée
par D'assertion 1) de cette proposition avec n = ny, on note U, ’ensemble des points ou cette fonction est non
nulle. On remarque que la famille d’ouverts (U )zep,, est un recouvrement du compact D,. On en extrait un
recouvrement fini (U, )ier,, . On remarque que la famille (Ug,){n>o0, ic1,} €st un recouvrement localement fini de

F' et inclus dans U;. La fonction suivante convient donc :
o n
r1 = p%‘
n>0, i€ly

3) Soient f € C°(L,R) et € > 0. On va construire une fonction f’ € Mor(L,R) vérifiant :

sup |f(z) — f'(z)| < e

zeL

Soit (U;)s un recouvrement localement fini de L par des ouverts relativement compacts et distingués. Pour

chaque i, fixons une carte ¢; : U; — R? x T;. On note ¢;1 et ¢i2 ses coordonnées. Soit (ps)i € Mor(ﬁ,]R)N une
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partition de I'unité associée a (U;);. Soit W; := U; \ pfl({O}) qui est relativement compact dans U;.
Soit r € C*° (Rd, R™") une fonction & support dans la boule unité et d’intégrale égale & 1. Pour chaque i, soit

€; > 0 assez petit pour que la fonction suivante soit définie :

fi:W; =R

T — éfB(o,ei) f(‘ﬁ;l (QS“(:U) tv, qﬁzg(x))) .T<€%)dy

et vérifie supyy, |fi — f| < e. Par les propriétés classiques des convolutions, la fonction suivante posséde les qualités
requises :

o Y @) filx)

{i; z€U;}

A.1.2 Partition de ’unité controlée sur une stratification de laminations

Proposition A.2. Soit (A,X) un espace stratifié qui supporte une structure de treillis T .

1. Soient n > 0 et x € A. Il existe alors une fonction positive p € Mor(7T,R) de support

inclus dans B(x,n) et telle que p(z) est non nul.

2. Pour tout n > 0 et toute fonction py continue sur A, il existe une fonction p sur A T -

controlée telle que :

sup [p — po(z)| <n
x€A

3. Etant donné un recouvrement fini (Us)ier de A par des ouverts, il existe (p;); € Mor(T,RT)!
tel que le support de p; soit inclus dans U et Y, p; = 1. On dira que (p;); est une partition
de lunité adaptée a (U;);.

Preuve

1-2) On va démontrer les assertions 1 et 2 en méme temps. On remplacera toute les propositions concernant
le signe des fonctions construites par, respectivement, les propositions concernant la distance a po des fonctions
construites.

On note (Xp)p et (Lp)p les laminations obtenues par la propriété 2.1.7 & partir de X et 7. Pour k > 0, soit
Ur = Up<i Lp.

On va construire par récurrence sur k > 0, une fonction pi continue telle que, pour j < k, pgz; est un
morphisme de £; dans R, que sa restriction a U; \ Lk est égale a celle de pj;, et que py est positive sur A, & support
inclus dans B(z, (1 —27%71) . ) et ne s’annulant pas en = (resp. sup 4 |px — p| < (1 =271 . p).

Pour I’étape k = 0, on choisit simplement une fonction po continue sur A, positive, a support dans B(z,7n/2)
et telle que po(x) > 0 (resp. pour ’étape k = 0, on prend la fonction po donnée en hypothése).

On suppose 'hypothése de récurrence vérifiée pour k > 0. Par la propriété A.1.1, Il existe un recouvrement
ouvert localement fini (W;); de Ly+1, tel que chaque ouvert W; soit relativement compact dans un ouvert distingué
de Liy1. Quitte a redécomposer chacun de ces ouverts en un nombre fini d’ouverts, on peut supposer de plus,
que le diamétre de W; est inférieur & la distance de W; avec le complémentaire de Ljy1.

Pour chaque j < k + 1, on fixe une métrique riemannienne sur (Lj, £;). On note pour un ouvert W dans L;
et A€ Mor(Ljw,R) :

INntorce, .2 = sp (M) + 1912, M])
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ou la la norme ||-|| est subordonnée a norme induite par la métrique riemannienne sur 7'L; et a la norme euclidienne
sur R.

On choisit alors une partition de 'unité (\;); € Mor(Li+1, R+)N associée a (W;);. Pour chaque i, on pose
diam(W;)

—,diam(Wi)) >0
IXill aor( iy )

n .
€ = oktari - min (17

Pour chaque 4, on applique le lemme suivant, que ’on démontrera & la fin :

Lemme A.1.2. Il existe une fonction p; € Mor(Lyi1w;,R) telle que :

1. Si ladhérence de W est incluse dans Lj, pour j < k, alors on a :
HpkWV»L - p;”l\lor(ﬁj‘wi,R) < €

Et dans le cas de l’assertion 1, on a de plus :
2. Le support de p} est inclus dans le €;-voisinage du support de py .

3. La fonction p; est positive et si x € W;, alors pj(z) est non nul.

On pose alors :
2 Ni(y) pi(y) sty € Ly
Prt1 Y ,
pk(y) sinon
Pour I'assertion 1, on a bien défini une fonction positive, ne s’annulant pas en x et, comme pour chaque %
le support de p} est inclus dans le serz-voisinage du support de py, le support de pi11 est inclus dans le 57%5-
voisinage du support de px, donc dans B(z, (1 —27572) . p).

Pour lassertion 2, pour y € Li+1, le réel |pr+1(y) — p(y)| est inférieur a :

ok () = p(W)| + ok () = prea(w)] < (1 —27"7) 77+ZA <(@-27%).y
et pour y € Li 1, le réel |pri1(y) — p(y)| est égal & |pi(y) — p(y)| qui est inférieur & (1 —27%72) . .

On va montrer maintenant que, pour j < k + 1, pgi1)r; est un morphisme de £; dans R.
Par locale finitude du recouvrement (W;);, on a bien py 1)z, ,, € Mor(Lx+1,R). Ainsi, pour j < k, la fonction

Pk+1|Lyq nL; appartient a Mor(ﬁj‘LkaLj,R). De plus, pour y € L4 :

1ok () = prsr ()] < ZA o) -l < Y a< S d;iTW’ <n-d(y, Lis) (A1)
i zEW; i 2EW;
Ainsi, la fonction pgy1 est continue.
Pour i < k et 9 € L; \ Lgy1, il existe 7 > 0 tel que la boule B(zo,r) est incluse dans L;. Pour y €
B(zo,7/2) N Li41, si W; contient y, alors adh(W;) est inclus dans L;. Le réel |01z, (pr — pr+1)(y)|| est donc
inférieur & :

HaTz:J\j(y)-(p}(y)—pk )H+>\ (y) - Hé’n <p] —pr(y )H

{j; W;>3y}
< 2k+n2+j -diamW; < 2k+]2+j diamW;
Comme alors diamW; < d(y,zo), on a :
n n
= 1072, (pr = pe+1) W) < 5 - dly, 20) + 5 - d(y, zo) < 1~ d(y, zo) (A2)

Par les équations (A.1) et (A.2), la restriction py1r, est donc un morphisme de £; dans R, pour chaque ¢ < k.
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Comme le recouvrement de A issu de 7 est localement fini, il en est de méme pour (Lg)x. Ainsi la suite (pr)k
est localement stationnaire. Soit p la limite simple de (px)sx. Ainsi, cette application vérifie, pour tout & > 0,
piL, € Mor(Ly,R). Donc, pour tout X € X, la restriction de p & Lx est morphisme de Lx dans R. Par consé-

quent, p est un morphisme 7 -controlé. De plus, P’assertion 1 (resp. 2) est bien vérifiée.

Preuve du Lemme A.1.2
Soit (U, ¢) € Lik+1 une carte telle que adh(W;) soit inclus dans U. Soient dx+1 la dimension de Li4+1, V un

ouvert de R%+1 et 7 un espace métrique localement compact, tels que :
o US VT

z = (¢1(2), d2(x))
Soit une fonction r € C*° (Rd’““,RJr) de support inclus dans la boule unité, strictement positive & I'intérieur

de cette boule et d’intégrale sur R%+1 égale a 1.
Pour z € Wi, soit p;(2) =

[ ed o (2O ) gy

avee = - (¢ (W:), V°) et  €)0,1]

dp,
ptk+1

D’aprés les propriétés classiques des convolutions, le fonction p; est un morphisme de Ly 1w, dans R.

On va maintenant prouver 1). Pour cela, on se sert de la formule suivante pour ' € W; C adh(W;) C L; :

rooN 1 Yy -1 ’ ’
) = e [ o (L) avees= 07 (0a!) 00

udk+1
Quitte a réduire 7, le point z appartient toujours a L;.

1 y
= BT/LiP/':i‘/ aTzLipoaT,,ﬁiZ‘T(*) dy
STt yenow ’ K

Donc pour 7 assez petit, dr, ¢,z est proche de l'identité et Or,c,p est proche de 97 ,c;p, donc ||pjw —

p;HMOT(ﬁl\W),R) < €.

Dans le cas de l'assertion 1), pour 7 assez petit, on a bien la conclusion 2). La conclusion 3) est évidente.

3) On effectue la méme preuve que celle de la proposition A.1l. 2), en remplagant 'L’ par A’ et "Mor(L,R)’
par "Mor(7T,R)’.

A.2 Densité des relévements lisses d’une application lisse

Dans cette partie, on désigne par G et M deux variétés riemanniennes et p : G — M un
fibré de classe C*°.

Etant données une famille de réels (r)7_; € [0,1]" et une famille d’éléments (my)?_, appar-
tenant & une méme fibre G, de G et suffisamment proches les uns des autres, grace a la métrique
riemannienne sur G, on peut définir [13] le barycentre bar{(my)}_,, (rx)r_;} € G de la famille
(m)p_, pondérée par les coefficients (ry)}_; € [0,1]". Ce barycentre est une application de

classe C*° du produit, du fibré produit G™ au-dessus de M, par [0, 1]", dans G. Ce barycentre ne
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dépend pas de l'ordre de 'indexation k € {1,...,n}. Enfin si l'on rajoute des éléments pondérés

de coeflicients nuls, le barycentre est inchangé.

A.2.1 Densité des relévements lisses d’un morphisme d’une lamination dans

un fibré en variétés

Soient (L, £) une lamination et ¢ un morphisme de (L, £) dans M.

Proposition A.3. L’ensemble des reléevements de i dans F' qui sont des morphismes de (L, L)

dans G est dense dans Uensemble des relevements continus de i pour la topologie CV forte.

Preuve
Soit N un relévement continu de i et € un réel strictement positif. On va montrer 'existence d’un relévement
N' € Mor(L,G) de i tel que :
sup d(N(z), N'(2)) < ¢

z€L
En utilisant la propriété A.1.1, on construit un recouvrement localement fini (Ux)x de L, tel que pour chaque
k, N(Uy) est inclus dans un ouvert distingué Vi du fibré G. Cela signifie qu’il existe une trivialisation ¢ de classe
C™ de Vi sur p(Vi) x R? :
or + Vi 5 p(Ve) x R?

Comme N est un relévement de 4, pour chaque k, il existe une application Fy continue de Uy, vers R?, telle que :
¢r 0 Ny, : Up—p(Us) x R?
z = (i(x), Fi(z))

Par la proposition A.1 2), il existe une partition de I'unité (px)r € Mor(£L,[0,1))Y associée a (Uy)s.
Par la proposition A.1 3), il existe donc, pour chaque k, un morphisme Fj, € Mor(ﬁ‘yk,Rd) assez proche de

Fly, , pour que le morphisme de laminations suivant soit bien défini :

N : L-G
T — ba?"{ (Flé(l’)>{k7 ccUs} (pk(z)){k; erk}}

d(N'(z),N(z)) < e

et vérifie pour chaque x € L

On note enfin que N’ est bien un relévement de i.

A.2.2 Densité des relévements lisses d’un morphisme controélés dans un fibré

en variétés

Soient (A,3) un espace stratifié supportant une structure de treillis 7 et ¢ un morphisme

T -controlé dans M.

Proposition A.4. L’ensemble des reléevements de i dans F qui sont T -controlés est dense dans

Uensemble des relevements continus de i pour la topologie C° forte.
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Preuve
On effectue la méme preuve que celle de la proposition A.3, en remplagant 'L’ par ’A’, "L’ par '7T et la proposition

A.1 par la proposition A.2.

A.3 Fibré induit par une section de la grassmannienne

A.3.1 Fibré induit par une section de la grassmannienne au-dessus d’une

lamination

Soient M une variété riemannienne et (L, £) une lamination. Soient k > 0 et G — M le fibré
au-dessus de M de la grassmanienne des k-plans de T'M. Soient ¢ un morphisme de £ dans M
et N € Mor(L,G) un reléevement de i dans G — M.

Proposition A.5. Le morphisme N définit canoniquement un L-fibré vectoriel
T (F,F)— (L,L)

dont la fibre en x est F := N(x).

Preuve

Pour x € L, via une carte de M, on peut identifier un voisinage V' de i(x) & R™ et 'espace tangent TMy &
R™ x R™. Un petit voisinage U de zx, distingué dans L, est alors envoyé par ¢ dans V' et, pour y € U, la projection
orthogonale de N(y) dans N(z) est un isomorphisme linéaire. On note p, la projection orthogonale de R" sur

N (z). L’application suivante est donc un homéomorphisme :

V= Fy—»UxF,

(y,v) = (¥, px(v)

Comme N est un morphisme de laminations, I’application, qui & (y,v) € U x N(zx) associe 'image inverse de v
dans N(y) C R™ par la restriction pg|n(y), est un morphisme de £y x N(z) dans R™. On considére maintenant
un autre homéomorphisme ¥’ construit par cette procédure sur un voisinage U’ de 2’ € U’. L’homéomorphisme

suivant est donc un isomorphisme de la lamination £jy/ny X Fi sur la lamination Ljy/qy X Fyr :
VoU™ : U'NUXxF, U NU x Fy

—1
(y,'[}) = (y7p3?' Opz|N(y)(v))
Il vient alors que les homéomorphismes du type suivant sont des cartes qui engendrent une structure de

lamination F sur F :
(IoWs,¢poWy)

Avec U construit par la procédure ci-dessus, U1 et W; les coordonnées de ¥, I un isomorphisme de F, sur R"~¢

et ¢ € L une carte de U.

On remarque que pour cette structure, W est une trivialisation du L-fibré F'.
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A.3.2 Fibré induit par une section 7-controlée de la grassmannienne

Soient M une variété riemannienne et (A, ) un espace stratifié, supportant une structure de
treillis 7. Soient & > 0 et G le fibré au-dessus de M de la grassmanienne des k-plans de T'M.
Soient ¢ € Mor(7,M) et N un relévement 7 -controlé de ¢ dans G.

Proposition A.6. Le morphisme N définit canoniquement un fibré vectoriel
T F— A

dont la fibre F, de x € A est N(x). La stratification ¥ induit une stratification X' sur F dont
chaque strate est supportée par X' := n=Y(X), pour une strate X € ¥. La structure de treillis
T = (Lx,Lx)xex induit alors une structure de treillis T' = (Lxr, Lx/) xrexr sur (A',Y)), telle

que Ly =71 (L), (Lx,Lx') soit un Lx-fibré vectoriel et  soit (T',T)-controlé.

Preuve

D’aprés la proposition A.5, pour chaque X € X, Fj,, supporte une structure de Lx-fibré (Lx/,Lx+) cano-
nique. Il s’agit donc de montrer que ¥’ est une stratification de laminations et 7" est une structure de treillis sur
(F,Y'). Pour chaque X € %, il est clair que Lx/ est un voisinage ouvert de X’ et que ce dernier est une partie
L x-admissible. D’autre part, pour (X', Y") € £%, on a X' Nadh(Y’) = 77 (X Nadh(Y)), car adh(r~*(Y)) est
égal a 7~ (adh(Y)). Donc cette intersection est vide ou X’ est inclus dans adh(Y)’) et X < Y. Ainsi ¥’ est bien
une stratification de F'.

Il reste donc & montrer que si X <Y alors (Lx/NLy/, Lx/x/ny’) est un feuilletage de (Lx'NLy+, Ly /| x/ay’)-

On reprend les notations de la preuve de la proposition A.5. On suppose que le point x appartient &
7(Lx'NLyr) = LxNLy et que (U, ¢) est une carte du feuilletage (Lx N Ly, Ly|Lynry ) de (LxNLy, Ly|LynLy )-

On remarque alors que l'application :
(y,v) € Flu — (I o p=(v), ¢(y))

est une carte de Lxs et de Ly.
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B
Expansivité par plaques

La définition de I'expansivité par plaques dans le cadre des difféomorphismes normalement
hyperboliques sur une lamination est rappelée dans la section 4.1.

L’expansivité par plaques est vérifiée dans tous les exemples de laminations compactes, nor-
malement dilatées ou hyperboliques connus. Cependant, il n’est pas connu si toute lamination
compacte, normalement dilatée ou hyperbolique est expansive par plaques. On ne sait pas non
plus s’il est nécessaire qu'une lamination soit expansive par plaques pour persister (en tant que
lamination plongée).

Dans le cadre des difféomorphismes normalement hyperboliques, & notre connaissance, il

existe essentiellement deux résultats, tous les deux issus de [11].

Propriété B.0.1 (Hirsh-Pugh-Shub). Soit (L, L) une lamination compacte plongée dans une
variété M. Soit f un difféeomorphisme normalement hyperbolique sur cette lamination. Alors f

est expansive par plaques sur (L,L) si L est une partie saturée d’un feuilletage C' d’un ouvert
de M

Le deuxiéme résultat a été renforcé dans [23] et nécessite la définition de la Lyapunov stabilité :
Soit f un difféomorphisme préservant une lamination compacte (L, £) plongée et identifiée & son
image dans M. On dira que f est Lyapunov stable sur L si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel
que, pour tout z € L et n > 0, la plaque!” f"(ﬁi) est incluse dans L.

On remarque si f est une isométrie sur £ alors f Lyapunov stable sur L.

Proposition B.1 (Rodriguez Hertz- Ures). Soit (L, L) une lamination compacte plongée dans

une variété M. Soit f un difféomorphisme de M préservant (L, L).

- St f est Lyapunov stable sur L et dilate normalement cette lamination, alors f est expansive

par plaques.

70n rappelle que 'on note £5 Punion des plaques de diamétre inférieur & § et contenant x
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~ Si f est normalement hyperbolique sur cette lamination et si f et f~1 sont Lyapunov stables

sur L, alors f est expansive par plaques.

Pour contexte des endomorphismes, on n’a pas pu s’empécher de généraliser le résultat pré-

cédant :

Proposition B.2. Sous les hypothéses du théoréeme 1.2, on suppose de plus que la lamination
(L, L) est plongée. On pose alors L' := L1 On suppose qu’il existe A > 0 et § > 0 tels que, pour

tout x € L', l’ensemble E’Z,A est relativement compact dans la feuille de x et on a pour n >0 :
() A
Alors f* est expansive par plaques sur (L', L').

Démonstration. Cette preuve reprend beaucoup d’idées de [23], en particulier celle d’éloigner les
pseudo-orbites en considérant leur image par f*.

Pour alléger les notations, on identifie L avec son image dans M. Ainsi, ’espace L est muni
de la métrique issue de M. Comme L' est relativement compact dans L qui est plongé dans M,
on a toujours l'existence de A > 0 et § > 0 tels que, pour tout z € L’ et n > 0, ’ensemble L’f

est relativement compact dans la feuille de = et vérifie :
6 A
fMLT) € Liny

On munit M d’une métrique adaptée a la dilatation normale de £ par f sur adh(L’). On note
exp l'application exponentielle associée & cette métrique. Ainsi, il existe un champ de cones sur
L' dans TM,r tel que, pour chaque = € L', il existe un sous-espace vectoriel maximal inclus
dans C(x) et supplémentaire & T, £ dans T, M vérifiant de plus :

il existe g > 0 et A > 1 tels que pour tout x € L' et u € C(x) de norme inférieure a €y, on

vi=expyg, of o expy(u) € C(f(x)) et o]l = Allull (B.1)
Par précompacité, quitte a réduire eg > 0, il existe n > 0 tel que pour (x,y) € L'? vérifiant
y = exp,(u), avec u € C(z) de norme dans [ey/ supy, || T f||, €], on a

d(Lit, i) > n (B.2)

Soit alors p € N tel que AP - n > ¢.

. N oz : . Py N €0
De plus, quitte & réduire § > 0, on peut supposer ¢ inférieur a supy [TFTP
Fait B.0.2. [l existe € €]0,¢€p[ tel que, pour tout couple de e-pseudo-orbites (xy)n €t (Yn)n qui

respectent les plaques de L' et qui vérifient
d(zn,yn) <€ et yp & L, Yn >0,
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il existe une suite (z,)n, € L'N qui vérifie, pour n >0 :
Zn € €XPy,, (BC(xn)(Ov 5))7 Zn € ﬁlyz,fa

on & Loe, [P(2n) € L5, et fP(2n) € L7y

Tn+p

On aura montré la proposition s’il n’existe pas de telles pseudo-orbites (xy,)n et (ypn)n. On va
raisonner par I’absurde en supposant ainsi 'existence de (z,,)n et (2n)n-

Les deux derniéres propriétés impliquent, par définition de d, que pour tout k& > 0 et j > 0,
(f* (Tpn+j))n €t (f* (Ypn+j))n sont des A-pseudo-orbites de fP qui respectent les plaques de L’

Pour k > 0, soit My, := sup,, d(f*(zn), f¥(2n)). Le réel My appartient a ]0, e/ sup,. || Tf||P].
De plus, si M; < ¢ pour tout j < k, par (B.1) et le fait B.0.2, le réel My, appartient a
[AMj;, supy, ||T f||Mg]. 11 existe donc kg > 0 tel que My,1, appartient a Jeo/supy, ||Tf], €0 et

M; est inférieur a ey pour j < kg + p. Il existe ainsi ng > 0 tel que

AP r) PP ) € | e

On a donc, par B.2 :
A(f* (Tngip) F (Zro4p)) > 1

Ainsi, comme My est strictement supérieur & €g, on a :

d(fk0+p(xno+p)ﬂ fk0+p(zno+p)) > €0

Ce qui contredit My, 4, < €. O

Remarque Sous les hypothése du théoréme 1.2, si les feuilles de £ sont les compasantes
connexes des fibres d’'un fibré, alors f* est expansive par plaques sur £’ d’aprés la proposi-
tion B.2.

La propriété équivalente a la propriété B.0.1 est la suivante :

Propriété B.0.3. Sous les hypothéses du théoréme 1.2, on suppose de plus que (L, L) est plongée.
On note L' := L. Si L est une partie saturée d’un feuilletage C' sur un ouwvert de M, alors f

est expansive par plaques sur (L', L').

Démonstration. Pour alléger les notations, on identifie L avec son image dans M. Ainsi, I’espace
L est muni de la métrique issue de M. On suppose que M est munie d’une métrique adaptée a
la dilatation normale de £ par f sur adh(L’). On note exp I'application exponentielle associée
a cette métrique. Ainsi, il existe un champ de cones C sur L' dans T'M i tel que, pour chaque
x € L', il existe un sous-espace vectoriel maximal inclus dans C'(z) et supplémentaire & T, £ dans

T, M, vérifiant de plus que :
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il existe g > 0 et A > 1 tels que, pour tous x € L' et u € C(z) de norme inférieure a €y, on

v i=expy(, of oexp,(u) € C(f(z)) et [lv]l = Alu] (B.3)

De plus, pour €y assez petit, par hypothése de feuilletage C', il existe une constante C' > 0
telle que, pour tout (z,y) € L2, si y € exp(C(x) N Brean(0,¢€0)), la distance d(LP, L) est
supérieure a Cd(z,y). Soit p > 0 tel que CAP > 2. Il existe alors €1 €]0, €g] assez petit tel que
toute e-pseudo-orbite (), respectant les plaques de L', (), est une ep-pseudo-orbite pour
fP qui respecte les plaques de L. Il existe € €]0, €1] tel que, pour tout couple ((l‘n)n, (yn)n) de

e-pseudo-orbites de f, respectant les plaques de £’, qui vérifie :
d(xn,yn) <€, Yn>0.

Il existe z, € L’;ﬁf tel que z, appartient & exp(C(x,) N B(0g,,¢€0)), la distance d(zp,x,) est
inférieure & € et (z,), est une ej-pseudo-orbite de f* respectant les plaques de L£'. I vient
alors que (zpn)n €t (Tpn)n sont des ep-pseudo-orbites de fP qui respectent les plaques de £/,
telles que 2, appartient a exp(C(xpn) N B(0g,,,¢€0)), la distance d(zpn,Tpn) est inférieure a
0. La distance d(fP(zpn), fP(zpn)) est donc supérieure & APd(zpn,Tpn). De plus, la distance
d(fP(zpn), [P (wpn)) est inférieure & d(zp(n+1), Tp(nt1))/C- Done la distance d(zp(ny1), Tpnt1)) est
deux fois plus grande que d(zpn, Tpn). On conclut que d(zpn, Tpn) est supérieure a 2™d(zp, o) et

inférieure & €g, ce qui implique 1’égalité de xg et zg. Ainsi, zg appartient a Eﬁf. O

Remarques
— Sous les hypotheses du théoreme 2.1, si pour chaque strate X € ¥4/ les hypotheses de
la proposition ou de la propriété ci-dessus sont vérifiées sur une partie L’ relativement

compacte dans X et telle que :
F*(adh(L')) € L', adh(L') C z’nt( f*_l(adh(L’))) et Upso f* "(adh(L') = X  (B.4)

on peut alors réduire et étendre la constante d’expansivité par plaques sur L’ en fonction
€ pour laquelle f* est expansive par plaques sur X, comme dans la partie 5.3.2. Il existe
forcément un ouvert vérifiant la condition (B.4) : on pourra considérer int(K,) N X, pour

la strate XI’,, avec les notations de la démonstration du théoréme 2.1
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