Sorbonne Université 2024-2025
M2 : Introduction aux Formes Modulaires; TD. jeudi 11h-13h salle 15-16 101

Exercice 1. (g-développement des séries d’Eisenstein.)

i. Soient p,q et r = p + ¢ des variables. Vérifier que
1 1 2 2

2q2 - p2r2 + q2r2 + Zﬁ + qr3’

ii. On introduit, avec Eisenstein, la série trigonométrique

Déduire de la question précédente une formule pour € (x + y), puis que € satisfait
I’équation différentielle

€(z) = —€(2) +a,

ou a est une constante a déterminer.

iii. En conclure que

€1(z) = meot(mz) = —mi — 2mwi Yy -, exp(2innz).

iv. En dérivant les deux formules de 7 cot(7z), prouver que, pour ¢ = €™ € D(0,1) et

k> 2,
1 (_27Tl>k i k—1_m
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v. En déduire pour k pair le g-développement de la série d’Eisenstein G, :

S5 G~ 20 2 e

nez mEZ
olt oy, _1(n) = 3y, d"" et ¢ = exp(2irT).

vi. De la formule de transformation modulaire de log 7(7) (obtenue en cours), déduire
celle de Go(T).

vii. On établit maintenant la réciproque de la question précédente. Soit

ZZ —1+n7')(m+n7)

ne’l mEZ

ZZ —1+n7’)(m+nr)’

meZ nGZ

les sommations, ordonnées, portant sur les m, n différents de (0,0) et (1,0). Montrer
que H(1) = 2, H(t) = 2 — 2% En déduire que Go(—1/7) = 72G5(7) — 2in7, et la
formule de transformation modulaire de logn(7).
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Exercice 2. Démontrer que, pour k pair, les séries d’Eisenstein G(7) sont des formes
modulaires de poids k pour SLs(Z). En déduire les valeurs en les points quadratiques

imaginaires spéciaux (pour j =

1+i\/§) .
=)

Go(i) = Ga(j) = 0

Exercice 3. (Nombres de Bernoulli). On les définit par la série génératrice = = 3 Bk%.

ii.

1il.

1v.

vi.

k 2 4 6 8 10 12 14 16

—2Zk || 24 | 240 | —504 | 480 | —264 65520/691 | —24 | 16320/3617

. Montrer que les By, sont rationnels, que Byji1 = 0si j > 1, que By =1, By = —1/2,

By =1/6, By = —1/30 et Byy = ;ggg

Montrer que 1 — 2322 ((2k)2?% = w2z cot(mz) = miz + > pey B (Qizf)k.

En déduire que si k est pair, 2¢(k) = (2”) By, ou de maniere équivalente ((—n) =
(—1)" S

Normalisons la série d’Eisenstein Fy = AGj, de sorte que Ei(oc0) = 1. Montrer que
Ep(z)=1-— é—i o op—1(n)g™.

. Montrer que E? = Fy et en déduire la relation o7(n) = o3(n)+120 3277 o3(i)os(n—i).

Montrer que E,E¢ = Ej et en déduire la relation 11og(n) = 21os(n) — 1003(n) +
5040 1 a3 (i)os(n — ).
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Exercice 4. Soit I' un sous-groupe de SLy(R) et soit v € I', v # +1d. Montrer que

15
01
R U {oo}. On dit alors que v est parabolique et ses points fixes sont appelés des
pointes de I'. Prouver que si I' = SLy(Z), alors 'ensemble de ses pointes est QU{oo}.

Lojtr(y)| = 2 — 4y = ( <= ~ possede un seul point fixe qui est dans

i0
60 691-9) ,0 € R <=~ possede deux points fixes
conjugués 7 et 7 dans C\ R. On dit alors que 7 est un élément elliptique. Prouver
que v € SL(Z) est elliptique si, et seulement s’il est d’ordre fini. Trouver les points
fixes des éléments elliptiques de SLy(Z), et décrire le corps K = Q(7).

i. [tr(y)] < 2 <= v =

iii. [tr(y)] > 2 — = 91> ,a € R* Ja] # 1 <=~ possede deux points fixes

a
0a
distincts w, w’ dans RUoco. On dit alors que 7 est hyperbolique. Lorsque I' = S Ly(Z),
décrire le corps F' = Q(w), et le sous-groupe de F* engendré par a.

Exercice 5. Soit ['(1) = SLy(Z) et k € N.
i. Montrer que si f € My(I'(1)), alors 7+ | f(7)|S(7)*/? est invariante par I'(1).
ii. Montrer que si f € Sp(I'(1)), alors 7+ | f(7)|S(7)*/? est bornée.

iii. Montrer que si f € Sp(I'(1)) et f(7) = >, cn @nexp(2innT) est son g-développement
a la pointe oo, alors a,, = O(n*/?).

Exercice 6. Trouver une relation linéaire entre F3, Fi5 et A. En déduire la congruence de

Ramanujan
7(n) = o11(n) mod 691.

Exercice 7. (sommes de k carrés, k = 4,8.) La fonction O(7) = >, ™ est, définie
sur le demi-plan supérieur H. Soit k > 4 un entier divisible par 4. Pour un entier n > 0,

on note

P+ ta;=n}]

pr(n) =| {(a1,...ax) € ZF,a
le nombre de fagons d’écrire n comme somme de k carrés.
a) Exprimer la série génératrice de la suite n — pg(n) en fonction de (7).

b) Donner les équations fonctionnelles de © sous l'action de S, de T?, et de T'S. En
déduire un équivalent de la forme

O(1 +i/t) ~ 2v/te™™* quand t tend vers + oo.

c) 1) On note &(1) = Ea(1/2) — 4E5(27). Donner les équations fonctionnelles de &
sous 'action de S et de T?.
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On admet que le sous-groupe G =< £S,+T? > engendré par S et T? est d’indice 3
dans PSLy(Z), et que l'on a PSLy(Z) = G{1d,T,TS}.

i1) Trouver la forme normale de Hermite des deux matrices

1 -1 10 2 =2 20
(30 )=0=(gy)rse (T75)=-nv=(57)rs

iit) Démontrer que (1 +i/t) ~ —48t%e™™ quand t tend vers + oc.

Pour une constante A\ € C a déterminer plus tard, on note
fo=1fa(N)=0"+ A&, puis o= fo |2 T, et ho=fo |2 TS.

d) ¢) Déterminer I'unique valeur de A telle que fo(7) tend vers 0 quand 7 tend vers ioo.
Cette valeur sera fixée dans la suite.

i1) Montrer que go(7) et ha(7) tendent vers 0 quand 7 tend vers ico.
e) i) Montrer que (f2)® + (g2)* + (h2)* = 0 pour a = 2,4 et 6.
i1) En déduire que fy = 0, puis que

pa(n) =8 Z m,
dm|n

ol la somme porte sur les diviseurs m de n non-divisibles par 4. En conclure que tout entier
n > 0 est somme de 4 carrés.

f) Soit «, 5,7 des nombres complexes. Donner les équations fonctionnelles de
EXPN(r) == aBy(7) + BEL(1/2) + 7E4(27)

sous l'action de S, de T72.

g) On pose f; = @84—82"5’”, puis g4 = f4 |4 T et hy = f4 |4 T'S. Déterminer des nombres
complexes a, 3,7 tels que ((f1)? + (g4)° + (ha)’ =0 pour b=1,2,3).
h) Exprimer ©8% en termes de la fonction &, et Ey, puis pg(n) en termes de o3(n).
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