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Principaux résultats d’intégration

•Ensembles de mesure nulle (ou négligeables) et th. de Borel-Cantelli.

•Intégration des fonctions positive et théorème de convergence monotone.

•Théorème de convergence dominée

•Complétude des espaces L1(X) et L2(X), si X ⊂ Rm.

•X ouvert =⇒ Esc(X), Cc(X) et C∞
c (X) denses dans L1(X) et L2(X).

•Théorème de Fubini et formule du changement de variable.

•Continuité et dérivabilité d’une fonction définie par une intégrale.
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Comparaison des différents modes de convergence

X ⊂ Rm, convergence de fn vers f sur X.

•Convergence uniforme =⇒ convergence simple =⇒ convergence p.p.

•Convergence p.p. + domination =⇒ convergence dans L1(X) ou L2(X)

(th. de CV dominée).

•Convergence dans L1(X) ou L2(X) =⇒ sous-suites convergeant p.p.

•Convergence dans L2(X) =⇒ convergence dans L1(X) si λ(X) < +∞
(Cauchy-Schwarz).
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Transformée de Fourier dans L1(Rm)

Cadre naturel L2(Rm) ou distributions (l’an prochain).

•Si x = (x1, . . . , xm) et t = (t1, . . . , tm), on pose x · t =
∑

i xiti.

•Si f ∈ L1(Rm), on pose f̂(x) =
∫
Rm e−2iπ x·tf(t) dt.

•f 7→ f̂ linéaire continue de L1(Rm) dans (B(Rm), ‖ ‖∞) (‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1).

•Notations : F f au lieu de f̂ et F f(x) = f̂(−x).

•F (1[a,b[)(x) =
∫ b

a
e−2iπ tx dt =

e−2iπ ax − e−2iπ bx

2iπ x
appartient à C0(R).
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•Translation : F (f(t + b))(x) = e2iπx·b f̂(x).

•Dilatation : F (f(at))(x) = |a|−m f̂(a−1x).

•Multiplication par un caractère : F (e2iπ c·tf(t))(x) = f̂(x− c).

•Si f ∈ Esc(Rm), alors f̂ ∈ C0(Rm).

Théorème (Riemann-Lebesgue) Si f ∈ L1(Rm), alors f̂ ∈ C0(Rm).

∗f 7→ f̂ est continue de L1(Rm) dans (B(Rm), ‖ ‖∞).

∗Esc(Rm) est dense dans L1(Rm).
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Transformée de Fourier et dérivation

La transformée de Fourier échange régularité et décroissance à l’infini

ainsi que dérivation et multiplication par un polynôme.

Théorème (i) Si f ∈ C k(Rm), et si ∂`f ∈ L1(Rm), pour tout |`| ≤ k,

alors (1 + ‖x‖2)k/2 f̂(x) ∈ C0(Rm) et

F (∂`f)(x) = (2iπx)` f̂(x), si |`| ≤ k.

(ii) Si (1 + ‖t‖2)k/2f(t) ∈ L1(Rm), alors f̂ ∈ C k(Rm) et

∂` f̂ = F ((−2iπt)`f(t)), si |`| ≤ k.
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L’inversion de Fourier

•G groupe localement compact commutatif (e.g. fini, R/Z ou Rm) et Ĝ

groupe des caractères linéaires unitaires continus (χ1χ2(g) = χ1(g)χ2(g)).

Proposition (i) Si G = R, alors Ĝ = {e2iπ xt, x ∈ R} ∼= R.

(ii) Si G = Rm, alors Ĝ = {e2iπ x·t, x ∈ Rm} ∼= Rm.

(iii) Si G = R/Z, alors Ĝ = {e2iπ nt, n ∈ Z} ∼= Z.

•φ : G → C, transformée de Fourier φ̂ : Ĝ → C avec φ̂(χ) =
∫
G
χφ.

•Fonction caractéristique en probabilités.

•Inversion de Fourier : φ =
∫bG φ̂(χ)χ (si normalisation de

∫
G

et
∫bG).
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•Groupes finis :
∫
G
φ = 1

|G|
∑

g∈G φ(g) et
∫bG ψ =

∑
χ∈bG ψ(χ),

et φ =
∑

χ∈bG φ̂(χ)χ, si φ̂(χ) =
∫
G
χφ (base orthonormée de CG).

Théorème (i) Base hilbertienne de L2(R/Z) : les e2iπ nt, pour n ∈ Z.

(ii) Si f ∈ L2(R/Z) (en particulier, si f ∈ C (R/Z)), et si n ∈ Z, soit

cn(f) = 〈e2iπ nt, f〉 =
∫ 1

0
f(t)e−2iπ nt dt,

alors
∑

n∈Z cn(f)e2iπ nt → f dans L2(R/Z) et
∑

n |cn(f)|2 =
∫ 1

0
|f(t)|2 ft.

•Étude de
∑

n∈Z cn(f)e2iπ nt → f(t) très difficile en général.

Proposition Si φ ∈ C (R/Z) et si
∑
|cn(φ)| < +∞ (en particulier, si φ

est C 1), alors φ(t) =
∑

cn(φ)e2iπ nt, pour tout t.
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La formule de Poisson

•S (Rm) = {f ∈ C∞(Rm), (1 + ‖t‖2)N∂`f ∈ C0(Rm),∀`,N},

(espace de Schwartz, contient C∞
c (Rm)).

Théorème (i) Si f ∈ S (R), alors
∑

n∈Z f(n) =
∑

n∈Z f̂(n).

(ii) Si f ∈ S (Rm), alors
∑

ω∈Zm f(ω) =
∑

ω∈Zm f̂(ω).

•f ∈ S peut être affaibli : pour m = 1, il suffit (par exemple) que f ∈ C 1

et f, f ′ = O(t−2) en |t| = ∞.

∗G(t) =
∑

n∈Z f(n + t) est somme de sa série de Fourier (e.g. en 0).
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Inversion de Fourier dans S et L1

Théorème F est un isomorphisme de S (Rm) sur S (Rm) d’inverse F .

∗Formule de Poisson pour f(t) = φ(u + 2rt) et r →∞.

Théorème (i) Si f, g ∈ L1(Rm), alors
∫
Rm g f̂ =

∫
Rm f ĝ.

(ii) Si u ∈ L1(Rm), et si û ∈ L1(Rm), alors u = F û p.p.

∗Fubini pour h(x, t) = g(x)f(t)e−2iπ x·t pour le (i).

∗φ ∈ C∞
c (Rm). Le (i) pour f = Fu et g = φ (et F au lieu de F ) puis

f = u et g = Fφ donne
∫

(FFu− u)φ = 0.

10


