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LES CONJECTURES DE MONODROMIE p-ADIQUES

par Pierre COLMEZ

0. INTRODUCTION

0.1. Survol des résultats

Le théoreme local de monodromie /-adique de Grothendieck peut s’énoncer de la maniere

suivante.

THEOREME 0.1. — Soit K un corps complet pour une valuation discréte de corps résiduel
k fini et de caractéristique p. Soient £ # p un nombre premier et V un Q,-espace vectoriel
de dimension finie sur lequel le groupe de Galois absolu Yk de K agit continument ; alors
l'action de ["inertie est quasi-unipotente : il existe un sous-groupe ouvert du sous-groupe
d’inertie Iy de %k dont les éléments agissent de maniére unipotente.

Ce théoreme [46], bien que « quasi-trivial » (c’est une conséquence facile de 1'exis-
tence d’'une « structure de Frobenius » : le pro-f-quotient de I est isomorphe a Z, et,
si ¢ = card k, un Frobenius o € ¥ opérant par conjugaison intérieure, agit sur ce pro-/-
quotient par multiplication par ¢), a des implications globales intéressantes concernant la
cohomologie étale (-adique des variétés algébriques (voir [51] pour une discussion et des

variations sur ce theme).

L’énoncé correspondant étant complétement faux pour ¢ = p (le pro-p-quotient de Ik
étant nettement plus compliqué que le pro-f-quotient), il n’est pas tres facile d’imaginer ce
que peut en étre un analogue p-adique et, de fait, il a fallu un certain temps, ne serait-ce
que pour définir les objets a considérer. Il y a deux cas suivant que le corps K est de
caractéristique 0 ou de caractéristique p. Dans le cas ou K est de caractéristique 0, la
difficulté pour arriver a formuler cette conjecture vient de ce que ¥ possede beaucoup
trop de Q,-représentations et qu’il faut commencer par comprendre lesquelles on veut
garder (représentations « de de Rham »). Le théoréeme de monodromie locale prend alors

la forme suivante :
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THEOREME 0.2. — Toute Q,-représentation de de Rham de %k est potentiellement semi-
stable.

Si K est de caractéristique p, le groupe % a « encore plus » de Q,-représentations et il
faut remplacer ces dernieres par des modules différentiels sur une couronne « infiniment
fine » de rayon 1. Dans ce cadre, I'analogue du théoreme de Grothendieck est 1’énoncé

suivant :

THEOREME 0.3. — Tout module différentiel sur l’anneau de Robba, muni d’une structure

de Frobenius, est quasi-unipotent.

L’intérét de 1'énoncé du théoréme 0.3 « conjecture de monodromie p-adique de Crew! »
a été mis en évidence par Crew [31]. Cet énoncé permet, en particulier, d’obtenir des
résultats de finitude [31] pour la cohomologie rigide. Ces résultats de finitude ont entre-
temps été démontrés par Mebkhout [63] et Berthelot [7] (dans le cas des coefficients
constants), le premier en utilisant ses résultats obtenus en collaboration avec Christol
(cf. [17], [18], [19], [20] et [21]) et le second en utilisant les altérations de de Jong [52].
Pour d’autres applications, voir [55, 56, 76].

La conjecture de Crew vient d’étre démontrée de maniere quasi-simultanée par André [2],
par Mebkhout [64] et par Kedlaya [54], par des méthodes tres différentes. D’autre part,
Berger [6] avait, peu auparavant, montré comment déduire le théoréme 0.2 « conjecture
de monodromie p-adique de Fontaine [41]? » de la conjecture de Crew.

0.2. Modules différentiels sur ’anneau de Robba

0.2.1. La conjecture de Crew. Soit L un corps complet pour une valuation p-adique de
corps résiduel k. Soit %y, (resp. é‘f ) Panneau des fonctions a coefficients dans L qui sont
analytiques (resp. analytiques bornées) sur une couronne 0 < v,(T) < r, ot r > 0 dépend
de la fonction que I'on considere. L’anneau %), est souvent appelé anneau de Robba.
L’anneau é"LT est un anneau valué non complet d’anneau résiduel k((T)).

Un Frobenius ¢ sur ces anneaux est un morphisme d’anneaux de é"LT respectant la
valuation et induisant le morphisme z — 2 sur k((T)) (ou, plus généralement = — x%, ol
q est une puissance de p); un tel morphisme s’étend par continuité a ;. Des exemples
agréables de Frobenius sont T +— T? et T +— (14 T)? — 1. Un p-module & sur un de ces
anneaux est un module libre de rang fini muni d’'un endomorphisme @-semi-linéaire ¢4
dont la matrice dans une base est inversible.

Choisissons une dérivation continue d de 'anneau & (comme 4 T ou (1+T)L).
Un 0-module sur un de ces anneaux est un module libre de rang fini muni d’une connexion

1Ou de Crew-Tsuzuki. Crew [31] est trés prudent, et se cantonne aux modules différentiels provenant de
la géométrie, et Tsuzuki [76] est nettement plus optimiste, mais ni Crew, ni Tsuzuki n’ont, formellement,
présenté cet énoncé comme une conjecture.

2Cet énoncé n’est, lui non plus, pas formellement présenté comme une conjecture dans [41].
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0y au-dessus de 0, c’est-a-dire vérifiant
O9(f-x)=0f -2+ f 09z Sifeéi (resp. Zx) et x € D.

Un (¢, 0)-module Z est un module qui est a la fois un ¢-module et un d-module de
telle sorte que ¢4 et 0y vérifient la relation de commutation

9(p(T))
090 pg = ——=F g 0 Dg.
p(9T)
Dans le cas particulier = (1 + T)-% et ¢(T) = (1+ T)? — 1, on a 6;?’53) = p. Si on fixe

une base de Z et si A (resp. B) est la matrice de ¢4 (resp. dy) dans cette base, cette
relation de commutation se traduit par

Si E est une extension finie séparable de k((T)), il lui correspond des extensions & (E)
et ZL(E) de & et %y, respectivement auxquelles les actions de ¢ et 9 s’étendent canoni-
quement. La conjecture de Crew peut alors s’énoncer de facon précise sous la forme :

CONJECTURE 0.4. — Si Z est un (p,0)-module de rang d sur %y, alors il existe une
extension finie séparable E de k((T)) telle que l’équation différentielle 05X = 0 admette
d solutions linéairement indépendantes dans %y, (E)[log T] ® 2.

Cette conjecture a une « reformulation filtrée », faisant disparaitre log T, sous la forme :
«si Z est un (p,0)-module sur ), alors il existe une extension finie séparable E de
E((T)) et une filtration croissante de & par des sous-0-modules Z; telles que, pour tout i,
I'équation différentielle 0y, /5, , X = 0 admette d; = rang(%;/ %;-1) solutions linéairement
indépendantes dans Z(E) ® (2;/P;_1) ».

REMARQUE 0.5. — Il y a une subtilité cachée dans cette conjecture : la géométrie
algébrique fournit naturellement des (¢, d)-modules sur éag , mais, en rang > 2, il faut vrai-
ment étendre les coefficients & 2L (E) [et pas seulement & & (E)]. Christol et Mebkhout
se sont retrouvés confrontés au méme probleme (rem. 1.6). (On trouvera une explication
de ce phénomene au n° 2.3 : les ensembles des &-pentes et Z-pentes d'un (p, d)-module

sur & ne sont pas toujours égaux.)

0.2.2. Les démonstrations. Crew [30] avait établi la conjecture en rang 1, et avant cet
été, les seuls résultats un peu généraux concernant cette conjecture étaient, d’une part,
un théoreme de Tsuzuki [77] montrant qu'un (p,d)-module sur &7 isocline (i.e. n’ayant

qu’une p-pente ) devient trivial apres une extension finie séparable de k((T)) et, d’autre

3Les p-modules et les O-modules ont chacun une notion de pente. Ces deux notions n’ont rien & voir ;

en particulier elles se comportent de maniéres tres différentes par produit tensoriel.
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part, un théoréme de Christol et Mebkhout [18] montrant qu'un (¢, d)-module de 0-
pente 0 devient unipotent sur une extension modérée de k((T)) (i.e. une extension de la
forme k((T4)) avec (d,p) = 1).

Malgré ces résultats encourageants, les experts étaient plutot sceptiques en ce qui
concerne la conjecture de Crew. L’exemple 20, EX 3.0-11] du J-module associé, en 2-
adique, a 'opérateur différentiel 9T3 7z £ 9T Zﬁ + = — T constituant un contre-exemple
potentiel sérieux. La situation a radlcalement change avec Darticle [1] dans lequel André
montre que ce contre-exemple n’en est pas un. Sa démonstration dans le cas général [2]
est une généralisation de celle qu’il a utilisée dans [1]; elle est purement existentielle et ne
fournit aucun renseignement sur l’extension a faire? pour rendre le module unipotent. Elle
s’appuie de maniere essentielle sur les résultats de Christol-Mebkhout et méle adroitement
la théorie de Galois différentielle et les contraintes combinatoires résultant de la théorie
de Christol-Mebkhout.

La démonstration de Mebkhout [64] utilise aussi a fond les résultats de Christol-
Mebkhout mais, contrairement a celle d’André, est constructive : elle fournit un algo-
rithme (pour courageux) explicitant pas a pas les extensions séparables de k((T)) qu’il
faut faire pour aboutir a la d-pente 0.

Ces deux démonstrations n’utilisent la structure de Frobenius que de maniere anec-
dotique et permettent de démontrer un résultat plus fort que la conjecture de Crew. La
démonstration de Kedlaya [54] est totalement orthogonale. Il fait une étude poussée des
¢-modules sur 'anneau de Robba (et ses généralisations) obtenant en particulier un ana-
logue du théoreme de Dieudonné-Manin. Ceci lui permet de munir un tel module d’une
filtration stable par Frobenius telle que chaque morceau du gradué soit isocline. D’autre
part, si on est parti d'un (¢, d)-module, la filtration est stable par 9, ce qui permet d’uti-
liser le théoreme de Tsuzuki pour conclure.

0.2.3. Compléments. On peut réinterpréter la conjecture de Crew « a la Fontaine ». Sup-
posons k algébriquement clos (cela évitera d’avoir a faire des extensions du corps des
coefficients dans ce qui suit). Si E est une extension finie galoisienne de k((7T)), I'an-
neau Zp,(E) est muni d’actions de 91y = Gal(k((T))*P/k((T))) et de la dérivation
21, (E)-linéaire N normalisée par N(log T) = 1; ces deux actions commutent entre elles et
commutent aussi a 0.

Soit Rog = Ugcr(er)yser Z1(E)[log T]; c’est un anneau muni des dérivations N et 9 et
d'une action discrete de %((1)), ces actions commutant deux a deux. Si Z est un (¢, 0)-
module de rang d, I'espace V(@) des solutions de I’équation différentielle 04X = 0 dans
ﬁbg ® 2 est un L-espace vectoriel de dimension d (d’apres la conjecture de Crew) muni
d’actions de N et ¥%(()) commutant entre elles, I'action de %)) se faisant a travers un
quotient fini. Un tel objet sera appelé un (%)), N)-module sur L.

4Dans [1], André, aprés avoir prouvé l'existence d’une extension trivialisant le module, détermine

explicitement cette extension par une méthode qu’il semble difficile de généraliser.
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Réciproquement, si V est un (%((t)), N)-module sur L, le Z;-module 2(V) des points
fixes de ﬁlog ®1 V sous les actions de N et () est un (p, d)-module de rang d sur ..

Il n’est pas difficile de montrer que les foncteurs V. — (V) et Z +— V(Z) que 'on vient
d’introduire sont inverses I'un de I'autre et donc que la catégorie des (¢, d)-modules sur
1, est équivalente a celle des (% (1)), N)-modules sur L, ce qui en fournit une description
particulierement simple. (Pour une description conjecturale de cette catégorie en termes
purement différentiels, voir [20, p. 671-672].)

D’autre part, a une représentation V de ¢((ry) d'image finie (resp. a un (¢, 9)-module 2,
plus généralement a un 9-module soluble), on sait associer un entier, a savoir son conduc-
teur de Swan Sw(V) (resp. son irrégularité Irr(2)) et Tsuzuki a montré [75] (voir [32, 62]
pour d’autres démonstrations) que 'on a

Irr(2(V)) = Sw(V).

0.3. Anneaux de Fontaine et représentations p-adiques

0.3.1. Notations. On se fixe une cloture algébrique Qp de Q, et un systeme (e™)en
d’éléments de Q, vérifiant €@ =1, e £ 1 et (TP =& si n € N. Ceci fait de ™
une racine primitive p"-ieme de I'unité et on note F,, le corps Q, (™) et F, l'extension
cyclotomique de Q, réunion des F,,. Soit C,, le complété de Qp pour la valuation v,.

On note %q, le groupe de Galois Gal(Q,/Q,) et x : %q, — Z le caractere cyclotomique.
Soit aussi ./7G, le noyau de la restriction de x a %q, de telle sorte que g, = Gal(Q,/F)
et soit I'q, = Yq,/Hq, = Gal(Fx/Q)).

(On peut remplacer Q, par un corps complet pour la valuation v,, de corps résiduel
parfait, et c’est ce qui est fait dans le texte principal, mais travailler avec Q, a ’avantage

de simplifier certaines formules.)

0.3.2. Le programme de Fontaine. Soit G un groupe topologique (comme ¥q, ou J4q,).
Pour mettre un peu d’ordre dans les Q,-représentations de G, la stratégie de Fontaine est
de construire des anneaux topologiques munis d'une action de G et de structures addi-
tionnelles respectées par I'action de G. Chacun de ces anneaux permet de découper dans
I'ensemble des Q,-représentations de G celles qui sont B-admissibles (une représentation V
de dimension d est dite B-admissible si B®q, V est isomorphe & B? en tant que G-module).
Si V est une représentation B-admissible de %, le B¢-module Dg(V) = (B® V)¢ est libre
de rang dimqg, V et est muni de toutes les structures additionnelles de B respectées par
I’action de G. Ceci permet d’associer aux représentations de G des invariants plus ma-
niables (en général des objets provenant de I’algebre linéaire) et, si 'anneau B est assez
fin (i.e. si on peut retrouver Q, a I'intérieur de B en utilisant les structures respectées par
G), de classifier les représentations B-admissibles en termes de ces invariants. Cette ap-
proche a I'avantage de ramener I’'étude de toutes les représentations B-admissibles a celle

de I'anneau B ; tout I'art résidant dans la construction d’anneaux intéressants. Si V est
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B-admissible, la matrice permettant de passer d’une base de Dg(G) sur BY & une base de

V sur Q, appartient & GL4(B) ; ses coefficients sont les B-périodes de la représentation V.

0.3.3. Quelques anneauxr de Fontaine. La théorie du corps des normes de Fontaine et
Wintenberger [45] et [80] permet d’associer a toute extension finie K de Q, un corps Ex
de caractéristique p, complet pour une valuation discrete. Elle permet de munir la cloture
séparable F,((T))*? de F,((T)) d'une action naturelle de ¥q, identifiant g, a %, (1)) ;
le groupe Yq, agit alors sur Eq, = F,((T)) & travers I'q, par o(T) = (1 + T)¥) — 1.
On peut relever cette action en caractéristique 0 a Z,[[T]] par la méme formule et, si
on fait agir le Frobenius ¢ par T — (1 + T)? — 1, les actions de ¢ et 9q, sur Z,[[T]]
commutent. Ces actions s’étendent par continuité a & TP, Hq, et Xq,llog T]. On dispose
d’autre part de « fleches de localisation en €™ — 1 » commutant & 'action de Galois,
Hq,log T| = F,[[T]] ; cette fleche est en pointillés car elle n’est définie, par la formule

fro @ () = FEDAHTY T = 1) = (0 — 140 (f (p;:)T’C))a

que sur le sous-anneau des f € Zq, [logT] qui convergent en €™ — 1. On obtient le

diagramme d’anneaux

&S Rq RHq,logT] > F,[[T]] —= F,, .

p

La procédure® permettant de construire ng’ Xq,, --- a partir de F,((T)), permet, en
partant de F,((T))*P d’obtenir le diagramme d’anneaux

BT BT ]§Irog T B(Jer - CP

rig

et comme on a muni F,((T))*® d'une action de ¥q, grace a la théorie du corps des normes,
tous ces anneaux sont munis d'une action continue de ¥, commutant a celle de ¢ sur
Bi, B, et B

rig log*

0.3.4. La hiémrchie [41] des représentations galoisiennes. Une représentation de % qui

est BIg] admissible est de de Rham; elle est cristalline si elle est B,

log( 1+T ] rlg[log(1+T)]

admissible, semi-stable si elle est Blog[w] admissible®, et potentiellement semi-stable

>Pour construire @ﬁ(gp a partir de F,((T)), il y a un choix : le choix d’un relevement de T ou, ce qui
revient au méme, d’'un Frobenius sur (g’ép ; une fois ce choix fait, la construction s’étend canoniquement &
F,((T))*°P. Notre choix de T en fait un analogue p-adique de e*™ —1 et log(1 + T) devient un analogue
p-adique de 2i7.

La définition habituelle fait intervenir des anneaux B, et B qui sont étroitement reliés a Bilg

en particulier les seuls éléments intéressants pour ces histoires de classification des représentations

T
Blog ’
vivent dans des sous-F- espaces vectoriels de dimension finie stables par ¢, et ceux-ci sont dans 'intersec-
tion Bf =Bl NB}. (resp. B

rig rig By =Bl NBY). Passer de BT, & Blf;g revient & considérer la cohomologie

log = “log cris
rigide au lieu de la cohomologie cristalline : BCrls peut s’interpréter [38] comme le HY cristallin de I’anneau

des entiers de F et ng comme son HY rigide.
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si ses perlodes de de Rham appartiennent au sous-anneau de BJy| engendré par

.|.
Blog [ log(1+T) ] et Q

Les implications « cristalline = semi-stable = potentiellement semi-stable = de Rham »

log(l—l-T)]

sont immédiates ; les deux premieres sont strictes et la conjecture de monodromie p-adique
de Fontaine est que la derniere implication est en fait une équivalence. Cette conjecture
était connue en dimension 1 depuis longtemps ; Fontaine [42] 'avait récemment démontrée
en dimension 2 et Hyodo [50] avait vérifiée pour les extensions de représentations semi-
stables. D’autre part, Tsuji [73, 74] et Faltings [35] avaient démontré (& la suite de travaux
de nombreuses personnes dont Tate, Bloch, Kato, Fontaine, Messing, Faltings, Hyodo
etc.) la conjecture Cy de Fontaine, prouvant ainsi que les représentations provenant de la
géométrie (du moins une bonne partie d’entre elles) sont potentiellement semi-stables (il

faut en outre utiliser les altérations de de Jong).

0.3.5. La théorie des (¢,I")-modules. La théorie des (¢, I')-modules de Fontaine ([39]+[12])
établit une équivalence de catégories entre, d'une part, les Q,-représentations de ¥q,
(i.e. les Qp-espaces vectoriels de dimension finie munis d'une action continue de ¥%q,) et,
d’autre part, les (p,I')-modules étales sur gép (i.e. les 5(£p—espaces vectoriels de dimen-
sion finie munis d’actions semi-linéaires de ¢ et I'q, commutant entre elles tels que
soit étale, c’est-a-dire de @-pente 0). Cette équivalence de catégorie est obtenue par la
procédure décrite plus haut pour le groupe g, en utilisant I’anneau Bf : elle associe
aVle c%p = (B")”@r-espace vectoriel Df(V) = (Bf @ V)7@».

Comme I'q, = Z est essentiellement procyclique, on peut retraduire I'équivalence de
catégories ci-dessus en disant qu'une Q,-représentation de %q, de dimension d peut se
décrire enticrement & Paide de deux matrices A et B de GLy(0! £q,) (ou ﬁ},qp désigne
I’anneau des entiers de é‘gp) vérifiant la relation de commutation Ap(B) = By(A), ce qui
semble plus simple a priori que de décrire la représentation directement.

0.3.6. Le (p,V)-module attaché a une représentation galoisienne. On peut transformer

n (¢, I')-module en un p-module avec connexion en considérant I’action Vy de I'algebre
de Lie de I'q, (i.e. I'action infinitésimale de I'q,). Le passage a I’algebre de Lie introduit
des dénominateurs (la série définissant le logarithme n’est pas a coefficients entiers), et
on doit étendre les coefficients de é‘gp a %q,. L'étude du p-module a connexion ainsi
obtenu a été menée a bien par Berger [6], ce qui lui permet d’obtenir un certain nombre
de résultats concernant la classification des représentations p-adiques.

Ce module différentiel ne rentre pas tout a fait dans le cadre du paragraphe précédent
car, sur les coefficients, la dérivation est V = (1+T)log(1+ T)- et log(1+T) ¢ el Lo ce
qui fait que la connexion a une infinité de singularités régulieres en les zéros de log(1 —I—T),
c’est-a-dire les ¢ — 1, ¢ € p,. Le résidu en chacune de ces singularités est 'opérateur de
Sen (cf. [70, 23, 43]) dont les valeurs propres sont les « poids de Hodge-Tate généralisés »

de V; en particulier, ce résidu est nul si et seulement si V est C,-admissible.
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D’autre part, utilisant la fleche éﬁp ~w>=F,[[t]] , on montre [43] que la représentation

V est de de Rham si et seulement si les singularités ne sont qu’apparentes. Pour ramener la
conjecture de Fontaine a celle de Crew, Berger résout simultanément toutes ces singularités
ez VV

et par @, et montre que le (p, d)-module ainsi obtenu est quasi-unipotent si et seulement

en construisant un Zq,-réseau de %Qp[m] ®,1 DI(V) stable par dy = Toe LT 1 oy
9

si V est potentiellement semi-stable.

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES p-ADIQUES

1.1. Anneaux de séries de Laurent

Soit L un corps de caractéristique 0 complet pour la valuation p-adique v, supposée
discrete (on pourrait remplacer cette hypothese par maximalement complet). On suppose,
pour se simplifier la vie, que le corps résiduel k de L est algébriquement clos (¢a évitera
d’avoir a étendre les scalaires a certains endroits). Remarquons que cette restriction n’est
pas tres sérieuse car, pour résoudre une équation différentielle, on peut toujours étendre
les scalaires puis utiliser le théoreme d’Ax-Sen-Tate (prop. 2.1) pour revenir au corps de

base.

Soit &, 'ensemble des séries de Laurent Y, _, axT* telle que la suite (v,(ax))rez soit
minorée et vérifie limy_, o vp(ax) = +00.

Sir > 0, soit éaI]JO’T] (resp. éDL(O’T}) I'anneau des fonctions analytiques (resp. analytiques
bornées) sur la couronne 0 < v,(T) < r. C'est aussi I'ensemble des séries de Laurent
> wez @ TF vérifiant limy o vy(ay) + kr = +oo et limy_.+ o v,(ar) + ks = 00 quel que
soit 0 < s < r (resp. la suite (v,(ag))kez est minorée). On peut aussi obtenir é"L]O’T] en
complétant 5L(O’T] pour la topologie de Fréchet induite par la famille de valuations wsy,
0 < s < r définies par wy(d_jcq axT") = infrez(vy(ay) + sr).

On obtient alors @@LT (resp. #1,) comme limite inductive des espaces vectoriels topolo-
giques 514(0’@ (resp. (51]0””]). Finalement, soient & et %, les intersections respectives de &,
et %y, avec L[[T]]; ceci fait de %, (resp. &) I'anneau des fonctions analytiques (res. ana-
lytiques bornées) sur le disque 0 < v,(T). Tout élément de Zy, peut alors s’écrire comme
la somme d’un élément de & et d'un élément de % et on a % N & = &7

De maniere imagée, &1, est 'anneau des fonctions analytiques sur une couronne vide de
rayon 1 et Zy, (resp. éag ) est 'anneau des fonctions analytiques (resp. analytiques bornées)

sur une couronne infiniment fine de rayon 1.

PROPOSITION 1.1. — (i) & et &7 r > 0, sont des anneauz principauz;
(ii) & et & sont des corps;

(iii) %, % et éio’r], r > 0, sont des anneauzr de Bézout;
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(iv) tout sous-module fermé d’un module libre M de rang fini sur %, %#; ou é"L(O’T],
r >0, est libre de rang < rang(M).

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont des conséquences de la théorie des polygones de
Newton (cf. [34], par exemple) pour les séries de Laurent (et du fait que I'on a supposé
L de valuation discréte). Le (iii) est un résultat de Lazard [59]; rappelons qu’un anneau
de Bézout est un anneau dans lequel tout idéal de type fini est principal. Pour le (iv),
voir [6]; ce résultat joue un grand role dans la réduction de la conjecture de Fontaine a
celle de Crew.

On se fixe une dérivation @ et un Frobenius ¢ de &. Si E est une extension finie
séparable de k((T)), il lui correspond des extensions & (E) et %, (E) de &' et 2y, res-
pectivement auxquelles les actions de ¢ et 0 s’étendent canoniquement. Voir le n°® 2.2
pour un point de vue plus général. Une propriété que nous aurons a utiliser est I'existence
(cf. prop 2.3) d’un isomorphisme d’anneaux topologiques de %y, sur Z1,(E) [E est topolo-
giquement isomorphe a k((T))]; en particulier, apres extension séparable finie de k((T)),

on se retrouve avec la méme théorie.

1.2. Les résultats de Christol et Mebkhout

Les travaux de Christol et Mebkhout ont déja fait I'objet d'un exposé a ce séminaire [60] ;
nous nous contenterons donc d’un résumé rapide. Pour une présentation détaillée de la

théorie, nous renvoyons a [21].

1.2.1. Valuation de convergence d’un module différentiel. Rappelons que, si 0 < s < 7,
on définit sur 5110’T] une valuation w, par la formule wy(>", .5 ar TF) = infrez v,(ag) + ks.
Si f € %, la fonction s — wy(f) est définie sur un intervalle de la forme |0,7], r > 0
et est une fonction concave de s, affine par morceaux. Une maniere commode de voir
ws est d’'introduire « le »point générique ty de valuation s; il vit dans une extension
transcendante algébriquement close Ly de L, compléte pour une valuation étendant v, (et
encore notée v, ), et est caractérisé (a automorphisme de corps valué pres) par v,(ts—a) = s
quel que soit a € L de valuation s. On a alors wy(f) = v,(f(ts)) sl f € é‘}lﬂﬂ etr > s. (Pour
construire Ly, on munit L[X, X™!| de la valuation vp(zllzlzko arX?) = infrez vy(ax) + ks;
cette valuation est multiplicative et donc passe au corps des fractions; on peut alors
compléter ce dernier, prendre une cloture algébrique et recompléter (maximalement si

besoin est) pour obtenir L, et prendre ¢, = X.)

Si G = (¢i;) € Ma(Z1), on définit wy(G) comme le minimum des w;(g; ;), 1 < 4,7 <d.
Soient 2 un d-module de rang d sur #y, ey, ..., eq une base de 4 sur %, et, sin € N,
soit G, = (g;;) la matrice définie par Jdje; = Zle gijei- Si s > 0, la suite de terme
général tw,(G,) a une limite (quand elle est définie) quand n tend vers +oo (norme
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spectrale d’'un opérateur). Ceci permet d’introduire la fonction

B _ovp(n!) —we(Gr)y L ws(Gy)
Val(2, s) = sup <s, lim ) = sup (3, =] lim —)

n—-o0 n n—too N

La quantité Val(Z,s) s’interprete comme la valuation de convergence des solutions de
I’équation différentielle 05X = 0 autour en t,. (Une base des solutions autour d’un point

¢ est donnée par les séries > °° O%e; - (m;!T)n, 1<i<d)

Pour calculer cette fonction, on peut, dans les cas favorables, utiliser un résultat de
Young [81] :

PROPOSITION 1.2. — Soient £ = 0%+ay_1(T)04 4+ -+ao(T), ot ag(T), ... ,aq_1(T) €
P, (et 0= L), P =X"rag(t;) X+ +ag(ts) etu, ..., uq les valuations des racines
de P (ces valuations se lisent sur le polygone de Newton de P), alors ZX = 0 admet une
base de solutions f1,..., fq autour de ty dont les valuations de convergence vérifient :

(i) si u; < s, la valuation de convergence de f; est exactement ﬁ + u;

(i) st u; > s, la valuation de convergence de f; est < ;ﬁ + s.

Passer d’un module différentiel & un opérateur différentiel demande de trouver un wvec-
teur cyclique (i.e. un vecteur X tel que X, 94X, .. ., 8%_1)( forment une base de & sur ZL,).
Cela ne peut, en général, se faire sans passer au corps des fractions de Z,, ce qui introduit
quelques petits problemes techniques pour se débarasser des singularités apparentes que

I’on récupere ainsi.

Un ingrédient technique tres utile est l’antécédent de Frobenius. Soit ¢ un Frobenius
sur é"LT . Si Z est un 0-module sur Zy,, on note ¢*Z le transformé de Z par ¢ : si la matrice
de 0y dans une base est G, la matrice de 0,9 est 9(¢(T))p(G). On appelle antécédent
de Frobenius de Z un d-module .4 tel que l'on ait p* A4 = Z. Il ne faut pas confondre
cette notion avec celle de structure de Frobenius; un d-module admet une structure de
Frobenius (i.e. de (¢, d)-module) si ¢*Z = 2. L'existence d’antécédents de Frobenius est
garantie sous des conditions assez larges par un théoreme de Christol et Dwork [16] :

PROPOSITION 1.3. — Soit Z un 0-module sur l'anneau éﬂ”’rz[ des fonctions analytiques
sur la couronne 0 < 11 < v,(T) < ry tel que Val(Z,s) < Il?~|— s si s €]ry,ral. Il existe alors
un (unique) p-module A sur @@gp”’p”[ tel que 2 = *A". De plus, on a Val(A ', ps) =
pVal(Z,s).

On remarquera que, si la valuation de convergence de 2 est assez petite (ce qui sera le
cas pour les modules solubles, cf. ci-dessous), on peut réitérer le procédé pour se ramener
en un point ou le théoreme de Young peut étre utilisé de maniere efficace. Une application

de ces techniques est la tres utile proposition :

PROPOSITION 1.4 ([19]). — La fonction s — Val(Z, s) est conveze, affine par morceaut,
et sa dérivée ne prend pour valeurs que des nombres rationnels de dénominateurs < d.
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1.2.2. La théorie des O-pentes. Par convexité, la limite lim,_,q+ Val(Z, s) existe (elle peut
étre infinie) et le module 2 est dit soluble si limy .o+ Val(Z,s) = 0.

nombre rationnel 5 > 0, de dénominateur < d, tel que Val(Z,s) = (1 4 3)s, si s est
assez petit. Ce nombre rationnel 3 est appelé la plus grande pente de &. On dit que 2

Il existe alors un

est purement de pente (3 si toutes les solutions de ’équation 04X = 0 (et pas seulement

une solution générale) ont, en t; (s proche de 0), une valuation de convergence égale a

(1+05)s.

THEOREME 1.5 (« de décomposition » [19, 20]). — Un d-module soluble 9 sur %,
possede une décomposition canonique 9 = $y>09y, ot 2., est purement de pente 7.

REMARQUE 1.6. — Si on part d’'un d-module sur g’g , on pourrait espérer obtenir une
décomposition sur gLT , mais I'exemple du d-module associé a 'opérateur & = Tzd% +
(3T — W)% +1 (ot #2771 = —p) montre qu’il n’en est rien; un calcul montre qu’il possede
deux pentes distinctes sur &y, et que la série E::é 7 "n!T™ est une solution de .Zf =0
appartenant a %, mais pas a 55, ce qui exclut une décomposition sur @”’g

THEOREME 1.7 (« de Hasse-Arf » [19]). — Si Z est un 0-module soluble, alors la quantité
Irr(2) = > 507 - rang &, est un entier.

REMARQUE 1.8. — Ce théoreme est une étape dans la démonstration du théoréme de
lindice qui était une des motivations de Christol et Mebkhout (généraliser en rang quel-
conque les résultats de Robba [65, 66, 67, 68, 22] en rang 1). L’irrégularité Irr(2) de
est définie comme 'indice d’un certain opérateur ; ¢’est donc un entier par définition et le
théoreme ci-dessus donne une formule permettant de la calculer.

COROLLAIRE 1.9. — Un 0-module soluble irréductible, de rang fini sur %y, n’a qu’'une

seule pente, et le dénominateur de cette pente divise le rang du module.

Ce qui précede s’applique en particulier aux (i, d)-modules : I'existence d’un Frobenius
permet de montrer que l'on a Val(Z, s) < %Val(.@, ps) si s est assez petit, avec égalité si
Val(2,ps) < -5+ ps.

1.2.3. 0-modules de pente 0. Si Z est un module différentiel de rang d sur une couronne
non vide A du corps des nombres complexes et si xg € A, les solutions locales de I’équation
04X = 0 autour de xy forment un C-espace vectoriel de dimension d. On peut prolonger
analytiquement une solution le long d’un chemin et, au bout d’un tour, on récupere une
nouvelle solution autour de xy; d’ou un opérateur « de monodromie » N. Les valeurs
propres de ﬁ log N s’appellent les exposants de &; ce sont des éléments de C/Z bien
définis a l'ordre pres.

En p-adique, on ne dispose pas du prolongement analytique, mais Frobenius sous toutes
ses coutures constitue un substitut efficace. En utilisant les antécédents de Frobenius,

Christol et Mebkhout [18] (voir aussi [33]) ont réussi a définir les exposants p-adiques
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pour un d-module Z sur Zy, purement de 0-pente 0 (on dit aussi parfois que 2 vérifie la
condition de Robba). Ces exposants appartiennent & (Z,/Z)% modulo une certaine relation
d’équivalence assez compliquée, mais si les différences de ces exposants sont toutes non
Liouville (un nombre p-adique a est non Liouville si lim,, 4o %Up(a —n) =0, ie si «
est entier ou pas trop proche de Z), alors ces exposants sont des éléments de Z,/Z bien

définis a l'ordre pres.

THEOREME 1.10 (« de la monodromie p-adique » [18]). — Si 2 est un d-module de
rang d sur %1, de O-pente 0, et si les différences de ses exposants sont non Liouville,
alors l’équation différentielle 053X = 0 admet d solutions linéairement indépendantes dans
[T, . . T log T] @z, 2, 0t v, ..., a4 sont les exposants de 9.

COROLLAIRE 1.11. — Un (p, d)-module sur %, de O-pente O devient unipotent sur une
extension de %, associée a une extension modérément ramifiée de k((T)).

Démonstration. — Comme & est muni d’une structure de Frobenius, I’ensemble des ex-
posants de Z est stable par o — pa et les exposants de Z sont des nombres rationnels

de dénominateur premier a p.

1.3. Théorie de Galois différentielle

Ce n° est consacré a la démonstration d’André [2]. Celui-ci se place dans un cadre
abstrait s’appliquant a d’autres situations que celles des 0-modules solubles sur I’anneau
de Robba, et nous avons choisi de nous restreindre a ce cadre pour nous concentrer sur
la construction qui est au coeur de la démonstration (il s’agit du module .Z;® ci-dessous,
obtenu par induction tensorielle) et son utilisation.

1.3.1. Filtration des groupes de Galois différentiels. On peut associer [8] & un d-module
2 de rang d sur Zp, un groupe de Galois différentiel G4 ; c’est un sous-groupe algébrique
de GL4 défini sur une extension finie L' de L; ses représentations algébriques sont en
correspondance avec les d-modules de rang fini sur %1, que I'on obtient a partir de Z et
de son dual par produit tensoriel, sous-objet et quotient. Réciproquement, si 2’ est un
tel -module, son groupe de Galois différentiel est un quotient de G4. Nous utiliserons
cette correspondance pour passer du langage des représentations a celui des d-modules
sans plus de commentaire.

Sivy > 0, on note G7, le plus grand sous-groupe distingué de G4 tel que les représentations
de Gy/GJ, n'aient que des O-pentes < . Comme Gy est algébrique, toute suite stricte-
ment décroissante de sous-groupes algébriques est de longueur finie. En particulier, la
filtration de G4 par les O-pentes n’a qu’un nombre fini de sauts (un saut est un réel v > 0
tel G}, ° # G, sie > 0) 71,...,7 et on appelle 7o = 0, 71, ...,7 les O-pentes de Gy.

REMARQUE 1.12. — (i) Si 2’ est un sous-0-module ou un quotient de Z, le théoreme de
décomposition montre que les 0-pentes de 2’ sont incluses dans celles de Z ; en particulier,

elles sont inférieures ou égales a la plus grande pente de .
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(ii) Si 2, et P, sont deux 0-modules sur ZL,, les pentes de %) ® %, sont inférieures ou
égales a la plus grande des plus grandes 0-pentes de %, et % : la valuation de convergence
du produit de deux séries entieres est inférieure ou égale au maximum des valuations de

convergence de ces séries.

On déduit de cette remarque que les 0-pentes d’une représentation de Gg sont incluses
dans celles de Gg et qu'elles sont < 7 si et seulement si G agit a travers G4 /GJ,.

1.3.2. La conjecture de Crew. Si & est un 0-module sur Z1, et E est une extension finie
séparable de k((T)), le Z1(E)-module Z1,(E) ®%, Z est un 0-module sur %, (E) dont le
groupe de Galois différentiel G4 (E) est un sous-groupe de G4. La conjecture de Crew (sous
sa forme filtrée) peut se reformuler sous la forme : « si Z est un (¢, 9)-module irréductible
sur Z, il existe une extension finie séparable E de k((T)) telle que G4(E) = {1} ». Le
cas de rang 1 permet de démontrer que cet énoncé est vrai si G4 est résoluble et, plus
généralement, il permet de prouver qu’il existe une extension finie séparable E de k((T))
telle que Gg(E) n’ait pas de quotient abélien non trivial. Quitte & faire une extension

séparable finie de k((T)), on est donc ramené a vérifier le résultat suivant.

PROPOSITION 1.13. — 81 Z est un (v, 0)-module irréductible sur %y, alors tout quotient

simple de G4 est abélien.

Démonstration. — La démonstration se fait par ’absurde. Le principe est de faire ap-
paraitre des dénominateurs dans les pentes en induisant a partir d’une extension modérée
de k((T)) pour obtenir une contradiction avec le théoreme de Hasse-Arf.

Soit H un quotient simple non abélien de Gg4. Comme H est simple, il a exactement
une J-pente v, et celle-ci est non nulle d’apres le corollaire 1.9. Soit .# une représentation
irréductible de H de dimension d > 1; alors .# est de pente 7. Soit ¢ # p un nombre
premier ne divisant ni d, ni le numérateur de 7, ni Pordre du groupe Out(H), et soit ¢
une racine primitive /-ieme de 1'unité. Si 0 < i < £ — 1, soit .# le % (T*)-0-module
obtenu & partir de .# via le changement de variable T — (*TY: si z € .#©, on note
2™ son image dans .#® via le changement de variable T'/¢ — ¢*'T'¢ (et donc 2(© = ).
Considérons les 9-modules .4, et .#;° définis par :

My ={0, .. 2V ey},
et A2 est le sous-Zr-module de
yAY Rz (1170 * Dz (T1/8) yiG

engendré par les 20 @ -~ @ 2V, 2 € #©). L'intérét du passage de 4 & ., est que
la pente a été divisée par ¢ (comme la dimension a été multipliée par ¢, cela ne fournit
pas de contradiction au théoreme de Hasse-Arf). Quand on étend les scalaires de Z1,(T)
a %1 (TY"), le module .#, devient isomorphe & la somme des .#® ; comme le groupe de
Galois différentiel de chacun des .#® est isomorphe & H, le groupe de Galois différentiel
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H, de .4, est un sous-groupe du produit en couronne de H par le groupe cyclique C, (ce
produit en couronne U est un produit semi-direct 1 — H* — U — C, — 1, ou C, agit par
permutation circulaire des facteurs). Comme H est simple, il y a a priori 3 cas :

(I) Hy est le produit direct de C; et H;

(IT) Hy est un produit semi-direct de C, et H;

(III) Hy est égal au produit en couronne.

Dans tous les cas, une suite de sous-groupes distingués de Hy est au plus de longueur 3 et
H, a au plus 3 pentes. Deux de ces pentes sont nulles [une par définition et 'autre car le
quotient C, de H, correspond & I’extension modérée 2 (T'¢) de % (T)], et la troisieme
est la pente de .}, c’est-a-dire v/¢. Pour conclure, il suffit de montrer que ces trois cas
sont exclus par notre choix de /.

Dans le premier cas, 'action de C,; découpe .#; en ¢ morceaux de rang d et 0-pente v/,
et comme dry/¢ n’est pas entier, cela contredit le théoreme de Hasse-Arf. Le second cas
est exclu par la condition « ¢ ne divise pas 'ordre de Out(H) ». Dans le troisieme cas, le
module . est une représentation irréductible de H, de dimension d’; comme I'action de
H, ne se factorise pas a travers C, (car . est irréductible, de dimension > 1), la 0-pente
de ce module est v/¢, ce qui contredit le théoréme de Hasse-Arf puisque d*y/¢ n’est pas

entier.

1.4. Le théoréme de Turrittin p-adique

Dans ce n° , nous esquissons la démonstration du « théoreme de Turritin p-adique »
de Mebkhout [64], la conjecture de Crew en étant un cas particulier. Pour simplifier les
calculs, on utilise la dérivation = T et on note 7 le « 7 de Dwork » (i.e. une racine
(p — 1)-ieme de —p).

1.4.1. Construction de 0-modules solubles de rang 1. Si P est un polynéme sans terme
constant, on note y(P) le module de rang 1 dont exp(7P(T~!)) est une base des sections

horizontales.

PROPOSITION 1.14. — Soient a € L vérifiant v,(a) =0 et f € N — {0}. Si v,(58) =n, i
existe un polynome
a pby p"b, "
Pyo(X) = =XP 4+ Z2X0/p .. 4 2O
8.0(X) 3 5 3

ou les b; sont des entiers d’une extension convenable de K, tel que le module x(Ps,) soit
soluble. De plus, ce module
(i) est de O-pente [3 ;

(ii) peut étre muni d’une structure de Frobenius.

L’existence de Pg, est due a Robba [66]. Pour Robba, 'extension convenable dont il

est question dans la proposition est assez imposante (c’est un corps algébriquement clos
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maximalement complet), mais Matsuda [61] a montré que 'on peut prendre les (3; dans
une extension finie de L, du moins si p # 2. Le (i) se démontre alors par un calcul direct
et le (ii) est di & Chiarellotto et Christol [14].

1.4.2. Modules de O-pente entiere. Pour rester dans le cadre « valuation discrete », nous
supposons désormais p # 2. La démonstration du théoreme de Turritin p-adique repose

sur ’énoncé suivant

ProprosITION 1.15 ([64]). — (i) Si Z est un 0-module irréductible soluble sur 1, de
0-pente entiere 3 > 0, alors il existe h € N, une extension finie L' de L et a € L de
valuation 0 tel que le module 9 @ x(Pp,) soit de pente < (3.

(ii) Si 2 est un 0-module soluble de rang premier a p n'ayant qu’une seule O-pente
B € N, alors 9 peut se casser en deux.

La démonstration de cette proposition est assez technique; ce qui suit n’en est qu’une
esquisse. Soit | :]m, ﬁ[. On commence par prendre un antécédent de Frobenius
9y, d’ordre h suffisamment grand pour que l'on soit dans les conditions d’utilisation du
théoreme de Young (prop. 1.2) et que l'on ait Val(Z,s) = (1 + ()s si s € I; puis on
choisit un vecteur cyclique de telle sorte que %, soit associé a un opérateur différentiel
Q(0) = 0%+ ag_1(T)0 ! +-- - +ay(T), ol les a; appartiennent au corps des fractions des
fonctions holomorphes sur la couronne v,(T) € I.

Tordre 2y, par x(aX”) revient a remplacer Q(9) par Q(d — ”T—B;) =0+ +b(T).

Comme 2, est purement de 0-pente 3, on a
wi(ao(T)) = d( = — fs) et wy(a(D) > (d— i) (=~ fs) sisel
p—1 p—1
et on montre que 'on peut trouver a dans une extension finie de L de telle sorte qu’il
existe sg € I tel que I'on ait wg, (bo(T)) > d(}ﬁ — (3sp). Un petit calcul montre alors que,
si
Q1(9) = Q0 — mI(Pso(T™1)) = 0% + c4_1(T)0 4 -+ - + ¢o(T)

est 'opérateur différentiel correspondant au module tordu %, ® x(Pg.), alors

(i) we(ei(T)) > (d—i)(;i = Bs)si0<i<d—1letsel;

(i) ws,(co(T)) > d(555 — Bs)

(iil) ws(cq—1(T)) = zﬁ — Bssi(d,p)=1etsel
Le (i) assure que Z), ® x(Ps.) est de plus grande 0-pente < 3 et le (iii) implique que 'on
a égalité si (d,p) = 1. Le (ii), quant a lui, montre que %), ® x(Ps,) n’est pas purement de
O-pente [ (cf. th. 1.2). Il n’y a plus qu’a utiliser le théoreme de décomposition et appliquer

h fois Frobenius pour revenir au module initial et conclure.

REMARQUE 1.16. — La proposition 1.15 admet (cf. [47, prop. 3.3]) un analogue pour les
représentations galoisiennes d’un corps local (& corps résiduel fini).
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1.4.3. Enoncé et démonstration du théoréme. Si 2 est un d-module soluble de rang d
sur Zp,, nous dirons de fagon informelle « si on ne rencontre pas de nombre de Liouville
en cours de route » pour signifier « si la catégorie tannakienne engendrée par & et les
Z.,(E), ou E parcourt l’ensemble des extensions séparables de k((T)), n’admet que des

objets dont les exposants et leurs différences sont non Liouville ».

THEOREME 1.17 ([64]). — Si 2 est un 0-module soluble de rang d sur %y, et si on
ne rencontre pas de nombre de Liouville en cours de route, alors il existe une exten-
sion séparable finie E de k((T)) et des entiers p-adiques non Liouville oy, . .., aq tels que

léquation différentielle 02X = 0 admette d solutions linéairement indépendantes dans

2, (E)[T*, ..., T logT].

REMARQUE 1.18. — On ne rencontre pas de nombre de Liouville en cours de route, si on
part d'un (¢, d)-module, et le théoréme ci-dessus admet comme conséquence la conjecture
de Crew. D’un autre coté, bien qu’a priori il faille le faire expres pour tomber sur un
nombre de Liouville, on n’a aucun critere satisfaisant permettant de garantir que cela ne
va pas arriver. En particulier, on ne sait pas démontrer que les exposants d’un module
différentiel défini sur Q(T) sont non Liouville.

REMARQUE 1.19. — Le théoreéme ci-dessus donne une description tout a fait satisfaisante

des 0-modules solubles ; le cas non soluble reste, quant a lui, totalement mystérieux.

Pour démontrer le théoreme (sous sa forme filtrée faisant disparaitre log T'), il suffit de
traiter le cas d'un module irréductible.

Si & est de rang 1, sa 0-pente est entiere et les propositions 1.14 et 1.15 montrent que
I’on peut faire baisser cette 0-pente en tordant par un module de rang 1 avec structure de
Frobenius. Une récurrence immédiate montre que & est de la forme %, ® Zy, ou %, est de
O-pente 0 et Z; admet une structure de Frobenius; il n’y a plus qu’a utiliser le théoreme
de Crew (i.e. la conjecture de Crew en rang 1) pour trivialiser Z; et le théoreme 1.10
pour conclure.

Si Z est de rang premier a p, sa 0-pente a un dénominateur premier a p et donc devient
entiere apres une extension modérée de k((T)). Une récurrence immédiate, utilisant le (ii)
de la proposition 1.15 (et le fait que si d = dy + dy est premier a p, alors d; ou dy est
premier a p), permet de montrer que & acquiert un constituant de rang 1 apreés une suite
d’extensions modérées de k((T)).

Si Z est de rang divisible par p, le module End’Z des éléments de trace nulle est de
rang premier a p. D’apres ce qui précede, apres une extension séparable finie E de k((T)),
le module Endo(@) acquiert un constituant de rang 1 et de J-pente 0; il existe alors
a € Z, et un morphisme non trivial de Z dans Z @ T. Quitte a faire une extension
modérée, on se retrouve dans 'un des deux cas suivants :

(i) le module End’(2) a une section horizontale, et la dimension des endomorphismes

de ¥ commutant a la connexion est > 2; & n’est donc pas irréductible ;
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(ii) il existe o € Z, irrationnel et un morphisme non trivial de & dans ¥ ® T, et
comme Z et 2 ® T ne sont pas isomorphes (considérer les déterminants), cela implique
que Z n’est pas irréductible.

En conclusion, apres une extension finie séparable, & acquiert une composante irréductible
de rang strictement inférieur a celui de &. Le théoreme s’en déduit par récurrence sur le
rang de Z.

2. »-MODULES

Soit L un corps complet pour une valuation discrete étendant v,, et dont le corps
résiduel est algébriquement clos.

2.1. La stratégie de Kedlaya

Si E est une extension finie galoisienne de k((T)) et G = Gal(E/k((T))), 'anneau
21,(E)[log T] est muni d’actions de ¢, 9, G et N (ou N = ﬁ est la dérivation Z(E)-
linéaire normalisée par N(logT) = 1). L’action de G commute aux autres; celle de N
commute a 0, et on a Ny = p pN.

Maintenant, si & est un (¢, d)-module sur Zy,, alors (modulo la conjecture de Crew),
il existe une extension finie galoisienne de k((T)) telle que le L-espace vectoriel V(2) =
(%1,(E)[log T] @4, 2)°=° soit de dimension d (cf. n° 0.2.3). Le L-espace vectoriel V(2
est muni d’actions de G, ¢ et N, et G commute a ¢ et N, tandis que ¢ et N vérifient la
relation Ny = p oN.

D’apres le théoreme de Dieudonné-Manin, V() admet une décomposition suivant les
pentes de ¢ (i.e. les valuations de valeurs propres de @) ; a cette décomposition est associée
une (unique) filtration 0 = Vo C Vq C --- C V, = V(2) telle que V; soit stable par ¢,
que @ n’ait qu’une seule pente r; sur V;/V,_y, et que l'on ait r; < --- < ry. La relation
N¢ = p N montre que N(V;) C V,_; et donc que cette filtration est stable par N, et que
N agit trivialement sur le gradué associé.

On en déduit I'existence d’une filtration 0 = 9y C %, C --- C Yy = &Y de & par des
sous-p-modules sur Zy,, vérifiant les conditions suivantes :

(i) il existe un sous-gp-module A’ sur &' de Z;/Z;_; tel que 2;/ Dy = %y, B gt AR

(i) il existe un p-module W; sur L tel que
#.(E) @1 W; = ZL(E) @z, (2:/Z:-1) ot & (BE) oL W, = &/(E) @, A"

(On a W; = V;/Vi_y et AP = Aj/A_; avec A; = (&1(E)[log T] @, V;)N=06=1: pour
vérifier que tout marche bien, il faut utiliser le fait que & (E)[log T] est un sous-anneau
de Z1,(E)[log T] stable par 9, ¢, G et N.)

Maintenant, si on part d’'un ¢p-module sur %, (sans O-structure), on peut se demander

ce qui reste vrai. Le (ii) est manifestement trop fort (il est plus ou moins équivalent



897-18

a lexistence d’'une O-structure pour laquelle W; est le L-espace vectoriel des sections
horizontales). Ceci améne Kedlaya & introduire deux notions de ¢-pentes, les &-pentes et
les Z-pentes (« pentes génériques » et « pentes spéciales » chez Kedlaya) ; il remplace alors
(i) par « (ii’) les &-pentes et les Z-pentes de A’ sont les mémes » (c’est trivialement le cas
si W; existe), et montre qu'un p-module quelconque sur %y, a une filtration vérifiant (i)
et (ii'). D’autre part, il montre que, si on est parti d'un (¢, d)-module, alors la filtration
est stable par 0, ce qui permet de ramener la conjecture de Crew a un cas traité par
Tsuzuki [77].

Si on essaie de faire en sens inverse le chemin ci-dessus, on tombe sur un os : on ne
sait pas quelle extension galoisienne E de k((T)) va marcher. Cela oblige a les considérer
toutes et donc a construire un anneau Z(k((T))*P) (cf. n° 2.2); malheureusement cet
anneau est beaucoup trop gros et il faut ensuite « décompléter » pour redescendre a une
extension finie de k((T)). Toutes ces étapes sont assez techniques .. .

2.2. Les « foncteurs » &, & et #

Soit Ey un corps de caractéristique p complet pour une valuation discrete vg de corps

résiduel k parfait. Notre but dans ce n° est d’associer”

a une extension algébrique E de E
ou au complété d'une telle extension, des anneaux & (E), &T(E) et Z(E). Si E est parfait,
ces anneaux sont canoniques, mais, dans le cas général, la construction dépend du choix
d’un Frobenius sur &7(T) et d’un isomorphisme de k((T)) sur Ey ou, ce qui revient au
méme, d’une uniformisante de Eg. Si Eg = k((T)), on retombe sur les anneaux & = &(T),

&1 = ET(T) et Z = Z(T) définis précédemment.

2.2.1. Généralités sur les corps valués complets.

PROPOSITION 2.1. — (i) Si K est un corps complet pour une valuation v : K — RU{+0o0},
et si K est une cloture algébrique de K, alors v s’étend de maniére unique a K.

(ii) Le complété K de K pour cette valuation est un corps algébriquement clos.

(iii) La cloture séparable KP de K dans K est dense dans K.

(iv) Gal(K*P/K) s’identifie au groupe des automorphismes continus de K laissant K

fize et, si H est un sous-groupe de Gal(K*®/K), le sous-corps de K fivé par H est le
complété de la cloture radicielle de (K*°P)H.

REMARQUE 2.2. — Le (iii) n’a, bien évidemment, d’intérét qu’en caractéristique p et le
(iv) est le théoreme d’Ax-Sen-Tate ([3], [72]) ; contrairement aux apparences, ce n’est pas
une conséquence formelle de la théorie de Galois.

T(est une extension de la théorie des anneaux de Cohen [9] développée dans [54] ; les anneaux & (E),

&1(E) et Z(E) correspondent respectivement aux anneaux I'*[1] TE [1] et I'E de Kedlaya.

1
P conlyp an,con
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2.2.2. Le cas E parfait. Soit F = W(kz)[%] le corps des fractions de 'anneau des vecteurs
de Witt a coefficients dans k, ce qui fait de I un corps complet pour la valuation v,
d’anneau des entiers Op = W(k) et de corps résiduel kg.

Si E est un corps valué de caractéristique p, on note E™ I'anneau de ses entiers.

Soit maintenant E un corps parfait de caractéristique p muni d’une valuation vg. Soient
O4(E) = W(E) et 0} (E) = W(E*). Soient &(E) = 04(E)[2] et §*(E) = OF(E)[2]. Les
anneaux ﬁ:@“(ﬁ) C ﬁ’(n(ﬁ) sont, par construction, séparés et complets pour la topologie p-
adique (topologie forte) et on a Ox(E)/pOs(E) = E et 6} (E)/p0/ (E) = E*. Par ailleurs,
& (E) est un corps complet pour la valuation p-adique (la topologie associée est la topologie
forte), d’anncau de valuation @s(E) et de corps résiduel E.

Siz € E, on note [x] son représentant de Teichmiiller dans O (E) ; rappelons que c’est
I'unique élément de ﬁg(E) ayant x pour réduction modulo p et possédant une racine p"-
itme dans O¢(E) quel que soit n € N. Tout élément = de O¢(E) (resp. @’;(E)) s’écrit
donc de maniere unique sous la forme Y ;5 p* [:L‘k] ou (zg)ren est une suite d’éléments
de E (resp. E*) et tout élément de &(E) ou & (E) sous la forme Sor Pl

La topologie faible sur ﬁg’(ﬁ) (resp. ﬁ;(ﬁ)) est, par définition, la topologie qui fait de
Papplication x = >, p*[z),] — (24)ren un homéomorphisme de O¢(E) [resp. ﬁg(ﬁ)]
sur EN [resp. (ET)N] muni de la topologie produit (E et ET étant muni de la topologie
définie par la valuation vg); si ¥ € E vérifie vg(7) > 0, la topologie faible est aussi
obtenue en prenant les [T]¥ @} (E) + p"+' 0% (E) [resp. les [7]* 0} (E) +p”+1ﬁ+( ), pour
k,n € NJ, comme base de voisinages de 0. On munit &(E) = Unen P~ "Ge(E) et &7(E)
de la topologie de la limite inductive.

Sir > 0, soit @"1(E) le sous-anneau des & = ZZOZ pk [zx] € O¢(E) tels que rvg(zy,) + k

tend vers +oo quand k tend vers +oco. On munit & ) (E) de la topologie définie par la
valuation w,, avec w,(x) = infiez rvE(xk) + k, topologie pour laquelle il est complet.
On munit &O7(E) = ﬁéao’r](E)[—] et £1(E) = Urso & (0r1(E) de la topologie de la limite

inductive.

Les w,, r > 0, forment une famille de valuations sur & (E) et on définit 2" (E) comme
le complété de & +(E) pour la topologie de Fréchet définie par cette famille (une suite w,
tend vers u dans %’*(E) si et seulement si, quel que soit r > 0, w,(u, — u) — +oo quand
n — +00).

De méme, si r > 0, soit 5’]0”"]( ) le complété de & OT]( ) pour la topologie de Fréchet
définie par la famille de valuations w,, r > s > 0. Finalement, soit Z(E) = U200 & 0.r1(E)
muni de la topologie de la limite inductive.

L’anneau & T(E) est un sous-corps de & (E) ; ses éléments sont dits surconvergents. Les
anneaux &T(E) et 21(E) sont des sous-anneaux de Z(E), tout élément de Z(E) peut
s'écrire comme la somme d'un élément de &1(E) et d'un élément de ZT(E) et 21(E) N
ENE) = EF(E).
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L’action de ¢ sur @x(E) s’étend par continuité aux anncaux &'(E), Z(E) et 2+ (E).
L’action de ¢ est est bijective sur &7(E), Z(E) et Z*(E) et induit un isomorphisme de
EON(E) sur £(E) "4 et de £071(E) sur &(E)5).

2.2.3. Le cas général. Si E est une extension algébrique de Eq ou le complété d’une telle

extension, notons E le complété de sa cloture radicielle.

Choisissons un Frobenius ¢ sur & et une uniformisante 7 de Eg. On a alors ¢(T) =
TP4pd ez apT*, ot les ay, sont des éléments de &y, vérifiant une condition de décroissance
convenable, et il existe dans ﬁ;(ﬁ) un unique élément 7 dont la réduction modulo p est
7 et tel que Pon ait ¢(1) = 7 +p Y, 5 axm”. On note &(Ey) I'image de & dans &(E) par
Papplication f — f(7). Par construction, &(Eg) est un sous-corps de &(E) stable par ¢,

complet pour la topologie forte, de corps résiduel Ey.

Maintenant, si E est une extension finie de Eg, alors & (E) contient une unique extension
algébrique &(E) de &(Eg) dont le corps résiduel est E.

Si E est une extension algébrique de Eq (resp. le complété d’'une extension algébrique
de Ey), on note &(E) l'adhérence dans &(E) de Urcr €(E) pour la topologie forte
(resp. faible), ou E’ parcourt les extensions finies de Ej contenues dans E. On note 0¢(E) =

Os(E)N&(E) 'anneau des entiers de & (E) et on a, dans tous les cas, Oz(E)/pOs(E) = E.

Soit &1(E) = &T(E) N &(E) le sous-corps des éléments surconvergents de &(E). Plus
généralement, si r > 0, soit £©7(E) = &O07)(E) N &(E). On note &°7)(E) Padhérence de
&EON(E) dans £071(E) et Z(E) adhérence de &7(E) dans Z(E). On a %(E) =Z(E), si
E est le complété de E pour la valuation vg.

Si H est un sous-groupe fermé du groupe Autg,E des automorphismes continus de
E laissant Eq fixe, et X est 'un des foncteurs &, &F, &7 ... ci-dessus, alors H opere
continiment sur X(E), mais il faut faire un peu attention quand on prend les points
fixes sous l'action de H. Par exemple, on a &(E)! = &(E!) et £T(E)! = &T(EY), mais
Z(E)M = Z(E)Y = 2(EY) n'est pas, en général, égal & Z(EH).

Plus généralement, si L est une extension finie totalement ramifiée de F, munie d'une
extension de ¢, on peut tensoriser tous les anneaux précédents par 01, au-dessus de O =
W(k); on dénote cette opération en rajoutant un L en indice.

Si E est une extension finie Eq de corps résiduel &', soient Ej = k"-Eq et L' = W(K') @w)
L. Si Tg est une uniformisante de E, si P(X) = X¢ +ay X+ .. +a € (Ej)T[X] est le
polynome minimal de 7 et si a; € ﬁga’L(Eg) est un relevement surconvergent de @;, alors
P = X%+as ;X 1+ +ag (resp. ¢(P)) a une unique racine 7 (resp. ¢(mg)) dans O (E)
dont I'image dans E est 7y (resp. 7g) et on a g € &7(E). (Lemme de Hensel si E/Eg
est séparable; le cas général s’en déduit en appliquant ¢ le nombre de fois qu’il faut.)
Ceci permet de montrer que ¢ s’étend de maniere unique a tous les anneaux construits

ci-dessus ; son action commute a celle de Autg,E.
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La dérivation d s’étend de maniére unique a & (E) et Z.(E); on a par exemple

aad_lwéfl + -+ dag
dﬂ'éﬁl + (d — 1)0,(171 + -+ a1'

(97TE =

Elle s’étend par continuité a &1,(E) si E est une extension séparable quelconque de Eq. Par
contre, elle ne s’étend pas par continuité a & (E) ou ZL(E) si E est une extension infinie
« trop ramifiée » de E.

PROPOSITION 2.3. — L’application f(T) — f(mg) induit un isomorphisme de
(i) &1/(T) sur &L(E) ;
(ii) &L(T) sur & (E) ;
(ili) Zu/(T) sur Z.(E).

D’autre part, on a le résultat suivant généralisant le théoreme de Lazard.

PROPOSITION 2.4 ([54]). — Si E est une extension algébrique de Ey ou le complété d’une

telle extension, et si L est une extension finie de ¥, alors %1,(E) est un anneau de Bézout.

2.3. py-Modules sur ’anneau de Robba

Si A est un anneau muni d’'un endomorphisme ¢, un p-module sur A est un A-module
libre de rang fini muni d’une action semi-linéaire de ¢ telle que la matrice de ¢ dans une

base soit inversible.

2.3.1. Le théoréeme de Dieudonné-Manin. Soit k un corps algébriquement clos de ca-
ractéristique p et M une extension finie du corps des fractions W(/ﬂ)[%] de 'anneau des
vecteurs de Witt a coefficients dans k. On suppose que laction de ¢ sur W(k) s’étend
a M. Le sous-corps de M fixe par ¢ est une extension finie totalement ramifiée de Q.

ayant méme groupe de valuation que M ; il contient donc une uniformisante © de M.

Soit D un ¢-module de rang d sur M. Soit v un vecteur cyclique (tel que v, p(v),...,
0% 1(v) forment une base de D sur M) et soit P(X) = X?+ay_1 X% 1 +---+ag le polynome
défini par ¢%(v) + ag_19* 1 (v) + - - - + agv = 0. Soient 7y, ..., ry les valuations des racines
de p dans une extension de M (ces valuations se lisent directement sur le polygone de
Newton de P).

PROPOSITION 2.5. — Les r; ne dépendent, a l’ordre pres, que de D et pas du choix de v et
si, pour 1 < i <d, il existe a; € M avec v,(a;) = 14, alors D admet une base (eq, ..., eq)
telle que U'on ait p(e;) = aze; pour 1 <i <d.

La proposition ci-dessus est une version du théoreme de Dieudonné-Manin. Remarquons
que 'on peut assurer l'existence des «; en adjoignant a M une racine d’ordre convenable
de 7. Les r; s’appellent les ¢p-pentes de D.
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Notons, pour le reste de cette partie, E le complété de la cloture algébrique de k((T)),
ol k est algébriquement clos de caractéristique p. On note % , &tet & respectivement les
anneaux Z(E), & (E) et &,(E).

La proposition 2.5 ci-dessus s’applique en particulier a un ¢-module sur &.SiECE
et si D est un g-module sur &T(E), on appelle &-pentes de D les p-pentes de g®£§(E) D.
On dit que D est isocline 8’il n’a qu’une &-pente et étale si cette pente est nulle.

2.3.2. Un analogue du théoreme de Dieudonné-Manin sur l’anneau de Robba.

THEOREME 2.6 ([54]). — i D est un p-module de rang d sur Z, alors D posséde une base
de vecteurs propres sur %’L/(E), ou L est une extension finie de L ; de plus, les valuations
des valeurs propres correspondantes ne dépendent, a [’ordre pres, que de D ; ces valuations
s’appellent les Z-pentes de D.

REMARQUE 2.7. — En rang 1, un ¢-module sur R est défini sur @gT, et les &-pente et
Z-pente coincident.

La démonstration de ce théoreme s’apparente a un numéro de funambulisme. On com-
mence par montrer que, si v,(\) est assez grand, il existe v € D vérifiant p(v) = v
(c’est loin d’étre trivial). On utilise alors le théoreme de Lazard généralisé (prop. 2.4)
pour montrer que ce vecteur est multiple d'un vecteur propre w [pour une valeur propre
de valuation < wv,(A)] primitif (i.e. que l'on peut compléter en une base de D sur é)
Appliquant ceci au module D/(w), on fabrique une base de D dans laquelle la matrice de
© est triangulaire. La somme des valuations des termes diagonaux est égale a la &-pente
de det D ; en particulier, elle ne dépend pas de la base choisie.

Passer d'une matrice triangulaire a une matrice diagonale n’est pas une mince affaire.
Par exemple, en dimension 2, si on part d'une base v, vs dans laquelle 'action de ¢ est
donnée par p(v1) = A\jv1 et p(ve) = Agvatavy, il y a deux cas suivant que vy, (Ag)—vp, (A1) >
0 ou vr,(A2) —vL (A1) < 0 (ou v, désigne la valuation normalisée de L). Dans le premier cas,
I'équation p(b) — :\\—fb = 5= a une solution dans 2 et (v1, va-+bvy) est une base constituée de
vecteurs propres ; dans le second cas, ’équation précédente n’a, en général, pas de solution
et il faut procéder autrement. Kedlaya montre (et c’est la le point le plus délicat) que, si
v, (Ag) —uL (A1) < =2, alors D contient un vecteur propre primitif pour une valeur propre
A} avec v, (A]) < vn(A1). Sivp(A2) — vL(Ar) est pair (et on peut toujours se ramener a ce
cas en remplacant L par une extension quadratique), aprés un nombre fini d’étapes, on
se rameéne au cas vy, (Ag) — vp(Ay) > 0.

Le cas général ne peut pas se ramener au cas de la dimension 2 car la construction
précédente ne fera jamais apparaitre que des pentes dont le dénominateur est une puis-

sance de 2, et la démonstration dans le cas général est franchement technique.

2.3.3. Filtration par les pentes.
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THEOREME 2.8 ([54]). — Si D est un p-module sur 2, alors D admet une unique filtra-
tion 0 =Dy C Dy C --- C Dy = D par des sous-p-modules sur Xy, vérifiant les conditions
sutvantes :

(i) D;/D;_1 est un p-module sur %y, n’ayant qu’une seule Z-pente s; ;

(ii) $1 < s9 < -+ < 5435

(iii) D;/D;_y contient un sous-p-module A; sur & isocline de &-pente s; tel que l'on
ait Di/Di—l = %, ®‘§1T A;.

La démonstration de ce théoreme est presque aussi acrobatique que celle du précédent.
Soient eq,...,e4 une base de D sur &, et A la matrice de ¢ dans cette base. D’apres
le théoréme 2.6, il existe une matrice M € GLq(Z) telle que M~Ap(M) soit diagonale.
Approximant M par une matrice a coefficients dans Zy,(E), ou E est une extension finie de
k((T)), on construit un sous-¢-module A sur &' (E) tel que ‘%L(E)(X)&E(E) A =2%,(E)®4 D
et ayant les mémes ensembles de Z-pentes et &-pentes. C’est cette derniere condition
qui demande le plus de travail; en effet, si D est un p-module de rang d sur @@g , et si
ry < - < rg (resp. s; > -+ > s4) sont les &-pentes (resp. les Z-pentes) de D, les seules
relations que I'on ait en général entre ces ensembles sont I'égalité s+ -+s5 =11+ 471y
et les inégalité s;+---+s; > r1+---+7r;, sii < d. Cette condition permet de montrer que la
filtration croissante de A par les &-pentes, qui n’est a priori définie que sur &1,(E)® H(B) A,
se descend en une filtration sur A. Pour terminer, on étend cette filtration a %, (E) ®4, D

et un peu de descente galoisienne permet de conclure.

2.3.4. Application auz (p,d)-modules. Soit & une dérivation sur & . Tsuzuki [77] (voir
aussi [15]) a démontré le résultat suivant.

THEOREME 2.9 ([77]). — S8i D est un (@, d)-module isocline sur &, il existe une extension
finie séparable E de k((T)) telle que & (E) R g D posséde une base e1,. .., eq sur & (E)
vérifiant (e;) = e; et Je; =0 si 1 <1 < d.

Les deux conditions p(x) = x et dxr = 0 ne sont pas loin d’étre équivalentes : les L-
espaces vectoriels engendrés par les solutions sont les mémes dans les deux cas. Notons
que, en rang 1, cet énoncé est équivalent a la conjecture de Crew car un élément inversible
de %, appartient a éaLT et que, par force, un ¢p-module de rang 1 est isocline. Ceci nous
fournit donc une autre démonstration du théoreme de Crew.

Le théoreme 2.8 permet de déduire la conjecture de Crew de cet énoncé. En effet, une
récurrence immédiate montre qu’il suffit de prouver que le &-module isocline D; est stable
par 0, ce qui suit, avec quelque effort, de ce que 0 diminue les p-pentes.

2.3.5. Compléments. Le résultat de Tsuzuki peut se réinterpréter en termes galoisiens en
anticipant un peu sur les résultats des §§ suivants (cf. remarque 5.2). La dérivation 0

s’étend par continuité a & et a &(k((T))*P). D’autre part, les foncteurs
Gr((ry) =1

Vo D(V) = (g(k((T))sep) ®q, V) et D V(D)= (5(k((T))Sep) R D)“D
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sont inverses 'un de 'autre, et établissent une équivalence de catégories entre la catégorie
des Q-représentations de ¥4 ((1)) et celle des p-modules étales sur &. On en déduit 'exis-
tence sur tout p-module étale D sur & d’une unique connexion Jp au-dessus de 0 vérifiant
la relation dp o p = 2(&;%% podp : en effet, une telle connexion s’étend de maniere unique
a&(k((T))?)®sD = &(k((T))*?)®q, V(D) et le fait que ¢ est étale et vérifie la relation

de commutation ci-dessus implique que dp est nul sur V(D). En résumé, tout p-module

étale D sur & peut étre muni d’une unique structure de (@, 0)-module.

COROLLAIRE 2.10 ([77]). — Si D est un (v, 9)-module étale sur & les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) O est surconvergente (il existe une base de D sur & dans laquelle la matrice de O est
a coefficients dans &) ;

(ii) (I'inertie de) %1y agit a travers un quotient fini sur V(D).

3. REPRESENTATIONS p-ADIQUES ET COHOMOLOGIE
GALOISIENNE

3.1. Généralités

Dans toute cette partie, G est un groupe profini; en particulier, G est compact. Un
G-anneau est un anneau topologique muni d’une action continue de G respectant sa
structure d’anneau (on demande que (o, z) — o(x) soit continue).

Si B est un G-anneau, une B-représentation de G est un B-module libre W de rang fini

muni d’une action semi-linéaire continue de G.

Si on choisit une base ey, ..., es de W sur B et que I'on note U, = (u7;) la matrice des
vecteurs o(ey),...,o(eq) dans la base ey, ..., eq (i.e. o(ej) = Zle uf ;e;), la semi-linéarité
de l'action de G se traduit par la relation de cocycle U,, = U,o(U,) quels que soient

0,7 € G. En particulier, en prenant 7 = o~!

, on en déduit le fait que U, est inversible
et que 0 — U, est un cocycle continu a valeurs dans GL4(B). D’autre part, si on choisit
une autre base fi,..., fs de W sur B et que I'on note M = (m; ;) la matrice de passage
et U/ la matrice de o(f1),...,0(fs) dans la base fi,..., fs, on a U, = M~ 'U,0(M), ce
qui montre que les cocycles associés a deux bases différentes sont cohomologues. Ceci
permet d’associer a toute B-représentation de G de rang d un élément de I’ensemble de
cohomologie continue H!'(G, GL4(B)).

Si V est une Q,-représentation de G, alors B ®q, V, muni de 'action diagonale de G,
est une B-représentation de G; on dit que V est B-admissible si la classe de cohomologie
de B ®q, V dans H'(G,GL4(B)) qui lui est associée est triviale ou, autrement dit, si
B ®q, V = B? en tant que G-module. On remarquera que le groupe de cohomologie
continue HY(G, GL4(B)) dépend fortement de la topologie que 1'on a mise sur B mais que
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la B-admissibilité d'une Q,-représentation n’en dépend pas (tant que l'injection de Q,

dans B est continue).

REMARQUE 3.1. — Si V est une Q,-représentation B-admissible, Dg(V) = (B ®q, V)¢
est un B%module libre de rang d et I'application naturelle ap : B®pc Dg(V) — B ®q, V
est un isomorphisme commutant & l'action de G. En particulier, si Bs™e™ = Q. on
peut retrouver V en tant que Q,-représentation de G a partir de Dg(V) en prenant les
éléments de B ®pc Dg(V) fixés par les structures.

3.2. Le théoréeme de Hilbert 90 et ses variantes

La discussion précédente montre que I'on a intérét a étudier les ensembles H (G, GL4(B)).
En particulier, si cet ensemble est trivial, toutes les Q,-représentations de G sont B-
admissibles et le module Dg(V) est un invariant non trivial de V pour tout V.

Pour ce faire, on dispose de deux outils classiques. D'une part la suite exacte « d’inflation-
restriction » : si A est un G-anneau et si H est un sous-groupe fermé distingué de G, alors
la suite d’ensembles pointés

1 — HY(G/H, GLy(A")) -2 HY(G, GLy(A)) === H'(H, GLy(A))

est exacte. D’autre part, du théoreme de Hilbert 90 (et des techniques entrant dans sa

démonstration : « séries de Poincaré », cf. [71] par exemple).

ProposITION 3.2 (Hilbert 90). — Si L/F est une extension galoisienne de groupe de

Galois G et si on munit L de la topologie discréte, alors
(i) HY(G,GLy(L)) = {1} sid > 1;
(ii) HY(G,L) = {0}.

Le résultat suivant se déduit du théoreme de Hilbert 90 par approximations successives.

PROPOSITION 3.3. — Soit A un G-anneau et soit m € A tel que l'idéal engendré par m
soit stable par G et A soit séparé et complet pour la topologie m-adique supposée plus forte
que la topologie de A. Si H' (G, GLg(A/7A)) = {1} quel que soit d > 1 (A/7A étant muni
de la topologie quotient), alors

(i) HY(G,GLg(A)) = {1} sid > 1;

(i) HY(G, A) = {0}.
PROPOSITION 3.4. — Soient A un G-anneau principal et w € A tel que l'idéal (w) soit

stable par G. Si N = A[2] = J,enw ™A est muni de la topologie de la limite inductive
alors Uapplication naturelle H'(G, GL4(A)) — HY(G, GL4(A")) est surjective.

Démonstration. — A un cocycle a valeurs dans GL4(A’) correspond une A’-représentation

de G et la compacité de G implique 'existence d’un sous-A-réseau stable.
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3.3. La méthode de Sen

La méthode de Sen [70] permet, sous certaines conditions de Tate-Sen, de réduire beau-
coup la complexité apparente des ensembles de cohomologie que 1’on considere.

Soit Go un groupe profini muni d’un caractere continu x : Go — Z35 dont I'image est
ouverte. Si g € Gg, on note n(g) 'entier défini par n(g) = v,(x(g9)?* — 1).

Soit A une Z,-algebre munie de v : A—RU {400} vérifiant les conditions :

(i) v(z) =40 & 2z =0;

(i) v(ay) = v(@) + v(y)

(i) v(@ +y) = inf(v(), o(y)):

(iv) v(p) > 0 et v(pz) = v(p) + v(x) si z € A.
La condition (iii) permet d’utiliser v pour munir A d’une topologie et la condition (i)
montre que cette topologie est séparée. On suppose de plus que A est complet pour cette
topologie et que A est muni d’'une action continue de Gq telle que on ait v(g(z)) = v(z)
sigEGoethK.

Considérons les propriétés suivantes :
(TS1) Il existe ¢; > 0 tel que, quels que soient les sous-groupes ouverts H; C Hy du
noyau Hy de y, il existe o € A™ vérifiant v(a) > —¢; et > remym, T(@) = 1.

(TS2) 1l existe ¢ > 0 et, pour tout sous-groupe ouvert H de Hy, un entier n(H) € N,
une suite croissante (Ap,)nen de sous-Z,-algebres fermées de AH et, pour n > n(H), une
application Z,-linéaire Ry, : A" — Ay, vérifiant :

a) si Hy C Hy, alors Ay, ,, = (A, )™ et Ry, = Ry, sur AH2 .
b) g(Arn) = Agig-tn €t g(Ratn(2)) = Rostgr n(g2) 51 g € Go;
¢) Ru, est Ap,-linéaire et Ry, (2) =z si v € Ay, ;

d) sin > n(H) et si z € A", alors v(Rupn(x)) > v(x) — ¢

e)six e AT alors limy,_ oo Ruan(z) = z.

(T'S3) Il existe ¢ > 0 et, pour tout sous-groupe ouvert G de Go, un entier n(G) > n(H),
ou H = GNHy, tel que, sin > n(G), si v € G/H vérifie n(y) < n, alors v —1 est inversible
sur X, = (1 — Ru,)(A) et on a v((y — 1)7H(x)) > v(z) — c3 si € Xpp.

Les propriétés (TS1) et (TS3) sont les plus délicates a vérifier. Dans les situations
arithmétiques, on peut en général prendre ¢; > 0 quelconque, et la théorie de la ramifica-
tion supérieure est un ingrédient essentiel (on est dans le cadre de la théorie des extensions
« presque étales » dans la terminologie de Faltings). Les applications Ry, sont souvent

appelées des traces de Tate normalisées.

PROPOSITION 3.5. — Soit A vérifiant les conditions de Tate-Sen (TS1), (TS2) et (TS3)
et soit o +— U, un cocycle continu sur Go a valeurs dans GL4(A). Si G est un sous-
groupe ouvert distingué de Gq tel que v(U, — 1) > ¢1 + 2¢o + 2¢3 quel que soit o € G et si
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H = G N Hy, alors il existe M € GL4(A) vérifiant v(M — 1) > co + c3 tel que le cocycle
0V, =M"1U,0(M) soit trivial sur H et a valeurs dans GLq(Apn(c))-

On peut retraduire ce résultat en I'existence d’invariants attachés aux Q,-représentations
de Gg. Si V est une telle représentation de dimension d, la compacité de Gq assure 1’exis-
tence d'un réseau T de V stable par Gg, et la continuité de I'action de Gq se traduit par
I’existence, pour tout & € N, d’un sous-groupe ouvert distingué de G¢ agissant triviale-
ment sur T/p*T. On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 3.6. — Si k est un entier tel que v(pk) > ¢ + 209 + 2¢3 et si G est un
sous-groupe distingué de Go agissant trivialement sur T/p*T, soit H = G N Hy et soit
n > n(H). Alors A ®z, T contient un unique sous-Ap,-module Dy, (T) libre de rang d
vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Dun(T) est fize par H et stable par Go ;
(ii) Uapplication naturelle A @Ay, Din(T) — A ®z, T est un isomorphisme

(ili) D (T) posséde une base sur Ay, dans laquelle la matrice U, de v € G/H, vérifie
v(Uy —1) > c3.

REMARQUE 3.7. — Le groupe Gq agit sur Dy, (T) a travers Go/H. On peut encore
diminuer le quotient agissant (sans tuer I'invariant que 1’on vient de construire) en prenant
les points fixes de Dy, (T) sous Hy (qui agit a travers le groupe fini Hy/H), mais le Ay, ,-
module ainsi obtenu n’est plus forcément libre (cela dépend beaucoup des propriétés
algébriques des Ay, ).

4. LES ANNEAUX DE FONTAINE

4.1. Cartographie

4.1.1. Notations. Soit kp un corps parfait de caractéristique p, O = W(F) 'anneau des
vecteurs de Witt a coefficients dans kg et F = ﬁp[%] ce qui fait de F un corps complet
pour la valuation p-adique v, de corps résiduel kp.

Soit F une cloture algébrique de F; la valuation v, s’étend de maniere unique a F.
Choisissons un systeme ¢ = (1,e® ... e ) ot les e™ € F vérifient ¢ # 1 et
(D)) = (™ en particulier, e est une racine primitive p"-icme de 1'unité.

Si K C F est une extension finie totalement ramifiée de F, soient K, = K(¢™) si
n € N et K = U,enK,, 'extension cyclotomique de K ; on note F’ ’extension maximale
non ramifiée de F contenue dans K.,. Soient % = Gal(F/K), s = Gal(F/K) et
Ik = %/ = Gal(Ky/K). Soit aussi x : 9 — Zy le caractere cyclotomique; il induit

un isomorphisme de I'k sur un sous-groupe ouvert de Z7.
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4.1.2. Nawvigation dans le monde des anneaux. La plupart des anneaux construits par
Fontaine s’obtiennent & partir d’un anneau® A* en localisant et en complétant. Comme
Panneau AT est de dimension 2, les anneaux que l'on obtient de cette maniere forment
naturellement un tableau en deux dimensions (et méme en quatre si on rajoute les ac-
tions de Frobenius et Galois); il est donc quasi-impossible de les présenter de maniere
satisfaisante dans un texte qui, par nature, est de dimension 1. Le lecteur aura intérét a

se reporter au tableau ci-dessous pour s’orienter.

Bir
B, — B, B,
|
]giig = ﬁxg B;ris
B Bf B+ C
| |
A AT A" Oc
| |
E——E E* Oc/pOc

(i) Plus on monte et plus p est inversible :

la ligne du bas vit en caractéristique p;

¢’est la réduction modulo p de la ligne du dessus et on passe de I'avant-derniere ligne a la
précédente en rendant p-inversible. Plus on va vers la gauche (en ne tenant pas compte de
la derniére colonne qui n’est 1a que pour mémoire), et plus m = [¢] — 1 est inversible : 7 est
nul dans la quatrieéme colonne, et I'application 6 : Bl — C est la réduction modulo 7.

(ii) Toutes les fleches de ce diagramme sont injectives a 'exception de la réduction
modulo p et de 6.

(ili) % opere continiment sur tout le diagramme.

(iv) ¢ opere sur les trois premieres colonnes de maniere bijective (et sur la derniére,

mais pas bijectivement), et son action commute a celle de %.

(v) Les anneaux des trois premieres colonnes (sauf By

log) ONt un petit frére sans ~ sur

lequel I'action de ¢ n’est qu’injective. On passe d’'un anneau sans ~ & un anneau avec
en rendant ¢ inversible et en complétant. Par exemple, E est le complété de la cloture
radicielle de E.

8 anneau AT en question est souvent noté W(R) et quelquefois A;,¢ dans la littérature.
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(vi) La fleche en pointillés de Efog vers B, est une famille de morphismes (¢ )nen,

ol 1, est défini sur le sous-anneau Bl%? "N[log[p]] de B!

log des éléments « convergeant sur

T

la couronne 0 < v,(T) < p™ »; la réunion de ces anneaux est By,

et on a (,(x) =
tn_1(p7(z)) si tout est défini.

(vii) La théorie des (¢, I')-modules utilise les anneaux E, A et B de la premiere colonne,
alors que la théorie de Hodge p-adique utilise les anneaux ]~3Ig, ﬁ;g, B, et C. Le lecteur
remarquera que la plupart des fleches allant de la théorie des (¢, I')-modules a la théorie
de Hodge p-adique sont dans le mauvais sens; il faut donc a chaque fois démontrer que
I'on peut effectivement remonter.

(viii) Si K est une extension finie de F, un K en indice indique le sous-anneau fixé par
J. Les anneaux sans  avec un K en indice sont des anneaux de séries en une variable
7. Dans le cas K =F, on a mp = 7 = [¢] — 1; les actions de % et ¢ sont données par
les formules g(7) = (1 4+ 7)X9 — 1 et ¢(n) = (1 + 7)? — 1, et on obtient le diagramme

suivant :

Fellogn] o > ImFy ()
Ry R
& el Ze Foo = lim I,
Os 2% O[]
k(7)) == ke ((7)) < ke[[7]]

(ix) [e] = 1+ 7 est un analogue p-adique de ¢*™, et I'application p — fzp(l + ) u(x)
qui, & une distribution (resp. une mesure) y sur Z, a valeurs dans F (resp. OF) associe sa
transformée de Fourier, induit un isomorphisme de I’algebre des distributions (resp. des

mesures) sur B o = 27 (resp. sur A{ = Og[[7]]). (On rappelle quune mesure est une

rig,F —
application linéaire continue sur ’espace des fonctions continues et qu’'une distribution
est une application linéaire continue sur l'espace des fonctions localement analytiques.)
Cette remarque n’est pas utilisée dans ce texte, mais on pourra consulter [26] pour un

survol des questions dans lesquelles elle joue un role.

4.2. C et ses sous-corps

4.2.1. Le corps C et laction de % . Soit C le complété de F pour la valuation v,. C'est

un corps algébriquement clos muni d’une action continue de . Si L est une extension
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finie de K, alors C%L est le complété ioo de Lo pour v,. Par ailleurs, si n € N et si
x € L, alors Tt Ln] Try, ., /L. (7) ne dépend pas du choix de I'entier & tel que € L.
L’application de L., dans L, ainsi définie se prolonge par continuité en une application
Ripn i Lo — L.

PROPOSITION 4.1 ([72]). — L’anneau A = C vérifie les conditions (TS1), (TS2) et (TS3),
avec v = Up, A = L, A n = Lo, Rugn = Run, les constantes ¢; > 0, ca > 0 et

€3> 573 1 pouvant étre choisies arbitrairement.

La démonstration de Tate repose sur la théorie de la ramification qui permet en parti-
culier de montrer que v,(x, /r, ) tend vers 0 quand n tend vers +o0o (si K C L sont deux
extensions finies de F, on note 9,k la différente de I’extension K/L) ; dans la terminologie
de Faltings cela se traduit par : « 'extension K /Fo, est presque étale ».

On déduit de la proposition 4.1 [en fait on a juste besoin de Ck = I?oo et de la propriété
(TS2)] et de ce que 'k agit sur K,, a travers un quotient fini, le fait que C ne contient ni
d’analogue p-adique de log 2¢7 ni d’analogue p-adique de 2¢7w. De maniere précise, on a

PROPOSITION 4.2 ([72]). — (i) C ne contient aucun élément y tel que l'on ait g(y) =
y +log x(g) quel que soit g € Y.
(i) Si k € Z — {0} et si x € C vérifie g(x) = x(g9)*x pour tout g € %, alors x = 0.

4.2.2. L’anneau Byr. Soit Byt = C[t,t7!]. On munit By d’une action continue de %
en faisant agir g € % sur ¢ par la formule g(¢) = x(¢)t. On a alors Bﬁﬁ} = K d’apres la
proposition 4.2 et le théoreme d’Ax-Sen-Tate. On munit Byt d'une graduation indexée

par les entiers en posant Gr'Byp = C-t* sii € Z. Cette graduation est stable sous I'action
de gF

4.3. Les anneaux de caractéristique p
Soit a = {z, v,(z) > Zl]} et soit
E* = {(2,)nen, Tn € Oc/a et xh = wx, sin € N}

L’anneau O¢/a étant de caractéristique p, 'application x — P en est un morphisme et
E* est un anneau® de caractéristique p sur lequel % agit naturellement (composante par
composante). D’autre part, si (x,)nen € E* et si £, est un relevement quelconque de
x, dans Og, la suite de terme général i’flik converge dans O vers une limite 2™ qui
ne dépend pas du choix des z,,. Ceci permet de décrire E* comme l’ensemble des suites
= (@, . 2™ ) déléments de Oc vérifiant (zD)P = 2™ Soit vp : E — R
Iapplication définie par vg(z) = v, (z(©).

On peut voir ¢ = (1,eM, ..., ™ . ..) comme un élément de E* et, si on pose 7 = e—1,

p

on a vg(T) = 5.

9 anneau E* et le corps E sont trés souvent notés R et FrR respectivement.
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Si K est une extension finie de F, soient
E! = {(zn)nen € EY, z, € Ok_/asin e N},
E = {(2,)nen € EY, 2, € Ok, /a si n est assez grand}.

E; contient € et 7, ce qui nous permet de poser E = E*[71], Ex = Ef[T!] et Ex =
E/[7 '] si K est une extension finie de F.

THEOREME 4.3 ([45, 80]). — (i) E est un corps dont vg est une valuation pour lequel il
est complet et dont le corps résiduel est kp. De plus Uaction naturelle de % sur E est
continue.

(ii) Ep = kp((7)) et, plus généralement, si K est une extension finie de F, alors Ex
muni de vg est un corps complet pour une valuation discréte de corps résiduel kg .

(ili) Le sous-corps E = Uy sEk est une cloture séparable de Ep stable par %y et, si K
est une extension finie de F, alors Gal(E/Ex) = J ; en particulier, 7k agit continiment
sur - muni de la topologie discréte.

(iv) E (resp. Ex) est le complété de E (resp. de la cloture radicielle de Ex) pour la
valuation vg ; en particulier, E est algébriquement clos et EK = B/,

REMARQUE 4.4. — (i) Ce théoreme permet de relier la théorie de Galois des corps locaux
de caractéristique 0 a celle des corps locaux de caractéristique p; c’est le point de départ
de beaucoup des constructions de Fontaine.

(ii) Le corps Ex peut naturellement étre mis en bijection avec la limite projective des
K,, relativement aux applications Nk, /k, ; ¢’est ce qui lui vaut 'appellation de « corps
des normes ».

(iii) La théorie du corps des normes a été développée par Fontaine et Wintenberger
[45, 80], dans un cadre beaucoup plus général que celui de I'extension cyclotomique (celui
des extensions « arithmétiquement profinies »). En particulier, le cas ou on remplace
I'extension cyclotomique par ’extension obtenue en rajoutant un systeme compatible de
racines p"-iémes de p a l'air prometteur (cf. [10]).

(iv) Les (ii) et (iii) du théoréme sont loin d’étre évidents, mais les ingrédients utilisés
pour leur démonstration se résument a

— le lemme de Hensel ;

— l'extension K /F est presque étale;

—siz € Op,,, et 0 €%, , alors v,(o(z) —x) > -2

P17
les deux derniers points permettant, en particulier, de montrer quel'on a 2 = N, /x,, (%)

+1
mod. a, si n est assez grand et x € Ok, ;.

4.4. De la caractéristique p a la caractéristique 0

4.4.1. Notations. On peut utiliser les foncteurs &, &, #, ... du n° 2.2 pour remonter

les anneaux précédents en caractéristique 0. Pour cela, on doit choisir une uniformisante
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de Ep et un Frobenius sur &(T) et un choix judicieux, pour des raisons qui apparaitront
bientot, consiste a prendre 7T comme uniformisante de Er et T — (14 T)? — 1 pour ¢.
La grande nouveauté par rapport au n° 2.2 est que tous ces anneaux se retrouvent munis
d'une action de % plutoét que d’une action de %((t)). On introduit donc de nouvelles

notations mettant l'accent sur les extensions de F plutot que sur celles de k((T)). On

pose
B = &(E), Bx = &(Ex), B = &(E), By = &(Ex)

B! = £1(E), B = &1(Ex), Bf = £1(E), B = &1(Ex)

EIig = ‘@(E)’ ﬁiig,K - %(EK)7 BIig,K = % (Ex)

Les anneaux ci-dessus et AT = ﬁ(}“(ﬁ) — W(E"), Bt = &7(E), fﬂ;ﬁg — #*(E) sont
plus ou moins suffisants pour les énoncés, mais pour travailler, on a aussi besoin des

anneaux intermédiaires

A = 0:(E) = W(E), Ak = Os(Ex), A =0s(E), Ak = Os(Ex)
Al = o0M(®B), AR = 0" (By), AT = oPE), AR = 0P (B
Bl — £(0,r] (E)’ ﬁg,r} — »(07] (EK)’ BOr] = £0Or(R), Bﬁg’ﬂ = &07(Ey)
BIO) = £101(E), B = #1071 (Ey), B = £107] (Ex)

Notons que les anneaux BLg et BI%"l sont absents des listes ci-dessus (comme E est dense

dans E, on a Z(E) = Z(E) et BO(E) = B]O”"](E) ce qui nous empéche de prendre la
définition évidente). On les définit comme étant les sous-anneaux BIigK ®gt B (ceci ne
’ K

dépend pas du choix de K) et BY" ®gon BO de ﬁiig et BIo7] respectivement.
F

On peut aussi décrire les anneaux ci-dessus de maniere plus algébrique (cette description
étant d’ailleurs fort utile [6] pour étudier leur lien avec Bl;). Par exemple, si AH{X}
désigne ’ensemble des séries Z;::a apX*, ot aj, — 0 quand k — 400, et si w € AT nlest
pas une unité de At (i.c. si vg(@) > 0), alors :
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5 - UG {Z}2)
5= ({2 HL)

n>1

p w'yrl
B =U(NA{%51G))
rig k>
k>1 n>k whop 2P
4.4.2. Action de % et de ¢. L’action de % sur E se prolonge en une action continue
(pour la topologie faible) sur A et B qui commute a celle du morphisme de Frobenius ¢.

De maniere explicite, on a

+oo +oo +oo +oo

o(Y Pml) = X Al et o X pnl) = Y plolen)]sio e %

k>—o0 k>—o0 k>—o0 k>—o00

Bl et Bl L’action
de ¢ est bijective sur BT, Bilg et Bj et induit un isomorphisme de B sur BO'1] gt
de BIo") sur Blo»~ 7]

Soit 7 = [e] — 1 € AT, Les choix que l'on a faits identifient By au sous-corps &g ()

Ces actions s'étendent par continuité aux anneaux B, Bilg, BI )

de B. La formule g(m) = (1 + 7)*X® — 1 montre que By est stable sous I'action de % et
que l'action de % commute a celle de ¢ (c’est ce qui justifie les choix en question). Cette
stabilité entraine la stabilité de A, B et par suite, celle de Bf, Bl ,, B, B et BIo7]
sous 'action de %.

Comme E7% = Eg et E%& = EK, les points fixes de I'un des anneaux ci-dessus sous

I'action de J7 est 'anneau ayant le méme nom mais avec un K en indice; par exemple
B7k = By, (B")”k = B, ou (B];,)" = B,

rig rig, K~
continue pour la topologie discrete, 7% agit continument sur A et B pour la topologie

D’autre part, l'action de 7 sur E étant

forte.

4.4.3. Eléments surconvergents et propriétés de Tate-Sen. L’action de ¢ sur les anneaux
avec  est bijective, mais pas sur les anneaux sans , et on rajoute un n en indice pour

indiquer que 1'on a appliqué ¢~ ". Par exemple,
—n ™ 0,r —n 0,p~"r A (O,
B, = ¢ "(BL) C Bk, AL = (ALY c AR

Le corps B est une extension de degré p de p(B), et on définit un opérateur ¢ : B — B
par la formule ¢(z) = p~ o~ (Trp,um)(2)). L'opérateur ¢ est un inverse a gauche de ¢
qui commute a 'action de %. Par ailleurs, si L est une extension finie de F, et r est assez
petit, alors ¢(A£0’T]) - A(LO’T]. Ceci permet, si 7 > 0 et si n est assez grand (n > n(r,L))
et k € N, de définir une application Ry, = ¢ " o ¥ o p"F . AI(JOJLC — AI(JO’;:], et on
montre que la réunion des A(L(T;:], n € N est dense dans ;&£0,r] et que Ry, se prolonge par

continuité a A O]
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PROPOSITION 4.5 ([12]). — L’anneau A = A©" vérific les conditions (TS1), (TS2) et
(TS3), avec v = w,, At = A(O’T], Astgn = Ag);:], R4 n = R, les constantes ¢y > 0,
co >0 etcs > 5 pouvant étre choisies arbitrairement.

4.5. Le logarithme et ’anneau BITOg

Si z € Al vérifie vg(Z — 1) > 0, la série logz = S %(az — 1) converge dans
BLg Par exemple, t = log[e] est un élément de B;tg sur lequel % agit par multiplication
par le caractere cyclotomique et qui peut étre vu comme un analogue p-adique de 2ir.
On aimerait bien étendre cette application a (]§T)*, mais pour cela, on est forcé d’étendre
un peu 'anneau Eiig en rajoutant un analogue p-adique u de log p.

Soit p = (p,p'/P,...) € E*. Si 0 € %, il existe c(o) € Z,, tel que I'on ait o(p) = pe(©)
(0 +— c( ) est le cocycle a valeurs dans Z,(1) associé a p par la théorie de Kummer)
Soit Blog = Bilg[ ]. On munit BI
d’une action de ¢ (resp. %), compatible avec celle existant sur B!

log d'un opérateur « de monodromie » N = —L et

en posant p(u) = pu

rig?

(resp. o(u) = u+c(7)t). Les actions de ¢ et N commutent a celle de % et on a Ny = ppN.
PROPOSITION 4.6. — [l existe une unique application log : (]§T)* — ]~31TOg vérifiant les
propriétés suivantes :

(i) logzy = logx + logy ;

+o00 (71)"_1
n=1 n (.Z’

(iii) log[a] = 0 si a € kg ;
(iv) logp = 0 et log[p] = u.
De plus, on a p(logz) =logy(x) et o(logx) =logo(x) sio € %.

(i) logx = — 1)™ si la série converge;

On note ]§fgg le sous-anneau ]§+ glu] de ]§T o+ 1l est stable par N, 4 et %r. Si K est une

extension finie de F, on note BIrog,K le sous-anneau Bilg k[log mk] de BIOg ; il est stable par
N, ¢ et % (qui agit a travers I'k).

4.6. L’anneau Bl

4.6.1. Construction de Bj;.

PROPOSITION 4.7 ([37]). — Lapplication 0 : A* — Oc, donnée par DS Tl £ I

Zn oD" xn , est un morphisme surjectif d’anneauxr dont le noyau est un idéal principal
engendré par w = 5 =1+ [eVP] 4 -+ [eYP]P~Y ou par € = [p] — p.

REMARQUE 4.8. — (AT, ) est 'épaississement p-adique universel'® de @ (cf. [40]).

On prolonge 6 en un morphisme de B* sur C, on note B, I'anneau lim B+ /(ker §)".

Ceci fait de B un anneau de valuation discréte d’idéal maximal ker 6 et de corps résiduel
C. En particulier, la cloture séparable de F dans B, s’identifie a F.

10T, ’anneau A+ est trés souvent noté W(R) et parfois Ajys.
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On munit BIR de la topologie pour laquelle les pk:&+ + (ker 6)™, avec n, k € N, forment

une base de voisinages de 0. L’action de % sur BT s’etend par continuité en une action
+oo (—1)n1
n

continue de % sur Bj;. La série définissant ¢ = log[e] = >

7™ converge dans
Bl et ¢ est un générateur de kerd (ce qui explique pourquoi on a mis autant de temps
a comprendre ce qu’était ’analogue p-adique de 2ir).

On pose Bgr = B;{R[t_l], ce qui fait de Bgr un corps et on munit Byr de la filtration

décroissante définie par Bz = ¢t'BJ;. Cette filtration est stable par 'action de %.

4.6.2. B, et le reste du monde. 1l n’existe pas de morphisme continu de ]§ng dans Bggr
car, bien que ces anneaux soient obtenus en localisant et complétant A™, les topologies
sont trop différentes. Toutefois, Bfog est une limite inductive d’anneaux qui se plongent
dans BJ;, mais il faut changer de plongement pour chacun de ces sous-anneaux. De
maniere précise,

(i) B, et B, sont deux complétés de B* et Iidentité BY — B se prolonge en une

rig
injection continue de Bj dans BZ;.

(i) La série log & b _ =y C 1nn : ( ol —1)" converge dans By, ce qui nous fournit une

injection naturelle de Bfgg dans BJ; qui commute & l'action de % . Les anneaux B::g, Bfgg

et Bgr sont alors reliés par les suites exactes fondamentales [40, 27]

0 — B}, [}] By, [}] Bltg[;] —0

- )
0 — (B [Y)"" — Bi[Y] —> BL[] —0
0—=Q — (B},[}])*” —= Bar/Bjg —>0

D’autre part, on a Bi& = K et (Bfgg
Bgr est injective [37, 40, 27].

(iii) Si x = >, pF[vx] € A, la série converge dans Bjy si et seulement si la série

[1])% =F, et Dapplication naturelle K ®p Blog[%] —

0(z) = 3,25 pkxé) converge dans C, c’est-a-dire si et seulement si k + vg(xy) tend vers
+00 quand k tend vers +oo. On en déduit une application naturelle ¢ : B®Y — B, qui
s’avere étre injective.

(iv) Comme BIOY = ]§;§g + BOY ¢t comme ™" induit une bijection continue de
BI%?"I[u] sur BI%"[u], on obtient [6], quel que soit n € N, une injection ¢, = 190 @™ de
BIo77"l[u] dans BJ;. Cette injection peut étre vue comme la « localisation en ™ — 1 ».
Si K est une extension finie de F, il existe n(K) tel que, pour tout n > n(K), on ait

by (131}2’7""1 llog WK]) c K [[t].
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5. CLASSIFICATION DES REPRESENTATIONS p-ADIQUES

5.1. Le (¢,I')-module associé a une représentation de %

Si V est une Q,-représentation de %, le Byg-espace vectoriel D(V) = (B ®q, V)7
est muni d’une action semi-linéaire de ¢ provenant de 'action de ¢ sur B (et qui est
donc étale, c’est-a-dire de p-pente 0) et d’une action résiduelle de 'y = % /5% . Pour des
raisons évidentes, un tel objet s’appelle un (p,I')-module étale sur Byg.

Si D est un (p,I')-module sur By, alors V(D) = (B ®p, D)¥=! est un Q,-espace

vectoriel muni d’une action continue de %.

THEOREME 5.1 ([39]). — La catégorie des Q,-représentations de 9k est équivalente a
celle des (¢, T")-modules étales sur Bx. Plus précisément, si V est une Q,-représentation
de 9, alors D(V) est un (¢, I')-module étale sur Bk et V(D(V)) =V et, réciproqguement,
si D est un (p,I')-module étale sur Bk, alors V(D) est une Q,-représentation de % et
D(V(D)) =D.

La démonstration de ce théoréeme repose sur les faits suivants :

— si on munit E de la topologie discrete, alors H! (4, GL4(E)) = 1 d’aprés le théoreme
de Hilbert 90 et donc, si on munit B de la topologie forte, alors H* (7%, GL4(B)) = 1
(cf. prop. 3.3 et 3.4). Autrement dit, toute représentation de % est B-admissible et
V +— D(V) a de bonnes propriétés.

— B¥=! = Q,, et donc V(D(V)) =V si V est une Q,-représentation de %.

— si (aij)1<ij<da € GL4(E), alors le systeme d’équations z? = ijl a; x5, 1 <j<d
admet p? solutions dans E? et ces solutions forment un F,-espace vectoriel de dimension
d engendrant E¢. Un (p,T')-module est étale si et seulement si il existe une base dans
laquelle la matrice de ¢ appartient & GL4(Ak) et le résultat précédent permet de montrer
que, si A est le Ag réseau de D engendré par cette base, alors (E ®4, A)?=! est un
F,-espace vectoriel de dimension d engendrant E ®4, A; autrement dit, « V(D) mod
p » a la bonne dimension. Le résultat cherché s’en déduit « par dévissage et passage a la

limite ».

REMARQUE 5.2. — (i) Nous n’avons pas utilisé I'x pour montrer que les foncteurs V +—
D(V) et D — V(D) sont inverses I'un de l'autre. Ceci permet de montrer que la catégorie
des Q,-représentations de J# = %, (1)) est équivalente a celle des p-modules étales sur
Bk = &r. Ce résultat est une version locale de résultats généraux de Katz [53, chap. 4].

(i) Nous avons privilégié dans ce texte les Q,-représentations, mais la théorie des (¢, I')-
modules donne d’aussi bons résultats, en tensorisant par A au lieu de B, si on considere
des Z,-modules de type fini (pas nécessairement libres) munis d’une action continue de
Gk (ou k).

Comme application, on a par exemple le résultat suivant qui entre dans la démonstration

du théoreme 2.9 : si D est un ¢-module étale sur B, il existe une extension finie L. de K
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et une base de By, ®g,, D sur By, dans laquelle la matrice de ¢ appartient a 14+ p"My(AL);
en effet, ce n’est qu'une traduction de ce que, si V est une Q,-représentation de 7, il
existe un Z,-réseau T de V stable par J# et une extension finie L de K telle que %,
agisse trivialement sur T/p"T.

(iii) On peut utiliser ’équivalence de catégories ci-dessus pour étudier la cohomologie
galoisienne et la théorie d’Iwasawa des représentations de % ; nous renvoyons a [24] pour
un résumé des résultats et a [48, 49, 4, 13] pour les détails.

(iv) Le théoréme ci-dessus n’est pas assez fin pour vraiment étudier les problemes de
classification des représentations p-adiques; le probleme est que le corps Bk est un objet

un peu grossier et aller plus loin demande de descendre les coefficients a BL.
La méthode de Sen permet, utilisant la proposition 4.5, de prouver le résultat suivant :

PropoOSITION 5.3 ([12]). — Si K est une extension finie de F et d un entier > 1, les

applications naturelles

lim H' (T, GLq(B ,,))—H" Ik, GL4(BY)) —H' (%, GLq(B")),
induites par Uinflation de 'y a %k et les inclusions BL,n C fﬂ( C ]§T, sont des bijections.

En particulier, comme le cocycle correspondant a une Q,-représentation de % est
fixe par " pour tout n, il est dans I'image de H!(T'k, GLd(BL)); on en déduit la Bf-
admissibilité des représentations de .7 obtenues par restriction d’une représentation de
%. Ceci permet, en définissant D(V) = (B ®q, V)& pour une Q,-représentation de
% et VI(D) = (BT Rp}, D)#=! pour un (g, I')-module sur B, de raffiner le théoréeme 5.1

sous la forme

THEOREME 5.4 ([12]). — La catégorie des Q,-représentations de 9k est équivalente a
celle des (p,T")-modules étales sur BI{. Plus précisément, si V est une Q,-représentation
de %k, alors DT(V) est un (¢, I')-module étale sur Bk et VI(DT(V)) = V et, réciproquement,
si D est un (@, T)-module étale sur Bl alors V(D) est une Q,-représentation de % et
Df(VT(D)) =D.

D’autre part, on montre [11] que tout Sous-BL—espace vectoriel de dimension finie de
D(V) stable par ¢ est inclus dans DT(V); ceci nous fournit le « résultat de descente »

suivant dans lequel les représentations galoisiennes ont disparu.

COROLLAIRE 5.5. — Si D est un (¢, I')-module étale sur Bk, alors l’ensemble des sous-

BI(-espaces vectoriels de dimension finie stables par ¢ admet un plus grand élément DY et
on a D = Bk @gi DI. [On a D' = DI(V(D)).]

K
5.2. La hiérarchie des représentations galoisiennes [41]

5.2.1. Représentations de Hodge-Tate. Si V est une Q,-représentation de %, le K-espace

vectoriel Dyr(V) = (Byr ® V)% est muni d’une graduation indexée par les entiers et un
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entier ¢ tel que Gr_iDHT(V) # 0 est un poids de Hodge-Tate de V. Une représentation
Byr-admissible est dite de Hodge-Tate. Une représentation C-admissible est clairement
de Hodge-Tate et, réciproquement, une représentation de Hodge-Tate est C-admissible
si 0 est son seul poids de Hodge-Tate.

5.2.2. Représentations de de Rham. Si V est une Q,-représentation de %, le K-espace
vectoriel Dgr(V) = (Bgr ® V)7 est muni d'une filtration par des sous-K-espaces vecto-
riels DY (V) pour i € Z qui est décroissante (i.e. D5R (V) € Dig(V)) exhaustive (i.e.

‘R(V) = Dgr(V) si i < 0) et séparée (i.e Dig(V) = {0} si i > 0). Une représentation
Bgr-admissible est dite de de Rham. Si V est de de Rham, alors V est de Hodge-Tate et
Dyur(V) est le gradué associé a Dggr (V).

Utilisant Pinjection ¢, : BO?™") — B, on peut retrouver Dgr(V) et sa filtration
a partir de DT(V). (Si 7 > 0, on note D©7(V) le B -module (B0 @ V)7 ; cest
[11] le plus grand Sous—B%O’r}—module D de type fini de D(V) tel que l'on ait ¢(D) C

1,
B%?’p ] ®B§<O’T] D)

PROPOSITION 5.6 ([6]4[43]). — Si 'V est une Q,-représentation de 9, il existe n(V) tel
que sin >n(V) eti € Z, alors
'k

(V) = (P[] @50, DO7IV))

ot 'K, [[t]] est considéré comme un BT " -module via ingection 1, : BY? ™ — K, [[t]].

1
t
[1]-admissible) est dite semi-stable (vesp. cristalline). Une Q,-représentation V

5.2.3. Représentations semi-stables. Une Q,-représentation de ¥k qui est ﬁfgg[ ]-admissible

+
rig
de Y est dite potentiellement semi-stable s’il existe une extension finie L de K telle que

(resp. B

la restriction de V & ¢, soit semi-stable (en tant que représentation de %,). On a les
implications suivantes :

(i) « V cristalline » = « V semi-stable » ;

(ii) « V semi-stable » = « V potentiellement semi-stable » ;

(iii) « V potentiellement semi-stable » = « V de de Rham » ;

(iv) « V de de Rham » = « V de Hodge-Tate ».
La premiere implication vient de 'inclusion ﬁiig[%] C ]A?;Lg[%], la seconde est une évidence,
la troisitme vient de ce que Bgr contient ]AE’;ITOg[%] et F, et la derniere de ce que Byr est
I’algebre graduée associée a Byg.

En ce qui concerne les implications en sens inverse, on a

(o) il existe des représentations cristallines non triviales; par exemple, si k € Z le
Q,-espace vectoriel Q,(k) de dimension 1 sur lequel o € % agit par multiplication par
la puissance k-ieme y(o)* du caractére cyclotomique; plus généralement, et ca a été la

motivation [37] pour I'introduction de toutes ces notions, si X est une variété propre et lisse
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sur K possédant un modele sur Ok ayant bonne réduction, alors les Q,-représentations
H. (Xg, Qp) de % fournies par la cohomologie étale de X, sont cristallines ;

x(a) (o)

0 ) ) associée a logp est semi-stable mais pas cris-

(i) la représentation o — (

talline ;

(ii) une représentation sur laquelle l'inertie de % agit a travers un quotient fini non
trivial est potentiellement semi-stable (et méme potentiellement cristalline), mais pas
semi-stable ;

(iii) 'implication « V de Rham » = « V potentiellement semi-stable » est la conjecture
de monodromie p-adique de Fontaine ;

(iv) une extension non triviale 0 — Q, — V — Q,(k) — 0 est de Hodge-Tate mais pas
de de Rham si & > 0;

1 logx(o)

(v) la représentation o — <0 : ) associée a log 2im n’est pas de Hodge-Tate.

5.2.4. (¢,N)-modules filtrés. Si V est une Q,-représentation de ¥, le F-espace vectoriel
D (V) = (]A?;fgg[%] ® V)% est muni d’'une action semi-linéaire de ¢ et d'une action linéaire
de N vérifiant la relation Ny = ppN. D’autre part, K ®@p Dy (V) s’injecte dans Dggr (V) et
est muni d’une filtration par des sous-K-espaces vectoriels qui est décroissante, exhaustive
et séparée. Un tel objet est appelé un (¢, N)-module filtré sur K. Le sous-F-espace vectoriel
Deis(V) = Dg(V)N=2 de Dy (V) s’identifie a (]T’)Ig[%] ® V)% ; c’est un p-module filtré sur
K.

Si D est un (¢, N)-module filtré sur K et Dx = K ®p D, 'injection de ﬁgg[%] dans Bar
induit une application

-1 N=0,p=1 0
<Bf:)g[¥] QF D) — (BdR QK DK)/<BdR ®K DK>

dont le noyau V(D) est un Q,-espace vectoriel (pas forcément de dimension finie) muni
d’une action de %. (Les actions de ¢, N et la filtration sur un produit tensoriel étant
données par les formules naturelles N(a®d) = N(a) @ d+a®@N(d), p(a®d) = p(a) @ p(d)
(Bar @ D)’ = X7 Bay! © D)

Si D est un (¢, N)-module filtré sur K, on peut lui associer deux invariants numériques
tn(D) et ty(D) définis par

in(D) = vy(detp) et ty(D) = Zz - dimg (DY /D).
i€Z
(Comme ¢ n’est que semi-linéaire, son déterminant dépend de la base dans laquelle il est
calculé, mais sa valuation p-adique n’en dépend pas.) On dit que D est admissible si on a
ty(D) = tx(D) et ty(D’) < tx(D’) pour tout sous-F-espace vectoriel D’ de D stable par ¢
et N (Di étant muni de la filtration induite).
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5.2.5. Construction des représentations semi-stables. Le théoreme suivant fournit une
description concrete des représentations semi-stables et donc (modulo la conjecture de
monodromie de Fontaine) des représentations de de Rham.

THEOREME 5.7 ([29, 27]). — La catégorie des représentations semi-stables de % est

équivalente a celle des (o, N)-modules filtrés admissibles sur K. Plus précisément, si V
est une représentation semi-stable, alors Dy (V) est un (¢, N)-module filtré admissible sur
K et Vi (Ds(V)) =V et, réciproqguement, si D est un (¢, N)-module filtré admissible sur
K, alors V(D) est une représentation semi-stable de 9k et Dg (Vg (D)) = D.

De plus, cette équivalence de catégories induit une équivalence entre la catégorie des

représentations cristallines et celle des p-modules filtrés admissibles sur K.

On dispose de deux descriptions des représentations semi-stables : I'une, donnée par
le théoreme ci-dessus, en termes de (p, N)-modules filtrés admissibles sur K et 'autre en
termes de (¢, I')-modules étales sur BI{. Une question naturelle qui se pose est : « comment
passe-t-on de I'une a l'autre ? ». Dans un sens, en utilisant le fait que (ﬁiig’K, (BLg,K,n)neN)
vérifie la propriété de Tate-Sen (T'S2), on obtient le résultat suivant qui montre comment
retrouver les actions de ¢ et N sur D (V) & partir de DT(V) ; couplé avec la proposition 5.6,
il fournit une description du (¢, N)-module filtré Dy (VT(D)) si D est un (i, I')-module
étale sur BL.

PROPOSITION 5.8 ([6]). — St V est une Q,-représentation de %, alors

1 Ik 1 Ik

Ders(V) = (Bl xl7) ©5, D'(V)) " et Du(V) = (Bl kl7] ®5 DI(V)) .
Voir [78] pour des résultats de nature similaire. Le vrai probleme est d’aller dans 'autre
sens car il est nettement plus facile de construire & la main un (¢, N)-module filtré ad-
missible qu'un (¢, I')-module. En d’autre termes, comment décrire les matrices de ¢ et
v sur DT(V(D)) a partir de D, si D est un (¢, N)-module filtré admissible sur K. Ce
n’est pas une question complétement gratuite car on peut lire sur un (¢, I')-module des
propriétés de la représentation modulo p qui sont fort mystérieuses sur le (¢, N)-module
filtré. Une réponse « raisonnable » a cette question aurait des applications a la théorie

des déformations des représentations galoisiennes.

Le seul cas ou 'on ait une réponse satisfaisante est le cas [79] ot K = F est non ramifié,
et o V(D) est une représentation cristalline a poids de Hodge-Tate compris entre 0
et p — 1. (Il s’agit d'une démonstration des résultats de Fontaine et Laffaille [44] via la
théorie des (¢,T')-modules.) D’autre part, dans le cas ot K = F est non ramifié, et ou
V(D) est une représentation cristalline (sans hypothese sur les poids de Hodge-Tate), on
sait [25] que I'on peut se débrouiller pour que les matrices de ¢ et v soient a coefficients
dans Op|[r]].
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5.3. Représentations galoisiennes et équations différentielles

5.3.1. L’opérateur de Sen. Sion utilise la méthode de Sen et la proposition 4.1, on obtient
le résultat suivant qui est précisément le cas qu’avait considéré Sen [70].

THEOREME 5.9 ([70]). — Sid > 1, les applications naturelles

lim H'(T'x, GLq(K,,)) — H'(T'x, GLq(Kwo)) — H' (%, GL4(C)),
induites par linflation de I'x a 9k et les inclusions K,, C IA(OO C C, sont des bijections.

Ce résultat permet de montrer que, si V est une représentation p-adique de ¥ et n est
assez grand, alors C®q, V possede un sous-K,,-espace vectoriel fixe par .7, stable par %,
de dimension dimq, V et engendrant C ®q, V. Il peut exister plusieurs sous-K,-espaces
vectoriels de C ®q, V vérifiant ces propriétés, mais la proposition 3.6 et la remarque 3.7
nous en fournissent un privilégié noté Dge, (V) ; de plus, il existe k& indépendant de n tel

que, si D’ est un autre sous-K,-espace vectoriel de C®q, V vérifiant ces propriétés, alors
y—1

x(v)—1

opérateur Q,-linéaire de Dge, (V) tend vers une limite quand v € I'k tend vers 1. On

Kotk @, D' = Kyik ®k,, Dsenn(V). On montre alors facilement que vu comime
obtient de la sorte [70] un opérateur Oy qui est K,-linéaire et peut étre vu comme un
« poids de Hodge-Tate généralisé » :

PROPOSITION 5.10. — Si V est une représentation de Hodge-Tate de %, alors Oy est
diagonalisable et ses valeurs propres sont les poids de Hodge-Tate de V (avec multiplicité).
Réciproquement, si Oy est diagonalisable et ses valeurs propres sont des entiers, alors V
est de Hodge-Tate. En particulier, V est C-admissible si et seulement si ©y = 0.

D’autre part, Oy peut étre vu comme un élément de C ®q, End(V) et Sen a démontré

le résultat suivant :

THEOREME 5.11 ([69, 70]). — La sous-algébre de Lie de End(V) engendrée par les lo-
garithmes des éléments du sous-groupe d’inertie de Y est la plus petite sous-algébre de
Lie de End(V) définie sur Q,, dont les C-points contiennent ©y. En particulier, ©y = 0
(i.e. V est C-admissible) si et seulement si le sous-groupe d’inertie de % agit a travers
un quotient fini.

5.3.2. Le (¢, V)-module associé a une représentation galoisienne. On note 0 la dérivation

(14 m)L de Bl. Cette dérivation s’étend de maniére unique & Bl pour toute extension

finie Kde Fetonadop=pypod.

PROPOSITION 5.12 ([6]). — Siz € BLg,K, alors lim,_,1 yery X(Vv—_)l_lx =Vz, ou V=10 =
.|.

d .. .
t est une dérivation de By, .

L’existence de la limite résulte d'une étude directe de 'action de I'k ; le reste est un

calcul immédiat.
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Ce qui précede correspond au cas de la représentation triviale ; dans le cas général, on

a le résultat suivant :

PROPOSITION 5.13 ([6]). — Si V est une Q,-représentation de %k, la famille d’opérateurs

x(%)il tend, quand v € I'x tend vers 1, vers une connexion Vv au-dessus de V sur
DLg(V). De plus, sin est assez grand, cette connexion laisse stable le sous-Bllg’pin}-module

o 0,p" -n
DIOr (V) = BR# D007 DOr (V) de B, ®pi, D(V).

On a donc associé a toute Q,-représentation V de ¥ un module avec connexion et

structure de Frobenius sur 'anneau de Robba B! Ce n’est malheureusement pas suffi-

rig,K*
sant pour pouvoir utiliser les résultats généraux sur les équations différentielles p-adiques

_i,

rig ks €€ qui se traduit par 'existence potentielle d’une

car t n’est pas inversible dans B
infinité de singularités dans toute couronne du type 0 < v,(T) < r. Comme ¢ n’a que des
poles simples, ces singularités sont régulieres et on peut « localiser en €™ — 1 » pour les

étudier.

5.3.3. Localisation. La proposition 3.3 permet de déduire du théoreme 5.9 le résultat

suivant :

PROPOSITION 5.14. — Si d > 1, les applications naturelles
121 Hl(FK’ GLd(Kn[[t]])) — H' (FKv GLd((B:iFR>%k)) - Hl(gKa GLd<B§R))7

induites par Uinflation de T'x a %k et les inclusions K,[[t]] C (Bjz)”® C Bi;, sont des

bijections.

Comme précédemment, on peut utiliser cette proposition pour définir, si n est assez
grand, un élément privilégié Dy (V) parmi les sous-K,[[t]]-modules libres de rang d de
B ®q, V, fixes par J#, stables par % et engendrant BJ; ®q, V.

PROPOSITION 5.15. — (i) L’image de Dy (V) par 6 : Biy ®q, V. — C ®q, V est
DSen,n(V)'
(ii) La famille d’opérateurs X(VW_)L tend, quand v € I'x tend vers 1, vers une connexion
Vv au-dessus de V =t sur Df (V) et on a o Vy = Oy.
(iii) De plus, Di, (V) = K,[[t]] ®glo.s—] DIOP"N(V) et cette identification commute
’ K
aVy.

Le (iii) montre que D (V) est le localisé du (¢, V)-module DI*?7"}(V) en ¢ — 1
et le (ii) montre que le résidu de la connexion Vy en ce point est Oy. Pour pouvoir
se débarrasser de ces singularités, il faut au moins que Oy soit diagonalisable a valeurs
propres entieres (i.e. que V soit de Hodge-Tate), mais ce n’est pas suffisant (voir ci-
dessous) ; en tout cas, ce résultat montre que le (p, V)-module associé a une représentation

galoisienne admet en général une infinité de singularités « non enlevables ».
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PROPOSITION 5.16 ([6, 43]). — (i) Dy, (V) est sans singularité si et seulement si V est
C-admissible.

(il) Dy, (V) est @ singularités apparentes (la connexion a une base de sections hori-

zontales dans Dy, (V) = Df . (V)[3]) si et seulement si V est de de Rham.

Le (i) est une évidence et le (ii) se démontre en utilisant la proposition 5.6. Remarquons
que si V est de de Rham, alors Dp;¢ (V) = K,,((t)) ®k Dar (V) et donc Dpjs,, (V) possede

un sous-K,, [[t]]-réseau sur lequel on peut diviser Vy par ¢, a savoir K, [[t]] @k Dar(V).

5.3.4. Le (p,0)-module attaché a une représentation de de Rham. D’apres le paragraphe
précédent, si V est de de Rham, les singularités de Vy ne sont qu’apparentes d’un point
de vue local; le probleme est donc d’arriver a les supprimer simultanément ou, ce qui
revient au méme, de trouver un réseau sur lequel on puisse diviser Vy par t. Le lemme

suivant fournit la clé de ce que 'on doit faire.

T

LEMME 5.17. — x est divisible par ¢ dans By,

tout n assez grand.

x si et seulement si ¢,(z) € tBJR, pour

Soit alors DLg(V) = BL&K ®pi. D'(V), et soient Ny (V) = B @k Dar(V) et Niig(v)
Lg(\/)[%], tels que ¢, (z) € NIz (V) si n est assez grand (dépendant

de x). Ce BTig’K—module est fermé et, si a et b sont respectivement le plus grand et le plus

I’ensemble des z € D

T

petit poids de Hodge-Tate de V, alors NI (V) contient ¢t *DL (V) et est contenu dans

rig rig
t_aDLg(V) ; c’est donc un BLg’K—module libre de rang d (cf. prop. 1.1). Un peu plus de

travail permet d’obtenir :

THEOREME 5.18 ([6]). — Si 'V est une Q,-représentation de de Rham de %k de dimension

d, alors DL (V)[X] contient un unique sous-BL&K-module N'._(V) libre de rang d stable

rig t rig
par Oy =t~ 'Vy.

De plus, ce module est stable par ¢ et 'k et on a

1
BT', [;] gt NI

rig,K 118

(V) = Blyl3] @y DI(V).

Ce théoreme admet comme corollaire la conjecture de monodromie de Fontaine (modulo

la conjecture de monodromie de Crew) : si V est de de Rham, Niig(V) est un (¢, d)-module

sur 'anneau de Robba B! Un tel module étant quasi-unipotent d’apres la conjecture

rig,K*
de Crew, il existe une extegnsion finie L de K telle que BIT%L[%] ®p}, D'(V) admette une
base constituée de sections horizontales pour Vy. Vu le lien entre I', et Vv, cela implique
que I', agit a travers un quotient fini sur ’espace vectoriel des sections horizontales, et
la proposition 5.8 permet de montrer que V est semi-stable en tant que représentation de

¢, sin est assez grand.

REMARQUE 5.19 ([6]). — Si V est C-admissible, alors Niig(\/) = DT(V). Ceci permet de
déduire du théoreme de Tsuzuki (cor. 2.10) I"équivalence (cf. th. 5.11)

« V est C-admissible » < « 'inertie de % agit a travers un quotient fini ».
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Depuis la rédaction de cet exposé, le sujet a connu quelques prolongements :

— Kedlaya a annoncé, comme conséquences de la conjecture de Crew, des résultats
généraux de finitude [57] pour la cohomologie rigide avec coefficients, et une preuve [58]
des conjectures de Weil par voie p-adique (la possibilité d’obtenir une telle preuve avait
été suggérée par Mebkhout [63]).

— En faisant du mécano avec certains des arguments de Berger [5, 6] et Kedlaya [54],
on peut obtenir [28] une démonstration de la conjecture de Fontaine évitant complétement
la théorie des équations différentielles p-adiques ; les détails seront publiés ailleurs.
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