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par
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Résumé. — Soit K une extension finie de Q,,. Nous donnons une description des modules d’Iwa-
sawa associés aux représentations p-adiques du groupe de Galois absolu de K via la théorie de
(¢, I')-modules de Fontaine. Dans le cas d’une représentation de de Rham, cela fournit une construc-
tion naturelle de ’application exponentielle de Perrin-Riou utilisée dans la construction et 1’étude
des fonctions L p-adiques.

Abstract. — Let K be finite extension of Q,. We give a description of the Iwasawa modules
attached to p-adic representations of the absolute Galois group of K in terms of the theory of
(¢,T)-modules of Fontaine. When the representation is de Rham, this gives a natural construction
of the exponential map of Perrin-Riou which is used in the construction and the study of p-adic
L-functions.

Table des matiéres

Introduction .. ........ . 2
I. Rappels sur les (¢, I')-modules et les représentations p-adiques ............ 3
1. Le corps E et certains de Ses SOUS-ANNEAUX . . ......nnnnnnnnnnnnnnn... 3
2. Le corps B et certains de Ses SOUS-ANNEAUX . . ..nenneeeeeneennennn... 4
3. Le (¢,I'k)-module associé & une représentation de 5 .............. 5
4. (p,T')-modules et cohomologie galoisienne ............................ 5
5. LJOPrateur 1) ... ... 7
6. Compacité du module D(V)¥=1 .. .. .. 8
7. Le module % ...................................................... 10
II. Théorie d’Iwasawa des représentations p-adiques .......................... 11
1. Cohomologie d’Twasawa . .........c.ooiieiiiiiiii ... 11
2. Corestriction et (¢, I')-modules ............ ... 13
3. Interprétation des modules D(V)¥=1 et % en théorie d’Iwasawa .. 14
IT1. Représentations de de Rham et représentations surconvergentes .......... 15
1. Représentations de de Rham et représentations cristallines. .......... 15
2. Eléments SUTCONVETEENES . o ottt ettt ettt et e 16
3. Généralités sur les représentations surconvergentes .................. 18
IV. Théorie d’Iwasawa des représentations de de Rham ...................... 19
1. L’application exponentielle de Bloch-Kato et sa duale ................ 19

2. La loi de réciprocité explicite ......... .o 20



2 FREDERIC CHERBONNIER & PIERRE COLMEZ

3. Lien avec ’application logarithme de Perrin-Riou .................... 23

V. La représentation Q,(1) et I'isomorphisme de Coleman .................... 23

1. Représentants multiplicatifs .......... ... ... i i 23

2. Séries de Coleman généralisées .......... .. 25

3. Les applications Logq, (1) et Expap .................................. 26

REETences ... ... 27
Introduction

Ce travail s’inscrit dans le cadre de la classification, introduite par Fontaine [8], des représentations
p-adiques du groupe de Galois absolu d’un corps local en termes de (¢, I')-modules. Avant d’aller
un peu plus loin, introduisons quelques notations qui nous servirons dans tout ’article.

On se fixe une cléture algébrique Qp de Q, et toutes les extensions finies de Q, que nous
aurons a considérer seront supposées étre des sous-corps de Qp. On note 9q, le groupe de Galois
Gal(ﬁp /Qp) et x : 9q, — Zy le caractere cyclotomique.

Si K est une extension finie de Q,, et n € N, on pose K, = K (u,~) et on note Ko, 'extension
cyclotomique de K réunion des K,. On note aussi ¥k le groupe de galois Gal(Qp /K) et Ay
le noyau de la restriction de x & ¥x. On a % = Gal(Qp/Koo) et on pose I'x = Y/ Hx =
Gal(Kw/K).

La théorie des (¢, I')-modules associe a toute représentation p-adique V' de J#% un module
D(V') sur un corps local de dimension 2 (anneau de séries de Laurent en une variable & coefficients
dans une extension finie non ramifiée de Q,,) muni d’une action d’un Frobenius ¢ et d'un inverse
a gauche 1 de . Si V est la restriction & J#x d’une représentation de ¥, le module D(V)
est de plus muni d’une action résiduelle de I'y commutant a celle de . L’intérét principal de
cette théorie est que 'on peut reconstruire V' a partir de D(V) qui est a priori un objet plus
maniable. En effet, le groupe I'k étant essentiellement procyclique, D(V') est donné par 1’action
de deux opérateurs (p et un générateur de ') vérifiant une relation de commutation. L’étude
des représentations p-adiques de ¥k étant ainsi équivalente a celle des (¢, I')-modules, cela
nous amene & considérer deux types de questions. On voudrait premierement arriver a lire les
propriétés d’une représentation sur son (¢, I')-module, 'idée étant que plus la représentation p-
adique est sympathique, plus son (¢, I')-module doit étre sympathique et deuxiémement essayer
de reconstruire a partir de D(V) les autres invariants associés a V' et d’utiliser D (V') pour associer
a V de nouveaux invariants. Dans cette direction, Herr a montré dans sa these [11] comment
décrire la cohomologie galoisienne de V' en termes de D(V). Les deux résultats principaux
exposés dans cet articles sont

(i) la construction (due a Fontaine) d’un isomorphisme Exp{. ;) du module d’Iwasawa H} (K, V)=
Q, ® (lim H'(K,,T)) sur D(V)¥=! (dans la définition de H{ (K,V), on a choisi un réseau T
de V stable par ¥ et la limite inverse est prise relativement aux applications de corestriction),

(ii) une loi de réciprocité explicite exprimant cette application Exp}"/*(l), dans le cas ou V est

de de Rham, en termes des applications exponentielles de Bloch et Kato [1, 12].

Le premier de ces résultats utilise les résultats de Herr mentionnés ci-dessus et fournit une
description de H} (K,V) en termes de D(V). D’autre part, dans le cas ot V = Q,(1) et K
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est non-ramifié sur Q,, 'application Exp}'}*(l) se décrit en termes de dérivées logarithmiques
des séries de Coleman [4]. On obtient donc, sans aucune hypothese sur la représentation V', une
généralisation de I'isomorphisme de Coleman qui est nettement plus simple que celle obtenue
par Perrin-Riou dans [13] dans le cas ou V est cristalline et étendue au cas de Rham dans [5].
La loi de réciprocité utilise le fait qu’une représentation de ¥ est plus sympathique qu’'une
représentation générale de S : elle est surconvergente [2, 3|. Cette surconvergence est 1'ingrédient
permettant de faire le lien entre D(V') et les invariants de V' construits a partir des anneaux
B.is, Bar, etc. . .Si on compare la loi de réciprocité obtenue dans cet article, avec celle obtenue
dans [5], on obtient une relation entre Exp}*/*(l) et les applications Log%,h ) construites dans (5],
applications qui, dans le cas ott V' est cristalline et &K non ramifié sur Q,, sont des inverses (& nor-
malisation pres) de l'exponentielle de Perrin-Riou [13]. En gros, on passe de Loggf Y Exp}"/*(l)

en dérivant. Reconstruire Log&f ) 3 partir de Expy). (1) est plus délicat (il est plus facile de dériver

que de calculer une intégrale) et le probleme n’est pas vraiment abordé dans cet article.

Finalement, signalons que cette double construction de Exp}"/*(l) est utilisée dans [6] pour
montrer que, si K est non ramifié sur Q,,, une représentation cristalline de ¥k est, du point de
vue des (¢, I')-modules, le plus sympathique possible : elle est de hauteur finie.

I. Rappels sur les (¢,I')-modules et les représentations p-adiques

Nous renvoyons a [8] pour les démonstrations des faits rappelés dans ce chapitre. Nous avons
pris la liberté de changer les notations pour les rendre un peu plus homogenes. Par exemple,
les anneaux que nous notons E, A et A correspondent respectivement aux anneaux Frac(R),

W (Frac(R)) et Oz de [8].

1. Le corps E et certains de ses sous-anneaux. — Soit C, le complété de Qp pour
la topologie p-adique. Soit E I’ensemble des suites z = (:B(O), O .) d’éléments de C,
vérifiant (z"*D)P = £ On munit E des lois + et - définies par z +y = s ou s =

lin+1 (x(”+m) + y(”+m))pm et -y =t, avec t( = z(My() ce qui fait de E un corps de ca-
m—-+00

ractéristique p algébriquement clos et complet pour la valuation vg définie par vg(z) = vp(:v(o)).
On note ET 'anneau des entiers de E. Si a est un idéal de Oc, contenant p et distinct de I'idéal
maximal de Oc,,, alors E* s'identifie aussi & la limite projective des A,, ou, si n € N, on a posé
Ap = 0Oc, /a et 'application de transition de A, 1 dans A,, est donnée par x — xP.

Soit € = (1,eM, ..., (™ . .) un élément de E tel que e £ 1, ce qui implique que ™ est une
racine primitive p™-ieme de I'unité sin > 1. On a vg(e — 1) = % et on note Eq, le sous-corps
F,((e—1)) de E. On note E la cloture séparable de Eq, dans E ct Et (resp. mg) Panneau de
ses entiers (resp. I'idéal maximal de ET).

La théorie de la ramification supérieure permet de démontrer que si K est une extension finie
de Q,, alors quel que soit n > 0, il existe n, € N tel que sin > n,, siz € Ok, , et sio €'k,
alors vp(o(z) —z) > z% — 7. On en déduit en particulier le fait que si a est 'idéal de Oc,
défini par a = {z € Oc, | vp(x) > %}, alors N ./, (r) — 2P € a si n est assez grand et

r € Ok,,,. Ceci permet de construire une application tx de la limite projective lim O, des
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Ok, relativement aux applications normes dans E*, application qui & u = (u(™),en associe
v (1) = (20)pen, ott 2 est Pimage de u(™ dans Oc,/a si n est assez grand. La théorie du
corps des normes ([7] et [14]) permet alors de démontrer le résultat suivant que nous utiliserons
au chapitre V.

Proposition 1.1.1. — Si K est une extension finie de Qp, alors i induit une bijection de
lim Oy, sur l'anneau des entiers E}; de E = E7k

La méme théorie permet de montrer que Ex est une extension finie séparable de Eq, de
degré [q, : Hi| = [Keo : Qp(p=)] et d’identifier Gal(E/Ef) avec k.

Remarque I.1.2. — i) Si F est une extension finie non ramifiée de Q,, de corps résiduel kp,
le corps Er est le composé de kr et Eq, et donc n’est autre que kr((7)).

ii) Si K est une extension finie de Q, et F' = K N Q,", alors Ex est une extension de Ep de
degré [K : Fio] qui est aussi égal a [K,, : F,,] si n est assez grand. L’ingrédient principal pour
démontrer l'inégalité [Ex : Ep] > [K : Fixo est le suivant. Sim € N, soit wy, une uniformisante

de K, et posons W = Nk, /K, (Wm) sin < m et W) =0sin>m+1. Le produit [ ], .n Ok

(n)

étant compact, la suite de suites ((wm’)neN), cn @ une valeur d’adhérence w = (W) peN
appartenant a lim Ok, et w™ est une uniformisante de K, si Ko /K, est totalement ramifiée,

ce qui est le cas si n est assez grand. Ceci implique vg(tx(w)) = ﬁvE( 7) et montre que
Ex contient une extension de Er d’indice de ramification divisible par [K« : Fio]. Sachant que
[Ex : Er] = [Kx : Fx), cela implique de plus que 'élément T = tx(w) construit ci-dessus est

une uniformisante de Ex.

2. Le corps B et certains de ses sous-anneaux. — Soit A = W(E) I’anneau des vecteurs
de Witt & coefficients dans E et B = ;‘;[l] = Frac(A), ce qui fait de B un corps muni d’'une
valuation discrete complet, d’anneau de valuation A et de corps résiduel E. Si x € E on note
[x] son représentant de Teichmiiller dans A. Tout élément z de A s’écrit donc de maniére unique
sous la forme 3720 p¥[zy] et tout élément de B sous la forme 3% 7 oo Pyl

On munit A de la topologie obtenue en prenant les WkW(E+) + p"tA, pour k,n € N,
comme base de V0151nages de 0. C’est aussi la topologie qui fait de lapplication z — (xg)reN
un homéomorphisme de A sur EN muni de la topologle produit (E étant muni de la topologie

définie par la valuation vg) et on munit B = UNp "A de la topologie de la limite inductive.
ne

L’action de 9q, sur E se prolonge en une action continue sur AetB qui commute a celle du
morphisme de Frobenius .

Soit 7 = [¢] — 1. Soit Aq, I'adhérence dans A de Z,[m, + ~]. C’est I'ensemble des éléments de A
de la forme ZnGZ apT" ol a, est une suite d’éléments de Z, tendant vers 0 quand n tend vers
—o0. L’anneau Aq, est un anneau de valuation discrete complet de corps résiduel Eq,. Comme

p(r)=1+mP —1 et gln)=1+m)X9 —1sige%y,,
'anneau Aq, et son corps des fractions Bq, AQp[ ] sont stables par ¢ et Yq,.

On note B l'adhérence de l'extension maximale non ramifiée de Bq, contenue dans B et
A = BN A de telle sorte que I'on a B = A[%], que A est un anneau de valuation discrete
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complet dont le corps des fractions est B et le corps résiduel est E. L’anneau A et le corps B
sont stables par ¢ et 9q,.

Si K est une extension finie de Q,, on pose Ag = A7k ot Bx = B7K, ce qui fait de
A un anneau de valuation discrete complet de corps résiduel Ex et de corps des fractions
Brx=A K[ |. D’autre part, si K = Qp, les deux définitions de Ag et Bx coincident.

Si L est une extension finie de K, B est une extension non ramifiée de B B de degré [L :

Ko]. Silextension L/K est de plus supposée galoisienne, alors les extensions B, /Bx et B, /By

sont aussi galoisiennes de groupe de Galois Gal(By/Bg) = Gal(Br/Bg) = Gal(EL/Eg) =
Gal(Loo/Koo) = Hic | 1.

3. Le (¢,I'x)-module associé a une représentation de ¥x. —

Définition 1.3.1. — i) On appelle Z,-représentation de ¥k, un Z,-module de type fini muni
d’une action Zj,-linéaire continue de ¥ .

ii) On appelle représentation p-adique de ¥k tout Q,-espace vectoriel de dimension finie muni
d’une action linéaire continue de ¥k

Définition 1.3.2. — Si K est une extension finie de Q,, on appelle (¢,I'x)-module sur Ag
(resp. Bg) tout Ag-module de rang fini (resp. tout Bx-espace vectoriel de dimension finie)
muni d’une action de I'r et d’une action de ¢ commutant a celle de 'k

Si K est une extension finie de Q, et V' est une Z,-représentation ou une représentation
p-adique de ¥k, on pose
D(V) = (A @z, V)"x.
L’action de ¢ sur A g commutant a celle de %5, D(V') est muni d’une action de ¢ qui commute
a 'action résiduelle de ¥/ #% = 'k, ce qui fait de D(V') un (¢, ' )-module sur Ax ou By
suivant que V est une Z,-représentation ou une représentation p-adique de 9.

D’autre part, si V' est une Z,-représentation ou une représentation p-adique de ¥, alors
(A ®a, D(V))?=! est canoniquement isomorphe & V en tant que représentation de ¥x. En
d’autres termes, V' est déterminée par son (¢, I'x)-module D(V).

4. (p,I')-modules et cohomologie galoisienne. — Soient K une extension finie de Q,
telle que I' soit isomorphe a Z, (i.e. contienne Qy(up,) si p > 3 ou une des trois extensions
quadratiques ramifiées de Qg si p = 2) et v un générateur de I'c. Si V' est une Z,-représentation
ou une représentation p-adique de 9 et f : D(V) — D(V) est une application Z,-linéaire
commutant a l'action de I' (dans les applications, f sera soit ¢ soit 'opérateur v définie au
paragraphe suivant), on note C (K, V) le complexe

0—DV)—DV)®&DV)— D(V)—0,
ou les applications de D(V) dans D(V) @ D(V') et de D(V') @ D(V') dans D(V') sont respecti-
vement définies par
z— ((f =Dz, (y=1D2) et (a,b) = (y=Da—(f =10
On note Z'(Cy~(K,V)) (resp. B/(Cy~(K,V)), resp. H(Ct(K,V)) = Zi(cfw(K:V);) le i-eme

B (Cy~,(K,V)
groupe de cocycles (resp. de cobords, resp. de cohomologie) du complexe Cy (K, V).
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Les H'(Cy,~(K,V)) s'identifient canoniquement et fonctoriellement aux groupes de cohomo-
logie galoisienne H'(K,V) (cf. [11]). La proposition 1.4.1 ci-dessous décrit cette identification
dans le cas du H!. Soit Ax = Z,[[['k]] I'algebre de groupe complétée de I'. Comme ' agit
continuement sur D(V'), on peut aussi considérer D(V) comme un Ag-module. D’autre part,
'k étant cyclique, si v est un générateur de I'k et 7/ est n’importe quel élément de 'k, alors
I’élément % de Frac(Ax) appartient en fait a Ag. De plus, ¥k agissant a travers I'g sur D(V),
cela permet de donner un sens a ’expression g—jy siye D(V), 0 € G et y est un générateur
de FK.

Proposition 1.4.1. — i) Si (z,y) € ZY(Cun\(K,V)) et b € A ®z, V est une solution de
Uéquation (¢ — 1)b = x, alors 0 — cpy(o) = g—jy — (6 — 1)b est un cocycle sur 9x a va-
leurs dans V.

ii) L application qui a (z,y) € Z'(Cyp~(K,V)) associe la classe de ¢y, dans H' (K, V) induit
un isomorphisme v, de H'(Cy (K, V)) sur HY(K,V).

Démonstration. — Le fait que 0 — ¢, (o) soit un cocycle est apparent sur sa définition. D’autre
part, on a
oc—1
(w—lmaﬂﬂ):7_1«w—Dw—%U—Ux=0
car (y — 1)z = (¢ — 1)y. On en déduit le fait que ¢, (c) € V, ce qui prouve le i).
Passons au ii). Si 'image de ¢, , dans HY(K, V) est nulle, c’est qu'il existe z € V tel que 'on
ait

oc—1

v—1

On en déduit le fait que b + z est stable par % et donc élément de D(V') et, prenant o = ~,

que l'on a y = (v — 1)(b+ z). Comme on a de plus x = (p — 1)(b + 2), cela implique que
(z,y) € BY(Cyp~(K,V)) et permet de montrer l'injectivité de v, .

Passons & sa surjectivité. Soient ¢ € H(K, V) et V' I'extension de Z, par V correspondant &

c. Soit e € V' relevant I'élément 1 € Z,. On a donc o(e) = € + ¢,, 0l 0 — ¢, est un cocycle sur

9K a valeurs dans V représentant c. Soit € € D(V') relevant 1 € Z,, C D(Z,) et x,y les éléments

y— (o —1)(b+z) =0 quel que soit o € Y.

de D(V') définis par x = (¢ — 1)é et y = (v — 1)é. Comme v et ¢ commutent, (x,y) appartient
4 Z'(Cypy(K,V)). D’autre part, b=¢é — e € A ®z, V vérifie (p — 1)b = z, ce qui fait que I'on a
c—1

y—17

—(c=1b=(c—-1)(é—=b)=(0c—1)e=c,.

Cay(o) =
On en déduit la surjectivité de ¢ .

Le complexe Cy,~(K,V) dépend du choix de v de maniére assez transparente. Si 7/ est un

autre générateur de I'g, alors ;7/:11 € Frac(Ag) est une unité de Ax et le diagramme

Con(K,V):0— D(V) — DV)eaDV) — DV) —0
L3 | I eid Lid
Cory(K,V):0— DV) — DV)®D(V) — DV) —0

est commutatif comme le montre un petit calcul immédiat. Il induit, en passant a la cohomologie,
un isomorphisme naturel ¢, ,» de H'(Cy (K, V)) sur H'(Cy, ./ (K,V)).
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Soit 7(K) 'entier défini par log x(I'x) = p’"(K)Zp et Soit ¢k : I'x — Z, le morphisme donné

par la formule {f () = 1‘;%,3357). Avec la normalisation que 'on a choisie, si v est un générateur

de 'k, alors lk(v) € Zy. Le lemme suivant montre que £ ()i, “ne dépend pas” du choix du
générateur v de I'k.

Lemme 1.4.2. — Si~y et~ sont deux générateurs de I'c, alors les isomorphismes i (7y)ig.
et U (Y )ipry 0ty de HY(Cop (K, V) sur HY(K,V) sont égaux.

Démonstration. — Soit (z,y) € Z'(Cp (K, V)). Soit b (resp. b') un élément de A®z,, V' vérifiant

tx() _ k()
v—1 v -1

associé & Li (V) g~ © by (2,y) — L (7)tp (2, y) sous la forme o — (0 — 1)c avec
_ (k) k() Ny
e=(Z = Ty = (W ~ (D
et la relation (¢ — 1)y = (v — 1)z implique que 'on a (¢ — 1)c = 0, d’ou l'on tire ¢ € V' et notre

(p—=1)b =z (resp. (p— 1)V = 3/:1133) Comme € Z,[[I'k]], on peut écrire le cocycle

cocycle est donc un cobord, ce qui permet de conclure.

5. L’opérateur ¢. — Le calcul de H'(C, ,(K,V)) fait intervenir les groupes D(V)?=! et
DV) e probleme est que le groupe bv)
p—1" 8 P p—1
difficulté, on introduit un inverse a gauche de ¢. Le corps B est une extension de degré p de o(B),
ce qui nous permet de définir un opérateur ¢ : B — B par la formule ¢(x) = %90*1 (TrB/ga(B) (m))
L’opérateur 1) commute a l'action de ¥k et on a (p(z)) =x sixz € B et Y(A) C A.

Comme 1) commute a l'action de ¥k, si V est une Z,-représentation ou une représentation

p-adique de ¥k, le module D(V') hérite de 'action de 1) qui commute a celle de T'g.

est assez compliqué & décrire. Pour palier a cette

Proposition 1.5.1. — Si 'V est une Zy-représentation ou une représentation p-adique de Yy,
alors v — 1 est inversible sur D(V)¥=0.

Démonstration. — C’est le point le plus délicat de la théorie. Cette proposition est démontrée
dans [11] par dévissage en se ramenant au cas d’une F)-représentation et dans [3] en se ramenant
au cas de la représentation triviale. L’énoncé démontré dans [3] est en fait plus précis : 'inverse
de v — 1 préserve la surconvergence (cf. [3], proposition I1.6.1). Nous aurons d’ailleurs besoin
d’une version qualitative de ce dernier résultat (cf. iii) de la proposition II1.3.2).

Lemme 1.5.2. — L’application qui a (z,y) € Z*(Cyp~(K,V)) associe (—(z),y) € Z(Cy~(K,V))
induit un isomorphisme v de H'(Cyy (K, V)) sur H'(Cy (K, V)).

Démonstration. — C’est un petit exercice de chasse au diagramme utilisant le fait que v — 1
est inversible sur D(V)¥=?. De maniere explicite, si (z,y) € Z*(Cy,(K,V)), alors (—p(z) +
T e (y) — y),y) € ZH(Cypq(K,V)), ce qui permet de montrer la surjectivité. D’autre part,
si (z,y) € ZNCypqy(K,V)) est tel qu'il existe a € D(V) tel que l'on ait (—¢(z),y) = ((¢ —
a, (y — 1)a), alors 2’ = x — (p — 1)a vérifie Y(2') = 0 et 7(2’) = 7(x) — (¢ — 1)(7(a)) =
(¢ —1)y—(p—1)y =0, ce qui implique 2’ = 0 et donc z = (¢ — 1)a et (z,y) € BY(Cy (K, V)).
On en déduit l'injectivité, ce qui termine la démonstration.

Notation 1.5.3. — On note (., Visomorphisme de H'(Cy (K, V)) sur H'(K, V) obtenu en
composant (-, €t L
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Remarque I.5.4. — La méme démonstration que pour Cy, - montre que £x (7)ty “ne dépend
pas” du choix du générateur v de ['k.

Lemme 1.5.5. — L’application qui a (z,y) € Z'(Cy(K,V)) associe limage de x dans ¢(V1)

induit la suite exacte

D(v)»=! 1 D(V)\r
Démonstration. — T € % est stable par ' si et seulement si il existe z € D(V) tel que
(y=1)z € (y—1)D(V) ou autrement dit, si et seulement si il existe (z,y) € Z'(Cy (K, V)) dont

I'image dans Z(Vl) est égale & 7. Le noyau de cette application est la somme de B'(Cy (K, V))

0—

et de I'ensemble X des couples de la forme (0,) avec y € D(V)¥=! et le résultat découle du fait
que X N BY(Cy (K, V)) est constitué des couples de la forme (0,y) avec y € (y — 1)D(V)¥=1.

L’intérét de cet énoncé par rapport a I’énoncé analogue en remplacant ¢ par ¢ est que, comme
D(V) ont une interprétation naturelle en

(V)

est “petit” contralrement au module = ce qui fait

on le verra dans le chapitre II, les modules D(V)¥=! et
théorie d’Iwasawa. De plus, le module (V)
que I'on peut décrire H'(K,V) en terme prln@lpalement du sous-module D(V)w 1. De maniere
précise, on a la proposition suivante dont la démonstration fait I’objet des deux paragraphes

suivants.

Proposition 1.5.6. — SiV est une Z,-représentation (resp. une représentation p-adique) de
Y, alors

i) D(V)¥=1 est compact (resp. localement compact) et engendre le A -module D(V).

i) % est un Z,-module de rang fini (resp. un Qp-espace vectoriel de dimension finie)

Remarque 1.5.7. — Le cas d'une représentation p-adique se déduit de celui d’'une Z,-représentation
en tensorisant par Q,, ce qui fait que ’on peut se contenter de traiter le cas d'une Z,-représentation.

6. Compacité du module D(V)¥=!. — Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat
suivant dont le cas particulier z = 0 et N = 400 est équivalent & la compacité de D(V)¥=1.

Lemme 1.6.1. — Si 'V est une Zy-représentation de G, v € D(V) et N € NU {400}, l’en-
semble des solutions y € D(V)/pNT1D(V) de l’équation (1) — 1)y = x est compact.

Nous aurons besoin d’un certain nombre de résultats préliminaires. Soit Aa le sous-anneau
P

Z,([r]] de Aq, et soit A = Aap[[ P1]], ce qui fait de A un sous-anneau compact de Aq, que

p—1
I'on peut aussi décrire comme le sous-ensemble de Aq, des éléments x = ) 5 2,7 Ol (Tp)nez

i
Siz € Aq,, soit wy,(z) € N le plus petit entier &k tel que  appartienne a 7 kA —|—p”+1AQP.

Si x est fixé, la suite des wy,(x) est croissante et on a

est une suite d’éléments de Z,, telle que 'on ait vy(z,) > —p% sin <0.

wy (x4 y) <sup(wp(x), wn(y))

wy(zy) < sup (wi(z) + w;(y)) < wn(z) + wn(y)
i+j=n

wy(p(z)) <pwp (),
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est une unité de A (c’est d’ailleurs la raison pour travailler avec A au lieu de Aap pour définir

les deux premiéres inégalités provenant de ce que A est un anneau et la troisieme du fait que

les applications wy,) et donc que z € m*A + p"tTAq, implique p(z) € o(m)FA+p"T1Aq, =
TPk A 4 pn+1AQp.

Lemme 1.6.2. — i) Si k € N, alors (7%) € Aap et P(mF) € ﬂ*kAap
it) Y(A) C A.

Démonstration. — Le ii) est une conséquence immédiate du i) et de la définition de A. Comme
¢(m) = (14 m)P — 1 est un polyndome unitaire de degré p en 7 et [¢]’ = (1 +7)% est un polynome
unitaire de degré i en 7, les [g]'w ()7 pour 0 < i < p—1et j € N forment un base des polynomes
A ; 0 sii#0
en 7 et comme de plus ¥ ([e]'p(7)?) = ¢ . 7 , on en déduit le fait que ¥ (7*) € Aa si
m sii=0 P

k> 0.

Finalement, si £ > 1, alors TTAQP/@(AQP)(W_IC) = Il?cpz_l((l + m)¢ — 1)7% peut s’écrire, en

P A . . P N PN .
réduisant tout au méme dénominateur, sous la forme %, ou P est un polynome & coefficients

dans Z,, ce qui permet de conclure.

Corollaire 1.6.3. — Six € Aq, et n € N, alors w,(t(x)) < 1+ [“22] < 14 2nl2),

o(m)
TP

z_ )= P(=)

Démonstration. — est une unité de A et comme LZ)(W =-%,ona

(P A+ P AQ,) = Y(p(n) FA+ P A,) C 1 TFA M Ag,,
ce qui permet de conclure.

Si U = (aij)i<ij<da € Ma(Aq,) et n € N, on définit w,(U) par la formule w,(U) =
sup; ; wr(a; ;). De méme, si V' est une Zj-représentation de ¥ et si eq,...,eq est une base
de D(V) sur Aq,, on pose wy(a) = sup; wy(a;) si a = Zgzl a;e; € D(V). Cette notation est un
peu abusive car wy,(a) dépend du choix de la base e, ..., e4 mais ce n’est pas tres génant, la
base de référence étant toujours évidente dans ce qui suit.

Lemme 1.6.4. — Soient V une Zy-représentation de 9, (e1,...,eq) une base de D(V) sur
Aq, et ® = (a;;) la matrice définie par e; = Zglzl a;jp(ei). Six,y € Aq, vérifient la relation
(v = 1)y =z, alors wn(y) < sup(wn(@), ;25 (wn(®) +1)) quel que soit n € N.

Démonstration. — Décomposons x et y dans la base p(e1), . .., ¢(eq) sous la forme z = 2?21 xip(e;)

et y = Zgzl yip(e;). On a donc ¥(y) = Z?:l ¥ (y;)e; et la relation 1 (y) — y = z se traduit par
le systeme

d
yi=—xi+ Y ey si 1<i<d
j=1

On en tire les inégalités

wn(yi) < sup (w”(xi)’ 1?]1.56[(“)”(%7]‘) + wnW(%’)))) < sup (wn(x), Wy (P) + w"p(y) + 1)
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pour 1 <17 < d, ce qui nous donne finalement I'inégalité

1
wny) < sup (tn(r), wn (®) + 1+ wn(y))
et permet de conclure.

Déduisons-en le lemme 1.6.1. Sin € NU{+o0}, soient X, ’ensemble des solutions de I’équation
(¢ — 1)y = = dans D(V)/p"™tD(V). On cherche & montrer que X est compact. Si n € N, soit
rn, = sup(wy(z), %(wn(fb) +1)). L’ensemble X, est un fermé (car 1) — 1 est continue) contenu,
d’aprés le lemme précédent, dans I'image de (7" A)? qui est compacte car A Iest. Si N est fini,
il suffit alors d’appliquer ce qui précede a n = N pour conclure. Si N = 400, "application qui a

n+1

x € Xy associe la suite de ses images modulo p permet d’identifier X & un sous-ensemble

fermé de I’ensemble compact ], .n Xn, ce qui permet de conclure.
D)

7. Le module S

D(V)
o1

Lemme 1.7.1. — Si V est une Zy,-représentation de Yy, le module n’a pas d’élément

p-divisible non nul.

Démonstration. — Soit x un élément p-divisible de %. 1l existe donc pour chaque n € N des
éléments yy,, z, de D(V) tels que on ait x = p™y, + (¢» —1)z,. Sion fixe m € Net sin > m+1,
alors z, est une solution de ’équation 1(z) — 2 = x modulo p™*!. Comme I'ensemble de ces
solutions est compact d’apres le lemme 1.6.1, on peut extraire de la suite des z, une sous-suite
telle que z, converge modulo p™. Un procédé d’extraction diagonale permet alors d’extraire une

sous-suite de 2z, qui converge modulo p™ pour tout m et donc qui a une limite z dans Aq,. Par

passage a la limite, on obtient = () — 1)z et donc x = 0 dans %, ce qu’il fallait démontrer.
Lemme 1.7.2. — Si V est une Fy-représentation de 9k et x € mg ® V, alors les séries
oo p(x) et S22 " (x) convergent dans mp ®V et on a
+00 +oo
W-D(Y¢"@) =v@ ot @-1(X @) =2
n=0 n=1
Démonstration. — Si e1,...,eq est une base de V sur F, et x = z1e1 +--- +29eq € mp V,

il existe r > 0 tel que 'on ait vg(x;) > r quel que soit 1 < i < d, ce qui implique que
ve(¢™(x;)) > p"r tend vers +oo et donc que ¢"(z) tend vers 0 quand n tend vers +o0o. On en
déduit la convergence des séries. Les formules sont, quant & elles, des conséquences du fait que
¥ est un inverse a gauche de ¢.

Lemme 1.7.3. — SiV est une F),-représentation de 9, alors % est un Fy,-espace vectoriel
de dimension finie.
D)

p—1"
Démonstration. — Soit M = (mg ®@ V)7 ce qui fait de M un réseau de D(V) stable par

¢. Si z € M, la série > " (x) converge dans M et, d’apres le lemme 1.7.2, on a z =

(Y — 1)(3F ™(x)), ce qui prouve que (1) — 1)D(V) contient M.

n=1

Comme 1) est continu, il existe ¢ € N tel que ¢)(M) C 7~ M et comme (7 PFz) = 7= F(z),
on a Y(r P*M) C 77F=¢M. On en déduit le fait que sin > b = [[25] + 1, alors ¢ = 0 sur

i1) Il existe un sous-groupe ouvert de I'i agissant trivialement sur




THEORIE D’TWASAWA 11

”:IJI\/IM et donc que v — 1 est bijective sur ”_,:M Comme D(V) = U 7 "M, ceci implique
neN
M D(V)

en particulier que 'application naturelle de = = dans Z—1 est un isomorphisme.

Pour démontrer le i), il suffit alors de remarquer que comme () — 1)(M) contient M, cela

( ) est un quotient de = MM . Quant au ii), c’est une conséquence du fait que I'r

implique que -
laisse stable M et donc 7 M quel que soit k € Z et de ce que laction de I' étant continue sur

D(V') et M étant fermé dans D(V), il existe un sous-groupe ouvert de I'x agissant trivialement
i

sur MM puisque ce module est muni de la topologie discrete.

Corollaire 1.7.4. — Si'V est une Z,-représentation de Yy, le module ?b(_vl) est un Z,-module
de type fini.

Démonstration. — Z(Yl) /p?b(yl) = (512‘1)1) = D(E)‘i/lp ) est un F,-module de type fini d’apres le

lemme précédent, ce qui permet de conclure, compte-tenu du lemme 1.7.1.

On a donc démontré le ii) de la proposition 1.5.6 et il ne reste plus qu’a démontrer que
D(V)¥=! engendre D(V'). Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.7.5. — Si 'V est une F,-représentation de 9x et X est un sous-F,-espace vectoriel
de D(V)¥=! de codimension finie, alors X contient une base de D(V) sur Eg.

Démonstration. — Soit, comme ci-dessus, M = (mg ® V) 7k Commencons par remarquer que,
d’apres le lemme 1.7.2, si € M¥=0 alors la série Z 20 ¢"(x) converge dans D(V) vers un
élément de D(V)¥=1; nous le noterons eul(x). Soit e1,...,eq une base de M sur Ef;. Soit r la

codimension de X dans D(V)¥=1. Si1<i<det j> 1, soit 2;,; = eul(ep(nie;)). Siiet n > 1
sont fixés, les z; ; pour n < j < n + r forment une famille de r + 1 éléments de D(V)¥ = 1 et

(n )

comme X est de codimension r dans D(V)¥=', on peut trouver des éléments a; ; de Fp pour

0 <j<rtels que f;, = Z; 0 z(g)Zern appartienne a X. Soit 3;, = 7" Z] —0 Z(])TFJ On a

hrf (ep(Bin)) "L fin = ¢(ei), ce qui implique que le déterminant de fi,, ..., fan dans la base
n—

@(er),...,p(eq) est non nul si n est assez grand et donc que fi,,..., fo, est une base de D(V)
sur Ex si n est assez grand. Le lemme s’en déduit.

Corollaire 1.7.6. — Si V est une Zy-représentation de Yy, alors D(V)¥=! engendre le A-
module D(V').

Démonstration. — Le lemme du serpent montre que le conoyau de I'injection de D(V)¥=! /pD(V)¥=1

dans D(V/p)¥=! s’identifie au sous-groupe de p-torsion de D(V)/t¢) — 1. En particulier, il est
de dimension finie sur F,, ce qui permet d’utiliser le lemme précédent pour montrer que
D(V)¥=1/pD(V)¥=! contient une base de D(V/p) sur Ex et il n’y a plus qu’a relever cette
base pour obtenir une famille d’éléments de D(V)¥=! engendrant D(V) sur Ag.

II. Théorie d’Iwasawa des représentations p-adiques

1. Cohomologie d’Iwasawa. — Rappelons que si n € N, on note K,, le corps K(E(”)) =
K(ppn). D’autre part, si n > 1 (resp. n > 2 si p = 2), le groupe I'k, est isomorphe & Z,, ce
qui nous permettra d’utiliser les résultats des paragraphes 5 et 6 du chapitre I. On choisit un
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générateur vy, de ', et on pose 7, = %K":Kl] sin > 1 (si p =2, on fait la méme chose en

commengant par n = 2), ce qui fait de =y, un générateur de I'g, .

Définition I1.1.1. — i) SiT est une Z,-représentation de ¥x et m € N, on note H{ (K, T) la
limite projective lim H™(K,,T) des H™(K,,T) relativement aux applications de corestriction.

ii) Si V' est une représentation p-adique de ¥x et T est un Z,-réseau de V stable par ¥, le
groupe Q, ®z, H{,(K,T) ne dépend pas du choix de T et sera noté Hy (K, V).

Le lemme de Shapiro permet de remplacer la limite projective dans la définition de H{ (K, V)
par un seul groupe de cohomologie. Si V' est une Z,-représentation ou une représentation p-adique
de ¥k, on munit A®z, V' de 'action naturelle diagonale. Si on considere A®z, V' comme I'espace
des mesures sur 'k a valeurs dans V, la mesure o(u) est celle qui & une application continue
f :T'g — V associe I’élément

f@ow) =o( [ flon)ev

FK FK

Si V' est une Z,-représentation ou une représentation p-adique de ¥ et k € Z, on note V (k)
la tordue de V' par la puissance k-iéme du caractere cyclotomique et si x € V', on note x(k) son
image dans V' (k).

Si p € H"(K,Ax ®z, V) et si 7 — pir .7, est un m-cocycle continu représentant g,
alors 7 — (fFKn X(@)* s, 0 ) (k) est un m-cocycle sur 9k, & valeurs dans V(k) dont la

classe (fFK x(2)*u) (k) dans H™(K,,V(k)) ne dépend que de p et pas du choix du cocycle
représentant .

Proposition I1.1.2. — Soit V' une Zy,-représentation ou une représentation p-adique de 9y .

Sim € N etk € Z, Uapplication qui a p associe (. . ., (fFK X(a;)ku) (k),...) est un isomorphisme

de H™ (K, Ax ®z, V) sur H{y(K,V(k)). En partz’culier,n si k € Z, les groupes de cohomologie
(K, V) et HM (K, V(k)) sont isomorphes.

Démonstration. — [5], proposition I1.1.8

=1
En vertu du lemme 1.5.5, I'application ¢y, ,, permet d’identifier Dg‘:ll a un sous-groupe de

H'(K,,V). On obtient donc pour chaque n > 1 une application de D(V)¥=! dans H'(K,,V).
Explicitement, si y € D(V)¥=1, alors (¢ — 1)y € D(V)¥=% et comme 7, — 1 est inversible
sur D(V)¥=0, il existe z, € D(V)¥=Y vérifiant (v, — )x, = (¢ — D)y (i.e tel que (xn,y) €
Z o (Kp, V). D’autre part, le lemme 1.4.2 implique que Vimage vy, (y) de £k, (Yn)tpr, (Tn,y)
dans H'(K,,V) ne dépend pas du choix de . On a donc de cette facon associé & tout élément
y € D(V)¥=! une collection de classes de cohomologie galoisienne v, ,(y) € H(K,,V) pour

n > 1. Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant di a Fontaine (non publié).

Théoréme II.1.3. — Soit V une Z,-représentation ou une représentation p-adique de Y .
i) Siy € D(V)¥=L, alors (... typn(y),...) € HL (K, V).
i1) L’application Logys () : D(V)¥=! — HL (K,V) ainsi définie est un isomorphisme.

Remarque II.1.4. — i) Comme on le verra au chapitre IV, l'application Log}"/*(l) (ou plutot
son inverse que nous noterons Exp}"/*(l)) a un rapport assez étroit avec I’exponentielle duale de
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Bloch et Kato si V' est une représentation de de Rham ; c’est ce qui justifie le nom que nous lui
avons donné.

ii) I suffit de traiter le cas oit V' est une Z,-représentation, le cas d’une représentation p-adique
s’en déduisant en tensorisant par Q,. Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposerons donc
que V' est une Z,-représentation.

2. Corestriction et (¢, I')-modules. — Le i) du théoréme II.1.3 est une conséquence immédiate
du lemme suivant.

Lemme I1.2.1. — Sin > 1, soit

Tt HY(Cyp, (K, V) — HY(Cyy,y (K1, V)

Uapplication induite par celle qui a (x,y) € Z1(Cyq, (Kn, V) associe (sz_ilx, y) € ZYHCypr, (Kn-1,V)).
Alors le diagramme
Toon

Hl (C%Wn (Kﬂ? V)) — Hl(Cﬂpa'Yn—l (Kn—la V))
1~L Lo, COTK, /K,y 1l Lo yn—1
HY (K, V) — HY (Ky-1,V)
est commutatif.
Démonstration. — Rappelons que si G est un groupe, M un G-module et H un sous-groupe

d’indice fini de G, I'application de corestriction cor : H*(H, M) — H(G, M) peut se décrire
de la maniere suivante. Soit X C G un systeme de représentants de G/H et, si g € ¢, soit 7,
la permutation de X définie par 7,(x)H = gzH siz € X. Sic € H'(H,M) et h — ¢ est un
cocycle représentant c, alors
g— Z Tg(x)(CTg(m)*lgm)
zeX

est un cocycle sur G & valeurs dans M dont la classe dans H'(G, M) ne dépend pas du choix de
X et est égale a cor(c).

De maniere plus agréable, si IV est un G-module contenant M tel que l'image de ¢ dans
HY(H, N) est triviale (i.e. tel qu'il existe b € N tel que I'on ait ¢;, = (h — 1)b quel que soit
h € H), alors cor(c) est la classe du cocycle

g— (g— 1)(2 xb).
zeX
Dans le cas particulier qui nous intéresse, on prend G = Y, ,, H = Yk, et, si J,_1 est
un relevement de v,_1 dans ¥k, _,, on pose X = {1,9,_1,... ,’yﬁj}. Finalement, on prend
N = Frac(Zp[[9k,.]]) ®z,(w 1) (A Rz, V) ou Frac(Zp[[¥k,_,]]) désigne 'anneau total des
fractions de l’algebre de groupe complétée Zy[[%x, ,]] de Yk, .. Si (z,y) € ZY(Cp ., (Kn, V),
et sibe A®T, le cocycle ¢,y est donné par la formule ¢ (o) = (0 —1)c, oli ¢ = ,yny_l —beN.

Il résulte de la discussion précédente que corg, /r,_, (Lo, (Z,y)) est représenté par le cocycle

o= (0-1) (pf Fhoae) = (0 =Dz - i)
=0

Tn i=0
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et comme

0 (Z b) Z (o — 1)) Tho1 — 1 Y — 1
— — = — xr = X
’Y’I’L 1 — 7n 1 SD 7n 1 — 1 '.Yn—l _ 1

on voit que ce cocycle n’est autre que vy, (T4 n(x,y)), ce qui permet de conclure.

Remarque I1.2.2. — On peut aussi cacher ces calculs explicites dans le formalisme cohomo-
logique en remarquant que, si n > 1, le diagramme

Comn(Kn,V):  0— DV) — D) 69 DWV) — DV) —0
#1—11 ! %1 - @id 1 id
Corn1(Kp-1,V): 0— DV) — DWV)®DV) — D{V) —0
est commutatif et fonctoriel en V' et induit donc un morphisme cohomologique de H*(K,, )
sur H*(K,_1,-) qui coincide de maniere évidente avec la norme en degré 0 et donc avec la
corestriction en degré supérieur.

3. Interprétation des modules D(V)¥=! et % en théorie d’Iwasawa. — Passons a la
démonstration du ii) du théoreme II.1.3. Le lemme I1.2.1 implique en composant avec ., que les
applications (Ly -, Jnen induisent un isomorphisme de la limite projective des H'(Cy ,, (Kn, V)
relativement aux applications T, ,, sur HIIW(K , V). D’autre part, le lemme 1.5.5 implique, en
passant a la limite projective, que 'on a la suite exacte

v=1
0 —s hmD(V)l — lim B (Cy (K, V) — hm(i(vi)”‘”
— ")/n — -

¥=1
la limite projective des DE{‘:)A étant prise pour les applications naturelles (i.e. induites par

)

I'identité sur D(V)¥=!) et celle des (%)%:1 relativement aux applications

Yot1 — 1 (D(V))’YrFl N (D(V))’Y"—lzl
Tn—1 =1 Y—1 .

Il s’agit donc de démontrer la proposition suivante

Proposition I1.3.1. — Si 'V est une Z,-représentation de 9, alors

b=
i) L’application naturelle de D(V)¥=! dans lim D(V)_ : est un isomorphisme
Yn—1

i) lim (B0) "~ =0

. . . . Y= sz = .-
Démonstration. — 1) Soit (zp)pen € lim %. La compacité de D(V)¥=! [cf. proposition

1.5.6] implique que la suite x,, admet une valeur d’adhérence z € D(V)¥=! et I'image de = dans

b=
lim % est par construction (z,)nen. L’application naturelle de D(V)¥=! dans lim %

est donc surjective.

La compacité de D(V)¥=! et le fait que si z € D(V) , alors (v, — 1)z tend vers 0 quand n
tend vers +oo impliquent que si U est un ouvert de D(V') stable par I', alors il existe ny € N
tel que (v, — 1)D(V)¥=! C U si n > ny. Ceci implique que QN(’Yn —1)(D(V)¥=1) = {0} et

n

permet de montrer 'injectivité.
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D(V) )'Ynzl

ii) % étant un Zy-module de type fini [cf. proposition 1.5.6], la suite des (W est

stationnaire puisque croissante. On en déduit le fait qu’il existe ng € N tel que 77” 11 soit

la multiplication par p sur (%)% "sin > ng, ce qui permet de conclure car ?p(_vl)

n’a pas
d’élément p-divisible.

Remarque I11.3.2. — On a H*(K,,V) & H?*(Cy., (Kn,V)) = (zp—D1(+—1)' On en déduit le
D(V)

fait que si V' est une Z,-représentation, alors HIQW(K , V) est la limite projective des W

_1="/n_1)
et comme % est un Zy-module de type fini sur lequel I'k agit continuement d’apres le ii)

1
du lemme 1.7.3, 'application naturelle de M dans la limite projective des % est un

Y-
(V)

isomorphisme, ce qui prouve que o1 S identifie fonctoriellement & HZ (K, V).

ITI. Représentations de de Rham et représentations surconvergentes

1. Représentations de de Rham et représentations cristallines.— On pourra consulter
[9] et [10] par exemple pour les faits rappelés dans ce paragraphe. On note #Z ou E* l'anneau
des entiers de E; Soit Ajpr = W(Z) 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans Z et si
xr € X, soit [z] son représentant de Teichmiiller dans Ajyy.

L’homomorphisme 6 de Aj,¢ dans Oc, qui a S oS p[an) associe Y9 p":c%) est surjectif,

son noyau est un idéal principal dont w = [51]71 = @ff ) est un générateur et (Ajng,0) est
[eP]-1

I'épaississement p-adique universel de Oc, .
On prolonge 6 en un morphisme de Bt . = A [l] sur Cp, on note B 'anneau lim B/ /(ker )"

et on prolonge # par continuité en un morphisme de BT, qr sur C,. Ceci fait de B 4r Un anneau

de valuation discréte d’idéal maximal ker 6 et de corps résiduel C,. L’action de 9q, sur Bj;f

1
1" n

s’etend par continuité en une action continue de 9q, sur Bjj;. La série log[e] = 3%} (G) it
converge dans B;{R vers un élément que nous noterons ¢, qui est un générateur de ker 0, sur
lequel o € 9q, agit via la formule o(t) = x(0)t et qui peut étre vu comme un analogue p-adique
de 2.

On pose Bygr = B:{R[t_l], ce qui fait de Bgr un corps et on munit Bgr de la filtration
décroissante définie par Fil'Byg = tiBgR. Cette filtration est stable par ’action de Y.

Soit K une extension finie de Q,. Soit V' une représentation p-adique de ¥x. Le K-espace
vectoriel Dgr (V) = (Bqr ® V)7 est de dimension inférieure ou égale & celle de V' sur Q,. On
dit que V est de de Rham s’il y a égalité. D’autre part, Dgr (V') est muni de la filtration induite
par celle de Bygr ; c¢’est une filtration décroissante et on a FiliDdR(V) = Dgr(V) sii <0 et
Fil' Dar(V) = {0} si i > 0.

Soit Bjrls I'ensemble des =z € BdR tels qu 11 existe une suite (an)pen d’éléments de Blnf

tendant vers 0 telle que 'on ait x = ;“X(’) an n, . Alors BCrlS est un sous-anneau de B, dR stable
par 9q, contenant ¢ et I'action de ¢ sur B ' ¢ s’étend par continuité en une action sur BI..On

cris*
a @(t) = pt et on note Beis le sous-anneau Bjrls[ | de Bgr.

Le K N Q) -espace vectoriel Deyis(V) = (Beris ® V)7 est aussi de dimension inférieure ou
égale a celle de V' sur Q, et on dit que V est cristalline s’il y a égalité. L’action de ¢ sur
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Beis commutant a celle de ¥k, ceci munit naturellement De,is(V) d’une action semi-linéaire
(relativement a la structure de K N Q,"-espace vectoriel) de .

Si V est une représentation de de Rham (resp. cristalline) et k € Z, il en est de méme de V (k)
et on a Dgr(V (k)) = t*Dgr(V) (resp. Deis(V (k) = t ¥ Deris(V)).

2. Eléments surconvergents. — Tout élément = de B peut s’écrire de maniére unique sous
la forme >, o p*xk], ot les zy, sont des éléments de E et la série converge dans B si et

seulement si la série ) pka},(co) converge dans C, c’est-a-dire si et seulement si k + vg(xy)
k>—o0
tend vers +o00 quand k tend vers +oo. Plus généralement, si n € N, la série définissant =" (x)

converge si et seulement si k + p~"vg(x) tend vers +oo quand k tend vers +oo.

Un élément z de B pour lequel il existe n € N tel que la série définissant ¢~ "(x) converge
dans BIR sera dit surconvergent. On note Bf ’ensemble des éléments surconvergents de B ; c’est
un sous corps de B stable par ¢ et %k. Si n € N, on note B I’ensemble des z € B tels que

¢~ "(x) converge dans B:{R; c’est un sous-anneau de B stable par 9q, et on a Bf = UN Bf.
ne

D’autre part, z € B si et seulement si p(x) € Bim+L,
On note A" I'anneau des éléments z = S0 pFlay] de BN A tels que k + p"vg(z)) > 0
quel que soit k € N et on a Bf"? = AJ“”[%].

On définit un sous-corps BT de B stable par ¢ et “9q, et, si n € N, des sous-anneaux Afm
et B de B stables par 9k en posant Bf = BN ]§T, ATn = AN A" et Bt = BN B Par
construction, QO*”(BT’”) s’'identifie naturellement & un sous-anneau de BIR. Finalement, si K
est une extension finie de Q,, on pose Bl = (BT)7i, Al = (A1) ot BL = (Bm) i

Proposition II1.2.1. — i) Si K est une extension non ramifiée de Q, et sin > 1, un élément
x de Ak appartient a A}’(n si et seulement si il peut s’écrire sous la forme x =3, apm®, ot

% > 0 et tend vers +oo quand k tend

les ay, sont des éléments de Ok tels que vp(ay) + =1)p
vers —oo.

ii) Sin > 2, un élément v de Aq, appartient a ATQZ si et seulement si wy,(z) —k(p—1)(p" ' —
1) <0 et tend vers —oo quand k tend vers +0o.

iii) Si K est une extension finie de Q,, alors B}( est une extension de BJ{QP de degré By :
Bq,] = [Kwo : Qp(ppe=)] et il existe a(K) € N tel que sin > a(K), alors w‘”(B;’(n) C K, [[t]].

Démonstration. — Le i) est démontré dans [3] (c’est une réécriture du (iii) de la proposition
11.2.1 de [3], compte-tenu de ce que 'anneau noté A’™ dans cet article correspond & I’anneau
A:, de [3] avec r = (p— 1)p"~! d’apres la remarque I1.1.1 de [3]). le ii) est une conséquence du
i) et de la construction des applications wy, (cf chapitre I §6). Remarquons de plus que 'anneau
A utilisé pour la construction de ces applications est I’adhérence de Agi dans Aq,. Le iii)
est démontré dans [2] et partiellement dans [3], proposition I1.4.1 mais comme [2] n’est pas
facilement accessible, nous allons en donner une démonstration compléte.

Dans le cas ott K est non ramifié sur Q,, on peut déduire le iii) du i) en utilisant le fait que
K, [[t]] est fermé dans B} et la formule

e (m) = o (el = 1) = [ "] = 1= eMerm — 1€ K,[1]].
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Dans le cas général, soit F' = K N Q) et soit e = [Ko : Fix]. D’apres la remarque 1.1.2, il existe
w = (wWM)en € lim O, tel que w(™ soit une uniformisante de O, si n est assez grand et

Tk = ti(w) est alors une uniformisante de Ex qui est une extension totalement ramifiée de
degré e de Ep. Soit P(X) = X¢+ @1 X ! +--- +a € Ep[X] le polynome minimal de 7
sur Ep et soit § = vg(P (Tx)). Si 0 < i < e— 1, soit a; € Op[[r]] C Ap dont la réduction
modulo p est @; et soit P(X) = X+ ae1 X'+ 4+ a9 € Ap[X]. Le lemme de Hensel (ou
lalgorithme de Newton) montre que I’équation P(X) = 0 a une unique solution 7 dans Ag
dont la réduction modulo p est T et que cette solution (vue comme élément de 11) peut s’écrire
sous la forme

+0o0
(111.2.2) i = [Tx]+ > pile,

i=1

ou les oy sont des éléments de E vérifiant vg(a;) > —id. En particulier, mx € ATI’(” sip" >0, ce
qui permet de montrer que 'on a A}(" = A};n [Tk] sip™ > §. Pour terminer la démonstration du
iii) dans le cas général, il suffit donc de prouver que si n est assez grand, alors 7, = ¢ " (1) €
K,[[t]]. Soit P, (resp. Q) le polyndéme obtenu en appliquant 6 o =™ (resp. ¢~ ") a chacun des
coefficients de P; c’est un polynéme a coefficients dans O, (resp. Fy,[[t]]) dont (7 ) (resp.
TKn) est une racine. D’autre part, par définition de I'application ¢k (cf. proposition I.1.1),

on a v,(w™ — *g?)) > % si n est assez grand et la formule II1.2.2 montre que v,(0(7k ) —

f%)) > (1- I%) et donc que vp(Pn(w(n))) > % si n est assez grand. Le méme genre de calcul
montre que v, (P (w™)) = ]%UE (F’(f;{)) si n est assez grand et donc que 'on a vy, (P, (w(™)) >
20, (P (w™)) si n est assez grand. Le lemme de Hensel permet alors de montrer que 1’équation
P,(X) = 0 a une unique solution dans C, proche de w(™ et que cette solution appartient & & K,
puisque w™ et les coefficients de P, y appartiennent. On en déduit ’appartenance de 6(mg ) &
K,,. Si on utilise & nouveau le lemme de Hensel, on montre que @), a une unique solution dans
B;{R dont 'image par 6 est §(mx ) et que cette solution appartient a K,[[t]], ce qui permet de
conclure.

On munit Bq, de 'opérateur différentiel V défini par continuité et les regles habituelles de
dérivation a partir de la formule Vr =14 7. On a donc V = [a]%“:”%, la derniere “égalité”
venant de ce que I'on a ¢t = log(1 + ). Il faut tout de méme faire attention au fait que ¢ ¢ Bq, .
Cette dérivation s’étend de maniere unique a I'extension maximale non ramifiée de Bg, dans B
puis par continuité, en une dérivation V de B dans B.

Lemme II1.2.3. — Si K est une extension finie de Q,, il existe m(K) € N tel que, sin >
m(K) et x € B}’(n, alors

i) Vo e B
i) ™" (V) = p" f (07" (2)).
Démonstration. — Si K = Q,, un calcul explicite utilisant le i) de la proposition précédente

montre que 'on peut prendre n(K) = 1. Dans le cas général, soit o un générateur de Bk sur

BJ(er et P son polynome minimal. L’identité

0=V(P(a)) = P'(a)Va+ VP(a),
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oll VP est le polynome obtenu en appliquant V a chacun des coeflicients de P, montre que

Va = _YDI'D((O[OC)) € B}- On peut alors prendre pour m(K) n’'inporte quel entier m tel que B}’(m
contienne Vo et a.
Pour démontrer le ii), il suffit alors de constater que ¢~ "oV et p"%ogo*" sont deux dérivations

continues de B;’(n coincidant sur BTQ: car

oo V([e]) =" ([]) = ™ exp(pTt)

d _ d _ _
p"— o "([e]) =p" (™ exp(p~"t)) = e exp(p~"t).
dt dt
3. Généralités sur les représentations surconvergentes. — Une représentation surcon-

vergente est une représentation dont le (¢, I')-module est engendré par des éléments surconver-
gents. De maniere précise, on a la définition suivante.
Définition III1.3.1. — Si V est une représentation p-adique de ¥k, on pose
DI(V)= (Bl ®q, V)" et D'"(V)=(B"®q, V)"  sineN.
On a dimB}{ Di(V) < dimqg, V' et on dit que V' est surconvergente si on a égalité.

Les représentations surconvergentes sont étudiées en détails dans [2] et [3] et la proposition
suivante rassemble les résultats de ces deux articles dont nous aurons besoin pour la suite.

Proposition II1.3.2. — i) Toute représentation de Y est surconvergente.

i) Il existe n1 (V) tel que D(V)¥=' ¢ Dtm(V)(V),

i) Si V est surconvergente et n € N, alors v, — 1 admet un inverse continu sur DT(V)¥
Plus précisément, il existe na(V') tel que si n > na(V), alors

(3 — )Y DI (V)P=%) € D (v)P=0.

=0

Démonstration. — Le i) est le résultat principal de [3] (cf. corollaire I11.5.2) ; le ii) est démontré
dans [2] et peut aussi se déduire du lemme 1.6.4 et du ii) de la proposition III.2.1 de la maniere
suivante.

Soit T' un Z,-réseau de V stable par ¥x. Puisque V est supposée surconvergente, on peut
choisir la base ej,...,eq de D(T) formée d’éléments surconvergents et la matrice ® est alors
elle aussi formée d’éléments surconvergents. Soit n > 2 tel que e; € DV (T) si 1 < i < d et les
coefficients de ® appartiennent a Ag; La suite de terme général wi(®) — k(p — 1)(p"~! — 1)
tend donc vers —oo quand k tend vers 400 et le lemme 1.6.4 appliqué a x = 0 montre que les
coordonnées 1, ...,yq de y dans la base eg,...,eq sont telles que wg(y;) — kp(p" ! — 1) tend
vers +oo quand n tend vers +oo et sont donc éléments de ATQZH. Ceci permet de conclure.

Le iii) peut se déduire de la proposition I1.5.4 de [3]. D’apres cette proposition, il existe m > 2,
na(V) > m et une base ei,...,eq de D(T) sur Aq, constituée d’éléments de DF2(V)(T) tels
que sin > na(V) et D, est le sous—AI;’{;—module de D' (V) engendré par ey, ..., eq, alors v, — 1

induit une bijection de ¢()*Dy =" sur o(7)**" " DY quel que soit a € Z.
Sir € N, soient a,. pour k € N les éléments de Q définis par

=N au(x -1k
Xr —1 P
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Une décomposition en éléments simples fournit la formule a,j = % ng":l CRA = OF et
comme v,(¢ — 1) > W, on en déduit la minoration vp(a,r) > —r — 1+ [W]. Un
petit calcul montre alors que si l'on écrit k sous la forme b(p — 1)p" + s avec 0 < s < (p— 1)p"
et que 'on pose n = m + r, alors CLT7ng(7T)_kpm71 € p(p_l)bgo(ﬂ)_SPMAAg:H. On en déduit en
particulier le fait que si z € Dy=", la série S35 ar k(v — 1) "F2 converge dans DT (V) vers
un élément y de D(V)¥=C (puisque tous les termes de la série sont tués par 1) tel que l'on ait

+oo
(= Dy =0k =Dy = =1 ark(ym —1) )z ==,
k=1

par définition des a,x. On a donc linclusion (v, — 1)~! (D%ZO) C DV (V) et pour conclure,
il suffit de constater que 'on a D""(V) = Q, ® D,, et donc (DT"(V))¥=0 = Q, ® Dy=".

IV. Théorie d’Iwasawa des représentations de de Rham

1. L’application exponentielle de Bloch-Kato et sa duale. — Soient K une extension
finie de Q, et V une représentation p-adique de ¥ . Tensorisant la suite exacte

0— Qp — Bgo=1 — BdR/BgR — 0

cris
avec V et prenant la suite exacte de cohomologie associée, on obtient la suite exacte

0— V% — DENV) — ((Bar/Blr) @ V)% — HNK,V) — 0,

Cris

ot I'on a noté H} (K, V) le noyau de I'application naturelle de H*(K, V) dans H'(K, Bfrizsl V).
On en déduit une application de Dyr(V) dans H'(K, V) appelée exponentielle de Bloch-Kato
et notée expy,. Cette application se factorise & travers Dggr(V)/Fil’Dyr (V) et son image est
incluse dans H!(K,V). D’autre part, si V est de de Rham, on a ((Bgr/Blz) ® V)% =
Dar(V)/Fil®Dggr (V) et 'image de exp, est H(K,V) tout entier (cf. [1], Lemma 3.8.1). Fi-
nalement, si V' est de de Rham et k > 0, alors expy(;) est un isomorphisme de Dggr(V (k)) sur
HY(K,V(k)).

Le choix de ¢ nous fournit un isomorphisme entre Dqr(Qp(1)) = t 71K et K. Si V est une
représentation de 9y, 'accouplement [, |p (1) obtenu en composant les applications

Dar(V) @ Da(V*(1)) = Dan(V © V(1)) = Dan(Qp(1) = K /¥Q,

est non dégénéré, ce qui fait que Dgr(V*(1)) s’identifie naturellement au dual de Dggr (V). De
méme, H'(K,V*(1)) s’identifie naturellement, grace au cup-produit

HY(K, V) x H (K, V*(1)) — H*(K,Qy(1)) = Qp,
au dual de H'(K,V). Ceci permet de voir 1'application eXp}"/*(l) transposée de 'application
expy=(1y : Dar(V*(1)) — H'(K,V*(1)) comme une application de H'(K,V) dans Dgr (V) ; son
image est incluse dans Fil’Dgg(V). Si V est de de Rham et & >> 0, 'application exp}"/*(
un isomorphisme de H'(K,V(—k)) sur Dgr(V (—k)).

1+k) €St

Cette construction de 'application exp* n’est pas trés commode pour les calculs, mais on
peut utiliser un théoréme de Kato [12] pour obtenir des formules plus explicites (cf. proposition
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IV.1.2 ci-dessous dont on peut trouver la démonstration dans [5]). Pour formuler le résultat,
nous aurons besoin d’introduire un certain nombre d’opérateurs sur Bg%.

Siz e Ky et n € N, alors meTer/Kn (z) ne dépend pas du choix de l'entier m > n + 1 tel
que = appartienne a K,,. On note T, I'application Q,-linéaire de K, dans K, ainsi définie. Si
n>1etz e K,, alors T),(z) = p~"x. Les T, sont reliés entre eux par la formule

Tm =Trg, /K, ©Tn sin=>m.

On note encore T}, 'application de Koo ((t)) dans K, ((t)) définie par Ty, (3720 art®) = 3720 Tular)tr.

Proposition IV.1.1. — (i) K ((t)) est dense dans B'd%;{( et Ty, s’étend par continuité en une
application Qp-linéaire de Bjﬁ‘ dans Ky ((t)).
(ii) Si F e Bﬁ’:f, alors lim p"T,(F)=F.
n—+o0o

Démonstration. — [5], proposition V.4.1

On définit de la méme maniere des applications pry Bf{( — K,((t)) par la formule

pr, (x) = mTer/Kn(x) siz € Ky et m > n est tel que z € K, et il existe a/(K) > 1
tel que Pon ait p"T), = prg, si n > a/(K). Le (ii) de la proposition précédente se traduit donc

par la formule lim pry (z) =xsiz € BjﬁK.
n—+o00 n

Si V' est une représentation de de Rham, ’application naturelle de Bfg{{ ®K Dgr(V) dans
(Bar ®q, V)& est un isomorphisme et on étend les applications T,, et pr K, pour n € N par
linéarité & Bfg{ ® Dgr(V). D’autre part, si F' € Koo ((t)) ® Dgr(V), alors F' s’écrit de maniére
unique sous la forme >, t*dy, avec di, € Koo ® Dgr(V) et on note Ov (—k)(F') I'élément thd,
de Koo ® DdR(V(—k)).

Proposition I1V.1.2. — Soient V une représentation de de Rham, m € N et k € Z deux
entiers. Soit c € HY(K,,, V(=k)) et T — ¢, un cocycle sur Tk, a valeurs dans (Bqr®@V (—k)) 7K
ayant méme image que ¢ dans H' (K, Bqr ® V(=k)), alors

1

XD (1119(€) = D) © P, (o ven)
/4

quel que soit v € T'k,, tel que log, x(v) # 0.

Remarque IV.1.3. — La nullité de H' (K, Bqr ® V(=k)) (cf. [5], (i) du théoreme IV.3.1)
entraine le fait que I’application d’inflation de H'(Tk,,, (Bqr ® V(—k))?%) dans H'(K,,, Bqr ®
V(—k)) est un isomorphisme et donc que I'on peut effectivement trouver le cocycle 7 — ¢, sur
I'k,, dont on a besoin pour pouvoir utiliser la proposition précédente.

2. La loi de réciprocité explicite. — Soient V' une représentation de de Rham de ¥
et n(V) = sup(n1(V),na2(V)) (cf. proposition I11.3.2). Si u € H} (K, V), alors Exp}"/*(l)(u) €
D(V)¥=1. D’autre part, D(V)¥=! ¢ DtV)(V) d’apres le ii) de la proposition I11.3.2. Ceci
permet, si n > n(V) de voir o™ "(Expy.q)(¢)) comme un élément de Bqr ® V. Comme
cp_”(EXp;"/*(l)(,u)) est un élément de Bgr ® V fixe par %, on peut regarder son image par
les applications T, définies au §1.
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Théoréme IV.2.1. — Soient V une représentation de de Rham de ¥x et m € N.

i) Sin > sup(m,n(V)) et u € HL (K,V), alors Tm(gp_”(Exp}'}*(l)(u))) est un élément de
Km((t)) ®k Dar (V) indépendant de n ; il sera noté Expy. ., (1)

i) Si p € H (K, V), alors

ExDT 10, (0) = 3 by ([ (@) ).
keZ Tkm
iii) Il existe m(V) > n(V) tel que sim > m(V) et u € H (K, V), alors Expy. 1) k,, (1K) =
P M (EXDYa 1y (1)

Remarque IV.2.2. — L'image de H'(K,,,V(—k)) par eXPy 441y st incluse dans Fil’Dyr(V (—k)) =
Fil’(t* Dgr(V)) et est donc nulle si k& < 0. La série dans le membre de droite du ii) est donc
bien convergente dans Byg ® Dggr(V).

Démonstration. — Compte-tenu de ce que T = Trg, /g, 0Ty sirT < m et de ce que si Ly C Ly
sont deux extensions finie de K, alors le diagramme

eXPyx (1)
—

H(Ly, V) Ly ® Dgr(V)
Leorpy/n, exp* | Trp, p,®id
1 V*(1)
H*(Ls, V) Ly ® Dgr(V)
est commutatif, pour démontrer les points i) et ii), il suffit de le faire pour m assez grand. On
peut donc en particulier supposer m > n(V) + 1, prg, = p™Ty, et lx,, (vm) = bg;‘#.

Notons y I'élément Expy. )(u) de D(V)¥=! et, si i € Z, notons y(i) I'image de y dans
D(V(i))¥=! = D(V)¥=! (les deux modules sont égaux; il n’y a que I'action de I' qui change).
Par construction de I'application Exp{. (1) OW plutot de son inverse, fFK x(2) 7% est représentée

par le cocycle

oc—1

y(=k) = (0 = 1)),

o — ¢, =K, (’Vm)(

Ym — 1
oit b € A ®V est une solution de I'équation (¢ — 1)b = (7, — 1) ((¢ — Dy(—k)).

Par définition de n(V), on a y € DI*(V)(V) ¢ DV 1(V) et donc (p — 1)y € DI (V)¥=0, ce
qui implique (7, — 1) 7' (¢ — 1)y(=k) € DF™ (V) d’apres le iii) de la proposition I11.3.2 et le
méme genre de majorations que dans la démonstration du lemme 1.6.4 permet de montrer que
ceci implique b € AT @ V. Comme on a supposé n > sup(m,n(V)), on peut donc voir ¢~"(b)
et ¢~ "(y) comme des éléments de Bl @ V et ¢/, = ¢~ "(c]

/) comme un cocycle & valeurs dans
Bar ® V qui differe du cocycle

log x(ym) o =1 _,
o —Cp = e "(y(—Fk
P — (y(=Fk))

par le cobord o — log;‘#(a — 1)~ ™(b). Comme y est fixe par #%, le cocycle 0 — ¢, est a

valeurs dans (Bgr ® V)”K ce qui permet d’utiliser la formule de Kato pour calculer son image
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par ’application exponentielle duale et on obtient
* _ 1
experon ([ M@ ) = v i, (er0)

I,  log x(m

lena‘/(k) (prr, (0" ()

et comme pimerm =Tm et Ti(z) = 3 ez Ov () (Tm(x)) siz € (Bgr ® V)7 on en déduit
le i) et le ii).

Passons a la démonstration du iii); il s’agit de démontrer que si m est assez grand, alors
" (Expiaqy (1) € Km((t)) ®k Dar(V). Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme IV.2.3. — Soit d un entier > 1. SiU € GLd(Bdﬁg‘) est tel qu’il existe n € N tel que
U~y(U) € GLy(K,((t))), alors il existe m € N tel que U € GLg(Kn((t))).

Démonstration. — Soit A = U~*y(U). Si m > n, soit U,, = prg, (U). Utilisant le fait que
pr, est K,((t))-linéaire si m > n, on obtient, en appliquant pry —a I'identité UA = v(A), la

relation U, A = «v(U,,). D’autre part, comme lir}rl Uy, = U, il existe m > n tel que U, soit
m—-00

inversible et éliminant A entre les identités ci-dessus, on obtient le fait que UU,,! est fixe par v
et donc appartient & GLg(K). On en déduit Pappartenance de U a GLg(K,,((t))), ce qu’il fallait
démontrer.

Soient ey, ..., eq une base de DFV)(V) sur B}r’{n constituée d’éléments de D(V)¥=! et
fi,..., fa une base de Dgr (V') sur K. Soient A = (a; ;) € GLd(B}(), B = (b;) € GLd(B}() et,
sim >n(V), Cm™ = (C,ET)) € GLd(BﬁK) les matrices définies par

V)

d d

Ye) =D e pleg) = biger et ¢ ™(ej) = Cg?)fi-
i=1 i=1 i=1

Les relations y0 ™™ = o™ ™oy et ™™ = o~ (M1 6 se traduisent, en tenant compte du fait

que fi,..., fq sont fixes par v, par les relations matricielles
,Y<C(m)) _ C(m)(p_m(A) et C(m+1) _ C(m)(p—(m-i-l)(c—l)_

Il existe ng > n(V) tel que A et B appartiennent a GLd(BJ}’{no). Comme il existe mg € N tel que
cp_m(B}’{m) C Kn[[t], st m > myg, on tire de la premiere de ces relations et du lemme IV.2.3, le
fait qu'il existe m(V) > sup(ng, mg) = my tel que C™) € GL4(Kpvy((t))), ce qui implique,
compte-tenu de la seconde relation, que C™ € GLg(K,,((t))) quel que soit m > m(V). Comme

V) et comme

tout élément = de D(V)¥=! peut s’écrire sous la forme Zle xie; avec x; € B;’(n
Lp*m(BP{n(V)) C Kp[[t]] st m > m(V) d’apres le choix de m(V'), on déduit de I'appartenance
de C™ & GLg(K,n((2))) si m > m(V), Vinclusion o~ (D(V)¥=!) € Kn((t)) @k Dar(V) si

m > m(V), ce qui termine la démonstration du iii) du théoreme IV.2.1.

Remarque IV.2.4. — L’entier m(V) n’a a priori aucun lien avec n(V) comme le montre
I’exemple suivant. Supposons K = Q. Le sous-Q,-espace vectoriel de K,, constitué des éléments
vérifiant Trp, k,_, () = 0 est stable par ¥k et nous fournit une représentation p-adique V' de
Y. Comme Y5 agit a travers ' sur V', on peut prendre n(V) = 0, mais un petit calcul montre
que l'on doit avoir m(V) > n.
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3. Lien avec ’application logarithme de Perrin-Riou. — Notre but dans ce paragraphe
est de comparer, dans le cas ou V est de de Rham, I'application EXp}'}*(l) construite au chapitre
IT avec lapplication “logarithme de Perrin-Riou” construite dans [5]. Commencons par rappeler
la construction de cette application logarithme.

Proposition 1V.3.1. — Soit V une représentation de de Rham. Soit W le Q,-espace vectoriel
de dimension finie UnGN(Bfrlsl ® V)?kn. Soit p € HE (K, V) tel que er p € HY Ky, V) quel
que soitn € N et 7 — ,uT un cocycle continu représentant w. Finalement, si n > 0, soit ¢y,

Punique élément de (B @ V)/W vérifiant (1 — 7)c, = fF i quel que soit T € Y, .

cris
i) La suite de terme général p™c, converge dans (Bfm1 ® V)/W vers un élément de (Bfm1 ®
V)& /W noté Logy (1).
ii) Sin € N, alors

d
dtT (Logy (u Zexpv* (14k) (/ X(;p)_k'u).

keZ

Remarque IV.3.2. — i) 1l existe ky € Z tel que la condition fFK € HY(K,,V) quels que

soient n € N et u € H} (K, V) soit automatique si on remplace V par V (k) pour k > k.

ii) L’opérateur % tue Koo ®@ Dgr (V) et (a fortiori) W, ce qui explique que ’on n’ait pas besoin
de passer au quotient par W dans la formule du (ii).

iii) Dans [5], est construite pour chaque entier A > 1 une application Loggl ), L’application
Logy ci-dessus correspond a h = 1 et la proposition ci-dessus est la réunion des théoremes VI1.3.1

et VIL1.1 de [5].

Le lien entre les applications Logy et Exp;*(l) dans le cas ou V est de de Rham, est fourni
par le théoreme suivant.

Théoréme IV.3.3. — Soit V une représentation de de Rham de 9x. Il existe m(V') > n(V)
tel que sim > m(V) et u € HE (K,V) est tel que fFK p € HYK,, V) quel que soit n € N,
alors

. — d
P BP0y (1)) = - (T (Lo (1))
Démonstration. — Compte-tenu du ii) de la proposition IV.3.1, c’est une conséquence immédiate
des ii) et iii) du théoreme IV.2.1.

Remarque IV.3.4. — 1l est tout a fait posible que ce théoreme soit vide, c’est-a-dire qu’il
n’existe aucun élément non nul de Hllw(K , V) vérifiant ses hypothéses mais, comme nous 1’avons
signalé plus haut, si on remplace V par V (k) pour k > 0, les hypotheses du théoreme sont
vérifiées pour tout élément de HL (K, V).

V. La représentation Q,(1) et I'isomorphisme de Coleman

1. Représentants multiplicatifs. — Rappelons que B est une extension de degré p de p(B)
(totalement ramifiée car Iextension résiduelle est radicielle). Définissons une application mul-
tiplicative N : B — B par la formule N(z) = ¢ '(Ng/um)(z)); ceci fait de N I'analogue
multiplicatif de 'application v définie au §5 du chapitre I.
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Lemme V.1.1. — Si x € E* et U, désigne l’ensemble de y € A dont la réduction modulo p
est x, alors N est une application contractante de U, pour la topologie p-adique.

Corollaire V.1.2. — i) Si x € E, il existe un unique élément & € A dont l'image modulo p
est x et tel que N(&) = Z.
ii) Si x ety sont deux éléments de E, alors Ty = 9.

Démonstration. — Le i) du corollaire est une conséquence du lemme si z # 0 et de la complétude
de U, pour la topologie p-adique. D’autre part, N(p*A) C pP* A, ce qui prouve que 0 est le seul
élément y de pA vérifiant N(y) = y. Le ii) est, quant a lui, une conséquence de I'unicité démontrée
dans le i).

Passons a la démonstration du lemme. Remarquons que N induit l'identité sur E et donc
laisse stable U,. D’autre part, si ¥y = 1 mod p*, on a

N(y) =1+ Trpjpm)(y — 1) = 1+ pid(y —1) mod. p**,
ce qui implique en particulier N(y) — 1 € p*T1A. On en déduit le fait que si 41,7 sont deux

éléments de U, vérifiant y; —y2 € p* A, alors N(y1) — N(y2) = N(y2) (N(y5 'y1) — 1) € pF*1A, ce
qui permet de conclure.

Remarque V.1.3. — On dispose de deux applications multiplicatives de E dans K, a savoir
l'application x — & et celle qui & x associe son représentant de Teichmiiller [z], mais il faut faire
attention au fait que I'on a & # [z] dans A sauf si x € F,,.

Lemme V.1.4. — Soient K une extension finie de Qp et d = [Bx : Bq,] = [Koo : Qp(pp=)].
Si n(K) est le plus petit entier n > 2 tel qu’il eziste ey, ...,eq € A;’(n tels que p(e1),...,p(eq)
forment une base de ATI%"Jrl sur AE:H et sin > n(K), alors N(A}’("H) C A;’(n.

Démonstration. — Par définition de n(K), si n > n(K) et = € A}’{"H, on peut écrire x sous
la forme z = Zle xip(e;) avec x; € AE:H. D’autre part, on peut écrire x; sous la forme
x; = Z?;é z; ;[e)? avec x; j = @(¢([e] 7)) et le corollaire 1.6.3 allié au ii) de la proposition I11.2.1
montre que l'on a x; ; € @(AJ{QZ) On en déduit le fait que les coordonnées y; = 2?21 xijp(e;)
de x dans la base 1,[¢],...,[]P"! de B sur ¢(B), appartiennent & A}’{"H Nep(B) = @(A}’(n).
Maintenant, Ng/,B) (z) est le déterminant de la multiplication par x dans B considéré comme
espace vectoriel de dimension p sur ¢(B); c’est donc le déterminant de la matrice

vo o [EPyp-1 . [E]Pm
Y1 Yo ' :
: : Mpypfl
Yp—1 Yp—2 e Yo

On en déduit 'appartenance de Np/,(B)(7) & @(A;’{"), ce qui, étant-donnée la relation N =
¢~ o Np/y(B), permet de conclure.

Corollaire V.1.5. — Six € B, alors & € A}’(n(K). De plus, si K est non ramifiée sur Q, et
z € Ef, alors & € A} = Ag N Ay = Ok|[]].
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Démonstration. — Soit v € A}( dont 'image dans Ex est = et soit n > n(K) tel que v € A}’(n.
Soit (vg)ren la suite d’éléments de Ak définie par récurrence grace aux formules vy = v et
v = N(vg—1) si k > 1. D’apres le lemme V.1.1, la suite de terme général vy tend vers & dans
A g quand k tend vers 4+oo. D’autre part, le lemme V.1.4 implique que v € AE’(” quel que soit
k € N et comme A}’{" est relativement compact dans AJ}’(nH, cela implique & € A}’("H et on
conclut en utilisant de nouveau le lemme V.1.4 pour descendre de A}’("H a A;;n(K).

Dans le cas ot K est non ramifiée sur Q,, la réduction modulo p induit une surjection de A;
sur Ej{( et comme A;r( est un sous-anneau fermé de A stable par N, la méme démonstration

que ci-dessus en partant de v € A;g montre que & € A}.

2. Séries de Coleman généralisées. — Commencons par rappeler la construction des séries
de Coleman [4].

Proposition V.2.1. — Soit F' une extension finie non ramifie de Q. Siu = (U(n))neN est un
élément de la limite projective lim OF.  des 0%, relativement aux applications normes, il existe

une unique série Col,(T) élément de (Op|[T]]))* telle que Uon ait Col? " (™ — 1) = u™ quel
que soit n € N.

Notre but est de généraliser cette proposition au cas ot on ne suppose plus forcément F' non
ramifié sur Q,, en utilisant les résultats du paragraphe précédent et la bijection tx de lim Ok,

sur E';( (proposition I1.1.1).

Lemme V.2.2. — Si K est une extension finie de Q) et n > n(K), alors le diagramme
Al X Al
b o=(n+D) Nk, /K Lo
n+1 n
Enallt] 557" Kallt]

est commutatif.

Démonstration. — Par définition Ng,,B)(7) (resp. Nk, . /k, (= (1) (2))) est le déterminant
de la multiplication par z (resp. ¢~ "D (z)) sur B (resp. K,1[[t]) considéré comme ¢(B)-
espace vectoriel (resp. K, [[t]]-module) et la commutativité du diagramme suit de ce que @~ ("+1)
est un homomorphisme d’anneaux et =" o N = p~("+1) o NB/y(B)-

Notons 6,, le morphisme 6 o =" de B dans C,.

Lemme V.2.3. — Siu= (u™) € lim Ok, etn > n(K), alors 071(@)) =,

—

Démonstration. — D’apres le lemme précédent, (0, (tk (v)))n>n(x) appartient a lim O, . D’autre

(K)ﬂp:&, cela implique que sin > n(K), alors v, (0, ([tx (w)])—

part, comme [t (u)]—t (u) € :&E{n
On(ti(u)) >1— W et comme v, (0, ([txc (w)]) — u™) > % si n est assez grand, on voit que
(O (i (1)) n>n(k) & méme image que u dans E}. (cf. proposition 1.1.1) et donc lui est égal, ce
qui permet de conclure.
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Proposition V.2.4. — Soient K une extension finie de Qp, F' = KN Q) et e = [Kw : Fiol.
i) Sie=1 etuelimOy,, alors tg(u) = Coly ().
i1) Dans le cas e > 2, il existe des séries de Laurent fo,..., fe—1 € Op((T)) convergeant

sur la couronne 0 < vp(x) telles que, si n > n(K), alors (u{™)¢ + ff:;(s(”) —

1
= G
D(u™)el 4. 27 (M — 1) = 0.

Démonstration. — Le i) est la reformulation de Fontaine [8] de I'isomorphisme de Coleman et

suit de ce que tx(u) € A} si u € lim O, d’apres le corollaire V.1.5. En particulier, il existe

f € Op[[T]] tel que l'on ait tx(u) = f(m). On peut alors appliquer 6,, a cette égalité et utiliser le
lemme V.2.3 pour obtenir I’égalité u() = e (5(”) —1), ce qui, compte-tenu de la caractérisation
de la série Col,, permet de conclure.

ii) D’apres le corollaire V.1.5, 1 (u) € AR

(K)

. D’autre part, Akn est de dimension e sur

A;ln(K) (c’est une conséquence de la définition de n(K)); on peut donc trouver des éléments

~ —¢ ~ —e—1 ~
fo,ooy feu1 € A}Zn(K) tels que Uon ait v (u) + fe—1tix(u)  +---+ fo = 0. Finalement, d’apres
le i) de la proposition IT1.2.1, si 0 < i < e—1, il existe une unique série de Laurent f; convergeant

L telle que 'on ait f; = fi(m) et il suffit d’appliquer 6,

sur la couronne 0 < ’Up(flj) S W

——e—1

pour n > n(K), a la relation me + foorti(u)  + -+ fo = 0 et d’utiliser le lemme V.2.3
pour obtenir le résultat souhaité.

3. Les applications Logq, (1) et Exp*Qp. —

—

Lemme V.3.1. — Siu € Eg, la suite de terme général (¢~ " (g (u)))P" converge vers [y (u)]
dans A et B;R.

Démonstration. — Comme m € ATE) et a pour image tx(u) dans E, il s’écrit sous la
forme [1x (w)] + Y725 p¥lwg], ot les zy, sont des éléments de E vérifiant vg(zy) > —kp". On
en tire la formule v,, = go‘”(@) = [ (w)P "]+ 30520 pk [:c,lzin] et la congruence v5 = [1x(u)]
mod. p"“l&, ce qui permet de démontrer la convergence dans A. Maintenant, soit o un élément
de E* vérifiant ve(a) = %, ce qui fait que la suite de terme général (ﬁ)Z tend vers 0 dans
B:{R quand i tend vers +oo. Sin > n(K) + 1, la formule ci-dessus montre que v, appartient au
sous-anneau A de B des éléments de la forme y = > % yi(ﬁ)i, ot les y; sont des éléments

de Aj,r et que 'on a de plus, v, — [LK(u)an] c ﬁA. On en déduit le fait que Ufln tend vers

[tk (u)] dans A et donc a fortiori dans By, ce qu'il fallait démontrer.
Soit &, : K} — H'Y(K,,Q,(1)) I'application fournie par la théorie de Kummer. Comme

COTK, 1 /Kn ©On+1 = 0noNg /K, , cela permet, passant a la limite projective, de construire une
application § de la limite projective lim K des K} relativement aux applications normes dans

Hi, (K, Qp(1)).
Proposition V.3.2. — Soit K une extension finie de Qp et u € lim O .

§) Losg 1(0(u) = - ogc ()] -
it) Sin > n(K), alors Tp(Logq,1)(6(u))) = t~Hog " (ti (u)).
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—
i) Expgy, (0(u)) = ti(u)  Vik(u), 0t 'V est la dérivation définie au paragraphe II1.2.

Démonstration. — Si 'on regarde comment est fabriquée ’application § fournie par la théorie
de Kummer, on s’apercoit que si u, est n’importe quel élément de E* vérifiant uglo) = (),
alors 7 — (1 —7) <%(1)> est un 1-cocycle sur ¥k, a valeurs dans Q,(1) dont I'image dans
HY(K,,Qp(1)) est égale a §,(u™). Comme on a supposé u(™ € 0%, on a logup] € Beis et
%(1) eB’'® Q,(1), ce qui prouve que 8, (u™) € H}(K,, Q,(1)). On en déduit la formule

cris

1 n n
lim ]O"M:t_1 lim log([u,]?).

n—-+0o n—-+o0o

LOgQP(l)(5(U)) =

Finalement, on a v,(0([tx (u)?"]) — 0([us])) > 1 si n est assez grand, ce qui permet de montrer

que la suite de terme général [u,]P" tend vers [tx(u)] quand n tend vers +oo. On en déduit le
i).

ii) D’apres le i) et le lemme V.3.1, on a
Tn(Logq,n)(8(w) =71 lim Ty (p™ log(™" (1 (u))))-

D’autre part, si m > n, on a Ty, = Trg,, (14/k,.[[g] © Tm €t comme go_m(m) € Kp[[t]] et que
la restriction de T,, & K,,[[t]] est la multiplication par p~™, on obtient la formule

Ty (Logq, 1y (6(u))) =t~! T )/ i) (log (¢~ (exc ()

=t~ dim log(Ni,, /s, 1) (07" (e (w)))

et on termine la démonstration du ii) en utilisant le lemme V.2.2.

iii) Pour relier Expgy (0(u)) et Logq,(1)(d(u)) grace au théoréme 1V.3.3, il faut remarquer que
t~1 est un générateur de Dgr(Qp(1)). Le ii) et le théoréme IV.3.3 impliquent alors que si n est
assez grand, on a

o7 (Bxpty, (5) =t~ (15 (0" log o™ (e ()
_ e (W)
o~ ()

—_—1

=¢ "(tk(u) Vig(u)) dapres le lemme I11.2.3,

ce qui permet de démontrer le iii).
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