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Résumé. — Nous donnons une preuve par dualité du théorème d’Amice sur les
coefficients de Mahler des fonctions localement analytiques sur Zp.

Abstract. — We give a proof by duality of Amice’s result on Mahler coefficients of
locally analytic functions on Zp.

1. Transformée d’Amice et théorème de Mahler

Soit L une extension finie de Qp. Soit C l’espace des φ : Zp → L continues. On
munit C de la valuation vC définie par vC (φ) = infx∈Zp vp(φ) (c’est une valuation car
Zp est compact) ; cela fait de C un L-banach. On note Mes son dual que l’on munit
de la topologie en faisant un L-smith (i.e. la boule unité Mes0 de Mes est munie de
la topologie de la convergence faible et Mes = lim−→ p−nMes0 est muni de la topologie
de la limite inductive) de telle sorte que le dual de Mes est C .

Comme Zp est profini, l’espace LC des fonctions localement constantes est dense
dans C . Il s’ensuit que Mes0 est aussi Hom(LC0,OL), où LC0 est la boule unité de LC.
Mais LC = lim−→h

LC(h), où LC(h) = C (Z/ph), et donc le dual de LC(h) est L[Z/ph] ∼=
L[T ]/((1 + T )p

h − 1) où a ∈ Z s’envoie sur (1 + T )a ; la boule unité correspondant à
OL[T ]/((1 + T )p

h − 1). En passant à la limite, on en déduit un isomorphisme Mes0 ∼=
OL[[T ]], la masse de Dirac δa en a ∈ Zp s’envoyant sur (1 + T )a =

∑
n≥0

(
a
n

)
Tn. Si

µ ∈ Mes, on note Aµ son image dans OL[[T ]]
[
1
p

]
; c’est la transformée d’Amice de µ.

Mais
(
a
n

)
=
∫
Zp

(
x
n

)
δa, et donc Aδa =

∑
n≥0

( ∫
Zp

(
x
n

)
δa
)
Tn et, comme l’espace

engendré par les masses de Dirac est dense dans Mes, la formule ci-dessus est valable
pour tout µ :

Aµ =
∑
n≥0

( ∫
Zp

(
x

n

)
µ
)
Tn
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Or Tn correspond à (δ1 − δ0)∗n, et donc les (δ1 − δ0)∗n forment une base ortho-
normale de Mes. La relation

(
x+1
n

)
−
(
x
n

)
=
(
x

n−1
)
permet de montrer que la base

orthonormale de C , duale de la base des (δ1− δ0)∗n, est constituée des
(
x
n

)
. Si φ ∈ C ,

on a alors φ =
∑
n≥0

( ∫
Zp
φ (δ1 − δ0)∗n

) (
x
n

)
. Si on définit les coefficients de Mahler

de φ par :

an(φ) :=

∫
Zp

φ (δ1 − δ0)∗n =

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
φ(n− k)

on obtient le théorème de Mahler [4] :

Théorème 1. — (Mahler) Si φ ∈ C , alors an(φ) −→
n→∞

0, φ =
∑
n≥0 an(φ)

(
x
n

)
et

φ 7→ (an(φ))n est une isométrie de C sur (1) `∞0 (N).

Exemple 2. — (i) Si vp(z) > 0, alors x 7→ (1 + z)x :=
∑
n≥0 z

n
(
x
n

)
est un caractère

continu de Zp ; ses coefficients de Mahler sont (zn)n.
(ii) Si z = ζ − 1, avec ζ ∈ µp∞ , le caractère x 7→ (1 + z)x = ζx est localement

constant, et les x 7→ ζx pour ζ ∈ µp∞ forment une base de l’espace des fonctions
localement constantes. Par exemple, 1i+pnZp

(x) = 1
pn

∑
ζ∈µpn

ζ−iζx.

Remarque 3. — On dispose d’un certain nombre d’actions naturelles sur l’espace
de mesures. Par transport de structure, celles-ci induisent des actions sur OL[[T ]].
•
(
a b
0 1

)
∈
(
ZpK{0} Zp

0 1

)
agit par

∫
Zp
φ
(
a b
0 1

)
µ =

∫
Zp
φ(ax+ b)µ(x). Si λ =

(
pka b
0 1

)
µ,

avec k ≥ 0 et a ∈ Z∗
p , on a Aλ = (1 + T )bϕk(σa(Aµ)), avec

(ϕ(F ))(T ) = F ((1 + T )p − 1) et (σa(F ))(T ) = F ((1 + T )a − 1)

• On définit ψ(µ) par
∫
Zp
φψ(µ) :=

∫
pZp

φ(p−1x)µ. Comme 1pZp(x) = 1
p

∑
ζ∈µp

ζx,
on a

Aψ(µ) = ψ(Aµ), avec (ψ(F ))(T ) := ϕ−1
(
1
p

∑
ζ∈µp

F ((1 + T )ζ − 1)
)

Si λ = Resi+phZp
µ, avec h ≥ 1 et i ∈ Zp, on a :

Aλ = (1 + T )iϕh
(
ψh((1 + T )−iAµ)

)
Notons que l’action de

(
ZpK{0} Zp

0 1

)
s’étend à L[[T ]] mais que celle de ψ ne s’étend

qu’au sous-anneau des fonctions convergeant sur la boule fermée {z, vp(z) ≥ 1
p−1}

car vp(ζ − 1) = 1
p−1 si ζp = 1 et ζ 6= 1.

2. Le théorème d’Amice

Si h ≥ 0, soit LA(h) l’espace des φ : Zp → L, analytiques sur i + phZp pour tout
i ∈ Zp (ou, de manière équivalente, pour i ∈ {0, 1, . . . , ph − 1}). En particulier, LA(0)

est l’espace des fonctions de la forme φ(x) =
∑
n≥0 anx

n, avec an → 0 quand n→∞ ;
muni de la valuation v(0) définie par v(0)(φ) = infn≥0 vp(an), LA(0) est un banach, et

1. Espace des suites d’éléments de L tendant vers 0.
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les xn, pour n ≥ 0, en forment une base orthonormale. Comme la matrice de passage
des n!

(
x
n

)
aux xn est à coefficients dans Zp, triangulaire avec des 1 sur la diagonale,

les n!
(
x
n

)
forment aussi une base orthonormale de LA(0). Le th. 5 ci-dessous généralise

ce résultat à LA(h).

Exemple 4. — (i) Si vp(z) > 1
p−1 , alors x 7→ (1 + z)x est élément de LA(0).

(ii) Si h ≥ 1 et si vp(z) > 1
(p−1)ph , alors x 7→ (1 + z)x est élément de LA(h).

Démonstration. — On a (1+z)x =
∑
n≥0

zn

n! n!
(
x
n

)
et le (i) résulte de ce que les n!

(
x
n

)
forment une base orthonormale de LA(0) et (2) vp

(
zn

n! ) ≥
(
vp(z)− 1

p−1 )n→ +∞ quand
n→ +∞.

Pour prouver le (ii), il suffit de prouver que la restriction de x 7→ (1+a)x est analy-
tique sur phZp (l’analyticité de sa restriction à i+ phZp en découle immédiatement).
Ceci est équivalent à ce que x 7→ (1 + a)p

hx soit analytique sur Zp. Or cela suit du (i)
et de ce que vp((1 + a)p

h − 1) ≥ inf(1, phvp(a)) > 1
p−1 si vp(a) > 1

(p−1)ph .

Maintenant, φ ∈ LA(h) s’écrit, de manière unique, φ(x) =
∑ph−1
i=0 1i+phZp

φi(
x−i
ph

),

avec φi ∈ LA(0). On en déduit un isomorphisme (LA(0))⊕p
h ∼→ LA(h), et on munit

LA(h) de la valuation v(h) telle que cet isomorphisme soit une isométrie. Alors LA(h),
muni de v(h) est un L-banach ; notons D (h) son L-dual et notons D

(h)
0 la boule unité

de ce L-smith.
Notre but est de donner une preuve du résultat suivant d’Amice [1, 2], par dualité ;

une démonstration directe peut se trouver dans [3].

Théorème 5. — (Amice) Les b n
ph
c!
(
x
n

)
forment une base orthonormale de LA(h).

Démonstration. — Comme expliqué ci-dessus, le résultat est immédiat pour h = 0. Si
h ≥ 0, soit OL[T ](h) ⊂ L[[T ]] l’ensemble des

∑
n≥0 an

Tn

bn/phc! , avec an ∈ OL pour tout
n. Alors OL[T ](h) est un sous-anneau (3) de L[[T ]]. Par dualité, l’énoncé du théorème
équivaut à ce que la transformée d’Amice induit un isomorphisme D

(h)
0
∼= OL[T ](h).

L’isomorphisme (LA(0))⊕p
h ∼→ LA(h) induit, par dualité, une décomposition de Aµ

pour µ ∈ D (h), de manière unique, sous la forme

Aµ =

ph−1∑
i=0

(1 + T )iϕh(Aµi
), avec µi ∈ D (0).

Il résulte du lemme 7 que Aµi = ψh((1 + T )−iAµ), et on cherche à prouver que

Aµ ∈ OL[T ](h) ⇐⇒ Aµi
∈ OL[T ](0) pour tout i.

2. Si N = a0 + pa1 + · · · + prar avec ai ∈ {0, 1, . . . , p − 1}, on a vp(N !) =
N−S(N)

p−1
, avec

S(N) := a0 + a1 + · · ·+ ar.
3. Complété de l’anneau des puissances divisées partielles relativement à l’idéal (p, T ) de OL[T ].
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L’implication ⇐ resulte du lemme 6 et l’implication ⇒ (plus délicate) fait l’objet du
lemme 10 (pour n = h dans les notations de ce lemme).

3. Estimées pour l’action de ψ

Lemme 6. — Si f ∈ L[[T ]] et si h ≥ 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
• f ∈ OL[T ](h),
• ϕ(f) ∈ OL[T ](h+1).

Démonstration. — Les deux conditions sont équivalentes à f(T p) ∈ OL[T ](h+1) :
évident pour la première et, pour la seconde, résulte de ce que ϕ(T )−T p ∈ pOL[T ].

Si s ≥ 0, notons O(s) ⊂ L[[T ]] l’anneau des séries convergeant sur B(0, s) :=

{z, vp(z) ≥ s}.

Lemme 7. — Soit r ≤ p
p−1 .

(i) Si F ∈ O(p−1r), il existe ψ(F ) ∈ O(r), unique, telle que
1
p

∑
ζp=1 F ((1 + T )ζ − 1) = ψ(F )((1 + T )p − 1)

[
=
(
ϕ(ψ(F ))

)
(T )
]

(ii) Si F ∈ O(p−1r), il existe Gi ∈ O(r) pour 0 ≤ i ≤ p − 1, uniques, tels que
F =

∑p−1
i=0 (1 + T )iϕ(Gi), et on a Gi = ψ((1 + T )−iF ).

(iii) Si F ∈ O(p−hr) avec h ≥ 1, et si Gi ∈ O(r) pour 0 ≤ i ≤ ph − 1 sont telles
que F =

∑ph−1
i=0 (1 + T )iϕh(Gi), alors Gi = ψh((1 + T )−iF ).

Démonstration. — x 7→ (1+x)p−1 fait de B(0, p−1r) un revêtement étale de B(0, r),
de groupe de Galois µp, l’action de ζ ∈ µp étant z 7→ (1 + z)ζ − 1. D’où le (i).

Pour le (ii), l’unicité des Gi et la formule découlent du fait que (1 +T )i est vecteur
propre de µp pour le caractère ζ 7→ ζi.

Enfin, le (iii) se déduit du (ii) par une récurrence facile.

Lemme 8. — Si n ≥ 0, et si∑
k≥0

an,k
T k

k!
=

1

p

∑
ζp=1

(ζ(1 + T )− 1)n

n!

[
= ϕ

(
ψ
(Tn
n!

))]
alors an,k ∈ Zp pour tout k ≥ 0.

Démonstration. — On a an,k = 0 si k > n et an,k = 1
p

∑
ζp=1

(ζ−1)n−k

(n−k)! ζ
k si k ≤ n.

Si k = n, on a an,k = 1 ; si k < n le terme pour ζ = 1 est 0 et les autres sont les
conjugués d’un élément de Zp[µp] de valuation

(n− k)vp(ζp − 1)− vp((n− k)!) =
n− k
p− 1

− (n− k)− S(n− k)

p− 1
=
S(n− k)

p− 1
> 0

Il s’ensuit que la somme Σ appartient à Zp et vp(Σ) > 0, et donc an,k = 1
pΣ ∈ Zp, ce

que l’on cherchait à établir
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Lemme 9. — Si k < n, alors

vp

( k!

bk/phc!

)
≤ vp

( n!

bn/phc!

)
Démonstration. — On utilise la formule de la note 2. Soient a0 + pa1 + · · · prar et
b0 + pb1 + · · · prbr les développements de n et k en base p (on ne suppose pas ar 6= 0

ou br 6= 0). Comme k < n, il existe s maximal avec as 6= bs et alors bs < as.
Le développement de bn/phc est ah + pah+1 + · · ·+ pr−har ; on en déduit l’identité

(p− 1)vp

( n!

bn/phc!

)
= (p− 1)a1 + · · ·+ (ph−1 − 1)ah−1 + (ph − 1)(ah + · · ·+ pr−har)

et on a la même formule pour (p− 1)vp
(

k!
bk/phc!

)
en remplaçant ai par bi. Il en résulte

que la différence D := (p−1)
(
vp
(

n!
bn/phc!

)
−vp

(
k!

bk/phc!
))

est minimale pour as = bs+1,
ai = 0 et bi = p− 1 pour i < s, auquel cas cette différence vaut

(ph − 1)ps−h − (p− 1)
(
(p− 1) + · · ·+ (ph−1 − 1) + (ph − 1)(1 + · · ·+ ps−h−1)

)
= (ph − 1)ps−h −

(
(ph − 1)− h(p− 1) + (ph − 1)(ps−h − 1)

)
= (p− 1)h ≥ 0

(Ce calcul est valable pour s ≥ h ; si s < h, on obtient (p−1)s au lieu de (p−1)h.)

Lemme 10. — Si h ≥ n ≥ 1, alors ψn(OL[T ](h)) ⊂ OL[T ](h−n).

Démonstration. — Le cas général se déduit du cas n = 1 par une récurrence immé-
diate, et le cas n = 1 est une conséquence des lemmes 8 et 9 qui permettent de prouver
que ϕ(ψ(OL[T ](h))) ⊂ OL[T ](h), et du lemme 6.
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