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par
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Résumé. — Soit B I'anneau des fonctions analytiques sur la courbe de Fargues-
Fontaine Yrr. Nous montrons qu’en adjoignant suffisamment de périodes itérées, on
tue sa cohomologie galoisienne en degrés > 1. Pour B(J{R, le résultat analogue s’obtient
en adjoignant simplement logt et reléve du folklore. Cela permet de formuler des
conjectures de type Cyqr et Cst pour la cohomologie a support compact des variétés
analytiques p-adiques.

Abstract. — Let B be the ring of analytic functions on the Fargues-Fontaine curve
Yrr. We shaw that, by adding sufficiently iterated periods, one can kill its Galois
cohomology in degrees > 1. For BdJer the corresponding result is obtained by adjoining
just logt and is folklore. This allows to formulate Cygr and Cst conjectures for the
compactly supported cohomology of p-adic analytic varieties.
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Introduction

Les conjectures Cygr et Cy; [10, conj. 1.6] fournissent des recettes pour extraire, de
leur cohomologie proétale p-adique, les cohomologies de de Rham et de Hyodo-Kato
des variétés analytiques p-adiques : si Hom¢, désigne les morphismes G -équivariants
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continus (pour les topologies naturelles sur les deux membres), on a la conjecture
suivante.

Conjecture 0.1. — Si Y est une variété analytique partiellement propre, définie sur
une extension finie K de Q,,, on a des isomorphismes fonctoriels (de K-modules filtrés
et de (p, N, G )-modules sur Q,", respectivement)

(Car) Home, (Hpoet (Yo, Qp)s Bar) ~ Hir(Y)"
(Co)  limy o Hom, (b (Yo, Q). Bu) = Hin(Yc, )"
Les HJ .« (Yc,, Qp) sont en général de dimension infinie, méme si les Hljp (Y') sont

de dimension finie (c’est par exemple le cas pour le H! de Panalytifi¢ d'une courbe
algébrique non propre, cf. [6, th.0.7] ou [5, th. 1.8]), et la formulation usuelle (cova-
riante) des conjectures Cyr et Cy (pour la cohomologie étale des variétés algébriques)
tombe en défaut (elle donnerait des groupes beaucoup trop gros), ce qui explique la
formulation (contravariante) ci-dessus.

Pour la cohomologie & support compact, on a le méme probléme de finitude, mais
prendre un point de vue contravariant ne suffit pas (rem.1.6) : au lieu de Hom, on
doit prendre un Hom dérivé (sinon on obtient des groupes trop petits), et aussi tuer la
cohomologie galoisienne des anneaux Bgr et By en degrés > 1 (sinon on se retrouve
avec des termes parasites).

Dans cette note, on explique comment tuer (), en degrés > 1, la cohomologie
galoisienne des anneaux de périodes BXR, Bgr, en rajoutant un logarithme du 2i7w
p-adique de Fontaine (th. 1.4), et celle (des avatars B[log p], B[log p, 1]) de B, By en
se fatiguant un peu plus (th. 3.19). Le cas de BIR reléve du folklore mais qu’il existe
un objet raisonnable tuant la cohomologie de Bllogp] est plus surprenant 2,

Ceci nous permet de formuler (cf. conj. 1.5 et 3.22) un analogue de la conjecture 0.1
pour la cohomologie & support compact des variétés analytiques partiellement propres.

Remerciements. — Nous remercions Hui Gao pour des échanges intéressants
concernant cet article.

Lors de la préparation de ce travail, ChatGPT (OpenAl) a été utilisé pour explorer
et discuter certains arguments mathématiques, notamment pour détecter une erreur
dans une version antérieure et développer la présentation par les algébres de mélange.

1. Plus précisément, on veut une algébre contenant I’anneau considéré, ayant méme HO, mais tel
que H* =0 pour i > 1.

2. Dans une version antérieure de cet article, nous avions affirmé que, quitte a remplacer B;rt
par B[log p|, il suffisait de rajouter log¢, mais comme nous l’expliquons dans le chap. 2, il n’est pas
possible de s’en tirer en rajoutant un nombre fini d’éléments (le lemme 2.1 montre que rajouter un
élément pour tuer une classe de cohomologie introduit de nouvelles classes non triviales).
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1. La conjecture Cyr pour la cohomologie a support compact

1.1. Cohomologie galoisienne de Bggr

1.1.1. Cohomologie galoisienne de C

Soient k un corps parfait dénombrable, de caractéristique p, F' := W(n)[%} et K
une extension finie totalement ramifiée de F' (et donc le corps résidel ki de K est k).
On note G le groupe de Galois absolu de K et C le complété d’une cloture algébrique
de K. On doit a Tate [18] le calcul de la cohomologie galoisienne de C. Si j € Z, on

note C'(j) le tordu de C par xiycl, ol Xcyal : Gk — Zy est le caractére cyclotomique.
Proposition 1.1. — (Tate) On a

K sij=0, K -log Xcya sij =0,
0 sij#0; 0 sij #£0;
H'(Gg,C(4)) =0, pour tout j, sii > 2.

H°(Gk.C(5)) ={ H'(Gk.C(j)) %{

1.1.2. Elimination de la cohomologie de C en degrés > 1

On définit logt comme étant transcendant sur C, et on munit C[logt] de I'action
de Gg donnée par o(logt) = logt + log Xcyci(0) (comme dans [3]).

Proposition 1.2. — On a
H°(Gk,Cllogt]) = K, H'(Gg,Cllogt](j)) =0 sii>1 ousij#0.

Démonstration. — Notons C[logt]=* le C-module des polynomes de degré < k en
logt. Alors C[logt]<F est stable par Gk et, si j € Z, on a une suite exacte de G-
modules

0 — Cllogt]=*(j) — Cllogt]=F*1(j) — C(j) — 0

e Si j # 0, on en déduit, par une récurrence immédiate utilisant la prop.1.1, que
pour tout 7 et tout k, on a H* (G, C[logt]=*(j)) = 0. En passant a la limite inductive,
cela prouve que H' (G, Cllogt](j)) = 0, pour tout i.

e Si j = 0, on prouve, par récurrence sur k, que H*(G, Cllogt]<F) = 0sii > 2, et
donc que HY (G, Cllogt]) = 0'sii > 2. La suite exacte longue de cohomologie associée
4 la suite exacte courte ci-dessus et la nullité de H?(Gg, Clogt]=*) fournissent une
suite exacte

0 — H(Gk,Cllogt]s%) — H(Gg, Cllogt|Sk+1) = HO(G,C)

HY(Gx, Cllog t]=F) = H (G, Cllog ]<5+1) — H (G, C) — 0

Montrons, par récurrence sur k, que :
e HY(Gg,Cllogt]=k) = K,
e HY(Gk,Cllogt]sF) = K,
e H'(Gg,C) — HY(Gk,C[logt]=*) est un isomorphisme,
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e HY(Gk,Cllogt]<*) — HY (G g, C[logt]<k*1) est I'application nulle.

Tous les modules ci-dessus sont des K-espaces vectoriels et I’hypothése de
récurrence alliée a la prop.1.1 montre qu’ils sont tous de dimension 1 sauf peut-
étre H' (G, Cllogt]<**1), pour i = 0,1. Si H°(Gg,Cllogt]<k*1) # K, comme
H(Gk,C) = K, il existe ay, - -+ ,ag € C tels que (logt)**! +ax(logt)* + - - +ag soit
fixe par Gg. En appliquant ¢ — 1 et en regardant modulo C[logt]<¥~! cela donne
(0 — Dar = —(k + 1) log Xcyci(0), ce qui contredit le fait que la classe du 1-cocycle
o+ 10g Xcyai (o) dans H'(G g, C) est non nulle (prop. 1.1).

On en déduit que H*(G g, Cllogt]<k*1) est de dimension 1 et tous les autres énon-
cés résultent de exactitude de la suite ci-dessus. Par passage a la limite, on en déduit
que H(Gk,Cllogt]) = K et H'(Gk,C[logt]) = 0. O

1.1.3. Elimination de la cohomologie de B;{R en degrés > 1
Comme t/ B, /t/11B1; = C(j), il n'est pas trés difficile de déduire de la prop. 1.1
le résultat suivant.

Proposition 1.3. — Si A = Bl;,Bar,
H°(Gk,\) =K, HYGg,A) =K - logxeya, H' (Gg,\)=0sii>2.

La preuve de la prop. 1.2 peut alors s’adapter pour démontrer le résultat suivant,
dans lequel on a posé (comme dans [12]) :

B;dR = B:{R[log t], Bpar := Bar/[logt]
Théoréme 1.4. — Si A = B;“dR,deR,
HY(Gg,A) =K, H' (Gg,A)=0sii>1.

1.2. La conjecture Cyr

On munit Bygr de la filtration définie par FilindR = tiB;dR.

Conjecture 1.5. — Si 'Y est une variété analytique lisse, de dimension d, partielle-
ment propre, définie sur K, on a un isomorphisme naturel de K-modules filtrés :
(Car) RIGr(Y) ~ RHomg  (RT prost,o (Yo, Qp(d))[2d], Bpar)

En particulier, si'Y est Stein, alors
Qi (Y)[_'L] = RHOI’HGK (Rrproét,c(YCv Qp(d))pd]v Cp(i)[log t])

Remarque 1.6. — (i) On peut mettre la conj.0.1 sous une forme plus proche de
celle ci-dessus en utilisant la dualité de Poincaré pour la cohomologie de de Rham.
(ii) Pour formuler une conjecture comme ci-dessus, la premiére idée qui vient a
Pesprit serait de considérer Homg,. (Hpi)roét,c(YCV Q;),Bar) (aprés tout, ¢ca marche si
Y est propre!). Le probléme est que, si Y est une courbe affine, un petit calcul montre
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que Homg (H;roét,c(Yc, Q,), Bar) ne contient qu'une petite partie de H}g (Y) (celle
correspondant au sous-espace de pente 1 de Hi (Ye), cf. rem. 1.7 ci-dessous).

(iii) La seconde idée serait de considérer un RHomg, plutot quun Home,, . Le cas
d’une variété propre montre que ce n’est pas encore ca car, si V' est une représentation
de de Rham, Ext,, (V,Bar) = Exty, (V,Bqr) (en interprétant ces groupes comme
HY(Gg,Bqr®V*) et en utilisant le fait que Bqr @ V* = B?Rd puisque V est de Rham,
l'isomorphisme est le cup-produit avec log Xcyc1). I1 s’ensuit que I'on va retrouver
deux fois les groupes de cohomologie de de Rham au lieu d’une... Il faut donc tuer
le EXtéK pour les représentations de de Rham (et donc rajouter log ¢ pour trivialiser
log Xcyc1). Cela conduit & la conjecture Cyg ci-dessus, et on s’est débrouillé pour que
cette conjecture soit un théoréeme si 'Y est propre.

(iv) Pour formuler Cy; 'idée naturelle serait de remplacer Byg par By, comme pour
la conj.0.1, mais la cohomologie de Bg[logt] n’est pas 0 en degré 1 (elle est méme
de dimension infinie), et donc on retombe sur le probléme mentionné au point (iii).
Définir un anneau Bypr permettant de formuler la conjecture demande nettement
plus de travail (cf. §3.3) .

(v) Implicitement, RHomg . est calculé dans une catégorie adéquate de Q,-espaces
vectoriels topologiques munis d’une action continue de Gj. Le choix évident, a sa-
voir la catégorie des Qp-modules condensés munis d’une action continue de Gg, ne
marche pas car dimg Extl(Cp, C,) = oo dans cette catégorie, alors que 'on voudrait
que Ext! (Cp, Cp) = K comme dans la théorie des presque C,-représentations de Fon-
taine [13]. Dans notre travail en cours [9], nous utilisons une version G g-équivariante
de la catégorie des TVS que nous avons utilisée dans notre preuve des théorémes de
dualité [8].

Remarque 1.7. — Les calculs ci-dessous sont ceux qui nous ont donné confiance en
la conjecture ; ces calculs sont purement heuristiques et ne constituent pas une preuve
dans le cas considéré ),

Soit Y ’analytifié d’une courbe algébrique lisse, non propre, définie sur une exten-
sion finie K de Q,; les Hiz(Y) sont des K-modules de rang fini, nuls si ¢ > 2. Les
théorémes de comparaison (4 et la suite exacte longue reliant la cohomologie & support
compact, la cohomologie usuelle et celle du bord (*), nous donnent les isomorphismes et

suite exacte suivants, dans lesquels on utilise 'abréviation HY. := H} . (Yo, Qp(1)),

H:=0,sii#1,2, H'~V, 0=V, = H>—=Vy—0

3. Une vraie preuve demanderait d’utiliser des techniques nettement plus sophistiquées comme
dans [7], par exemple, ol ’'on examine ce qui se passe si on remplace Bpgr par Qyp.

4. Pour les courbes, on peut utiliser |6, th.0.7] ou [5, th. 1.8].

5. Maintenant que la théorie a été développée, on pourrait aussi utiliser les théorémes de compa-
raison pour la cohomologie a support compact [1, §7.2], qui donnent le résultat sous une forme un
peu différente.
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o V= (Hi (Yo) ® tBE)N=%9=P est de dimension finie sur Q,, et est de Rham
en tant que représentation de G .

e V est le quotient de Hgg, .(Ye) par Vimage de VY := (Hjik .(Yo) ® BE)NV=0¢=p
(cette image est V{/V'); c’est une presque C-représentation au sens de Fontaine.

o V5 est une extension de Q,, par le C-dual topologique (€ (Y¢)/C)* de O(Yc)/C
(un C-module topologique de rang infini).

Posons Ext’ := EXtEK et

RHOI’Hi = Hi (RHOmGK (Rrproét,c(YC7 Qp(l)) [2]7 deR,))

Comme Ext? (=, Bgr) devrait étre 0, la suite spectrale convergeant vers RHom' fournit
des suites exactes, pour ¢ € Z,

(1.8) 0 — Ext'(H3~%) — RHom" — Ext"(H2™%) — 0
Comme Ext’(C,Byar) = 0 et Ext'(C,Bpar) = 0, on a
Ext’(Vi,Bpar) =0, Ext!(Vi,Bpar) = Ext’(V{/V, Bpar)
Ext’((0(Yo)/C)*,Bpar) =0, Ext'((0(Ye)/C)*, Bpar) =0

(6

Les seuls termes non nuls (%) dans les suites exactes (1.8) sont donc (")

Ext’(H,, Bpar) = (Hig,(Y)©)* = Hip ()" C Hip(Y)
EXtO(HCQa deR) =K= HgR(Y)7 Eth(Hgv deR) = Ker(HéR(Y) — (HéR,c(Y)(O))*)

Injecter ce résultat dans (1.8) fournit des suites exactes donnant corps a la conjec-
ture 1.5 qui affirme que RHom' ~ H (Y), pour tout i. (Si on avait utilisé Bqr au lieu
de Bpar, il y aurait des termes parasites provenant de Ext'(V,Bggr) et Ext’ (Qp,Bar)
contribuant respectivement a Ext'(H',Bgr) et Ext'(H? Bggr).)

2. Une construction universelle pour tuer H!(G, B)

2.1. Comment tuer la cohomologie des anneaux de périodes ?

Pour formuler une conjecture Cyg; pour la cohomologie & support compact, on a
besoin de tuer la cohomologie de Be,is (ou d’une variante) en degrés > 1. La recette
que nous avons utilisée pour tuer celle de Bgr ne marche pas telle quelle, comme
nous ’expliquons ci-dessous. Pour pouvoir traiter les variantes éventuelles de Beyis,
considérons un cadre un peu plus général.

6. Le calcul des Ext? utilise [10, th. 5.8].
7. On a des isomorphismes fonctoriels (de Hyodo-Kato) Hip(Y) ~ (Q, ® Hip (YO)GK et

HéR’C(Y) ~ (QP ® HIi_IK’C(YC))GK. Les pentes de Frobenius sur Hjj . (Yo) et HﬁK,c(YC) sont
dans Dintervalle [0,1]; si ? € { ,c}, on note Hyy 7(Yg)<”) le sous-espace de pente r et on pose
HéRj(Y) = (Q, ® H%IK,?(YC)(T))GK§ la dualité entre H}p(Y) et HéR’C(Y) met en dualité

HéR(Y)(T) et HéR’C(Y)(l’T). On a aussi V = t(Hll{K,C(YC)((]) ® B, )*=1.
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Soit donc B une Q-algébre topologique munie d’une action continue d’un groupe
profini G, avec F := H°(G,B) un corps valué complet, de caractéristique 0, et
HY(G,B)=0sii>2.

Si dimp H*(G, B) = 1, la recette pour tuer la cohomologie de BjR en degrés > 1
(i.e. rajouter un élément transcendant qui tue la classe non triviale dans H'(G, B))
marche pour tuer H*(G, B) pour i > 1. Par contre, si dimp H'(G, B) > 2, le lemme 2.1

ci-dessous montre que 'on ne peut pas tuer H'(G, B) en rajoutant un nombre fini
+

cris
moins deux classes indépendantes (& savoir celles associées a logp et logt)). Il existe
néanmoins une recette universelle pour tuer cette cohomologie : nous en donnons deux
présentations dans la suite cet article :

d’éléments (ceci s’applique & B — et a ses variantes — car son H! contient au

e L’idée naturelle est de prendre une base ci,...,c, de H'(G,B) sur F, et de
rajouter des variables Y; vérifiant o(Y;) = Y; +¢; , pour 1 <i <7 (ol 0 — ¢; , est un
1-cocycle dans la classe de ¢;). Si By = B[Y1,...,Y,], les ¢; meurent dans H'(G, By),
mais H'(G,By) # 0 (et méme est de dimension infinie si » > 2). On peut alors
recommencer et construire une Bj-algébre polynomiale By telle que H'(G,B;) —
H'(G, By) soit identiquement 0, etc. A la limite, on obtient une B-algébre B, ayant
les propriétés requises (cf. rem. A.15). L’inconvénient de cette méthode est que les
algébres B, qui apparaissent sont de type infini sur B, ce qui pose des problémes
pour les applications. Dans ce chapitre, nous présentons une variante moins brutale
de ce processus, pour laquelle les B,, sont toutes de type fini (mais la limite By, reste
de type infini).

e Dans 'appendice, nous donnons une présentation plus conceptuelle reposant sur
la notion d’algébre de mélange. Si W = H'(G, B), le produit de mélange munit
Shp(W) := @,>0W®™ d’une structure d’algébre commutative (qui peut se raffiner
pour obtenir une algébre de Hopf, ce qui fait que Shz(W) est naturellement I’algébre
des fonctions sur un groupe algébrique pro-unipotent %). Si ¢ : W — ZY(G, B) est
un scindage de 'application naturelle, on peut relever ¢ en un 1-cocycle C' a valeurs
dans % (B), ce qui permet de tordre 1’action naturelle de G sur B @ p Shp(W), pour
obtenir une B-algébre Pc vérifiant H'(G, Po) = 0.

2.2. Un exemple

On suppose que dimpz H'(G, B) > 2. On peut donc trouver deux 1-cocycles o +— ¢,
et o +— ¢/ dont les classes ¢, dans H'(G, B) sont indépendantes sur F. Notons B’
la B-algébre B[U] que l'on munit d’une action de G prolongeant celle sur B via la
formule o(U) = U + ¢,, si 0 € G. Le 2-cocycle
(0,7) = (A(U))gr =0(Uc.)=Uc, +Uc, = (U+cy)o(c,)-Uc,. +Uc., = c,a(c))

T T

est a valeurs dans B. Comme H?(G, B) = 0, il existe une 1-cochaine o s b, telle que
o~ Ucl, — b, soit un 1-cocycle.
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Lemme 2.1. — On a H°(G,B') = F, et les classes de 0 +— ¢, et o~ Ucl, — b,
dans HY(G, B') sont linéairement indépendantes sur F, et donc dimr H'(G, B’) > 2.

Démonstration. — La dérivation % commute & G. On en déduit que, si H°(G, B)
contient un élément de degré > 1, il contient un élément de degré 1, et donc il existe
a1,by € B, avec a1 # 0, tels que a1U + ag soit fixe par G. Alors a; est aussi fixe par
G, et donc a; € F, et ayc, + (0 —1)ag = 0, ce qui implique que o — ¢, est un cobord
contrairement aux hypothéses. On a donc bien H°(G, B’) = F.

Si A1,\2 € F et y € B’ sont tels que A\ic,, + Ao (Uc,, — b,) = (0 — 1)y, on peut
appliquer % deux fois, ce qui tue le membre de gauche. On en déduit que y est de
la forme asU? + a1U + ag, avec as € F, a1,a9 € B. En n’appliquant d% qu’une fois,
cela nous donne Aycl = (0 — 1)(2a2U + a1) et donc o — Aacl, — 2as¢, est un cobord
dans B. Par hypothése, ceci implique Ay = as = 0, et donc A\ic, = (0 — 1)(a1U + ap).
En comparant les termes en U des deux cotés, on en déduit que a; € F, et que
0 — Aic, — aic, est un cobord dans B. Il en résulte que Ay = a; = 0.

Ceci permet de conclure. O

2.3. L’algébre B,y;

Soit B une Q-algébre topologique intégre, munie d’une action continue d’un groupe
profini G. L’action de G sur B s’étend a Fr(B), et on suppose que :

o [':= BY =Fr(B)“ et H'(G, B) — H'(G,Fr(B)) est injective.

e H'(G, B) est de dimension finie sur F et H'(G, B) =0 si i > 2.

Théoréme 2.2. — Il existe, a isomorphisme G-équivariant de B-algébres pres, une
unique B-algebre de polynomes® By, munie d’une action continue® de G, et
vérifiant les conditions suivantes :

e BS . =Fr(Bun)® =F et H(G,Byni) =0 sii > 1.

e Buni est la limite inductive d’algébres A,,, ot Ag = B, Ap11 = A, ou bien
Api1 = Apfznia] avec ') o (xy41) — Ty € Ay pour tout o € G.
Démonstration. — La construction de B,y fait 'objet du §2.4; la preuve de son
unicité est donnée dans la rem. 2.10. O

Remarque 2.3. — Pour la construction d’une algébre B,,; telle que Hi(G, Buni) =
0 si i > 1, la premiére condition ci-dessus sur B peut étre remplacée par « F := B¢
est un corps » (impliquée par BY = Fr(B)%). Par contre, cette condition est utilisée
crucialement pour prouver 'unicité de Byy;.

8. En une infinité de variables si dimgze H(G, B) > 2.
9. Bunj est la limite inductive de B-modules libres de type fini, et on la munit de la topologie de
la limite inductive.
10. « uni» est une abréviation pour « universel » ou « unipotent », au choix.



UNE CONJECTURE Cy, POUR LA COHOMOLOGIE A SUPPORT COMPACT 9

2.4. Construction de B,;

L’algébre By est une algebre filtrée par le poids (zy est de poids i + j si x est de
poids i et y de poids j) ; c’est la limite inductive d’algébres de polyndomes B,, munies
d’une filtration B=* par le poids (on a une suite exacte 0 — B=k=1 — B=k
Grt B, — 0) et d’une action de G telle que BS = F, et qui laisse stable la filtration
par les B=F. Les B,, sont construites par récurrence, de la maniére suivante :

e By = B.

e 7, =dimp H'(G, B5"[") — dimp Ker(H(G, B="Th = Hl(G,Bffl)).

oav—>c((,’)

, pour 1 < i < r,, sont des 1-cocycles sur G a valeurs dans Bffl_ 1,
dont les images dans H'(G, B<” 1) forment une base d’un supplémentaire de
Ker(HY(G,B;"") — H'(G, B,H)).

e B, = B,_ 1[X(") .. Xﬁf)], ou les X(") sont de poids n, et o € G agit via la
formule J(Xi(")) X(”) +c(n ) pour 1 < i < 1y, de telle sorte que HY(G,Bs"Y) —
H'(G, B5") est identiquement 0.

Pour vérifier les propriétés annoncées, il faut vérifier que BY = F pour tout n;
c’est I'objet du lemme 2.4 ci-dessous.

Notons que Gr¥B,, est un B-module libre et que, si dp, . désigne son rang, on
a Gr*B,, ~ B9k en tant que G-module. On en déduit, par récurrence sur k, que
H'(G,Bs*) = 0sii > 2, pour tous n,k, et que H'(G, Bs*) est de dimension finie
sur F.

Par construction, 'image de H'(G, B=*) — HY(G, B,,) est 0 si m est assez grand
(i.e., m > n+sup(k —n+1,0)). Or un i-cocycle continu sur G, a valeurs dans By,
est & valeurs dans B=* pour n et k assez grands car G est compact et By, est la
limite inductive des Bs*. 11 en résulte que H*(G, Byni) = 0 pour i > 1.

Lemme 2.4. — (i) B¢ = F.
(i) Siz € By, et (0 —1)-x € Bs* pour tout o € G, alors x € BS*+1.

Démonstration. — Pour n = 0, les deux énoncés sont immédiats. Soit n > 1, et
supposons que les énoncés sont vrais pour n — 1.
Supposons que le (i) soit faux pour n. Il existe donc P = Zj a; X3, ot X =

(Xl(n), e ,XT(:L))7 fixe par G et de degré total d > 1 en les Xi(n). Mais, 81(") = ﬁ
(dérivation B,,_i-linéaire), pour 1 < ¢ < r,, commute a l’action de G. Il en résulte

que 82-(?) e 81-(:_)1P € BY pour tout choix de 81-(1”),. . 8( On peut donc supposer

td—1"

d=1ie P =ay+ > X" (") Une comparaison des coefficients de P et de
o(P)=oc(ag) + > i, o(b )(XZ( "y c‘(7 71)) montre que b; € B¢ | = F, pour tout i, et
que > it b; e = qy — o(ap).

Utilisant le (ii) pour n—1, on en déduit que ag € B=" ce qui contredit I’hypothése

n—1»
selon laquelle les images des classes des o +— an ) dans H? (G, Bffl) forment une
famille libre sur . On en déduit que B = F.
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On va montrer le (i) pour n par récurrence sur k. Comme BsF = Bsfl sik <n-—1,
et comme BS = F C B=C, I'énoncé est vrai pour k < n—1. Si k > n, on peut appliquer
8§n), et la condition (0 —1)-7 € BS* entraine (a—l)(@fn)ac) € B " pour1 <i<r,.
L’hypothése de récurrence implique donc que 81-(”)30 € B=F=m+l pour tout i.

On peut écrire x sous la forme z = ag + z’, ot a9 € B,_1 et ' = Z#O a; X3, et
ce qui précéde montre que aJ-Xj € Bkl si j # 0. 11 s’ensuit que le terme constant
de o(2') appartient a B 1 car passer de X(") a ™" baisse le poids de 1. Comme
celui de o(z) — x appartient a B* | puisque o(z) —z € B=k on en déduit que

olag)—ap € B 1 pour tout o € G, et donc ag € B +1 par ’hypothése de récurrence.

Il en résulte que z € BS**1 ce que 'on voulait. O

Remarque 2.5. — (i) Supposons V) dimp H'(G, B) > 2. Soit X = {(n,i), n >
1, 1 < i < ry}. Choisissons une bijection ¢ : X — N telle que ¢(n,i) > t(m, )
si m > m, et posons Xi(”) = Yin,i)- Si Ay, = B[Y1,...,Y,], alors Byy; est la limite
inductive des A,,, chaque A,, est stable par G et o(Y;,) —Y,, € A,,_1 pour tout o € G.
La B-algébre B,,; vérifie donc toutes les conditions du th. 2.2.

(ii) Buni est aussi la limite inductive des Bum Bs", et on a

B =B" @ (e, B-X"), Bir/B,

uni uni

=1~ Bop HY(G,B)®"

uni

On en déduit que, si dimp H*(G,B) = 1, on a By, = B[X) x\ )] (et si HY(G,B) =
0, alors By = B), mais si dimg Hl(G,B) > 2, alors By, est une B-algébre de
polynémes en une infinité de variables.

Posons W := H'(G, B) et Z, := BS"/B=""'. On prouve que Z, ~ B @y W&"
par récurrence sur n; le cas n = 1 étant immeédiat.

Pour passer de n — 1 & n, on utilise la suite de cohomologie associée a la suite
exacte 0 — B=""' — BS" — 7, — 0. Comme H'(G, B — HY(G, B=") est
identiquement 0 par construction, cette suite fournit des isomorphismes H%(G, Z,,) ~
HY(G,B=" Y et HY(G, BS") ~ HY(G, Z,,). L’hypothése de récurrence implique que

HY(G,BZ"') ~ HY(G,B ® W& 1) = W& et donc Z, = B® HY(G,Z,) ~

unit

B @ W®", Ceci permet de conclure.
(iii) L’algébre Byn; est un cas particulier d’algébre de mélange (« shuffle algebra »
en anglais). Voir Pappendice pour plus de détails.

Ezemple 2.6. — On peut appliquer le th. 2.2 (et le (ii) de la rem.2.5) a C' et a Bl
pour en conclure que

Cuni = Cllogt] et (Big)uni = Bl4g

et donc retrouver la prop. 1.2 et le th. 1.4.

11. Si dimg HY(G, B) =0 ou 1, X est fini et on peut prendre une suite stationnaire pour les A,,.
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2.5. Plongement dans un G-anneau

Soient L un corps de caractéristique 0, G un groupe agissant sur L, ¢ — ¢, un
1-cocycle sur G & valeurs dans L dont la classe ¢ dans H' (G, L) est # 0. On fait agir
G sur L(X) en imposant 0(X) = X + ¢, pour tout o € G.

Lemme 2.7. — (i) On a
H°(G,L(X)) =LY Ker(HY(G,L)— HY(G,L(X))) =L ¢

(ii) Si L = Fr(A), ot A est stable par G, si 0 — ¢, est & valeurs dans A, et si
AG = LY et HY(G,A) — HY(G, L) est injectif, alors H' (G, A[X]) — HY(G, L(X))
est injectif.

Démonstration. — Soit o — ¢}, un 1-cocycle sur G a valeurs dans L. On suppose que
o — ¢, se trivialise dans H'(G, L(X)). Il existe donc P,Q € L[X], premiers entre
eux, ) unitaire, tels que ¢, = gigiizg — gg; pour tout o € G.

Posons P,(X) = P?(X + ¢,) et Q,(X) = Q7(X + ¢,). La relation ci-dessus
implique que QQ, divise P,Q — PQ,, et comme () est premier & P, cela implique
Q | Qo ; de méme Q, est premier & P, et Q, | Q. Comme Q et Q, sont unitaires,
on a Q7 (X + ¢,) = Q(X) pour tout o € G. En comparant les termes de degré e — 1,
ot ¢ = deg @, on obtient ec, + 0(be—1) = be—1, ce qui implique que o +— ¢, est un
cobord, contrairement a ’hypothése. Il s’ensuit que Q) = 1.

Ecrivons P = ag X%+ ag_1 X%+ +ag. Une comparaison des termes de degré d

implique a4 € LE, et celle des termes de degré d—1 donne dage, +0(ag—1) —ag—1 =0
sid>2,a1¢, +0(ag) —ag=c,,sid <1

e Pour ¢/ = 0, cela implique que o — ¢, est un cobord si d > 1, contrairement a
I'hypothése, et donc H(G, L(X)) = LC.

e Dans le cas général, cela implique que d < 1 et que ¢, — ajc, est un cobord.

Ceci prouve le (i). Les arguments pour prouver le (ii) sont assez similaires : si
P,Q € L[X] sont premiers entre eux, avec () unitaire, et si g:gii:; — gg; € A[X]
pour tout o € G, les arguments ci-dessus prouvent que ) = 1. On est donc ramené a
prouver que, si P?(X +¢,)—P(X) € A[X] pour tout o € G, alors P € A[X]. On peut
soustraire & P un élément de A[X] sans changer 1’énoncé. Si’énoncé est faux, on peut
donc supposer que P(X) = agX%+---+ag, ott ag € L\ A. Mais alors 0 — o(aq) —aq
est un 1-cocycle sur G, a valeurs dans A, dont la classe dans H*(G, L) est 0. Comme
HY(G,A) — H'(G, L) est injectif, il existe a/; € A tel que o(aq) — aq = o(a}) — a
pour tout ¢ € G, et comme LE = A% ona al,—aq € A, et donc aq € A, contrairement

a ce que l'on avait supposé. O

Soit A un anneau intégre muni d’une action de G, et d’une injection G-équivariante
L — A.
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Lemme 2.8. — Soit x € A vérifiant o(x) —x = ¢, pour tout o € G. Alors x est
transcendant sur L et linjection L — A s’étend en des injections G-équivariantes
L[X]— A, L(X) < Fr(A), en envoyant X sur x.

Démonstration. — Supposons que z est algébrique sur L. Soit P(X) = X% +
ag_1 X%t 4+ ... + ap le polynéme minimal de = sur L. Par unicité du polyndme
minimal, on a

P(X)=(X+ Ca)d +o(ag—1)(X + ca)d_l + -+ o(ag)

pour tout o € G. L’identification des termes de degré d—1 nous donne dec, +0(ag—1)—
aq—1 = 0, ce qui prouve que o — ¢, est un cobord, contrairement a I’hypothése. [

Soit A un anneau intégre, muni d’une action de G. On suppose que H*(G, A) = 0.

Lemme 2.9. — Si1: B — A est une injection G-équivariante, alors v se prolonge
en des injections G-équivariantes Buni < A et Fr(Byni) < Fr(A).

Démonstration. — Ecrivons Byun; comme la limite inductive des A,, comme dans la
rem. 2.5. Il suffit de prouver ’énoncé pour A,, a la place de By, ce qui se fait par
récurrence sur n, en utilisant les lemmes 2.7 et 2.8. O

Remarque 2.10. — Si Bi, By sont deux B-algébres satisfaisant les conclusions du
th. 2.2, le lemme 2.9 fournit des injections G-équivariantes de B-algébres ¢1 : B; — By
et 1o : By — 31 La composée fournit une injection G—équivariante de B-algébres

qu’'une telle injection G-équivariante est automatiquement un 1som0rphlsme. Pour
cela, il suffit de prouver que ¢ induit un automorphisme de Bugn? pour tout n.
Pour n = 0, cela résulte de ce que ¢ est 'identité sur B, par hypothése. Si ¢

<i . o] s . .
induit un automorphisme de B = BS', pour i < n — 1, il induit aussi un automor-

phisme de B,,_; respectant la filtration par le poids, ainsi que des automorphismes
de HY(G, B="") et du noyau de H'(G, B"{") — H*(G, B=")). 1l s’ensuit que les

images des o — L(cg ) forment une base d’un supplémentaire de ce noyau dans

HY(G, B<" 1) Comme BY. = F C BS",. on en déduit que L(X( )) € B="

uni n—1 uni’

/B=",, et donc aussi de B="

n—1» uni*

et que ¢

induit un automorphisme de Bunl

3. La conjecture Cy; pour la cohomologie a support compact

L’anneau B (a partir duquel By; est construit) peut étre remplacé par B]”g :

(8
cris

Nnsoe™ (BL.,) dans la formulation de la conj.0.1. Mais B o beut s’interpréter comme
Panneau des fonctions analytiques sur (Spa Aue) \{p = O}, et on peut aussi le rempla-
cer par B = 0(Ygr), o Yrr = (SpaAjys) \ ({p = 0} U {p = 0}) car tous ces anneaux

ont les mémes sous-Qp,-modules de rang fini stables par ¢. L’intérét de remplacer
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Bé;is par B est que la cohomologie galoisienne de ce dernier est nettement plus facile

& décrire.

3.1. Cohomologie galoisienne de B

Soit donc Ygr la courbe de Fargues-Fontaine obtenue en retirant de Spa(Ajy,s) les
diviseurs p = 0 et p = 0, ott p = [p’]. Si I est un intervalle de R*, soit B! = 0(Yilp),
ott Y est le lieu des v vérifiant v(p)/v(p) € I. Si I = [r,s] avec r,s € Q, alors

=1/r

B! = Al [%], ot Al est le complété p-adique de Aing[F-, #]. Soit
B := BI*>*l = (Y¢p) = lim B,

On note zqr € Yrr le point défini par p = p; le complété de I’anneau local en ce point
est alors BIR, ce qui fournit un morphisme injectif B < Bj‘R qui est G g-équivariant.

Lemme 8.1. — [2, (2.13)]. On a des isomorphismes

- 10,71 4glor] —
B/tB=][ ,C et BB IL.,..c
Démonstration. — Si r,s € Q%, il résulte de [11, th.2.5.1] et [11, th.2.4.10] que
Bl /tBlms] = HyeDiv(t)ﬂYF[gs] BIR(Cy)/Fﬂ”y(t). Or les zéros de t sont I’ensemble des
translatés de zqr par ¢Z, chacun avec multiplicité 1. Comme les corps résiduels en
tous ces translatés sont, naturellement, isomorphes a C, on obtient B[™* /tB[Tvs] =
[1,<pn<s C- Le résultat s’en déduit en utilisant la nullité de R* l'gltB[“s] (qui résulte
du critére de Mittag-Leffler topologique). O

On définit log p comme un élément transcendant sur B, vérifiant

w(logp) =plogp et o(logp) =logp + Kum, (o)t
ou Kumy, : Gxg — Zp(Xcya) est le cocycle de Kummer associé a p et t est le 2im
p-adique de Fontaine. On pose alors :

B;F = B[log]ﬂ, BFF = B;F[%}

On étend l'injection B — BCTR en un morphisme d’anneaux K Qg B;F — Bd+R
en envoyant log p sur log % (la série définissant log % converge puisque % — 1 est dans

I'idéal maximal de BIR). Ce morphisme est G g-équivariant.

Proposition 3.2. — (|11, prop. 10.3.15]) Le morphisme K@pB{n — Bl ci-dessus
est injectif.

Lemme 3.3. — L’application naturelle H (G, B) — H'(Gk,B[}]) est un isomor-
phisme.
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Démonstration. — Comme G est compact, H (G, B[1]) = ligqj HY (Gg,t77B) et
il suffit de prouver que, si j > 0, alors H (Gg,t'B) — H(Gg,t77'B) est un
isomorphisme. Il résulte du lemme 3.1 que 'on a une suite exacte

0=t7B—t7'B=]] eCrE 1) =0
n

et le résultat est une conséquence de ce que H' (G, [I,cz C(=7—1)) = 0 pour tout 4,

d’aprés la prop. 1.1. O

Lemme 3.4. — L’image de H*(Gk,tB) dans H'(Gg,B) est un F-espace de di-
mension 1 engendré par la classe de o — (o — 1) - log p.

Démonstration. — Soit o — ¢, un l-cocycle a valeurs dans tB. Fixons r €]1,pl[;
alors B C BI®"]. Choisissons s €]1,r[. D’aprés [4, prop.10.7], appliquée a " (c,)
(qui vérifie le (ii) de la proposition en question puisqu’il est a valeurs dans tB(TR)7
il existe a/, € F et b/, € BI%¥ tels que ¢"(co) = (o — 1)(a’, logp + b',). On a alors
co = (0 — 1)(anlogp + by), avec a,, = p "o~ "(al,) € F et b, = o~ "(b,) € BIO»"s,
Par ailleurs, comme H?(Gg,B%*l @ Flogp) = F, on a a,41 = a, pour tout n et
bn+1 — bn, € F, pour tout n. On peut donc modifier b,, par un élément de F' de telle
sorte que b, 41 = b, := b pour tout n, et alors b € ﬂnZOB]O’pns} = B.

Le résultat s’en déduit. O

Lemme 3.5. — H'(Gk,t'B) =0 pour tout j € Z et tout i > 2.

Démonstration. — Soient Hg := Ker xcya et T'x 1= Gx/Hr = Gal(K (py=)/K).
Par descente presque étale, on prouve que H*(Hg,t?B) = 0 pour tout ¢ > 1 et
tout j. Donc linflation H(T'x, H*(Hk,t'B)) — H*(Gk,t'B) est un isomorphisme
pour tout ¢ > 1 et tout j. Le résultat est donc une conséquence de ce que I'x est de
dimension cohomologique 1. O

Proposition 3.6. — On a une suite exacte

0= F-Kum, » H'(Gx,B) = (][ _ K)-1og Xeya — 0

nez
Démonstration. — Cela résulte de la suite exacte longue de cohomologie associée a la
suite exacte 0 — tB — B — [], ., C — 0, de la nullit¢ de H*(Gg,tB) (lemme 3.5,
pour la surjectivité a droite), du lemme 3.4 et de la prop.1.1 dont on tire I'identité
Hl(GK’ Hnez C) = (Hnez K) ) IOg Xcycl- 0

Remarque 3.7. — (i) Les mémes arguments montrent que, si I CJ0, co[ est un in-
tervalle ouvert, alors :

e L’application naturelle H*(Gx,BY) — H* (G, t /B’) est un isomorphisme pour
toust >0et 7 >0.

e Si Z(I) est I'ensemble des n € Z, tels que p™™ € I, on a une suite exacte

0— F-Kum, - H'(Gk,B') = (]| K) -10g Xeyal — 0

neZ(I)
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Il en résulte que, si I est a extrémités dans Q*, alors H'(G g, B!) est un F-module
de rang fini.

Par ailleurs H* (G, BY) = 0 si i > 2, car une descente presque étale montre que
ce groupe est isomorphe & H'(T'g, (B)#x) ou T'x = Gal(K(p,~)/K) et Hx =
Gal(K /K (p,~)), et Ik a dimension cohomologique 1.

(ii) On déduit de la description de H'(G,B') ci-dessus que, si I C J CJ0, 00|
sont des intervalles ouverts, alors H!(Gx,B’) — H' (G, BY) est surjective.

(iii) Si I n’est pas ouvert (i.e. fermé ou fermé d’un seul coté), alors H'(G g, BY)
est de rang infini sur F' et n’est pas séparé.

3.2. Les B!

uni

Le résultat suivant permet de comparer B ; a B; 4r ou BZ . (prop. 3.9 ci-dessous).

Lemme 3.8. — Soit I CJ0,4+o00[ un intervalle & extrémités dans Q*. Alors
H°(Gk,B!) = H*(Gk,Fr(BY)) et HY(Gk,B!) - HY (G, Fr(B)) est injective.

Démonstration. — Soit o — ¢, un l-cocycle & valeurs dans BY. On suppose que ce
cocycle est un cobord dans Fr(BY), et donc qu’il existe ¢ € Fr(BY) avec ¢, = o(c) — ¢
pour tout ¢ € Gg. On cherche & prouver que ¢ € B! (le cas ¢, = 0 pour tout o
implique le résultat pour les H?).

Si I est fermé (resp. n’est pas fermé), 'anneau B' est principal (resp. de Bézout),
et on peut donc écrire ¢ = ¢ avec a et b premiers entre eux. Comme o(c) —c € B, on
en déduit que les diviseurs de o(b) et de b sont les mémes. Il en résulte que le diviseur
de b est stable par G, et donc est concentré en les ¢"(zqr) appartenant a Y5, et
cet ensemble est fini grace a 'hypothése faite sur 1. "

(03

On peut décomposer la partie polaire en éléments simples. Notons ol le terme de

plus haut degré pour la partie correspondant a ¢™(zqr). Comme ce terme disparait

dans o(c) — ¢, on doit avoir U(é‘fﬁ]) — gﬂ =0 mod Eml,l B’ ; autrement dit, 'image de
[a] iy

dans C(—m) est fixe par Gk, ce qui est impossible, si m > 1, d’aprés Tate. On

&
en déduit que ¢ n’a de pole en aucun des p"(zqr), et donc ¢ € B!, ce qui permet de
conclure. 0

D’aprés la rem. 3.7, si I C]0,+oo[ est un intervalle ouvert a extrémités dans Q*,
alors B! satisfait les hypothéses du th. 2.2, et donc on dispose de la Bf-algébre BZ ..

Proposition 3.9. — Soient I,J des intervalles ouverts a extrémités dans Q*.
(i) Si Y{p contient zqr, linjection B! — Bng s’étend en une injection G-
équivariante BI . — B;’dR.

uni

(ii) Si Yifp ne contient aucun o™ (z4r), alors BL . = B[log p].
(iii) Si J C I, linjection B! — B’ s’étend (de maniére non unique) en une

injection G -équivariante ¢f : Bl . — BJ .. et le sous-anneau o (B! ;) de B, ne

uni uni’ uni uni
s J
dépend pas de 7.
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(iv) Si J = p~1I, lisomorphisme gp B! = B’ s’étend (de maniére non unique)

en un isomorphisme G -équivariant o7 : BL . 5 B ..

Démonstration. — Tout résulte du th. 2.2, et des lemmes 3.8 et 2.9, & part pour le fait
que les images ne dépendent pas des choix des extensions. Ceci est une conséquence
du lemme 3.10 ci-dessous. O

Lemme 3.10. — Si v : B! — BY est une injection Gg-équivariante, et si i :
B{ml — B;{m est une extension G -équivariante de u, alors l'image de u ne dépend

pas de u et ne dépend que de l’image de u.

Démonstration. — Ceci se prouve comme 'unicité de Byy; (cf. rem.2.10), en mon-
trant, par récurrence sur n, que 4(BZ) (et méme I'image de la filtration) ne dépend
pas du choix de I'extension : en effet, une extension & B | étant choisie, les ﬂ(Xi(n))
sont bien définis 4 addition prés d’éléments de (B ,)9% = F, et comme F C u(BY),

lalgébre engendrée (et méme 'image de Bﬁmn) ne dépend pas de ces choix. O

Remarque 3.11. — Le (ii) de la prop.3.9 implique, en particulier, que B[log 7]
contient logt si Y{n ne contient aucun ¢"(zgr). L’hypothése équivaut a ce qu’il
existe n € Z tel que I C]—L ST g
Fcp "(m)E(p"(m)) ot = [e] —1et B(X) = X"tlog(1+ X) =1— ——i—f-i-

et en utilisant la branche de log telle que logp = 0, cela permet d’écrire logt sous la
forme

log = log(E(" (m))) +log(" (), [e = 117" + 52 log([e — 1201 /) 4 27

Nous laissons au lecteur le plaisir de vérifier que le 1°" terme converge si % > n+1 ,

L1, En écrivant ¢ sous la forme pl log(1 + ap”( )) =

le 279 si ZEP; < —n, et le 3°™m¢ partout car u := ([¢ — 1]P71/pP)? est une unité de A,y

vérifiant v(u — 1) > 0 pour tout v (une traduction de v,((¢, — 1)P~1 +p) > 1+ pi—l)7
et que l'on a bien (o — 1) - logt = log(Xcyci(0)) avec cette définition de logt.

Remarque 3.12. — (i) Posons W; := H'(G,B’), P; := B! ®p Shp(W;), Alors,
d’aprés le corollaire A.13, on a un isomorphisme filtré G g-équivariant non canonique
Bl .~ Py, ot I'action sur le membre de droite est construite dans 'appendice.

(ii) Pour J C I, soient pry : Wy — Wy lapplication naturelle, et % :=
Spec Shr(W7r). Le corollaire A.10 renforce la proposition 3.9 : pour deux prolonge-
ments équivariants quelconques v, 13 : P; — Py de ¢ : Bl — B, il existe un unique
v € % (F) tel que t1 = 15 0 hy,. De plus, h, préserve la filtration et agit trivialement
sur le gradué associé : i.e. t1(Pr<n) = t2(Pr,<n) pour tout n, et gr, (1;) = ¢ ® p5y
Lemme 8.18. — Soit J tel que Y ne contienne aucun ¢"(zqr), et soit N : BJ . —

B/ . la dérivée BY -linéaire telle que N(logp) = —1. Si J C I, alors N laisse stable

uni
of (BL ) ; plus précisément, N envoie o] ((BL_.)=") dans LI((Bfml)<”_1).

um)
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Démonstration. — Démontrons le résultat plus précis, par récurrence sur n. Comme
N tue BY et donc aussi +(BY), le résultat est vrai pour n = 0.

Maintenant, B! ; est la limite inductive des B comme dans le (ii) de la rem. 2.5,
et il suffit de prouver que N envoie ¢f ((BL)=*) dans «f (BL)<*~1), pour tous k,n.
Comme N est une dérivation, le résultat pour k£ = n implique le résultat pour tout k.

Notons simplement ¢ l'injection ¢/ et B=* le B/-module (B!)<F. On a BS" =
B:M® (®iz, BIXZ-(n))7 et il suffit de prouver que N(L(Xi("))) € «(BZ" ). Supposons
le résultat vrai pour n — 1. Comme N commute & Gk, on a (o —1) - N(L(Xi(n))) =
N(A(cg" l))), ot o > ™ est un 1-cocycle & valeurs dans B="7', et donc o
N(A(c((," l))) est un 1-cocycle a valeurs dans ¢(BS"5?) (avec la convention B,, = 0, si
m < 0), d’aprés I'hypothése de récurrence.

Comme H' (G, B=";%) — H' (G, BS"[") est identiquement 0, il existe zi(n) €

n—1
W(BS"1) tel que (0 — 1) (m) — (c—1)- N(L(Xi(n))) pour tout o. Ceci implique que
N(L(Xi(n))) - ( ) € F, et donc que N(e (X( ))) € u(B="1), ce que I'on voulait. [
3.3. L’anneau B,rr
3.8.1. L’anneau Byrr, x
Posons
Bl =" = Nuordy(BUE™), By e=lim BT

Lemme 3.14. — On a R!'lim lim LJ(BI{HTm) =0, pour tout m > 0.

Démonstration. — Pour m = 0, cela résulte de ce que B” est d’image dense dans B'
si J D I, et donc que le systéme vérifie la condition de Mittag-Leffler topologique.
Maintenant, pour tout J, on a une suite exacte

0B 5B 5B @p WE™ -0, on Wy = H (Gk,B”).

uni

Par ailleurs, si J D I, lapplication naturelle W; — W est surjective (cf. (i) de
la rem.3.7), et donc W?m — W™ aussi. Comme By — By est d’image dense,
on en déduit que le systéme des BY @p W®m vérifie la condition de Mittag-Leffler

topologique. II s’ensuit que son R* hm est 0, et une récurrence immédiate permet d’en
BJ <m

uni

déduire que R! lim A ) = O, pour tout m. O

Remarque 3.15. — Si (I,),>0 est un suite croissante d’intervalles ouverts de
10, +00[, & extrémités dans Q*, telle que Iy = I et U, I, =]0,+oo[, le lemme 3.14 se
traduit par ’existence d’une suite exacte stricte :

0_>B(I).,§m_>H Blnzgm_>H BI”’<m 0

uni uni uni

(N),<

uni

qui permet de calculer la cohomologie galoisienne de B " & partir de celle des

I1,,<m
Bum
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D’aprés la prop. 3.9, B ¢ B! . ne dépend pas du choix des L] Ce qui précede

unl uni
s’applique a I ]1 1+= [ I —]%, %—I— 1%[ (remarquons que B2, = B2 [log p] car YFII%

uni

ne contient aucun ¢ (de)). On déduit de la prop. 3.9 que les injections ¢ : B/t — B2
et / : BP I Bl2 ge prolongent (de maniére non unique) en des injections ¢ :
B, B2 et/ : BY, " — B,

uni uni uni uni

B ~ B o BP ) B2 Do mame Pisomorphisme ¢ : Bt — Br '

uni

et que ces injections induisent des isomorphismes

1
se prolonge (de maniére non unique) en des isomorphismes ¢ : Bun — BP Tt et

1 uI]l
¢o:BY) ~ B £ uInzl). On pose

uni uni

+ _p2) ._ Rt 1
BpFF k=B, Bprrk = BpFF,K[?]

) _

I - \
Alors ¢ fournit une identification ¢ : B‘(ml1 B;FF’ K et la restriction de ¢ & B;fFF, 1%

devient un isomorphisme g : BpFF o B;FF  prolongeant ¢ : B 5 B.

Remarque 3.16. — (i) La topologie sur B;FF’ ) est strictement plus fine que celle

induite par le plongement dans B2
(ii) 11 serait plus naturel de définir BIfFF K comme mJD[2LLI]2 (B

uni*
oni) mais, comme
nous ’a fait remarquer ChatGPT, R! lim L >(BY ;) # 0, ce qui poserait des problémes

uni

pour déduire la cohomologie galoisienne de BPFF’  de celle des B ., si on le définissait

uni’

de cette maniére.

8.8.2. Passage a la limite sur les extensions finies de K
1l résulte du lemme 3.10 que, pour tout J D I, Vimage de By, dans B2 es

stable par G et pas seulement par G ; il en est de méme de BpFF 1,» pour tout L.

Lemme 3.17. — Soient M C L des extensions de K, galoisiennes, finies et soient
Fy = MNF™, Fr, := LN F". Soient 1,J D Is, et soit u : B{mi’M — Bgni’M
un morphisme semi-linéaire de Fp-algébres commutant o Gg. Alors u admet une
extension ur, : Bﬂni’L — B{{ni,L commutant ¢ Gk .

Démonstration. — On a BumL

lim | Bn L et Bn L =B L[Xyb)v e ergf)}~
Posons Ay := Buni’M et notons A,, la sous- B‘IJm’M algébre de Buni’L engendrée par
les X i(”) (ou, ce qui revient au méme, par ijz, 1.)- Nous allons construire, par récurrence
sur n, une extension u,, : A, — B7
(car Ag = Bl i)

On suppose u,,_1 construite. Soient Wn =A, 1+, FL~Xi(n), et W, := Wn/An,l.
Il résulte du lemme 3.10 (et de sa preuve) que AW/H est stable par Gx. On choisit une

;, commutant & G . Il n’y a rien & faire sin =0

ul’ll

sous-famille des XZ-(n), pour ¢ € i, formant une base de W,, sur F. Pour construire u,, il

suffit de d’étendre u,,_1 & W, en une application Fp-semi-linéaire, G g-équivariante,

n)

et pour cela, il suffit de déterminer les images des Xl-( , pour ¢ € i (pour passer
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d’une base de W,, & une base de transcendance de A,, sur A,_1, on peut utiliser les
lemmes 2.7 et 2.8).
Comme H' (G, By, ;) = 0, on peut trouver xl(-") € By, (unique a addition prés

d’un élément de (BY . ;)9 = Fr), pour i € i, tel que

uni, L

(0 —1) 2 = Un—1((c — 1) ~Xi(n)), pour tout o € Gp.

K2

Notons w), : W,, — B;{ni, 1, Vapplication Fp-semi-linéaire coincidant avec u,_; sur
(n) (n)

Ayp_1 et envoyant X, sur x; ’, pour ¢ € i.

Faisons agir 0 € Gk sur HomF(Wn,BI{nLL) par (o xv)(z) = o(v(oc™1z)). Alors
(c—1)xul, est 0sio € G, et est identiquement 0 sur A,,_1 pour tout o € Gk (puisque
un—1 est Gg-équivariante), et est a valeurs dans Fr,. On peut donc considérer o +—
(0 — 1) xu), comme un 1-cocycle sur G /G, a valeurs dans Homp(W,,, F). Comme
Gk /Gr est un groupe fini, ce 1-cocycle est un 1-cobord, et il existe v, : Wn — Fr,
identiquement 0 sur A,_1, tel que (0 — 1) xu), = (¢ — 1) % v, pour tout o € Gg. 1l

suffit alors de poser u,, = u}, — v, pour obtenir 'objet désiré. O

. . . . . + —+ ]2
Si L est une extension galoisienne finie de K, on a B pp r € Blpp ; C B7;, et
on peut imposer, grace au lemme 3.17, que si M C L est une extension galoisienne
de K, les restrictions de ¢, et ¢ & B;FF,  coincident avec vps et ppr. Cela permet,
en écrivant K comme la limite inductive h_n; L d’une réunion croissante dénombrable
d’extensions finies galoisiennes de K, de définir

B;FF = h_n}[L:KKOO B;_FF,L7 Byrr = B;FF[%]
et de les munir de ¢ défini comme la limite des ¢y..

Remarque 3.18. — (i) On peut imposer que ¢(logp) = plogp car p((c—1)logp) =
p(o — 1) logp, pour tout o € Gk.

(ii) L’identification B‘(fnli) = B;FF’ x permet de construire une injection Gg-
équivariante B;FF, K = B:;dR prolongeant B — Bg‘R. Celle-ci s’étend, en passant a
la limite, en une injection G g-équivariante B;FF — B;f 4r €t, en inversant ¢, en une
injection G'i-équivariante Bypr — Bpdr.-

3.8.8. Cohomologie galoisienne de Bprp
Théoréme 3.19. — (1) Si AK = B;FF,K7BPFF;K7 alors
HO(GK,AK>=F, Hi(GK,AK)ZO,S’L"L'Zl.

De plus, N laisse stable A C B2

uni’

(ii) Si A = B;‘FF, Byrr, alors
HY(Gg,A)=F, H (Gg,\)=0,sii>1.
De plus, N laisse stable A C B2

uni-*
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Démonstration. — On a HO(G,B<™) = F pour tous J et m, et donc

uni

uni

HO(GK,B;FF,K) =F R! LiilJ HO(GK,BJ’Sm) =0, pour tout m.

Maintenant, si m est fix¢, H'(Gg,B25™) = W™ (o W; = H'(Gk,B”)),

uni
d’apreés le (ii) de la rem. 2.5, et Hi(GK,Biﬁm) =0si%>2 Comme Wj; — Wr est
J,<m

uni

surjective, si J D I, on en déduit que R! @J HY(Gk,B ) =0 (le méme résultat

est trivialement vrai pour H, avec i > 2). Il en résulte que

uni uni

Hi(Gye, BU2=m) = lim H' (G, Bys™), sii>1.

(I2),<m

Il s’ensuit que H (G, B, Y"=") = 0sii > 2. On en déduit que H* (G, B;FF’K) =0
si ¢ > 2, en passant a la limite sur m.

Pour prouver que H' (G, B]pp 1) = 0, on utilise le fait que HY(Gg,B-s™

uni

) —
1 J,<m41 S s .
H'(Gk,B ) est identiquement 0, pour tous J et m; il en résulte que

uni
HY (G, B2 =m) s H1(G, B2 S et identiquement 0 pour tout m, ce
qui prouve le résultat en passant a la limite sur m.

Enfin, que N laisse stable BgFF’ K est une conséquence directe du lemme 3.13.

Ceci démontre le (i) pour B;FF’K; le (ii) pour B;FFF s’en déduit facilement par
passage a la limite sur les extensions finies galoisiennes L de K.

Pour traiter le cas de Bypp ik et Bypr, on utilise le lemme 3.3 (ou plutét le (i) de
la rem. 3.7) selon lequel I'application naturelle H* (G, BY) — H(G,t /B’) est un
isomorphisme pour tous I ouvert, i > 0 et j > 0. On en déduit, par récurrence sur n,
que Hi(GK,Bﬁ’nSi") — Hi(GK,t_jBlIl’nﬁi") est un isomorphisme pour tous I ouvert,
i>0,j7>0etn>0.Ceci permet de ramener le calcul de H!(Gx, t‘jB:;FF’K) a celui
de H"(GK,B;;FF?K); on en déduit le résultat pour Bypr x par passage a la limite
sur j, et pour Bypr par passage a la limite sur les extensions finies galoisiennes L
de K. O

Remarque 3.20. — (i) On a N ¢ = pp N sur le sous-anneau B, de B;FF’K.

(ii) Par contre, on ne peut pas avoir N ¢ # pp N sur B:FF,K. En effet, on a logt €
B;FFEK car le 1-cocycle associé o + log Xcyc1(0) est & valeurs dans By, pour tout 1. On
déduit de la rem. 3.20 (pour n = 0, puisque I C]%, 1]) que N(logt) = —ppj, et donc
»(N(logt)) = N(logt). Par ailleurs, comme ¢ commute & G g, on déduit de la formule
(0—1)-logt = log Xcyci(0) que p(logt) —logt est fixe par Gk, et donc appartient & F.
Il s’ensuit que N(¢(logt)) = N(logt). On en déduit que N(¢(logt)) # pe(N(logt)),
et donc que N ¢ # pp N sur B;FRK.

Remarque 3.21. — Soit A = (B;‘FF)N:O. Alors B;FF = Allog p], A est stable par
Gk et H'(Gk,A) = F - Kumy, mais le (ii) de la rem. 3.20 implique que A n’est pas
stable par .
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3.4. La conjecture Cy;

Conjecture 3.22. — Si Y est une variété analytique lisse, de dimension d, partiel-
lement propre, définie sur K, on a un isomorphisme naturel de (o, N, Gg)-modules :

(Ost) 1:{FHK (YC) = @[L:K]<oo RHOIHGL (RFproét,c(YCy Qp(d)) [Qd], BpFF)

Cet isomorphisme est compatible avec celui de la conj. 1.5 : l'injection Bpopr — Bpar
induit lisomorphisme de Hoydo-Kato Cp @qu: RT'uk (Yo) =~ C)p @% RLqr(Y).

Remarque 3.23. — (i) Il faut faire un peu attention a la signification de
h_H}l[L: K]<oo si les groupes de cohomologie de de Rham sont de dimension finie,

la formule est valable telle quelle ; dans le cas général, cette condition de finitude est
satisfaite localement, ce qui donne une recette pour exprimer les Hi (Ye).

(ii) On a N = ppN sur RT'yk (Ye) mais pas sur Bppp (rem. 3.20). Il n’y a pas de
contradiction car on passe de Brr 4 Bprpr pour tuer les classes parasites; celles qui
survivent vivent dans Bpp sur lequel on a bien Ny = ppN.

Appendice A

Algébres de mélange

Nous expliquons comment la structure d’algébre de mélange permet de retrou-
ver, de maniére plus conceptuelle, les résultats des §§ 2.4 et 2.5, et de les préciser
(cf. rem. 3.12).

Dans toute cette section, F' est un corps non archimédien complet de caractéris-
tique nulle, G un groupe profini et R une F-algébre topologique commutative munie
d’une action continue de G par automorphismes de F-algébres. On suppose que R est
localement convexe en tant que F-espace vectoriel. Par ailleurs :

Hypothése A.1. — On suppose que
R =F, W := H'Y(G,R) est de dimension finie sur F, H(G,R) =0 (i > 2).

A.1. L’algébre de Hopf Shr(W) et le groupe prounipotent %

Nous rappelons ici la définition de 'algébre de Hopf de mélange Shy (W) associée
a W (voir [14, section 1.6] et [17] pour plus de détails).

On munit ), -, W™ muni de la topologie de somme directe localement convexe.
Si w est un tenseur pur de longueur n > 1 (i.e. w = w; ® --- ® w,), on note [w]
ou [wi|---|wy,] I'élément correspondant de @, ~, W™ et £(w) = n sa longueur; on
identifie W®° a F et un tenseur vide (i.e. de longueur 0) a 1 € F.

Il y a deux produits usuels qui transforment @,,~, W®" en F-algebre unitaire :
e Le produit de concaténation pour lequel

= [wi -+ fwn|wi] - - )]

[wi] -+ fwn] - [wi] - - [w],]
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L’algeébre ainsi obtenue est [’algébre tensorielle Tr (W) associée o W.
e Le produit de mélange 11 défini par

forl o] T4+ ) = oy
1
ou I parcourt les parties & n éléments de {1,...,n+m} et wy est obtenu de la maniére
suivante : on numérote (1) < --- < i(n) les éléments de I et j(1) < --- < j(m) ceux
de son complémentaire, et on a wy = [wi] - [Wptm], avec wy = v, si k = i(a) €

et wy = vy si k= j(b) ¢ I. L’algébre ainsi obtenue est [’algébre de mélange Shp (W)
associée a W.

Les deux produits sont compatibles avec la filtration croissante associée a la lon-
gueur : Le. Fil, = @, ., W®™ et Fil; « Fil; C Fil;4;, si « = -, IL

On transforme Shp (W) en une algébre de Hopf commutative pour le produit 11, le
coproduit A, la co-unité e et Pantipode [w1] - |w,] = (=1)"[wy|- - - |w1], ot :
e A :Shp(W) — Shp(W) ® Shyp (W) est donné par la déconcaténation (12)

A=Y e

e c(1)=1et g([v]) =0si{([v]) > 1.

On définit 1'algebre de Lie libre Lr (W) comme la sous-algébre de Lie de Tr(WVY)
engendrée par WV, le crochet sur Tr(WV) étant le commutateur [a,b] :=a-b—b-a
pour le produit de concaténation. Notons [, := Lg(WV) N (WVY)®" sa composante
homogéne de degré n; elle est engendrée par les crochets itérés faisant intervenir n
éléments de WV.

Soit % le groupe pro-unipotent % := Spec Shp(W). Si R est une F-algébre, on
note

(,):%(R)xShp(W)— R
I’accouplement naturel. %7 a pour algébre de Lie
u:=Lie(%) =Lpr(WV) = Hn21 [,

ol la complétion est prise par rapport au degré. Pour m > 1, on note %<, le quotient
unipotent de % dont l'algébre de Lie est

Lie(Z<m) = t<m :=u/ Hn>m L~ P
n=1
On a une suite exacte 1 = I, = %<, = %<m—1 — 1 de groupes unipotents, et [,
est incluse dans le centre de %<,.

12. La notation >
terme est [w] ® 1, le dernier 1 ® [w] et les termes intermédiaires [w1]- - |w;] ® [wit1] - |wn], pour
1<i<n—1.

w=vy’ €St un peu abusive; de maniére précise, si w = w1 ® - - - @ wy, le premier
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Remarque A.2. — Siv € % (F), Papplication u — vu dans % induit un morphisme
de F-algebres hy, : Shp(W) — Shp(W) tel que vu = wo h,. Or

(vu, [w]) = (0, u), M) = (w, > (o, [w)w'])

Il s’ensuit que h, est donné par

(A3) b)) = e DAG) =3 o)’

La formule montre que h,(Fil,) C Fil, et que h, induit l'identité sur Fil, /Fil,,_;
(en effet, L(w") < f(w) si w = w'w” et w” # w); il en résulte, par récurrence, que
hy (Fil,) = Fil,.

Remarque A.j. — D’aprés [16, th. 3.1.1(e)] ou [15, section 4], 'algébre de mélange
Shp (W) est une algébre de polyndémes. On peut munir les variables d’un poids de sorte
que la filtration par la longueur coincide avec la filtration par le degré total pondéré.

A.2. Structures galoisiennes

Définissons la R-algébre P et ses sous-R-modules libres de type fini P<,, par :

n

Pi=R@pShp(W) =lim Pen, Peni= Rap (W),
§j=0
Les P<,, définissent une filtration croissante exhaustive de P, compatible au produit
de mélange au sens ol

Py 11 P<yy € Peppin.

On munit P d’une structure de G-module en faisant agir ¢ € G sur R; cette action
laisse stables les P<,,, et on a o([w]) = [w] pour tout w. On en déduit une action de
G, dite « naturelle », sur % (R) : on demande que {c(x),c(\)) = o({x, \)) pour tous
x€U(R), e PetoeQq.

Si o +— C, est un l-cocycle sur G (i.e. Cpr = C,0(C;)), & valeurs dans % (R),
on peut tordre 'action naturelle de G sur % (R), et obtenir une nouvelle action via
la formule o *¢ # = o(z)C; L. Ceci définit une action tordue sur P (on note Pc la

R-algébre P munie de cette action tordue *¢), et on a (en utilisant o(Cy,-1) = C1)

o (@050 [u]) = (07 o, [w]) = (0 (@)C, [w 1>:<< *1<z>,c-_h> A([w]))
= 2 @b =0 (3 @ Co, [V]))

w=vv’

/_\

On en déduit que, si w = wy ® - -+ @ Wy,

oo lu] =Y (Co W) lo]
(A5) =[] + (Co [wal) fwn] -+ [wn 1] + -+ + (Co, [w])
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Remarque A.6. — On déduit de cette formule que o *¢ [w] — [w] € P<p—1 si w
est de longueur n (le seul terme de longueur > n — 1 dans la formule ci-dessus est
le premier). En particulier G laisse stables les P<,, (on note P <, le G-module ainsi
obtenu), et laction de G sur Po <,/Pc,<n—1 = R®p W®" coincide avec laction
naturelle.

A.3. Construction d’un cocycle

Choisissons un scindage ¢ : W — Z1(G, R), F-linéaire, de la projection Z!(G, R) —
H'(G,R) = W. Il détermine un 1-cocycle

¢: G—Homp(W,R)~R@p WY =% (R), g(w) = c(w)(g).

Théoréme A.7. — Supposons l'hypothése A.1 satisfaite. Alors :
(i) 1l eziste un 1-cocycle C : G — % (R) dont 'image dans %<1 (R) est ¢.
(ii) Pour tout n >0, on a3 :

H°(G,Po<n) =F, HYG,Po<n) =W @p W, H'(G,Po<n) =0 (i >2).
De plus, HY (G, Pc.<n—1) — HY(G, Pc.<y,) est identiquement 0, et RT'(G, Pc) ~ F|0].

Démonstration. — Pour prouver le (i), il s’agit de construire une suite compatible
(cm)m>1 de 1-cocyles, ol ¢y, est & valeurs dans %<, (R), et ¢1 = €. Supposons ¢p,—1
construit et relevons ¢,,—1 en une l-cochaine continue é,, a valeurs dans %<, (R).
Comme 'extension 0 = R ® b, = %<m(R) = Z<m-1(R) — 1 est centrale, (o,7) —

a(émﬁ)cgjméma est un 2-cocycle & valeurs dans R ®p [,,,. Or on a
H*(G,R®p l,) ~ H*(G,R) @p l,,, = 0,

On peut donc multiplier é, par une l-cochaine a valeurs dans R ®pg [, pour la
transformer en 1-cocycle. Ceci démontre le (i).
Passons a la preuve du (ii). On dispose de suites exactes de G-modules

(A.S) 0 — Po,<n-1 — Po<n — R®F wen 0.

On en déduit par récurrence, en utilisant hypothése A.1, que H (G, Pc,<,) = 0
si ¢ > 2. La suite exacte longue de cohomologie associée a la suite (A.8) réduit
la preuve des énoncés concernant H® et H' au fait que I'application de connexion
wen = HYG,R ®@p W®") — HYG,Pc<p-1) est un isomorphisme. Or 'hypo-
theése de récurrence fournit un isomorphisme H'(G, Pc<p,—1) ~ H'(G,R) @ W®n~1
(donné par la projection P<,,_1 — R® W®"~1) et on déduit de I'identification des
termes de longueur n — 1 dans la formule (A.5) que l'application de connection est
[wi] - Jwy] = c(wy) @ [wi]--|w,_1]. Comme ¢ : W — HYG, R) est un isomor-
phisme, cela implique que 'application de connexion est effectivement un isomor-
phisme.

13. Rappelons que I'on note Pc, Pc,<, les G-modules obtenus en tordant ’action naturelle par C'.
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Comme RI'(G, Po) ~ lim RI'(G, Po,<p) (car G est compact et Po est, topologi-
quement, la limite inductive des Pc <y,), cela achéve la preuve du théoréme. O

A.4. Reéalisations dans une algébre acyclique

Soient T une F-algébre munie d’une action de G, et ¢ : R — T un morphisme
G-équivariant de F-algébres. Un morphisme u : Po — T de R-algébres n’est autre
qu'un point de Z=(T') et u est G-équivariant si et seulement si il est fixe par G vu

1

comme élément de %-(T), ce qui se traduit par o(u)(Cy)~" = u pour tout o € G.

Proposition A.9. — (i) Si H'(G,T) = 0, alors v admet un prolongement G-
équivariant u : Po — T.

(ii) Siuy,ug sont deur tels prolongements et si HO(G,T) = F, il existe v € % (F),
unique, tel que ug = vuy € U(T).

Démonstration. — Pour prouver le (i), il suffit de prouver que %¢(T) contient un
élément G-invariant et, pour cela, il suffit de construire une tour (w,,)m>o d’éléments
compatibles avec u,, € %c,<m(T)%. Il 0’y a rien a faire pour m = 0.

Supposons u,,—1 construit. La fibre de % <m(T) — %c,<m—1(T) au-dessus de
Um—1 €st non vide et, si u est un relévement fixé, tout autre relévement s’écrit de
maniére unique exp(a)u, avec a € T ®p [,,,. Comme u,,_; est fixe par G, cette fibre
est stable par laction *¢, et on a g x¢ (exp(a)u) = exp(g(a))(g *c u), on G agit sur
T ®p L, par son action sur 7. L’obstruction a relever u,, 1 en un élément fixe par G
vit donc dans H'(T ® I,,,). Or ce groupe est 0 puisque H!(G,T) = 0; on peut donc
trouver uy, € %c,<m(T)% relevant u,, 1. On en déduit le (i).

Pour le (ii), la condition selon laquelle u; et us sont fixes par G (vus comme
éléments de ¢ (T)) se traduit par u; = o(u;)e(Cy)~! pour tout o € G, si i = 1,2.
Il en résulte que upu; ' = o(uguy ') pour tout o € G, et donc v := ugu;* € % (F)
(grace a ’hypothése H(G,T) = F), ce qui permet de conclure puisque ug = vuy. [

Soient R, R’ des F-algébres satisfaisant ’hypothése A.1 (pour le méme G), et soient
P := Pg, P' := P[, correspondant & R, R’ comme dans le th. A.7. D’apreés la propo-
sition A.9, tout morphisme continu G-équivariant de F-algébres + : R — R’ se
prolonge en un morphisme G-équivariant d’algébres P — P’.

Proposition A.10. — (i) Tout tel prolongement i vérifie i(P<n) C PZ,,, sin > 0.
(il) Si ¢ est un isomorphisme, tout tel prolongement i est un isomorphisme, et
i(P<y)=PL,, sin>0.

Démonstration. — Observons d’abord que
(A.11) yeP, (o (c—-1y) €z (G,PL,) = yeP,,,.
En effet, le théoréme A.7 affirme que I'application H'(G, PL,) — HY(G, PL,.) est

nulle. Il existe donc 2z € PZ,,; tel que (0 — 1)z = (¢ — 1)y pour tout o. Alors
y—z € (P)%=F C PL, ce qui prouve (A.11).



26 PIERRE COLMEZ, SALLY GILLES & WIESLAWA NIZIOL

Soit ¢ : P — P’ un prolongement équivariant. On raisonne par récurrence sur
la longueur. En longueur 0, on a i = ¢ : R — R’. Si I'assertion est vraie pour les
longueurs < d, alors, pour [w] de longueur d, o +— (o — 1)i([w]) = i((c — 1)[w]) qui
est est un 1-cocycle, est & valeurs dans P, , d’aprés la formule (A.5) et hypothése
de récurrence. L'implication (A.11) donne i([w]) € PL,. Ceci prouve le (i).

Si ¢ est un isomorphisme, il existe i’ : P’ — P prolongeant ¢~*. Mais alors i’ o i
est un morphisme G-équivariant de P dans lui-méme. Le (ii) de la prop A.9 appliqué
aup, =id et up = i’ oi, et la rem. A.2 impliquent que i’ o ¢ est un isomorphisme et
i'0i(P<y) = P<y,. Pour la méme raison, ;oi’ est un isomorphisme et o?’(PL,) = P.,.
On en déduit que ¢’ et ¢ sont des isomorphismes, et que les inclusions i’ (Pzn) C P;n
et i(P<y,) C PL, sont des égalités. Ceci prouve le (ii) et permet de conclure. O

A.5. Comparaisons

Soit A une R-algébre munie d’une action de G compatible avec celle de G sur R,
et admettant une présentation

A= h_n>1n20 A'ru AO = R7 An+1 = An [Xn,a | a € Sn]7

ot chaque A, est stable par G et 0(Xy.0) = Xn.a + 2n.a(0), pour 2, o € ZHG, A,).
Supposons que AY = F, H'(G,A) = 0. D’aprés la prop. A.9, l'inclusion R — A
s’étend (de maniére non unique) en un morphisme G-équivariant 7 : Po — A.

Proposition A.12. — Tout morphisme continu G-équivariant de R-algébres entre
P et A, dans 'un ou lautre sens, est un isomorphisme d’inverse continu.

Démonstration. — On dispose déja de i : Po — A; construisons un morphisme
continu dans 'autre sens r : A — Pc. Nous montrerons ensuite que r et i sont des
isomorphismes continus.

Pour construire 7, on va construire sa restriction r, : A, — P¢ par récurrence sur
n. On n’a pas le choix pour rg : R — Pg. Supposons r, : A, — P construit. Pour
tout o € Sy, choisissons z,, o € P tel que

(U - 1)xn,oé =Tn (zn,a(o—))y oe€G.

(’est possible car, d’aprés le théoreme A.7, HY(G, P) = 0. Envoyer X,, o SUr o, o
prolonge r,, en un morphisme G-équivariant r, 1 : A,11 — P, continu. On obtient r
en passant a la limite.

Alors u ;= roi: Po — Pg est un endomorphisme G-équivariant de R-algébres.
D’aprés le corollaire A.10, ¢’est un automorphisme d’inverse continu. Quitte a rempla-
cer i par iou~!, on peut supposer que roi = idp. Alors e := jor est un endomorphisme
continu équivariant de R-algébres de A vérifiant e? = e. Pour conclure, il s’agit de
prouver que e = id.
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Montrons par récurrence que e fixe tout élément de chaque A,,. C’est vrai pour
Ao = R. Supposons-le pour 4, ; soit « € S,,. Comme z, o(c) € A, on a

(0 —1)(e(Xna) = Xnia) = €(2n,a(0)) = Zn,a(0) =0, ocG.

Donc ¢ := e(Xn0) — Xnao € A9 = F. Comme e fixe F, et comme €2 = ¢, on a
c =c¢e(c) = ¢(Xna) — e(Xna) = 0, et donc e(X,,0) = Xpa, ce qui permet de
conclure. O

La proposition ci-dessus permet de faire le lien entre I'algébre de mélange Po et
algébre Ry du th. 2.2 (dont I'existence ne demande que la condition H°(G, R) = F,
cf. rem. 2.3).

Corollaire A.13. — Il existe un isomorphisme G-équivariant de R-algébres Po ~
Runi, et tout tel isomorphisme identifie la filtration par la longueur sur Po a la filtra-
tion par le poids sur Ryy;.

Démonstration. — L’existence résulte du th. 2.2 et de la proposition A.12. Mainte-
nant, soit f : Po — Ry un R-isomorphisme topologique G-équivariant. On veut
prouver que f et f~! préservent les filtrations. Rappelons que, si T = Pz, Run; est
muni de la filtration idoine, on a (cf. (A.11) pour Pg et (ii) du lemme 2.4 pour Rypi)

(A.14) yeT, (o (c—1)y) € ZYG T<n1) = yeT<,.

Dans les deux cas, on va utiliser cette implication pour prouver, par récurrence sur n,
que le cran n de la filtration est préservé. On a Poc<g = R = Ri?i; le résultat est
donc immédiat pour n = 0. Supposons qu’il soit vrai pour n — 1.

e Pour f, si [w] est de longueur n, alors (0 — 1)[w] € P <p,—1 d’aprés la rem. A.6.
L’hypothése de récurrence donne (o — 1) f([w]) = f((0 —1)[w]) € RS, et le critére

(A.14) implique f([w]) € RS". L’hypothése de récurrence est donc vraie pour n.

uni*

e Pour f71,si1 <i < ry, alors (0 — 1)Xi(n) = CS,””') e R=n1 L’hypothése

uni

de récurrence donne (o — 1)f~1(X(™) = f~1(c™V) € Pe<p_1, et le critére (A.14)
implique f_l(Xi(")) € Pc,<n. L'hypothése de récurrence est donc vraie pour n.

Ceci permet de conclure. O

Remarque A.15. — La prop. A.12 permet de montrer qu’on peut aussi construire
Ryni de maniére plus brutale, comme la limite inductive d’algébres A,, telles que
HY(G,A,) — HY (G, A,41) soit identiquement 0, pour tout n > 0 (la différence avec
la construction du §2.4 est que A,,41 est, en général, de type infini sur A4,, sin > 1).
On pose Ayg = R et, A, étant construite, on choisit des 1-cocycles (zy,a)acs, dont les
classes forment une F-base de H'(G, A,,), et on pose

AnJrl = An[Xn,a | o€ Sn}a J(Xn,a) = Xn,a + Zn,a(a); Aoo = hgln An
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On a H'(G,As) = 0 par construction et AS = F par une variante (facile) des
arguments de la preuve du lemme 2.4. On peut donc utiliser la prop. A.12 pour en

déduire que Po ~ A, et le cor. A.13 pour en déduire que Ao ~ Runi-
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