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Résumé. — Nous étendons la construction de l’application exponentielle de Perrin-Riou aux
représentations de de Rham et nous démontrons une loi de réciprocité explicite qui, dans le cas
des représentations absolument cristallines, redonne la loi de réciprocité explicite conjecturée par
Perrin-Riou.
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Introduction

1. La fonction zêta de Kubota-Leopoldt et l’isomorphisme de Coleman.— Grâce aux
travaux de nombreux mathématiciens, on a une description conjecturale à peu près complète du
comportement aux entiers des fonctions L des motifs. Il est dès lors tentant d’essayer de voir
ce que donnent ces conjectures d’un point de vue p-adique ; en particulier, peut-on construire
des fonctions-L p-adiques interpolant p-adiquement les valeurs aux entiers des fonctions-L com-
plexes ? Une réponse (conjecturale) à ces questions a été apportée par Perrin-Riou [24] dans
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le cas de bonne réduction (i.e. dans le cas où la représentation p-adique associée au motif est
cristalline).

L’idée de Perrin-Riou est une généralisation d’une des nombreuses constructions de la fonction
zêta de Kubota-Leopoldt. On choisit un système compatible ε = (1, ε(1), . . . , ε(n), . . . ) de racines
de l’unité d’ordre une puissance de p avec ε(1) 6= 1 et (ε(n+1))p = ε(n) si n ∈ N. Ceci fait de ε(n)

une racine primitive pn-ème de l’unité et on note Fn le corps Qp(ε(n)). Soient F∞ = ∪+∞
n=0Fn et

Γ = Gal(F∞/Qp), ce qui fait que le caractère cyclotomique χ induit un isomorphisme de Γ sur
Z∗

p . Soit Λ = Zp[[Γ]] l’algèbre d’Iwasawa des mesures sur Γ à valeurs dans Zp. La construction
de la fonction zêta de Kubota-Leopoldt que nous avons en vue repose sur le théorème suivant
(cf. [7] et [8]).

Théorème 1. — Si u = (u(n))n∈N est un élément de la limite projective lim← O∗
Fn

des O∗
Fn

rela-
tivement aux applications normes, il existe une unique série Colu(T ) élément de (Zp[[T ]])∗ telle
que l’on ait Colu(ε(n) − 1) = u(n) quel que soit n ∈ N.

De plus, si on pose Gu(T ) = log(Colu(T )), il existe une unique mesure λu ∈ Λ sur Γ telle que
l’on ait ∫

Γ
(1 + T )χ(x)λu(x) = Gu(T )− 1

p

∑

ζp=1

Gu(ζ(1 + T )− 1).

L’application qui à u associe λu est presque un isomorphisme de Λ-modules (son noyau est
le Zp-module de rang 1 engendré par ε et le conoyau est aussi un Zp-module de rang 1) et
est appelé l’isomorphisme de Coleman. D’autre part, la fonction zêta de Kubota-Leopoldt est
l’image des unités cyclotomiques par l’isomorphisme de Coleman. Plus précisément, si γ ∈ Γ, soit
uγ = (u(n)

γ )n∈N l’élément de lim← O∗
Fn

défini par u
(n)
γ = γ(ε(n))−1

ε(n)−1
si n > 1. Alors si k ∈ N− {0},

∫

Γ
χ(x)kλuγ (x) = (χ(γ)k − 1)(1− pk−1)ζ(1− k),

où ζ est la fonction zêta de Riemann, ce qui montre que la fonction zêta de Kubota-Leopoldt est
donnée par la pseudo-mesure (1− γ)−1λuγ pour n’importe quel choix de γ d’ordre infini. Cette
idée avait déjà été utilisée par Coates et Wiles [7] pour construire la fonction-L p-adique d’une
courbe elliptique à multiplication complexe à partir des unités elliptiques.

De manière imagée, on peut voir l’isomorphisme de Coleman comme une machine à pro-
duire des fonctions-L p-adiques (fonction zêta de Kubota-Leopoldt ou fonctions-L p-adiques des
courbes elliptiques à multiplication complexe) à partir d’un système compatible d’unités glo-
bales. La réponse de Perrin-Riou (dans le cas de bonne réduction) repose en grande partie sur la
construction [23] d’une application exponentielle, généralisation de l’isomorphisme de Coleman
mentionné ci-dessus (plus exactement de son inverse), interpolant p-adiquement les applications
exponentielles de Bloch et Kato [4]. L’idée est que ces applications exponentielles donnent des
informations sur la norme p-adique des valeurs aux entiers des fonctions-L (débarassées de cer-
tains facteurs transcendants) et que pour pouvoir interpoler ces valeurs, il faut commencer par
interpoler les exponentielles.

Le but de cet article est d’étendre la construction de l’application exponentielle de Perrin-Riou
au cas de mauvaise réduction (i.e. au cas où on suppose seulement que la représentation p-adique
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est de de Rham et pas forcément cristalline). Chemin faisant, on donne une construction complè-
tement explicite de cette application exponentielle et de son inverse, ce qui permet de répondre à
quelques questions laissées en suspens dans [23] ; on donne en particulier une démonstration de
la loi de réciprocité explicite conjecturée par Perrin-Riou (conjecture Réc(V ) de [23]). Les lois
de réciprocités explicites et les fonctions-L p-adiques sont étroitement liées ; par exemple, un des
points de départ de [7] est la loi explicite de réciprocité de Wiles [33] généralisant celle d’Iwa-
sawa [17]. Celle de Perrin-Riou a un rapport étroit avec l’équation fonctionnelle de la fontion-L
p-adique et est une généralisation de la loi de réciprocité explicite que l’on peut trouver dans
[4], [23] et [16] dans le cas de Qp(r), elle-même généralisant celle d’Iwasawa [17] et Coleman [9]
dans le cas de Qp(1). Signalons qu’une autre démonstration de cette conjecture a été obtenue par
Kato, Kurihara et Tsuji [20] par des méthodes complètement différentes utilisant la cohomologie
syntomique. Le lien avec les fonctions-L p-adiques n’est pas exploré dans cet article, mais nous
espérons pouvoir y revenir dans un article ultérieur.

2. Notations et définitions.— Le reste de l’introduction va être consacré à décrire un peu
plus en détail le contenu de cet article. Soient R et BdR ⊃ Bcris ⊃ W (R) les anneaux construits
par Fontaine [12] et [15]. Notre système compatible ε = (1, ε(1), . . . , ε(n), . . . ) de racines de l’unité
peut être vu comme un élément de R et on pose t = log[ε] ∈ Bcris, où [ε] est le représentant de
Teichmüller de ε dans W (R), ce qui fait de t l’analogue p-adique de 2iπ.

Si L est une extension de Qp contenue dans Qp, on note GL le groupe Gal(Qp/L). Soit K

une extension finie de Qp. Si V est une représentation continue de GK , on pose Dcris(V ) =
(Bcris ⊗ V )GK ; c’est un K ∩Qnr

p -espace vectoriel muni d’une action semi-linéaire du Frobenius
absolu ϕ qui est de dimension inférieure ou égal à dimQp V et on dit que V est cristalline si on
a égalité. De même, on pose DdR(V ) = (BdR ⊗ V )GK ; c’est un K-espace vectoriel de dimension
inférieure ou égale à dimQp V muni d’une filtration par des sous-K-espace vectoriels FiliDdR(V )
et on dit que V est de de Rham si dimK DdR(V ) = dimQp V .

Si k ∈ Z et V est une représentation de GK , on note V (k) la tordue (à la Tate) de V par
la puissance k-ième du caractère cyclotomique. Cette notation est un peu abusive ; il vaudrait
mieux écrire V (χk) pour souligner le fait que l’on a un isomorphisme canonique entre V et V (k).
D’un autre coté, le choix de ε permet de trivialiser le module de Tate et nous fournit un tel
isomorphisme.

Tensorisant la suite exacte fondamentale

0 −→ Qp −→ Bϕ=1
cris −→ BdR/B+

dR −→ 0

par V et passant à la suite de cohomologie associée permet de définir une application Qp-linéaire
expV : DdR(V ) → H1(K,V ) appelée exponentielle de Bloch-Kato et par dualité, une application
exp∗

V : H1(K,V ∗(1)) → DdR(V ∗(1)).

Si A est un espace de Banach p-adique (la plupart du temps, A sera un Qp-espace vectoriel
de dimension finie) et si X est soit Qp soit un ouvert compact de Qp, on note Dr(X,A) l’espace
des distributions d’ordre r à support dans X et Dtemp(X,A) = ∪r∈RDr(X,A) l’espace des
distributions d’ordre fini. En particulier, D0(X, A) est l’espace des mesures sur X à valeurs dans
A.
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Si K est non ramifié surQp et V est une représentation cristalline, on munit Dtemp(Qp, Dcris(V ))
d’un Frobenius ϕD ⊗ ϕ défini par la formule∫

Qp

f(x)ϕD ⊗ ϕ(µ) = ϕ
(∫

Qp

f(px)µ
)
,

si f est une fonction localement analytique à support compact.
Si K est une extension finie de Qp, on pose K0 = K, Kn = K(µpn), où, si n > 1, µpn

est le groupe des racines pn-ièmes de l’unité et K∞ = ∪+∞
n=0Kn. Soient ΓK = Gal(K∞/K),

ΓKn = Gal(K∞/Kn) si n ∈ N et ΛK = Zp[[ΓK ]] l’algèbre d’Iwasawa.
Le caractère cyclotomique induit un isomorphisme de ΓK sur un sous-groupe ouvert de

Z∗
p , ce qui permet de parler de distributions à support dans ΓK . Si V est une représenta-

tion p-adique de GK , on munit Dtemp(ΓK , V ) d’une action de Galois en définissant σ(µ) par
la formule

∫
ΓK

f(x)σ(µ) = σ
(∫

ΓK
f(σx)µ

)
. On peut aussi voir cette action en utilisant le

fait que D0(ΓK , V ) ∼= ΛK ⊗ V est dense dans Dtemp(ΓK , V ) et en remarquant que l’action
induite sur ΛK ⊗ V est l’action naturelle (diagonale), GK agissant sur chacun des facteurs.
Si µ ∈ H1(K, Dtemp(ΓK , V )) et si τ → µτ est un 1-cocycle continu représentant µ, alors
τ → ∫

ΓKn
χ(x)iµτ est un 1-cocycle sur GKn à valeurs dans V (i) dont la classe

∫
ΓKn

χ(x)iµ dans
H1(Kn, V (i)) ne dépend que de µ et pas du choix du cocycle représentant µ.

Proposition 2. — Si T est un réseau de V stable par GK , alors l’application de H1
Iw(K, V ) =

H1(K,D0(ΓK , V )) dans Qp ⊗
(
lim← H1(Kn, T )

)
qui à µ associe la collection (. . . ,

∫
ΓKn

µ, . . . ),
est un isomorphisme de ΛK-modules.

(ii) H1(K, Dtemp(ΓK , V )) ∼= Dtemp(ΓK)⊗ΛK
H1

Iw(K, V ).

L’intérêt de cette proposition qui, assez étrangement, ne semble pas être utilisée en théorie
d’Iwasawa, est de remplacer une limite projective de groupes de cohomologie (relativement aux
applications de corestriction) par un seul groupe de cohomologie. Elle permet d’autre part de
mieux comprendre les isomorphismes lim← H1(Kn, T ) ∼= lim← H1(Kn, T (i)) utilisés par Soulé [29,

30] ; ils correspondent à la multiplication par χ(x)i au niveau des mesures.

3. L’exponentielle de Perrin-Riou.— Le théorème suivant est une réécriture du théorème
principal de [23] (voir l’introduction de [23]) utilisant la proposition précédente.

Théorème 3. — Soient K une extension finie non ramifiée de Qp, V une représentation cris-
talline de GK et h ∈ Z un entier tel que Fil−hDcris(V ) = Dcris(V ) ; alors il existe une (unique)
application

Exph,V : Dtemp(Z∗
p , Dcris(V )) −→ H1(K∞,Dtemp(ΓK , V ))ΓK

telle que si k est un entier supérieur ou égal à 1− h, alors

(4)
∫

ΓK

χ(x)kExph,V (µ) = expV (k)

(1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(
(k + h− 1)!

∫

Z∗
p

µ

(−tx)k

))
.

Remarque 5. — (i)
∫
Z∗

p

µ
(−tx)k appartient à t−kDcris(V ) = Dcris(V (k)) et prendre son image

par expV (k) a donc bien un sens. Par contre, si pk est valeur propre de ϕ sur Dcris(V ), alors 1−ϕ

n’est pas inversible sur Dcris(V (k)) et il faut prendre quelques précautions pour donner un sens
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à la formule (4), ce qui fait que Exph,V n’est défini que sur un sous-espace de codimension finie
de Dtemp(Z∗

p , Dcris(V )) s’il existe k ∈ Z tel que pk soit valeur propre de ϕ.
(ii) On préfèrerait avoir H1(K, Dtemp(ΓK , V )) au lieu de H1(K∞, Dtemp(ΓK , V ))ΓK et le cas

où V = Qp(1) montre qu’il n’est pas totalement déraisonnable d’espérer y arriver ; le problème
est que restreindre à GK∞ tue le ΛK-module de torsion et que pour le retrouver, il faudrait refaire
toutes les constructions de l’article en travaillant avec une Zp-représentation au lieu d’une Qp-
représentation. Il est possible que la théorie des (ϕ,Γ)-modules [14] fournisse une voie d’approche
raisonnable ([6], chap. II).

(iii) La formule (4) permet de voir Exph,V comme une interpolation p-adique des exponentielles
de Bloch-Kato pour les différents twists de V par les puissances du caractère cyclotomique ; le
facteur (k+h−1)!

(−t)k jouant le rôle du facteur local à l’infini (ne pas oublier que t est un analogue

p-adique de 2iπ) et l’opérateur 1−p−1ϕ−1

1−ϕ correspondant au facteur d’Euler habituel que l’on
doit introduire pour rendre ce que l’on veut interpoler p-adiquement continu. Le déterminant de
1−p−1ϕ−1

1−ϕ agissant sur Dcris(V (k)) est d’ailleurs égal au quotient du facteur d’Euler en p pour la
représentation V (k) par celui pour la représentation V ∗(1− k).

(iv) Les espaces de départ et d’arrivée de Exph,V sont des Dtemp(ΓK)-modules de même rang et
l’application Exph,V devient, après tensorisation par l’anneau total des fractions de Dtemp(ΓK),
un isomorphisme, ce qui permet en utilisant l’isomorphisme inverse, d’associer à tout élément de
H1

Iw(K,V ) une distribution tempérée sur Z∗
p . Dans le cas particulier où V = Qp(1), la théorie de

Kummer fournit une application naturelle de lim←− O∗
Kn

dans H1
Iw(K,Qp(1)) et si on compose cette

application avec l’inverse de ExpQp(1),1, on retombe (à normalisation près) sur l’isomorphisme
de Coleman. On peut donc espérer pouvoir utiliser cette application dans le cas général pour
construire des fonctions-L p-adiques à partir de systèmes compatibles d’éléments de cohomologie
motivique (généralisation des unités cyclotomiques) ; c’est le point de vue développé dans [24]

(v) L’application Exph,V n’est définie que pour h assez grand mais Exph+1,V est reliée à
Exph,V de manière simple, ce qui permet, quitte à introduire des dénominateurs, de définir une
application Exph,V pour tout h ∈ Z.

(vi) La démonstration du théorème fait intervenir une distribution µ̃ sur Qp invariante par
ϕD ⊗ ϕ et dont la restriction à Z∗

p est µ et elle fait jouer un rôle très particulier aux intégrales
du type

∫
p−nZp

[εx]µ̃. L’intégrale
∫
Qp

[εx]µ̃ ne converge pas forcément, mais si elle le fait, elle peut
être considérée comme la transformée de Fourier continue de µ̃ et l’invariance de µ̃ par ϕD ⊗ ϕ

se traduit par l’appartenance de la transformée de Fourier de µ̃ à Bϕ=1
cris ⊗ V . De même, comme

Dcris(V ) est fixe par GK et ε est fixe par GK∞ , cette transformée de Fourier est fixe par GK∞ , ce
qui laisse penser que l’objet naturel à considérer dans le cas général est (Bϕ=1

cris ⊗ V )GK∞ . Cela
semble effectivement être le cas et permet en tout cas de construire une seconde application
exponentielle en supposant seulement que V est de de Rham.

Nous noterons DIw(V ) le (Bϕ=1
cris )GK∞ -module (Bϕ=1

cris ⊗ V )GK∞ en raison de son lien avec la
théorie d’Iwasawa de V .

4. Une deuxième application exponentielle.— Si x ∈ K∞ et n ∈ N, alors la suite
1

pm TrKm/Kn
(x) est stationnaire pour m > n assez grand. On note TK,n l’application Qp-linéaire

de K∞ dans Kn ainsi définie. On note encore TK,n l’application de K∞((t)) dans Kn((t)) définie
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par

TK,n(
∑

kÀ−∞
akt

k) =
∑

kÀ−∞
TK,n(ak)tk.

Proposition 6. — (i) K∞((t)) est dense dans BGK∞
dR et TK,n s’étend par continuité en une

application Qp-linéaire de BGK∞
dR dans Kn((t)).

(ii) Si z ∈ BGK∞
dR , alors lim

n→+∞ pnTK,n(z) = z.

Soit V une représentation de de Rham. L’application naturelle de BGK∞
dR ⊗ DdR(V ) dans

(BdR ⊗ V )GK∞ est un isomorphisme et on étend les applications TK,n pour n ∈ N par linéarité
à BGK∞

dR ⊗ DdR(V ). D’autre part, si z ∈ K∞((t)) ⊗ DdR(V ), alors z s’écrit de manière unique
sous la forme

∑
kÀ−∞ tkdk avec dk ∈ K∞ ⊗ DdR(V ) et on note δV (−k)(z) l’élément tkdk de

K∞⊗DdR(V (−k)). Finalement, on note F0
V (BdR⊗V ) le sous-espace B+

dR⊗DdR(V ) de BdR⊗V

et, si W est un sous-Qp-espace vectoriel de BdR ⊗ V , on pose F0
V (W ) = W ∩ F0

V (BdR ⊗ V ).

Théorème 7. — Soient V une représentation de de Rham et h > 1 un entier tel que l’on ait
Fil−h(DdR(V )) = DdR(V ). Alors il existe une (unique) application Qp-linéaire

Exp(h)
V : F0

V (DIw(V )) −→ H1(K∞, Dh−(ΓK , V ))ΓK

telle que si z ∈ F0
V (DIw(V )), k ∈ [0, h− 1] et n ∈ N, alors

∫

ΓKn

χ(x)−kExp(h)
V (z) = (−1)k(h− 1− k)!k! expV (−k)

(
δV (−k) ◦ TK,n(z)

)
.

Remarque 8. — (i) Utilisant la transformée de Fourier continue (ou plutôt son inverse), on peut
donner, dans le cas où V est cristalline et K non ramifié sur Qp, une description de F0

V (DIw(V ))
en termes de distributions à valeurs dans Dcris(V ). On montre alors que les deux applications
exponentielles coïncident à normalisation près, ce qui permet d’utiliser le théorème 2 pour calculer∫
ΓKn

χ(x)kExp(h)
V (z) pour k > 0.

(ii) Dans le cas général, on ne dispose pas d’une description aussi agréable de F0
V (DIw(V )),

ce qui fait que l’application aux fonctions-L p-adiques nécessitera sans doute un travail supplé-
mentaire pour lequel la théorie des (ϕ,Γ)-modules devrait être un ingrédient utile. D’autre part,
utilisant des techniques développées par Sen [26] pour montrer que si V est une représentation
quelconque, alors (Cp⊗V )GK∞ est un K̂∞-espace vectoriel de dimension dimQp V , on peut mon-
trer que DIw(V ) est un (Bϕ=1

cris )GK∞ -module de “rang” dimQp V , la raison d’être des guillemets
étant que ce module n’est pas un module libre. En d’autre termes, DIw(V ) a le “bon” rang.

5. L’application logarithme et la loi de réciprocité de Perrin-Riou.— La formule
lim

n→+∞ pnTK,n(z) = z permet de reconstruire z à partir de Exp(h)
V (z). Si on regarde d’un peu plus

près ce que donne cette construction en général, on obtient le théorème 9 ci-dessous.
Si V est une représentation de GK , on note H1

e (K,V ) le noyau de l’application naturelle
de H1(K, V ) dans H1(K,Bϕ=1

cris ⊗ V ). Si V est de de Rham, H1
e (K,V ) est aussi l’image de

l’application exponentielle de Bloch-Kato.
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Théorème 9. — Soit h > 1. Soit V une représentation de de Rham. Si i ∈ Z, soit Wi le Qp-
espace vectoriel de dimension finie

⋃
n∈N(Bϕ=1

cris ⊗ V (i))GKn et soit W[0,h−1] = ⊕
06i6h−1

Wi. Soit

µ ∈ H1(K, Dh−(ΓK , V )) tel que
∫
ΓKn

χ(x)−iµ ∈ H1
e (Kn, V (−i)) quels que soient n > 1 et 0 6

i 6 h−1. Finalement, soit τ → µτ un cocycle continu représentant µ et, si n ∈ N et 0 6 i 6 h−1,
soit cn,i l’unique élément de (Bϕ=1

cris ⊗ V )/Wi tel que l’on ait (1 − χ(τ)−iτ)cn,i =
∫
ΓKn

χ(x)−iµτ

quel que soit τ ∈ GKn . Alors
(i) La suite de terme général 1

(h−1)!p
n
(∑h−1

i=0 (−1)i
(
h−1

i

)
cn,i

)
converge dans (Bϕ=1

cris ⊗
V )/W[0,h−1] vers un élément de DIw(V )/W[0,h−1] noté Log(h)

V (µ).
(ii) Log(h)

V ◦ Exp(h)
V est l’identité (modulo kerExp(h)

V qui est un Qp-espace vectoriel de di-
mension finie) de F0

V (Bϕ=1
max ⊗ V )GK∞ si Fil−hDdR(V ) = DdR(V ).

(iii) Si m ∈ N, alors

th
( d

dt

)h
(
TK,m(Log(h)

V (µ))
)

= (−1)h
∑

k∈Z
exp∗

V ∗(1+k)

(∫

ΓKm

χ(x)−kµ
)
.

Remarque 10. — (i) La condition
∫
ΓKn

χ(x)−iµ ∈ H1
e (Kn, V (−i)) quels que soient n > 1 et

0 6 i 6 h − 1 est automatique si on remplace V par V (k) pour k À 0, mais ce cas n’est pas
forcément le plus intéressant.

(ii) Le cas K = Qp, V = Qp(1) et h = 1 permet de retrouver l’isomorphisme de Coleman
[8]. Plus précisément, la théorie de Kummer nous fournit une application naturelle δ de lim← O∗

Kn

dans H1
Iw(K,Qp(1)) ⊂ H1(K, D1−(Γ,Qp(1))) et on a

TK,n

(
Log(1)

Qp(1)(δ(u))
)

= t−1 log
(
Colu([ε

1
pn ]− 1)

)
= p−nϕ−n

(
t−1 log

(
Colu([ε]− 1)

))
,

quel que soit n > 1. On trouvera la démonstration de ce fait ainsi qu’une généralisation au cas où
Qp est remplacé par une extension quelconque (pas nécessairement non ramifiée) dans le chapitre
V de [6].

(iii) Plus généralement, si V est cristalline, K non ramifié sur Qp et k ∈ N est assez grand, il
existe une unique série F

(h)
µ (T ) ∈ K[[T ]]⊗Dcris(V (k)) de rayon de convergence 1, telle que l’on

ait

TK,n(Log(h)
V (µ)) = p−nϕ−n(F (h)

µ ([ε]− 1)),

quel que soit n > 1. Comme Log(h)
V (µ) = lim

n→+∞ pnTK,n(Log(h)
V (µ)), on voit que dans le cas V

cristalline et K non ramifié sur Qp, la connaissance de Log(h)
V (µ) est équivalente à celle de la série

F
(h)
µ (T ) qui est une généralisation directe de la série log(Colu(T )). D’autre part, si on remplace

V par V (i) pour i assez grand, on peut prendre k = 0. Dans le cas général, le lien entre les
TK,n(Log(h)

V (µ)) pour n variable, est nettement plus mystérieux même dans le cas V = Qp(1),
mais la théorie des (ϕ,Γ)-modules [14] permet de donner une réponse assez satisfaisante ([6],
chap. IV).

(iv) Dans la formule du (iii) du théorème, le membre de gauche appartient à Km((t))⊗DdR(V ) ;
on peut donc le développer en puissance de t et si on regarde le coefficient de tk, on obtient,
pour chaque k ∈ Z et m ∈ N, un morphisme de H1

Iw(K, V ) ⊂ H1(K, Dh−(ΓK , V )) dans Kn ⊗K
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DdR(V ). Ces morphismes sont des généralisations des morphismes de Coates et Wiles [7] et le
théorème 9 montrent qu’ils sont liés de très près à l’application exponentielle de Bloch-Kato.

(v) Si on suppose K non ramifié sur Qp et V cristalline, on peut retraduire le (iii) en termes
de l’exponentielle de Perrin-Riou et on obtient la proposition suivante qui est une des formes
équivalentes (cf. [25]) de la loi de réciprocité explicite de Perrin-Riou (conjecture Réc(V ) de
[23]).

Proposition 11. — Soient h ∈ Z et µ ∈ Dtemp(Z∗
p , D(V )). Alors

∫

ΓK

χ(x)−kExph,V (µ) = (−1)h(exp∗
V ∗(1+k))

−1
(1− p−1ϕ−1

1− ϕ

∫

Z∗
p

(tx)k

(k − h)!
µ
)

si k À 0.

6. Remarques sur l’organisation de l’article.— J’ai essayé dans l’introduction de pré-
senter les choses dans l’ordre où je les ai trouvées. Le texte principal est quant à lui organisé
complètement à l’envers par rapport au schéma de l’introduction et par rapport à la version qui
a circulé sous forme de prépublication [10]. La raison principale pour laquelle j’ai bouleversé le
plan de [10] est que j’ai trouvé depuis, une démonstration plus directe de l’existence de l’appli-
cation logarithme reposant sur une étude directe des anneaux de Fontaine. L’article comporte
neuf chapitres. Les cinq premiers sont des préliminaires pour la construction de l’application lo-
garithme (chapitre VI) et les lois de réciprocité explicites (chapitre VII), mais le lecteur qui ne se
sent pas à l’aise avec les distributions peut ignorer le premier, ne lire que le premier paragraphe
du second et aller directement à la construction de l’application logarithme après les chapitres
III, IV et V en supposant que toutes les distributions considérées dans les chapitres VI et VII
sont des mesures. Le chapitre VIII est un chapitre de préliminaires pour la situation considérée
par Perrin-Riou. De manière plus précise, la proposition 2 de l’introduction est une combinaison
des propositions II.1.1 et II.3.1 et de la remarque II.1.2. Le théorème 3 est une combinaison du
théorème IX.2.1, des formules IX.1.2 et d’une bonne partie de la remarque IX.2.6. Le théorème
7 est le théorème VI.1.3, le théorème 9 est la combinaison des théorèmes VI.3.1 et VII.1.1 et la
proposition 11 est la proposition IX.4.1.

I. Intégration sur Zp

1. Espaces de Banach p-adiques.

Définition I.1.1. — Un espace de Banach p-adique est un Qp-espace vectoriel E muni d’une
norme ultramétrique ‖ ‖ pour laquelle il est complet.

Hypothèse (N) : On dit que E vérifie l’hypothèse (N) si quel que soit x ∈ E, il existe λ ∈ Qp

tel que ‖x‖ = |λ|.
Si (E, ‖ ‖) est un espace de Banach p-adique quelconque, on peut remplacer ‖ ‖ par une norme

équivalente de telle sorte que E vérifie l’hypothèse (N).

Exemple I.1.2. — (i) Cp muni de la norme p-adique est un espace de Banach p-adique ne
vérifiant pas l’hypothèse (N).
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(ii) Si I est un ensemble, soit l∞(I) l’ensemble des suites bornées (ai)i∈I d’éléments de Qp.
On munit l∞(I) de la norme ‖ ‖∞ définie par ‖(ai)i∈I‖∞ = supi∈I |ai|, ce qui en fait un espace
de Banach p-adique.

(iii) Si I est un ensemble, soit l0∞(I) le sous-espace fermé de l∞(I) des suites (ai)i∈I d’éléments
de Qp tendant vers 0 suivant le filtre complémentaire des parties finies. C’est un espace de Banach
p-adique qui, comme l∞(I), vérifie l’hypothèse (N).

Les espaces de Banach p-adiques étant des cas particuliers d’espaces de Banach, ils vérifient
le théorème de l’image ouverte, à savoir

Proposition I.1.3. — Si f : B1 → B2 est une application linéaire continue bijective entre deux
espaces de Banach p-adiques, alors f−1 est continue

La théorie des espaces de Banach p-adiques présente de grandes similarités avec celle des
espaces de Hilbert réels. En particulier, la notion suivante remplace celle de base hilbertienne
dans un espace de Hilbert.

Définition I.1.4. — Soit E un espace de Banach p-adique. On dit qu’une famille bornée (ei)i∈I

est une base de Banach de E si l’application de l0∞(I) dans E qui à (ai)i∈I associe
∑

i∈I aiei est
une isométrie. Autrement dit, une famille (ei)i∈I est une base de Banach de E si et seulement si

(i) tout élément x de E peut s’écrire de manière unique sous la forme d’une série convergente
x =

∑
i∈I aiei, où les ai sont des éléments de Qp tendant vers 0 suivant le filtre complémentaire

des parties finies,
(ii) ‖x‖ = supi∈I |ai|.

Proposition I.1.5. — (i) Un espace de Banach p-adique possède des bases de Banach si et
seulement si il vérifie l’hypothèse (N).

(ii) Si B est un espace de Banach p-adique et F est un sous-Qp-espace vectoriel fermé de B,
alors F admet un supplémentaire fermé

(iii) Si f : B1 → B2 est une application linéaire continue surjective entre deux espaces de
Banach p-adiques, alors f admet un scindage continu, c’est-à-dire qu’il existe s : B2 → B1

linéaire continue telle que l’on ait f ◦ s = idB2.

Démonstration. — Les points (i) et (ii) sont par exemple démontrés dans [27] et pour démontrer
le (iii), il suffit de prendre un supplémentaire fermé de ker f dans B1 et d’utiliser le théorème de
l’image ouverte.

2. Distributions algébriques sur Zp. — Si I est une partie de Z, notons LP I le Qp-espace
vectoriel des fonctions sur Zp qui s’écrivent localement sous la forme

∑
i∈I aix

i, où les ai sont des
éléments de Qp presque tous nuls. On notera LP+ [resp. LP−] l’espace des fonctions localement
polynomiales [resp. localement polynomiales en x−1] correspondant à I = N [resp. I = −N] et
LP = LP+ + LP− l’espace correspondant à I = Z. Finalement, si i ∈ Z, l’espace LP {i} sera
noté plutôt LP i. Si X est un sous-ensemble de Zp, on note 1X sa fonction caractéristique. Si X

est un ouvert compact de Zp et ? ∈ { , +,−, I, i}, on note LP ?(X) l’ensemble des éléments de
LP ? à support dans X. Plus généralement, si B est une Qp-algèbre, X est un ouvert compact
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de Zp et ? ∈ { , +,−, I, i}, on note LP ?(X, B) l’espace B ⊗Qp LP ?(X) des fonctions localement
polynomiales de degrés convenables à support dans X et à valeurs dans B.

Si A est un Qp espace vectoriel et I ⊂ Z, notons DI
alg(Zp, A) l’espace des homomorphismes

Qp-linéaires de LP I dans A. Un élément de DI
alg(Zp, A) est appelé une distribution algébrique

sur Zp à valeurs dans A. Si µ ∈ DI
alg(Zp, A) et f ∈ LP I , on écrira µ(f) sous la forme plus

parlante
∫
Zp

f(x)µ ou
∫
Zp

fµ ou encore
∫
Zp

f(x)µ(x). Un élément µ de DI
alg(Zp,Qp) est donc

équivalent à la donnée des valeurs
∫
a+pnZp

xiµ(x) pour i ∈ I, a ∈ Zp et n ∈ N avec les relations
de compatibilité évidentes

∫

a+pnZp

xiµ(x) =
p−1∑

k=0

∫

a+kpn+pn+1Zp

xiµ(x).

Si F est un fermé de Zp, on dit que µ est à support dans F si l’on a
∫
Zp

f(x)µ = 0 dès
que la restriction de f à un ouvert contenant F est identiquement nulle et on notera DI

alg(F, A)
l’ensemble des éléments de DI

alg(Zp, A) à support dans F . Si I ∈ {N,−N,Z, {i}}, les espaces
DI

alg(F, A) seront notés respectivement D+
alg(F, A) D−alg(F,A), Dalg(F, A) et D i

alg(F, A). Si F =
{0} ou si F est un ouvert compact de Zp, on a DI

alg(F, A) =
∏

i∈I D i
alg(F, A), ce qui permet

de considérer D i
alg(F, A) comme un sous-espace de DI

alg(F,A) si I contient i. Si B est une Qp-
algèbre et A a une structure de B-module, on étend par linéarité les éléments de DI

alg(Zp, A) à
LP I(Zp, B).

Si g ∈ LP i et µ ∈ Dj
alg(Zp, A), on note gµ l’élément de Dj−i

alg (Zp, A) défini par
∫
Zp

f gµ =∫
Zp

fg µ. Si F est un ouvert compact de Zp, l’application qui à µ associe 1F µ induit une applica-
tion de DI

alg(Zp, A) dans DI
alg(F, A) notée ResF . On utilisera souvent la notation

∫
F f µ au lieu

de
∫
Zp

f ResF (µ).

3. Mesures et distributions continues sur Zp.— Soit E un espace de Banach p-adique
et C 0(Zp, E) l’ensemble des fonctions continues de Zp dans E. Comme Zp est compact, une
fonction continue sur Zp est bornée. Ceci permet de munir C 0(Zp, E) de la norme ‖ ‖∞ définie
par ‖f‖∞ = supx∈Zp

|f(x)|p qui en fait un espace de Banach p-adique.
Si h ∈ N, soit LAh l’espace des fonctions de Zp dans Qp analytiques sur a + phZp quel que

soit a ∈ Zp. Si f ∈ LAh, alors, quel que soit x0 ∈ Zp, on peut développer f sous la forme

f(x) =
+∞∑

i=0

ah,i(x0)
(x− x0

ph

)i
,

où ah,i(x0) est une suite d’éléments de Qp tendant vers 0 quand k tend vers +∞. Si f ∈ LAh

et x0 ∈ Zp, on pose ‖f‖h,x0 = maxi(|ah,i(x0)|) et ‖f‖LAh
= supx0∈Zp

‖f‖h,x0 . On note LA
l’ensemble des fonctions localement analytiques sur Zp ; c’est aussi la limite inductive des LAh

pour h ∈ N.

Proposition I.3.1. — (i) Les
(
x
n

)
pour n ∈ N forment une base de Banach de C 0(Zp,Qp).

(ii) Si h ∈ N, les [ n
ph ]!

(
x
n

)
pour n ∈ N forment une base de Banach de LAh.

Démonstration. — Le (i) est dû à Malher et le (ii) à Amice [1].
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Définition I.3.2. — Soit A un espace de Banach p-adique.
(i) On appelle mesure sur Zp à valeurs dans A tout homomorphisme continu de C 0(Zp,Qp)

dans A. On munit l’espace des mesures d’une structure d’espace de Banach en le munissant de

la norme ‖ ‖C 0 définie par ‖µ‖C 0 = sup
f∈C 0(Zp,Qp)−{0}

‖ RZp
fµ‖

‖f‖∞ .

(ii) On appelle distribution continue sur Zp à valeurs dans A tout homomorphisme continu de
LA dans A, c’est-à-dire un homomorphisme de LA dans A dont la restriction à chaque LAh est
continue. On note Dcont(Zp, A) l’ensemble des distributions continues sur Zp à valeurs dans A. On

définit, si h ∈ N, une norme ‖ ‖LAh
sur Dcont(Zp, A) par la formule ‖µ‖LAh

= sup
f∈LAh−{0}

‖ RZp
fµ‖

‖f‖LAh
.

Une fonction localement analytique étant continue, une mesure est un cas particulier de dis-
tribution continue. De même, une fonction localement polynomiale étant localement analytique,
on a une application naturelle de Dcont(Zp, A) dans D+

alg(Zp, A).

A une distribution continue µ, on associe sa transformée d’Amice Aµ définie comme série
formelle par la formule

Aµ(T ) =
+∞∑

n=0

Tn

∫

Zp

(
x

n

)
µ(x) =

∫

Zp

(1 + T )xµ(x).

Si F =
∑+∞

n=0 anTn ∈ A[[T ]] est de rayon de convergence 1 et 0 6 ρ < 1, on pose ‖F‖ρ =
sup

z∈Cp, |z|6ρ
‖F (z)‖ et on munit l’espace des séries de rayon de convergence 1 à coefficients dans A

de la topologie définie par cette famille de normes.

Si h ∈ N, on pose ρh = p
− 1

(p−1)ph . On a aussi ρh = |η − 1| si η est une racine primitive
ph+1-ième de l’unité.

Proposition I.3.3. — (i) L’application qui à une mesure µ associe sa transformée d’Amice est
une isométrie de l’espace des mesures muni de la norme ci-dessus sur l’espace des séries formelles
à coefficients bornés muni de la norme du sup. des normes des coefficients.

(ii) L’application qui à une distribution continue associe sa transformée d’Amice est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels topologiques de Dcont(Zp, A) sur l’espace des séries formelles de
rayon de convergence 1 à coefficients dans A. De plus, on a

‖Aµ‖ρh
6 ‖µ‖LAh

6 p‖Aµ‖ρh+1
.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du théorème de Malher ((i) de la
proposition I.3.1) et le (ii) est un théorème d’Amice [2] dont l’ingrédient principal est le (ii) de
la proposition I.3.1. C’est d’ailleurs la raison pour laquelle nous avons appelé Aµ la transformée
d’Amice de µ.

4. Distributions tempérées. — Soit R = R ∪ {r− | r ∈ R}. On munit R d’une relation
d’ordre total coïncidant avec l’ordre naturel sur R et tel que si r1 < r2 sont deux éléments de
R, alors r1 < r−2 < r2. On note R+ l’ensemble des éléments r de R vérifiant r > 0 et, si x ∈ R,
on note E(x) le plus grand entier inférieur ou égal à x. En particulier, si k ∈ Z, on a E(k) = k

et E(k−) = k− 1. Si r ∈ R et f est une fonction continue de R dans R, on posera par définition



THÉORIE D’IWASAWA DES REPRÉSENTATIONS DE DE RHAM D’UN CORPS LOCAL 13

f(r−) = f(r) et si on est en train de travailler dans Qp, l’expression pr désignera l’élément pE(r)

de Q.
Pour ne pas avoir à distinguer systématiquement les cas r ∈ R et r ∈ R−R dans les énoncés,

nous allons définir une application η : R → {±1} par η(r) = 1 si r ∈ R et η(r) = −1 si r ∈ R−R
et utiliser la convention suivante :

Convention I.4.1. — Soit η ∈ {±1}. Une suite (an)n∈N d’éléments d’un espace vectoriel to-
pologique (sur R ou Qp) sera dite η-bornée si η = 1 et cette suite est bornée ou bien si η = −1
et cette suite tend vers 0 quand n tend vers +∞.

Définition I.4.2. — Soit r ∈ R. Une distribution continue µ sur Zp est dite d’ordre r si la suite
(réelle) de terme général p−nr‖µ‖LAn est η(r)-bornée. On note Dr(Zp,Qp) l’ensemble des distri-
butions d’ordre r que l’on munit de la norme ‖ ‖r définie par ‖µ‖r = supn∈N p−nr‖µ‖LAn . Une
distribution est dite tempérée s’il existe r ∈ R+ telle qu’elle soit d’ordre r. On note Dtemp(Zp,Qp)
l’espace des distributions tempérées.

Remarque I.4.3. — (i) Comme on a ‖f‖LAn+1 6 ‖f‖LAn si f ∈ LAn, la suite ‖µ‖LAn est une
suite croissante de n ; il en résulte le fait qu’une distribution d’ordre < 0 est nulle.

(ii) Si f est constante modulo pnZp, alors ‖f‖LAn = ‖f‖∞. On en déduit le fait qu’une
distribution d’ordre 0 est continue sur l’espace des fonctions localement constantes muni de la
norme du sup et donc est une mesure.

(iii) Si r et r′ sont deux éléments de R vérifiant r 6 r′, toute distribution d’ordre r est aussi
d’ordre r′.

(iv) si µ est d’ordre r, alors la suite de terme général

p−rn‖Aµ‖ρn 6 p−nr‖µ‖LAn = p−nr sup
a∈X

sup
j∈N

‖
∫

a+pnZp

(
x− a

pn
)jµ‖

est η(r)-bornée.

Proposition I.4.4. — Si r ∈ R+, les trois conditions suivantes sont équivalentes pour une
distribution continue µ :

(i) µ est d’ordre r,
(ii) la suite de terme général p−nr‖Aµ‖ρn est η(r)-bornée,
(iii) la suite de terme général (1 + n)−r‖ ∫

Zp

(
x
n

)
µ‖ est η(r)-bornée.

Démonstration. — [2] et [3]
La proposition I.4.4 permet de caractériser les distributions tempérées en termes de leurs

transformées d’Amice ce qui permet de construire une distribution tempérée à partir d’une série
entière de rayon de convergence 1 vérifiant des conditions de croissance. La connaissance de la
transformée d’Amice d’une distribution est équivalente à la connaissance des

∫
Zp

xiµ(x) pour
i ∈ N. La proposition I.4.5 ci-dessous permet de construire une distribution d’ordre fini en ne
connaissant que les intégrales du type

∫
a+pnZp

xiµ(x) pour a ∈ Zp, n ∈ N et 0 6 i 6 N . Cette
construction est très importante pour les applications arithmétiques.

Si r ∈ R et N ∈ N, on note D
[0,N ]
r (Zp,Qp) le sous-espace des µ ∈ D

[0,N ]
alg (Zp,Qp) tels

que la suite de terme général p−nr sup
a∈Zp

sup
06i6N

‖ ∫
a+pnZp

(x−a
pn )iµ‖ est η(r)-bornée et on munit
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D
[0,N ]
r (Zp,Qp) de la norme ‖ ‖r,[0,N ] définie par

‖µ‖r,[0,N ] = sup
n∈N

(
p−nr sup

a∈Zp

sup
06i6N

‖
∫

a+pnZp

(
x− a

pn
)iµ‖

)
.

Proposition I.4.5. — Si r ∈ R et N > E(r), l’application naturelle de Dr(Zp,Qp) dans
D

[0,N ]
alg (Zp,Qp) induit un isomorphisme d’espaces de Banach p-adiques de Dr(Zp,Qp) sur

D
[0,N ]
r (Zp,Qp).

Démonstration. — Au langage près, cette proposition est énoncée ou démontrée dans [2], [3],
[21], [23] ou [32]. La démonstration de la surjectivité fournit un moyen de calculer

∫
Zp

fµ si

f ∈ LA et µ ∈ D
[0,N ]
r (Zp,Qp) en remplaçant f par sa série de Taylor tronquée à l’ordre N

au voisinage d’un système de représentants modulo pnZp et en faisant tendre n vers +∞. De
manière précise, si f ∈ LAh et a ∈ Zp, il existe une suite ck(a) tendant vers 0 quand k tend vers
+∞ tel que l’on ait f(x) =

∑+∞
k=0 ck(a)(x−a

ph )k si x ∈ a + phZp. Si n ∈ N, soit Rn un système de
représentants de Zp modulo phZp et soit fn ∈ LP[0,N ] la fonction définie par

fn(x) =
∑

a∈Rn

1a+phZp
(x)

( N∑

k=0

ck(a)
(x− a

ph

)k
)
.

Alors on a
∫
Zp

fµ = lim
n→+∞

∫
Zp

fnµ.

5. Opérations sur les distributions continues.— On peut multiplier une distribution conti-
nue par une fonction localement analytique et cette opération respecte l’ordre de la distribution.
On peut en particulier, si X est un ouvert compact de Zp, multiplier une distribution continue
par la fonction caractéristique 1X de X et donc définir l’application ResX . Si X est un ouvert
compact de Zp et ? ∈ R+∪{temp, cont}, on note D?(X,A) l’ensemble des distributions d’ordre ?
à valeurs dans A et à support dans X, c’est-à-dire l’image de D?(Zp, A) par ResX .

On a 1pZp(x) =
∑

ζp=1 ζx ; on en déduit la formule

ARespZp(µ)(T ) =
∑

ζp=1

Aµ((1 + T )ζ − 1)

et le fait qu’une série entière de rayon de convergence 1 est la transformée d’Amice d’une dis-
tribution à support Z∗

p si et seulement si on a
∑

ζp=1 G((1 + T )ζ − 1) = 0. D’autre part, on
a

Axµ(T ) = (1 + T )
d

dT
Aµ(T )

et comme la multiplication par x est un isomorphisme de l’espace des fonctions localement
analytiques sur Z∗

p , on en déduit le fait que l’opérateur D = (1+T ) d
dT est inversible sur l’espace

des séries entières G de rayon de convergence 1 vérifiant l’identité
∑

ζp=1 G((1 + T )ζ − 1) = 0.
On déduit de tout ceci que si G est une telle série entière et µ est la distribution dont G est la
transformée d’Amice, alors on a

(I.5.1) DkG
(
ε
( 1
pn

)− 1
)

=
∫

Z∗
p

ε
( x

pn

)
xkµ,
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quels que soient k ∈ Z et n ∈ N. Cette formule nous permettra de traduire le théorème 3 de
l’introduction dans le langage de Perrin-Riou (cf. (iii) de la remarque IX.2.6).

Si f ∈ LAh et µ ∈ Dcont(Zp,Qp), alors la fonction µ ∗ f définie par

(µ ∗ f)(y) =
∫

Zp

f(x + y)µ(x)

appartient à LAh et on a ‖µ∗f‖LAh
6 ‖µ‖LAh

‖f‖LAh
. Ceci permet, si λ ∈ Dcont(Zp, A) de définir

la convolution λ ∗ µ de λ et µ par la formule
∫
Zp

f(x)λ ∗ µ =
∫
Zp

(µ ∗ f)λ et on a

Aλ∗µ(T ) = Aλ(T )Aµ(T ).

En particulier, l’application de Dcont(Zp,Qp) dans l’ensemble des séries entières en T de rayon de
convergence 1 à coefficients dans Qp, qui à une distribution associe sa transformée d’Amice, est un
isomorphisme d’algèbres topologiques et, si A est un espace de Banach p-adique, Dcont(Zp, A) est
muni d’une structure de Dcont(Zp,Qp)-module. Comme l’image inverse de T par cet isomorphisme
est δ1−δ0, si on revient à la définition de la transformée d’Amice, on obtient les résultats suivants.

Proposition I.5.2. — (i) Si n ∈ N, l’application de Dcont(Zp, A)/(δ1 − δ0)∗
n dans An qui à µ

associe (
∫
Zp

(
x
k

)
µ)06k6n−1 est un isomorphisme. De plus, si on munit Dcont(Zp, A)/(δ1 − δ0)∗

n

de la norme définie par ‖µ‖n 6 1 si et seulement si µ =
∑n−1

i=0 ai(δ1 − δ0)∗
i modulo (δ1 − δ0)∗

n

où les ai sont des éléments de A vérifiant ‖ai‖ 6 1 et si on munit An de la norme du sup., cet
isomorphisme devient une isométrie.

(ii) Si r ∈ R+ l’image de Dr(Zp, A) dans lim←− Dcont(Zp, A)/(δ1−δ0)∗
n est constituée des familles

(λn)n∈N telles que la suite de terme général (1 + n)−r‖λn‖n soit η(r)-bornée.

Soit U un sous-groupe ouvert de Z∗
p . Si λ ∈ Dcont(U,A) et µ ∈ Dcont(U,Qp), on définit la

convolution multiplicative λ ? µ ∈ Dcont(U,A) de λ et µ par la formule
∫

U
f(x) λ ? µ =

∫

U

(∫

U
f(xy)µ(x)

)
λ(y).

Si ∆ désigne le sous-groupe (fini) de torsion de U , on peut décomposer U sous la forme ∆×U ′,
où U ′ est un groupe topologiquement isomorphe à Zp. Soit u un générateur topologique de U ′.
Si α ∈ ∆, l’application qui à x associe log x

log u est un isomorphisme analytique de αU ′ sur Zp qui
induit par transport de structure une isométrie de LAh+vp(log u)(αU ′) sur LAh. On en déduit
le fait que si A est un espace de Banach p-adique, l’application qui à µ ∈ Dcont(U,A) associe
`(µ) =

∑
α∈∆ `α(µ), où `α(µ) est la distribution sur Zp définie par

∫
αU f(x)µ =

∫
Zp

f( log x
log u)`α(µ),

est, dans le cas A = Qp, un isomorphisme d’algèbres topologiques de Dcont(U,Qp) sur Qp[∆]⊗
Dcont(Zp,Qp). En revenant à la définition d’une distribution d’ordre r, on montre aussi que la
restriction de cet isomorphisme à Dr(U,A) induit un isomorphisme d’espaces de Banach p-adiques
de Dr(U,A) sur Qp[∆]⊗Dr(Zp, A).

II. Compléments de théorie d’Iwasawa

1. Modules d’Iwasawa associés à une représentation p-adique.— Soit K une extension
finie de Qp. Si n ∈ N, soit Kn = K(µpn) et soit K∞ = ∪n∈NKn. Soit ΓK = Gal(K∞/K) et,
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si n ∈ N, soit ΓKn = Gal(K∞/Kn). Soit ΛK = lim←n
Zp[Gal(Kn/K)] l’algèbre des mesures sur

ΓK à valeurs dans Zp. On note ? la multiplication dans ΛK et si γ ∈ ΓK , on note δγ ∈ ΛK la
masse de Dirac en γ. De manière générale, si G est un groupe, g ∈ G, M est un Zp-module muni
d’une action continue de G et x ∈ M , on note indifféremment g(x) ou δg ? x l’image de x par
g suivant que l’on veut insister sur l’action de G ou de Zp[[G]]. De même, l’élément neutre de
Zp[[G]] sera noté indifféremment 1 ou δ1. Si n > 1 (resp. n > 2 si p = 2), le groupe ΓKn est
isomorphe à Zp ; soit γn un de ses générateurs topologiques ωn = δγn − 1 ∈ ΛK de telle sorte que
ΛK/ωn = Zp[Gal(Kn/K)]. On munit ΛK d’une action de GK par la formule δσ ? λ = δσ ? λ, où,
si σ ∈ GK , on a noté σ son image dans ΓK .

Proposition II.1.1. — Si M est un Zp-module de type fini muni d’une action continue de GK et
i ∈ N, alors H i(K, ΛK⊗Zp M) est canoniquement isomorphe à la limite projective lim←n

H i(Kn,M)
relativement aux applications de corestriction.

Démonstration. — Si M est un GKn-module, on note IndK
Kn

M l’ensemble des applications conti-
nues a de GK dans M vérifiant a(hx) = ha(x) si h ∈ GKn . Le module IndK

Kn
M est muni

d’une action continue de GK , l’image ga de a par g ∈ GK étant l’application donnée par la
formule (ga)(x) = a(xg). Si M est lui-même un GK-module, et a ∈ IndK

Kn
M , l’application

qui à x ∈ GK associe x−1(a(x)) est constante modulo GKn et l’application de IndK
Kn

M dans
Zp[Gal(Kn/K)] ⊗M qui à a associe

∑
x∈Gal(Kn/K) x−1(a(x))δx−1 est un isomorphisme de GK-

modules. Ceci nous fournit, via le lemme de Shapiro ([28], Ch. I prop. 10) un isomorphisme
canonique de H i(K,Zp[Gal(Kn/K)]⊗M) sur H i(Kn,M). D’autre part, l’application de cores-
triction de H i(Kn+1,M) dans H i(Kn,M) est celle déduite, via l’isomorphisme précédent, de
l’application naturelle de Zp[Gal(Kn+1/K)] sur Zp[Gal(Kn/K)]. On en déduit une application
naturelle de H i(K,ΛK ⊗M) dans

lim←n
H i(K, (ΛK/ωn)⊗M) = lim←n

H i(Kn,M).

Il reste à vérifier que cette application est un isomorphisme.
La surjectivité est un fait général [18] et pour vérifier l’injectivité, il suffit de vérifier que

l’application de H i(K, ΛK⊗M) dans lim←−H i(K, (ΛK/(ωn, pn))⊗M) est injective. Comme ΛK =

lim←− ΛK/(ωn, pn), il suffit, toujours d’après [18], de vérifier que les H i−1(K, (ΛK/(ωn, pn))⊗M)
vérifient la condition de Mittag-Leffler, ce qui est évident car ces groupes sont finis.

Remarque II.1.2. — L’isomorphisme entre H1(K, M ⊗ (ΛK/ωn)) et H1(Kn,M) fourni par le
lemme de Shapiro envoie le cocycle τ → ∑

g∈Gal(Kn/K) cg(τ)δg sur le cocycle τ → cid(τ). Si
on utilise l’interprétation de ΛK comme l’algèbre des mesures sur ΓK , on en déduit le fait que
l’application naturelle de H1(K, M ⊗ ΛK) dans lim← H1(Kn,M) est celle qui au cocycle τ → µτ

associe la famille de cocycles (. . . , τ → ∫
ΓKn

µτ , . . . ).

Définition II.1.3. — (i) Si M est un Zp-module de type fini muni d’une action continue de
GK et i ∈ N, on pose H i

Iw(K, M) = H i(K, ΛK ⊗Zp M) = lim←−H i(Kn,M).

(ii) Si V est une représentation p-adique de GK , le module Qp ⊗H i(K, M) ne dépend pas du
choix du réseau M de V stable par GK ; il sera noté H i

Iw(K, V ) et on a H i
Iw(K,V ) = H i(K, ΛK⊗Zp

V ), comme on le voit en tensorisant le lemme II.1.1 par Qp.
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Les ΛK-modules H i
Iw(K, V ) ont été étudiés en détail par Perrin-Riou (cf. [22] et [23] entre

autres) qui a en particulier démontré le résultat suivant.

Proposition II.1.4. — Si V est une représentation p-adique de GK , alors
(i) les modules H i

Iw(K, V ) sont nuls si i /∈ {1, 2}.
(ii) H2

Iw(K, V ) est isomorphe à V (−1)GK∞ en tant que ΛK-module.
(iii) La suite d’inflation-restriction

(II.1.5) 0 → H1(ΓK , ΛK ⊗ V GK∞ ) → H1
Iw(K, V ) → H1(K∞, ΛK ⊗ V )ΓK → 0

est une suite exacte de ΛK-modules. De plus, H1(ΓK , ΛK ⊗ V GK∞ ) est le sous-ΛK-module de
torsion de H1

Iw(K, V ) et est isomorphe à V GK∞ en tant que ΛK-module et H1(K∞, ΛK ⊗ V )ΓK

est un Qp ⊗ ΛK-module libre de rang [K : Qp] dimQp V .

D’autre part, le (ii) de la proposition précédente est une conséquence du résultat plus fin
suivant dont nous aurons besoin dans la suite.

Lemme II.1.6. — Si M est un Zp-module de type fini, alors H2
Iw(K, M) est isomorphe en tant

que ΛK-module au dual de Pontryagin de (M∧(1))GK∞ , où M∧ désigne le dual de Pontryagin de
M .

Démonstration. — [23]

Le caractère cyclotomique induit un isomorphisme de ΓK sur un sous-groupe ouvert de Z∗
p ,

ce qui permet, si I ⊂ Z, de définir par transport de structure l’espace DI
alg(ΓK , A) des distribu-

tions algébriques sur ΓK à valeurs dans A et, si ? ∈ R ∪ {cont, temp}, l’espace D?(ΓK , A) des
distributions continues d’ordre ? sur ΓK . Si A = Qp, l’espace D?(ΓK , A) sera noté simplement
D?(ΓK) pour alléger un peu les notations.

Si A est muni d’une action continue de GK , on munit ces différents espaces d’une action de
GK en définissant δσ ? µ par la formule

∫

ΓK

f(x) δσ ? µ = δσ ?
(∫

ΓK

f(σx)µ
)
,

où, si σ ∈ GK , on a noté σ son image dans ΓK . En particulier, si V est une représentation p-
adique de GK , les modules D0(ΓK , V ) et ΛK⊗V sont isomorphes puisqu’une distribution d’ordre
0 n’est rien d’autre qu’une mesure et les deux actions de GK que l’on a définies coïncident.

Lemme II.1.7. — Si V est une représentation p-adique de GK et i ∈ Z, l’application µ →
χ(x)iµ est un isomorphisme GK-équivariant de D i

alg(ΓK , V ) sur D0
alg(ΓK , V (i)) et, si r ∈ R+,

de Dr(ΓK , V ) sur Dr(ΓK , V (i)).

Démonstration. — Pour la démonstration de ce lemme, nous distinguerons les espaces V et
V (i) et noterons x → x(i) l’isomorphisme canonique de V sur V (i). On a donc δσ ? (x(i)) =
χ(σ)i(δσ ? x)(i), si σ ∈ GK et x ∈ V et notre problème est de montrer que δσ ?

((
χ(x)iµ

)
(i)

)
=
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(
χ(x)iδσ ? µ

)
(i). Si f est une fonction sur ΓK appartenant à l’espace approprié, alors

∫

ΓK

f(x) δσ ?
(
(χ(x)iµ)(i))

)
=δσ ?

((∫

ΓK

f(σx)χ(x)iµ
)
(i)

)

=δσ ?
(∫

ΓK

f(σx)χ(σx)iµ
)
(i)

=
(∫

ΓK

f(x)χ(x)i δσ ? µ
)
(i),

ce qui permet de conclure.

Proposition II.1.8. — Soient V une représentation p-adique de GK et T un réseau de V stable
par V .

(i) L’application qui à µ ∈ H1(K, D0(ΓK , V )) associe (. . . ,
∫
ΓKn

χ(x)iµ, . . . ) est un isomor-
phisme de H1(K, D0(ΓK , V )) sur Qp ⊗

(
lim← H1(Kn, T (i))

)
= H1

Iw(K,V (i)).

(ii) Si I ⊂ Z, l’application qui à µ associe la collection des
∫
ΓKn

χ(x)iµ ∈ H1(Kn, V (i)), pour
i ∈ I et n ∈ N, induit un isomorphisme de H1(K,DI

alg(ΓK , V )) sur
∏

i∈I

(
lim←−H1(Kn, V (i))

)
.

Démonstration. —Modulo le lemme précédent, la remarque II.1.2 et l’isomorphisme D0(ΓK , V (i)) ∼=
ΛK ⊗ V (i), le (i) est une réécriture du lemme II.1.1. Le (ii) quant à lui se démontre en utilisant
l’isomorphisme lim← Qp ⊗ (ΛK/ωn) = D0

alg(ΓK ,Qp).

Pour les applications aux fonctions-L p-adiques, on est forcé d’introduire des dénominateurs,
ce qui nous amène naturellement à considérer les groupes de cohomologie H1(K, Dr(ΓK , V ))
pour r ∈ R+ et pas seulement pour r = 0. D’autre part, si I ⊂ Z, on a une application
naturelle GK-équivariante de Dr(ΓK , V ) dans DI

alg(ΓK , V ) et donc de H1(K, Dr(ΓK , V )) dans
H1(K,DI

alg(ΓK , V )) et d’après le (ii) de la proposition II.1.8, un élément de H1(K, DI
alg(ΓK , V ))

n’est rien d’autre qu’une collection d’éléments de H1(Kn, V (i)) pour i ∈ I et n ∈ N vérifiant cer-
taines relations de corestriction et notre but dans ce qui suit est de déterminer quelles conditions
doit satisfaire cette collection d’éléments pour qu’elle soit interpolable, c’est-à-dire provienne
d’un élément de H1(K, Dr(ΓK , V )). Les démonstrations sont assez pénibles et le lecteur est in-
vité à ignorer la suite de ce chapitre. Au langage près, beaucoup des résultats qui suivent se
trouvent déjà dans [23] (attention quand même au fait que l’énoncé de la proposition 3.1.4 de
[23] comporte une erreur : on ne peut pas appliquer l’opérateur TwN(k),−k+j1 après avoir appliqué
fn,k).

2. Compléments sur les distributions d’ordre fini. — Si r ∈ R+, un élément de
Dr(ΓK , V ) est déterminé par son image dans D+

alg(ΓK , V ) comme on le voit en utilisant la
proposition I.4.4 ou la proposition I.4.5. Le but de ce paragraphe parfaitement ennuyeux est de
donner une caractérisation analogue de H1(K∞, Dr(ΓK , V )).

Soit B un espace de Banach p-adique muni d’une action continue de GK∞ . L’espace Z1(GK∞ , B)
des 1-cocycles de GK∞ dans B muni de la norme du sup. est un espace de Banach p-adique. Nous
noterons B1(GK∞ , B) ⊂ Z1(GK∞ , B) l’espace des cobords.

Comme il est plus agréable de travailler avec un ouvert compact de Zp qu’avec ΓK , on munit
les espaces DI

alg(Zp, B) si I ⊂ Z et D?(Zp, B) si ? ∈ R+ ∪ {temp, cont}, d’une action de GK∞
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par la formule
∫
Zp

f(x) δσ ? µ = δσ ?
(∫

Zp
f(x)µ

)
et comme l’image de GK∞ dans ΓK est triviale

par définition, l’action de GK∞ sur les espaces DI
alg(ΓK , B) et D?(ΓK , B) que l’on obtient par

transfert de structure est celle définie précédemment. D’autre part, si X est un ouvert compact
de Zp les espaces de distributions à support dans X sont stables par GK∞ .

Soit donc X un ouvert compact de Zp. Rappelons que si x ∈ R+, E(x) désigne le plus grand
entier inférieur ou égal à x. Si n > 1, k ∈ N et r ∈ R, on pose

βr
a,n,k(µ) =pE(n(r−k))

∫

a+pnZp

(x− a)kµ si µ ∈ D+
alg(X, B) et a ∈ X

βr
γ,n,k(µ) =pE(n(r−k))

∫

γΓKn

(χ(x)− χ(a))kµ si µ ∈ D+
alg(ΓK , B) et γ ∈ ΓK

Proposition II.2.1. — Si B1(GK∞ , B) est fermé dans Z1(GK∞ , B), alors
(i) l’application naturelle de H1(K∞,Dr(X, B)) dans H1(K∞, D

[0,N ]
alg (X,B)) est injective quels

que soient r ∈ R+ et N ∈ N ∪ {+∞} vérifiant N > E(r).
(ii) Si µ ∈ H1(K∞, Dr(X, B)) est tel que

∫
X xkµ = 0 dans H1(K∞, B) quel que soit k ∈ N,

alors µ = 0.

Démonstration. — L’hypothèse selon laquelle B1(GK∞ , B) est fermé dans Z1(GK∞ , B) implique
que B1(GK∞ , B) est un Banach. L’application qui à c ∈ B associe le cocycle τ → (1 − δτ ) ? c

élément de B1(GK∞ , B) est continue et surjective par définition de B1(GK∞ , B). Elle admet donc
une section continue s d’après la proposition I.1.3.

Soit µ ∈ H1(K∞,Dr(X, B)) et τ → µτ un cocycle représentant µ. Dire que l’image de µ

dans H1(K∞, D
[0,N ]
alg (X,B)) est nulle équivaut à ce que le cocycle τ → ∫

X f(x)µτ appartient à
B1(GK∞ , B) quel que soit f ∈ LP [0,N ](X). La Qp-linéarité de s implique que l’application qui
à f ∈ LP [0,N ](X) associe s(τ → ∫

X f(x)µτ ) nous définit un élément de λ de D
[0,N ]
alg (X,B)) et

la continuité de s implique l’existence d’une constante C > 0 telle que l’on ait ‖s(τ → cτ )‖ 6
C sup

τ∈GK∞
‖cτ‖. En particulier, on a

sup
a∈X

‖βr
a,n,k(λ)‖ 6 C sup

τ∈GK∞
sup
a∈X

‖βr
a,n,k(µτ )‖

quels que soient k ∈ [0, N ] et n > 1. Comme τ → cτ est un cocycle continu à valeurs dans
Dr(X, B) et comme GK∞ est compact, le membre de droite de cette inégalité est une suite η(r)-
bornée de R quel que soit k ∈ [0, N ] ; il en est donc de même du membre de gauche, ce qui
prouve que λ peut se prolonger en une distribution d’ordre r. Si τ ∈ GK∞ , µτ − (1− δτ ) ? λ est
alors une distribution d’ordre r vérifiant

∫
a+pnZp

xk(µτ − (1−δτ )?λ) = 0 quels que soient a ∈ X,
n > 1 et k ∈ [0, N ] et comme on a supposé N > E(r), ceci implique µτ = (1− δτ ) ? λ et permet
de démontrer le (i).

Passons à la démonstration du (ii). Soit τ → µτ un cocycle représentant µ. Par hypothèse, τ →
cn,τ =

∫
X

(
x
n

)
µτ est un cobord. Soit wn = s(τ → cn,τ ). Le même raisonnement que précédemment

montre que la suite (1 + n)−r‖wn‖ est η(r)-bornée dans R. On en déduit le fait qu’il existe une
(unique) distribution λ d’ordre r telle que l’on ait

∫
X

(
x
n

)
λ = wn pour tout n ∈ N. On a alors
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∫
X

(
x
n

)
(δτ − 1) ? λ =

∫
X

(
x
n

)
µτ quel que soit n ∈ N, d’où l’on déduit l’égalité (δτ − 1) ? λ = µτ

puis le fait que µ = 0, ce qui permet de conclure.

Corollaire II.2.2. — Si V est une représentation p-adique de GK∞, alors
(i) l’application naturelle de H1(K∞, Dr(ΓK , V )) dans H1(K∞, D

[0,N ]
alg (ΓK , V )) est injective

quels que soient r ∈ R+ et N ∈ N ∪ {+∞} vérifiant N > E(r).
(ii) Si µ ∈ H1(K∞, Dr(ΓK , V )) est tel qu’il existe k0 ∈ N tel que

∫
Z∗

p
χ(x)kµ = 0 dans

H1(K∞, V ) quel que soit k > k0, alors µ = 0.

Démonstration. — B1(GK∞ , V ) étant l’image de V par une application linéaire, c’est un Qp-
espace vectoriel de dimension finie ; il est donc fermé dans Z1(GK∞ , V ), ce qui permet d’utiliser
le (i) de la proposition II.2.1 en prenant pour X l’image de ΓK par χ, pour démontrer le (i). Le
(ii) se déduit de la même manière du (ii) de la proposition II.2.1 en remplaçant µ par χ(x)k0µ.

Proposition II.2.3. — Soient V une représentation p-adique de GK∞, M un réseau de V

stable par GK∞, ‖ ‖M la norme sur H1(K∞, V ) définie par ‖x‖M 6 1 si et seulement si
x ∈ H1(K∞,M). Si r ∈ R+ et N est un élément de N supérieur ou égal à E(r), les condi-
tions suivantes sont équivalentes pour un élément µ de H1(K∞, D

[0,N ]
alg (ΓK , V ))

(i) µ est dans l’image de H1(K∞, Dr(ΓK , V )),
(ii) la suite de terme général sup

γ∈ΓK

‖βr
γ,n,N (µ)‖M est η(r)-bornée,

(iii) quel que soit k ∈ [0, N ], la suite de terme général sup
γ∈ΓK

‖βr
γ,n,k(µ)‖M est η(r)-bornée

L’équivalence entre le (i) et le (iii) impliquent, grâce au (i) du corollaire II.2.2, le résultat
suivant.

Corollaire II.2.4. — Sous les mêmes hypothèses, si µ ∈ H1(K∞,D+
alg(ΓK , V )), alors µ appar-

tient à H1(K∞, Dr(ΓK , V )) si et seulement si, quel que soit k ∈ N, la suite de terme général
sup

γ∈ΓK

‖βr
γ,n,k(µ)‖M est η(r)-bornée.

Les implications (i)⇒(iii) et (iii)⇒(ii) de la proposition II.2.3 sont immédiates. Nous allons dé-
montrer l’implication (ii)⇒(i) dans le cas plus général où ΓK est remplacé par un ouvert compact
X quelconque de Zp. Pour cela, nous allons avoir besoin de caractérisations plus commodes des
distributions d’ordre r. Les propriétés (iii) et (v) du lemme suivant en donnent deux en termes
de bases de LP [0,N ](X).

Lemme II.2.5. — Si r ∈ R+ et N est un élément de N supérieur ou égal à E(r), un élément
µ de D [0,N ](X,V ) est dans l’image de Dr(X, V ) si et seulement si il satisfait l’une des propriétés
équivalentes suivantes :

(i) La suite de terme général
(
sup
a∈X

sup
06k6r

‖βr
a,n,k(µ)‖

)
est η(r)-bornée.

(ii) La suite de terme général
(
sup
a∈X

‖βr
a,n,N (µ)‖

)
est η(r)-bornée.

(iii) La suite de terme général
(

sup
a∈X∩[0,pn−1]

sup
06k6r

‖βr
a,n,k(µ)‖

)
est η(r)-bornée.
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(iv) La suite de terme général
(

sup
a∈X∩[pn−1,pn−1]

sup
06k6r

‖βr
a,n,k(µ)‖

)
est η(r)-bornée.

(v) La suite de terme général
(

sup
a∈X∩

(
∪N

i=0[p
n−1+ipn,(i+1)pn−1]

) ‖βr
a,n,N (µ)‖

)
est η(r)-bornée.

Démonstration. — L’appartenance de µ à Dr(X, V ) est équivalente à (i) d’après la proposition
I.4.5. D’autre part, (i) implique le reste de manière évidente et les implications (ii)⇒(v) et
(iii)⇒(iv) sont immédiates. Pour démontrer les autres, introduisons les quantités

C0
n,k = sup

a∈X
‖βr

a,n,k(µ)‖ C1
n,k = sup

a∈X∩[0,pn−1]
‖βr

a,n,k(µ)‖

C2
n,k = sup

a∈X∩[pn−1,pn−1]

‖βr
a,n,k(µ)‖ C3

n,k = sup
a∈X∩(∪N

i=0[p
n−1+ipn,(i+1)pn−1])

‖βr
a,n,k(µ)‖.

Si a ∈ X, il existe a0 ∈ [0, pn − 1]∩X et b ∈ pnZp tels que l’on ait a = a0 + pnb. De l’identité
βr

a,n,k(µ) =
∑k

i=0(
k
i )b

k−iβr
a0,n,i(µ) on tire l’inégalité C0

n,k 6 sup
06i6k

C1
n,k et l’implication (iii)⇒(i).

Si ci,k est la famille d’éléments de Q définie par Xk =
∑N

i=0 ci,k(X − i)N , on a βr
a,n,k(µ) =∑N

i=0 ci,kβ
r
a+ipn,n,N (µ), d’où l’on tire les inégalités

C0
n,k 6 ( sup

06i6N
|ck,i|)C0

n,N et C2
n,k 6 ( sup

06i6N
|ck,i|)C3

n,N

ainsi que les implications (ii)⇒(i) et (v)⇒(iv).
Finalement, de l’identité

∫

a+pnZp

(x− a)k =
∫

a+pn−1Zp

(x− a)k −
p−1∑

i=0

∫

a+ipn−1+pnZp

(x− a)k,

on déduit la formule

βr
a,n,k(µ) = pr−kβr

a,n−1,k(µ)−
k∑

j=0

(
k

j

) p−1∑

i=1

pj−kik−jβr
a+ipn−1,n,j(µ)

puis l’inégalité C1
n,k 6 sup(pk−rC1

n,k, sup
06j6k

pk−jC2
n,j) et l’implication (iv)⇒(iii), ce qui permet de

conclure.
Revenons à la démonstration de la proposition II.2.3. Soient r ∈ R+, N un entier supérieur ou

égal E(r) et µ ∈ H1(K∞, D
[0,N ]
alg (X, V )) tel que la suite de terme général supa∈X ‖βr

a,n,N (µ)‖M

soit η(r)-bornée. Soit τ → µτ un cocycle représentant µ. L’hypothèse précédente est équivalente
à l’existence d’une famille (wa,n)a∈X,n>1 d’éléments de V telle que la suite de terme général

sup
τ∈GK∞

sup
a∈X

‖βr
a,n,N (µτ )− (1− δτ ) ? wa,n‖

soit η(r)-bornée. Les 1a+pnZp(x − a)N pour n > 1 et a ∈ (∪N
i=0[p

n−1 + ipn, (i + 1)pn − 1]) ∩X

forment une base de LP [0,N ]. Il existe donc une unique distribution λ ∈ D
[0,N ]
alg (X, V ) telle que

l’on ait βr
a,n,k(µ) = wa,n quels que soient n > 1 et a ∈ (∪N

i=0[p
n−1+ipn, (i+1)pn−1])∩X. Il suffit

alors d’utiliser la caractérisation (v) des distributions d’ordre r pour montrer que µτ −(1−δτ )?λ

peut se prolonger en une distribution d’ordre r et conclure au fait que τ → µτ est dans l’image
de H1(K∞,Dr(X, V )).
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3. Lien entre H1(K, Dr(ΓK , V )) et H1
Iw(K,V ).

Proposition II.3.1. — Le Dtemp(ΓK)-module H1(K, Dtemp(ΓK , V )) a une D0(ΓK)-structure
naturelle. Plus précisément, si r ∈ R+

⋃{temp}, l’application naturelle de Dr(ΓK) ⊗ΛK

H1(K,D0(ΓK , V )) dans H1(K,Dr(ΓK , V )) est un isomorphisme.

Démonstration. — Malgré son apparence tautologique, cette proposition n’a pas l’air d’être
purement formelle. Sa démonstration nécessite de comparer 2 normes naturelles sur un espace de
cohomologie, ce qui se fait grâce au lemme II.1.6 qui lui-même utilise la dualité locale. Si n ∈ N,
on déduit du lemme de Shapiro l’isomorphisme H1(Kn, Dr(ΓKn , V )) ∼= H1(K, Dr(ΓK , V )), ce
qui permet, quitte à remplacer K par Kn de supposer que ΓK est isomorphe à Zp. D’autre part,
utilisant la suite exacte d’inflation-restriction, on se ramène à démontrer que, si r ∈ R+

⋃{temp},
l’application naturelle de Dr(ΓK) ⊗ΛK

H1(K∞, D0(ΓK , V ))ΓK dans H1(K∞, Dr(ΓK , V ))ΓK est
un isomorphisme.

Soit γ un générateur topologique de ΓK . Si n > 1, soient νn = (δγ − δ1)?n ∈ ΛK et
Λn = ΛK/νnΛK . On munit D0(ΓK)/νn = Dr(ΓK)/νn de la norme ‖ ‖n définie par ‖x‖n = 1
si et seulement si x appartient au réseau Λn. Notons que si r est fini, alors µ ∈ Dr(ΓK) si et
seulement si la suite de terme général (1 + n)−r‖µ‖n est η(r)-bornée, comme on le voit en uti-
lisant l’isomorphisme Dr(ΓK) ∼= Dr(Zp,Qp) et le (ii) de la proposition I.5.2. Soit M un réseau
de V stable par GK . On munit H1(K, Λn ⊗

Zp
V ) de la norme ‖ ‖M,n définie par ‖x‖M,n 6 1 si et

seulement si x appartient au réseau image de H1(K, Λn ⊗
Zp
M).

Lemme II.3.2. — Si (V (−1))GK = 0, alors
(i) les groupes Λn⊗ΛK

H1(K∞, D0(ΓK , V ))ΓK et H1(K∞, Λn ⊗
Zp
V )ΓK sont naturellement iso-

morphes.
(ii) Si µ1, . . . , µd forment une base de H1(K∞, D0(ΓK , V ))ΓK sur D0(ΓK), leurs images par

πn forment une base de H1(K∞,Λn ⊗
Zp
V )ΓK sur D0(ΓK)/νn = Qp ⊗ Λn.

(iii) Il existe C > 0 ne dépendant pas de n tel que, si µ ∈ H1(K∞, Λn ⊗
Zp
V ) et si λ1, . . . , λd

sont les coordonnées de µ dans la base πn(µ1), . . . , πn(µd), alors ‖λi‖n 6 C‖µ‖M,n quel que soit
i ∈ {1, . . . , d}.

Démonstration. — Posons X = ΛK⊗Zp M et, si n ∈ N, Xn = Λn⊗Zp M . On part du diagramme
commutatif

0
↓

0 → Λn ⊗
ΛK

H1(ΓK , XGK∞ ) → H1(ΓK , X
GK∞
n ) → H2(ΓK , XGK∞ )νn=0 → 0

↓ ↓
0 → Λn ⊗

ΛK
H1(K, X) → H1(K,Xn) → H2(K, X)νn=0 → 0

↓ ↓
ker → Λn ⊗

ΛK
H1(K∞, X)ΓK → H1(K∞, Xn)ΓK → coker → 0

↓ ↓
0 0
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dans lequel la première (resp. deuxième) colonne provient de la suite d’inflation-restriction pour
ΛK ⊗

Zp
M (resp. Λn ⊗

Zp
M) et les première et deuxième lignes des suites exactes courtes de coho-

mologie que l’on déduit de la suite exacte

0 −→ ΛK ⊗Zp M
νn−→ΛK ⊗Zp M −→ Λn ⊗Zp M −→ 0

et de son homologue obtenue en prenant les points fixes par GK∞ . Comme ΓK est procyclique,
le groupe H2(ΓK ,ΛK ⊗

Zp
MGK∞ ) est nul et un petit exercice de chasse au diagramme montre

que ker = 0 et coker est isomorphe à H2(K, ΛK ⊗
Zp
M)νn=0. On a d’autre part, V (−1)GK =

(
V (−1)GK∞

)γ=1 = H2(K, ΛK ⊗ V )γ=1 et donc, sous l’hypothèse V (−1)GK = 0, le groupe
H2(K,ΛK ⊗ V )νn=0 est nul quel que soit n > 1. On en déduit le fait que H2(K, ΛK ⊗

Zp
M)νn=0

est inclus dans le sous-groupe de torsion de H2(K,ΛK ⊗
Zp
M). Le (i) s’en déduit en tensorisant

la dernière ligne du diagramme ci-dessus par Qp.
Le (ii) est une conséquence immédiate du (i). Le sous-groupe de torsion de H2(K, ΛK ⊗

Zp
M)

est fini puisque H2(K, ΛK ⊗
Zp
M) est isomorphe au dual de Pontryagin de (M∧(1))GK∞ et est donc

de type fini sur Zp ; il existe donc k1 ∈ N tel que pk1 annule le groupe H2(K, ΛK ⊗
Zp
M)νn=0 quel

que soit n > 1. Finalement, il existe k2 ∈ N tel que le sous-ΛK-module de H1(K∞, D0(ΓK , V ))ΓK

engendré par µ1, . . . , µd contienne pk2H1(K∞,M ⊗Zp ΛK)ΓK et on peut prendre C = pk1+k2 , ce
qui permet de conclure.

Revenons à la démonstration de la proposition II.3.1. Comme on l’a déjà constaté, l’application
qui à µ ∈ Dr(ΓK , V ) associe χ(x)kµ ∈ Dr(ΓK , V (k)) est un isomorphisme GK-équivariant, ce
qui fait que l’on peut remplacer V par V (k), et donc supposer que (V (−1))GK = 0. Soit λ ∈
H1(K∞,Dr(ΓK , V ))ΓK . On tire du lemme précédent le fait que les coordonnées λn,1, . . . , λn,d ∈
D0 de πn(λ) dans la base πn(µ1), . . . , πn(µd) vérifient ‖λn,i‖n 6 C‖πn(λ)‖M,n et donc, puisque
λ ∈ H1(K, Dr(ΓK , V )), que si r est fini, alors les suites n−r‖λn,i‖ sont η(r)-bornées. Comme
d’autre part, on a λn+1,i = λn,i modulo νn, on en déduit l’existence (et l’unicité) de λ1, . . . , λd ∈
Dr(ΓK) vérifiant λi = λn,i modulo νn quel que soit n ∈ N. On vient donc de montrer que si
λ ∈ H1(K∞, Dr(ΓK , V ))ΓK , il existe un unique d-uplet d’éléments de Dr(ΓK) tel que l’image de
λ −∑d

i=1 λi ? µi dans H1(K∞, V ⊗ Λn) soit nulle quel que soit n ∈ N. On en déduit alors, en
utilisant l’isomorphisme

Dr(ΓK)/νn
∼= Dr(Zp,Qp)/(δ1 − δ0)∗

n
,

le (i) de la proposition I.5.2 et le (ii) de la proposition II.2.1, que λ =
∑d

i=1 λi?µi, ce qui permet de
démontrer l’isomorphisme entre H1(K∞, Dr(ΓK , V ))ΓK et Dr(ΓK) ⊗ΛK

H1(K∞, D0(ΓK , V ))ΓK

dans le cas où r est fini. Le cas de Dtemp s’en déduit par passage à la limite inductive.

III. Rappels sur les anneaux de Fontaine et les représentations p-adiques

1. Les anneaux R, Ainf , B+
dR, le corps BdR et les éléments ε, t et ω.— Soit Cp le

complété de Qp pour la topologie p-adique. Soit R l’ensemble des suites x = (x(0), . . . , x(n), . . . )
d’éléments de OCp vérifiant (x(n+1))p = x(n). On munit R des lois + et · définies par x + y = s

où s(n) = lim
m→+∞(x(n+m) + y(n+m))pm et x · y = t avec t(n) = x(n)y(n) ce qui fait de R un anneau

de caractéristique p parfait et complet pour la valuation vR définie par vR(x) = vp(x(0)). Soit
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ε = (1, ε(1), . . . , ε(n) . . . ) un élément de R tel que ε(1) 6= 1, ce qui implique que si n > 1, alors
ε(n) est une racine primitive pn-ième de l’unité. Si n > 1, on note εn = (ε(n), ε(n+1), . . . ) la racine
pn-ième de ε dans R.

Soient Ainf = W (R) l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans R, ϕ l’endomorphisme
de Frobenius de Ainf et, si x ∈ R, soit [x] son représentant de Teichmüller dans W (R). L’homo-
morphisme θ de Ainf dans OCp qui à

∑+∞
n=0 pn[xn] associe

∑+∞
n=0 pnx

(0)
n est surjectif, son noyau

est un idéal principal dont ω = [ε]−1
[ε1]−1 est un générateur et (Ainf , θ) est l’épaississement p-adique

universel de OCp .
On prolonge θ en un morphisme de B+

inf = Ainf [1p ] sur Cp, on note B+
dR l’anneau

lim← B+
inf/(ker θ)n et on prolonge θ par continuité en un morphisme de B+

dR sur Cp. Ceci

fait de B+
dR un anneau de valuation discrète d’idéal maximal ker θ et de corps résiduel Cp.

L’action de GK sur B+
inf s’etend par continuité en une action continue de GK sur B+

dR. La série
log[ε] =

∑+∞
n=1

(−1)n−1

n ([ε]− 1)n converge dans B+
dR vers un élément que nous noterons t, qui est

un générateur de ker θ sur lequel σ ∈ GK agit via la formule σ(t) = χ(σ)t, où χ est le caractère
cyclotomique, et qui peut être vu comme un analogue p-adique de 2iπ.

On pose BdR = B+
dR[t−1], ce qui fait de BdR un corps et on munit BdR de la filtration

décroissante définie par FiliBdR = tiB+
dR. Cette filtration est stable par l’action de GK .

2. Les anneaux Bcris, Bmax et Bcont.— Soit Amax le sous-anneau de B+
dR constitué des

éléments x de la forme
∑+∞

n=0 an

(
ω
p

)n, où an est une suite d’éléments de Ainf tendant vers 0
quand n tend vers +∞, B+

max = Amax[1p ] et Bmax = B+
max[

1
t ]. De même, soit Acris le sous-

anneau de B+
dR constitué des éléments x de la forme

∑+∞
n=0 an

ωn

n! , où an est une suite d’éléments
de Ainf tendant vers 0, B+

cris = Acris[1p ] et Bcris = B+
cris[

1
t ]. On aurait pu, dans la définition de

Amax et Acris, remplacer ω par n’importe quel élément u de Ainf dont la réduction u modulo
p vérifie vR(u) = 1. En particulier, on aurait pu remplacer ω par n’importe quel générateur
de Ainf ∩ ker θ. Les actions de GK et ϕ sur Binf s’étendent par continuité à Bcris et Bmax qui
contiennent t et on a ϕ(t) = pt.

Dans cet article, nous utiliserons systématiquement Bmax au lieu de Bcris pour des raisons de
confort topologique. La raison est que la topologie de Bcris est un peu désagréable. Le lecteur
pourra par exemple méditer sur le fait suivant. Par construction de B+

cris, la suite de terme général
xn = ωpn−1

(pn−1)! ne tend pas vers 0 dans B+
cris, mais la suite de terme général ωxn = pn ωpn

pn! , tend,
elle, vers 0 ; on en déduit le fait que la suite de terme général txn tend vers 0 dans B+

cris et donc
que la suite xn tend vers 0 dans Bcris et que la topologie de B+

cris induite par celle de Bcris n’est
pas la topologie naturelle sur B+

cris.
L’anneau Bcris est celui avec lequel on a pris l’habitude de travailler car il est relié de près

à la cohomologie cristalline. Le remplacer par Bmax ne pose pas de problème pour l’étude des
représentations p-adiques car on a ϕ(Bmax) ⊂ Bcris ⊂ Bmax et les périodes des représentations
p-adiques vivent dans des espaces de dimension finie stables par ϕ et sont donc éléments de
Bcont = ∩+∞

n=1ϕ
n(Bcris) = ∩+∞

n=1ϕ
n(Bmax). D’ailleurs, la conjecture Ccris de Fontaine a d’abord

été énoncée en utilisant Bcont (que l’on note ici de cette manière à cause de son lien avec les
distributions continues cf. proposition VIII.3.1) au lieu de Bcris et les résultats de Fontaine-
Laffaille [13] utilisent un anneau très proche de ϕ(Bmax). On a en particulier Bϕ=1

max = Bϕ=1
cris .
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On munit B+
max d’une structure d’espace de Banach p-adique grâce à la norme ‖ ‖max définie

par le fait que ‖x‖max = 1 si et seulement si x ∈ Amax − pAmax. L’avantage de travailler avec
Bmax au lieu de Bcris vient de la proposition suivante.

Proposition III.2.1. — Si x et y sont deux éléments de B+
max, alors

p−1‖x‖max‖y‖max 6 ‖xy‖max 6 ‖x‖max‖y‖max.

On tire de cette proposition le fait que la division par un élément de B+
max est continue pour

la topologie de B+
max et donc que la topologie de B+

max induite par celle de t−nB+
max est encore

celle de B+
max. On en tire aussi le fait qu’un endomorphisme injectif d’un B+

max-module libre de
rang fini induit un homéomorphisme de ce module sur son image.

Lemme III.2.2. — Si u est un générateur de Ainf ∩ ker θ, tout élément de Amax peut s’écrire
(de manière non unique) sous la forme

∑+∞
n=0[an]

(
u
p

)n, où (an)n∈N est une suite d’éléments de
R tendant vers 0 quand n tend vers +∞.

Démonstration. — Soit x ∈ Amax. Par définition, cela signifie qu’il existe une suite (xn)n∈N
d’éléments de Ainf tendant vers 0 quand n tend vers +∞ telle que l’on ait

∑+∞
n=0 xn

(
u
p

)n. Soit
s une section de l’application (surjective) qui à a ∈ R associe θ([a]) ∈ OCp . La suite (an)n∈N
d’éléments de R définie par récurrence à partir des formules a−1 = 0, y0 = x0 et, si n > 1,
an−1 = s(θ(yn−1)) et yn = xn + pyn−1−[an−1]

u répond à la question comme on peut le constater
si on remarque que vR(an) = vp(θ(yn)) > inf(vp(θ(xn)), vp(θ(yn−1)) + 1) tend vers +∞ quand n

tend vers +∞.

Lemme III.2.3. — Soit (xn)n∈N une suite d’éléments de Ainf tendant vers 0 quand n tend vers
+∞. Si x =

∑+∞
n=0 xn

(
u
p

)n n’appartient pas à pAmax, alors il existe n ∈ N tel que vp(θ(xn)) < 1

Démonstration. — Supposons que vp(θ(xn)) > 1 quel que soit n ∈ N. Soient an = s(p−1θ(xn))
et bn = xn−p[an]

u , ce qui fait que l’on a xn = p[an] +ubn. Les suites ([an])n∈N et (bn)n∈N sont des

suites d’éléments de Ainf tendant vers 0 quand n tend vers +∞ et on a x = p
(∑+∞

n=0[an]
(

u
p

)n +
∑+∞

n=0 bn

(
u
p

)n+1
)
∈ pAmax, ce qui permet de conclure.

Soit p̃ = (p(0), . . . , p(n), . . . ) un élément de R vérifiant p(0) = p, ce qui fait de [p̃] − p un
générateur de Ainf ∩ ker θ.

Lemme III.2.4. — Soit α ∈ R vérifiant vR(α) < 2. Soit (zn)n∈N une suite d’éléments de Ainf

tendant vers 0 quand n tend vers +∞ telle qu’il existe n ∈ N pour lequel vp(θ(zn)) = 0. Alors
z = [α]

∑+∞
k=0 zk

( [p̃]−p
p

)k n’appartient pas à p2Amax.

Démonstration. — Soit n0 tel que vp(θ(zn0)) = 0 et soit N > n0 + 1. Soit A = Ainf/(p2, p[p̃]) =
Ainf/(p2, p([p̃] − p)). Il suffit de vérifier que l’image de z dans Amax/(p2, p[p̃],

( [p̃]−p
p

)N) ∼=
A[X]/(XN , [p̃]− p− pX) est non nulle.

Quitte à multiplier α par p̃, on peut supposer vR(α) > 1. Un élément de A s’écrit de manière
unique sous la forme [x] + p[y] avec x ∈ R et y ∈ R/p̃R et comme vR(α) > 1, si zn =∑+∞

k=0 pk[zn,k], alors l’image de z dans A[X]/(XN , [p̃]−p−pX) est aussi celle de
∑N

n=0[αzn,0]Xn.
Si cette image est nulle, c’est qu’il existe P ∈ A[X] tel que le polynôme ([p̃] − p − pX)P (X) −
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∑N
n=0[αzn,0]Xn soit divisible par XN et comme p([p̃]− p− pX) = 0 dans A[X], on peut prendre

P de la forme
∑N−1

n=0 [an]Xn, les an appartenant à R. Considérant le terme de degré n, on obtient
les relations αzn,0 = p̃an et an−1 + an ∈ p̃R. Appliquant ceci pour n = n0 (resp. n = n0 − 1),
on obtient vR(an0) = vR(α) − 1 et vR(an0 + an0−1) > 1 [resp. vR(an0−1) > vR(α) − 1], ce qui
implique vR(an0 + an0−1) = vR(α) − 1 > 1 et est impossible car on a supposé vR(α) < 2. Ceci
permet de conclure.

Lemme III.2.5. — Si x et y sont deux éléments de Amax n’appartenant pas à pAmax, alors xy

n’appartient pas à p2Amax.

Démonstration. — Soit (xi)i∈N (resp. (yj)j∈N) une famille d’éléments de R tendant vers 0 quand
i (resp. j) tend vers +∞ telle que l’on ait x =

∑+∞
i=0 [xi]

( [p̃]−p
p

)i [resp. y =
∑+∞

j=0[yj ]
( [p̃]−p

p

)j ]. Soit
i0 (resp. j0) le plus petit entier tel que l’on ait vR(xi) > vR(xi0) [resp. vR(yj) > vR(yj0)] quel que
soit i [resp. j] appartenant à N. Comme x (resp. y) n’appartient pas à pAmax, on a vR(xi0) < 1
[resp. vR(yj0) < 1] d’après le lemme III.2.3. Posons α = xi0yj0 et zk =

∑
i+j=k

[xiyj

α

]
de telle

sorte que vR(α) < 2 et xy = [α]
∑+∞

k=0 zk

( [p̃]−p
p

)k. Par construction, on a vp(θ(zi0+j0)) = 0 et on
peut donc utiliser le lemme précédent pour conclure.

La proposition III.2.1 se déduit de ce lemme.

3. La suite exacte fondamentale.

Proposition III.3.1. — La suite

0 → Qp → Bmax → Bmax ⊕BdR/B+
dR → 0,

dans laquelle l’application de Bmax dans Bmax⊕BdR/B+
dR est celle qui à x associe ((1−ϕ)x, x)

et où l’on a utilisé l’injection naturelle de Bmax dans BdR pour définir la seconde composante,
est exacte et scindée en tant que suite exacte de Qp-espaces vectoriels topologiques.

Démonstration. — On peut trouver une démonstration de cet énoncé avec Bcris au lieu de Bmax

dans [15] et la démonstration qui suit en est une adaptation. Pour démontrer l’exactitude, il
suffit de prouver que la suite

(III.3.2) 0 → Qp → Bϕ=1
max → BdR/B+

dR → 0

est exacte et 1− ϕ : Bmax → Bmax est surjective.

Commençons par le plus facile, à savoir la démonstration de la surjectivité de 1 − ϕ. On a
Bmax = ∪+∞

i=1 t−iB+
max et résoudre l’équation (1 − ϕ)(t−ix) = (t−iy) est équivalent à résoudre

l’équation (1− p−iϕ)(x) = y. Il suffit donc de prouver que si i > 1, alors l’application 1− p−iϕ :
B+

max → B+
max est surjective.

1− p−iϕ a formellement deux inverses possibles, à savoir
+∞∑

k=0

p−kiϕk ou −
+∞∑

k=1

pkiϕ−k.

D’autre part, tout élément de B+
max peut s’écrire sous la forme

∑+∞
n=0 an

[p̃]n

pn , où an est une suite
d’éléments de B+

inf tendant vers 0 dans B+
inf et quitte à multiplier x par une puissance de p, on
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peut supposer que les an sont dans Ainf , auquel cas la série −∑+∞
k=1 pkiϕ−k(a0) converge dans

Ainf vers un élément y0 vérifiant (1− p−iϕ)(y0) = a0.

De plus, on a p−kiϕk( [p̃]n

pn ) = pnpk−n−ik [p̃]npk

pnpk et comme la suite double (pour n > 1, k ∈ N) de

terme général npk − n − ik est minorée par une constante m(i) et tend vers +∞ quand n + k

tend vers +∞, la série double
+∞∑

n=1

+∞∑

k=0

ϕk(an)pnpk−n−ik [p̃]npk

pnpk

converge dans B+
max vers un élément y1 de p−m(i)Amax verifiant (1− p−iϕ)(y1) =

∑+∞
n=1 an

[p̃]n

αn
=

x− a0. On a donc (1− p−iϕ)(y0 + y1) = x, ce qui permet de conclure.

Passons à la démonstration de l’exactitude de la suite III.3.2 Comme Bmax = ∪+∞
k=0t

−kB+
max,

il suffit de prouver que si k ∈ N, alors la suite

0 −→ Qp −→ (t−kB+
max)

ϕ=1 −→ t−kB+
dR/B+

dR −→ 0

est exacte ou encore, multipliant tout par tk et utilisant le fait que ϕ(tk) = pktk, que la suite

(III.3.3) 0 −→ Qpt
k −→ (B+

max)
ϕ=pk −→ B+

dR/tk −→ 0

est exacte, ce que nous ferons par récurrence sur k en utilisant le lemme suivant dont la démons-
tration sera faite plus loin.

Lemme III.3.4. — Si x ∈ B+
max est tel que ϕi(x) ∈ ker θ quel que soit i ∈ N, alors ϕ(x) est

divisible par t dans B+
max.

Revenons à la démonstration de l’exactitude de la suite III.3.3. Si k = 0, on tombe sur la
proposition suivante.

Proposition III.3.5. — (B+
max)

ϕ=1 = Qp.

Démonstration. — Il suffit de prouver que Aϕ=1
max = Zp. Soit x ∈ Aϕ=1

max . On peut écrire x sous la
forme

∑+∞
n=0 xn

[p̃]n

pn où (xn)n∈N est une suite d’éléments de Ainf tendant vers 0. Si i ∈ N, on a
alors

x = ϕi(x) =
+∞∑

n=0

pn(pi−1)ϕi(xn)
[p̃]npi

pnpi ≡ ϕi(x0) mod ppi−1Amax.

On en déduit le fait que x est la limite de la suite de terme général ϕi(x0) et donc appartient à
Aϕ=1

inf = Zp

Pour k > 1, il y a deux choses à vérifier. La première est que l’ensemble des éléments de
(B+

max)
ϕ=pk qui sont divisibles par tk dans B+

dR est réduit à Qpt
k et la seconde est que l’application

de (B+
max)

ϕ=pk sur B+
dR/tk est surjective.

Soit donc x ∈ (B+
max)

ϕ=pk ∩ tkB+
dR. Le lemme III.3.4 permet de montrer que ϕ(x) et donc

x = p−kϕ(x) est divisible par t dans B+
max. On peut donc écrire x = ty, où y ∈ (B+

max)
ϕ=pk−1 est

divisible par tk−1 dans B+
dR, ce qui permet de montrer, utilisant l’hypothèse de récurrence, que

y ∈ Qpt
k−1 et x ∈ Qpt

k.
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Soit maintenant x ∈ B+
dR. Soit O∗∗Cp

= {x ∈ OCp | |x− 1| < 1}. L’application log : O∗∗Cp
→ Cp

est surjective ; on peut donc trouver α ∈ O∗∗Cp
tel que (log α)k = θ(x). Soit α̃ ∈ R tel que α̃(0) = α.

On a alors x−log([α̃])k = ty dans B+
dR. Par l’hypothèse de récurrence, il existe y0 ∈ (B+

max)
ϕ=pk−1

tel que y − y0 ∈ tk−1B+
dR et alors x0 = log([α̃])k + ty0 est un élément de (B+

max)
ϕ=pk congru à x

modulo tk, ce qui permet de d’établir la surjectivité de l’application de (B+
max)

ϕ=pk sur B+
dR/tk

et termine la démonstration de l’exactitude de la suite fondamentale (modulo le lemme III.3.4).
Passons à la démonstration du lemme III.3.4.

Lemme III.3.6. — Soit α ∈ Ainf dont l’image α dans R est non nulle ; alors (α)∩ (p) = (pα).

Démonstration. — Si x ∈ (α)∩ (p), on peut écrire x = αy avec x = 0 car x ∈ (p) et d’autre part,
on a x = αy, ce qui implique y = 0 car R est intègre et donc y ∈ (p) et x ∈ (pα).

Lemme III.3.7. — Soit I = {x ∈ Ainf | ϕn(x) ∈ ker θ quel que soit n ∈ N}. Alors I est l’idéal
de Ainf engendré par ([ε]− 1).

Démonstration. — Soit In = ( [ε]−1
[εn]−1). Montrons que I = ∩+∞

n=1In. En effet, si x ∈ I ∩ In, on

peut écrire x = [ε]−1
[εn]−1xn et donc ϕn(x) = [ε]p

n−1
[ε]−1 ϕn(xn) et comme θ( [ε]p

n−1
[ε]−1 ) = pn, si x ∈ I,

cela implique ϕn(xn) ∈ ker θ. Comme ker θ = I1 et ϕ est bijectif sur Ainf , on peut écrire ϕn(xn)
sous la forme ϕn(xn) = [ε]−1

[ε1]−1ϕn(xn+1) et on obtient x = [ε]−1
[εn+1]−1xn+1, ce qui montre que

x ∈ In+1. Comme d’autre part, I ⊂ ker θ = I1, on en déduit par récurrence sur n le fait que I

est inclus dans l’intersection des Ik pour k 6 n et l’inclusion inverse étant évidente, cela termine
la démonstration de l’égalité I = ∩+∞

n=1In.
Soit alors ι l’inclusion de ([ε] − 1) dans I. On cherche à montrer que ι est une surjection et

comme ([ε] − 1) et I sont complets et séparés pour la topologie p-adique (car fermés dans Ainf

qui l’est), il suffit de vérifier que ι induit une surjection modulo p. Or on a

vR(x) = vR(xn) + vR(
ε− 1
εn − 1

) > vR(
ε− 1
εn − 1

) = (1− 1
pn

)vR(ε− 1).

On en déduit, en passant à la limite, l’inégalité vR(x) > vR(ε− 1) et le fait qu’il existe y ∈ Ainf

tel que z = x− ([ε]− 1)y ∈ pAinf . Ceci implique que si n > 1, alors z ∈ In ∩ pAinf = pIn d’après
le lemme 15.1 et donc que z ∈ ∩+∞

n=1pIn = pI. On a donc x − ([ε] − 1)y ∈ pI, ce qui permet de
conclure.

Lemme III.3.8. — Si x ∈ Amax est tel que ϕk(x) ∈ ker θ quel que soit k ∈ N, alors ϕ(x) est
divisible par ( [ε]−1

p )

Démonstration. — D’après le lemme III.2.2, on peut trouver une suite (an)n∈N d’éléments de R

tendant vers 0, telle que x s’écrive sous la forme
∑+∞

n=0[an](ω
p )n et comme x appartient à ker θ,

on a a0 = 0. D’autre part, ϕ(ω
p ) − 1 =

∑p−1
i=1

[ε]i−1
p est divisible par [ε]−1

p . On en déduit le fait

que modulo [ε]−1
p , on a ϕk(x) = ϕk(

∑+∞
n=1[an]) si k > 1 et que ϕk(x) ∈ ker θ si et seulement

si ϕk(
∑+∞

n=1[an]) ∈ ker θ. D’après le lemme III.3.7, ceci entraine qu’il existe y ∈ Ainf tel que
ϕ(

∑+∞
n=1[an]) = ([ε]− 1)y et permet de conclure

Lemme III.3.9. — t
[ε]−1 est une unité de Amax.
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Démonstration. — t
[ε]−1 =

∑+∞
n=0

(1−[ε])n

n+1 = 1 +
∑+∞

n=1
pn

n+1(1−[ε]
p )n ∈ 1 + pAmax, ce qui permet de

conclure (dans le cas p = 2, il faut modifier l’argument et utiliser le fait que 1−[ε]
4 = 1+[ε1]

2
1−[ε1]

2 ∈
Amax).

Le lemme III.3.4 est alors une conséquence immédiate des lemmes III.3.8 et III.3.9.

Finalement, l’existence d’un scindage continu est une conséquence de la théorie générale des
espaces de Banach p-adiques. Plus précisément, notons Ai = t−iB+

max et Bi = t−iB+
max ⊕

t−iB+
dR/B+

dR si i > 1, ce qui fait de Ai et Bi des espaces de Banach p-adiques quel que soit
i > 1. D’autre part, la proposition III.2.1 implique que Bi est fermé dans Bi+1 ; on peut donc
trouver un supplémentaire fermé Ci+1 de Bi dans Bi+1. Il résulte de la démonstration précé-
dente que si i > 1, l’application f de B+

max dans B+
max ⊕ BdR/B+

dR est une surjection de Ai

sur Bi. On peut donc trouver une section continue s1 : B1 → A1 de f et, si i > 2, une section
continue si : Ci → Ai de f et comme t−iB+

max ⊕ t−iB+
dR/B+

dR = B1 ⊕ (⊕+∞
i=2 Ci), l’application

s : t−iB+
max ⊕ t−iB+

dR/B+
dR → Bmax qui coïncide avec s1 sur B1 et si sur Ci si i > 2, est une

section continue de f par construction.
Le même genre d’arguments permet de construire un supplémentaire fermé B de Qp dans

Bmax et donc de scinder continuement l’injection Qp → Bmax, ce qui termine la démonstration.

4. Représentations cristallines et représentations de de Rham. — Soit K une extension
finie de Qp. Soit V une représentation p-adique de GK . Le K-espace vectoriel DdR(V ) = (BdR⊗
V )GK est de dimension inférieure ou égale à celle de V sur Qp. On dit que V est de de Rham s’il
y a égalité. D’autre part, DdR(V ) est muni de la filtration induite par celle de BdR ; c’est une
filtration décroissante et on a FiliDdR(V ) = DdR(V ) si i ¿ 0 et FiliDdR(V ) = {0} si i À 0.

Le K ∩ Qnr
p -espace vectoriel Dcris(V ) = (Bmax ⊗ V )GK est aussi de dimension inférieure où

égale à celle de V sur Qp et on dit que V est cristalline s’il y a égalité. Comme nous l’avons
mentionné plus haut, utiliser Bmax au lieu de Bcris pour définir Dcris(V ) ne change rien au
résultat. L’action de ϕ sur Bmax commutant à celle de GK , ceci munit naturellement Dcris(V )
d’une action semi-linéaire (relativement à la structure de K ∩Qnr

p -espace vectoriel) de ϕ.

Si M est un Zp[GK ]-module, on note M(k) le tordu de M par la puissance k-ième du caractère
cyclotomique et x → x(k) l’isomorphisme Zp-linéaire de M sur M(k). Si V est une représentation
p-adique de GK , alors DdR(V (k)) = t−kDdR(V ) et Dcris(V (k)) = t−kDcris(V ) ; en particulier, si
V est cristalline ou de de Rham, il en est de même de V (k).

Finalement, si V est une représentation p-adique de GK , on pose

DIw(V ) = (Bϕ=1
max ⊗ V )GK∞ .

Le module DIw(V ) est très lié au module H1
Iw(K,V ), comme on le verra au chapitre VI et sa

structure est étudiée au chapitre IV.

5. L’application exponentielle de Bloch-Kato et sa duale.— Soient K une extension
finie de Qp et V une représentation p-adique de GK . Tensorisant la suite exacte

0 → Qp → Bϕ=1
max → BdR/B+

dR → 0
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avec V et prenant la suite exacte de cohomologie associée, on obtient la suite exacte

0 → V GK → Dϕ=1
cris (V ) → ((BdR/B+

dR)⊗ V )GK → H1
e (K, V ) → 0,

où l’on a noté H1
e (K, V ) le noyau de l’application naturelle de H1(K,V ) dans H1(K,Bϕ=1

max ⊗
V ). On en déduit une application de DdR(V ) dans H1(K,V ) appelée exponentielle de Bloch-
Kato et notée expV . Cette application se factorise à travers DdR(V )/Fil0DdR(V ) et son image
est incluse dans H1

e (K, V ). D’autre part, si V est de de Rham, on a ((BdR/B+
dR) ⊗ V )GK =

DdR(V )/Fil0DdR(V ) et l’image de expV est H1
e (K,V ) tout entier [4], Lemma 3.8.1. Finalement,

si V est de de Rham et k À 0, alors expV (k) est un isomorphisme de DdR(V (k)) sur H1
e (K, V (k)).

Soient B1 (resp. B2) un supplémentaire fermé de Qp dans Fil0Bmax (resp. Bϕ=1
max) et B = B1⊕

B2. On note EulB l’isomorphisme de Bmax sur B1 = Fil0B inverse de 1−ϕ et eB l’isomorphisme
de BdR/B+

dR sur B2 = Bϕ=1 inverse de la projection modulo B+
dR. Les isomorphismes EulB et

eB sont continus.

Lemme III.5.1. — Si x ∈ DdR(V ) et x̃ est n’importe quel élément de Bmax ⊗ V dont l’image
modulo B+

dR est égale à x, alors expV (x) est représenté par le cocycle qui à τ ∈ GK associe
(1− δτ ) ? x̃− (1− δτ ) ? EulB((1− ϕ)x̃).

Démonstration. — Par construction de l’application de connexion, expV (x) est représenté par le
cocycle qui à τ ∈ GK associe (1−δτ )?eB(x). D’autre part, si prB désigne la projection de Bmax sur
B parallèlement à Qp, alors eB(x̃) et prB(x̃)−EulB((1−ϕ)x̃) sont par construction des éléments
de B ⊗ V qui ont même image par (1 − ϕ) et modulo B+

dR ; ils sont donc égaux. Finalement, x̃

et prB(x̃) ne diffèrent que par un élément de V et le cocycle τ → (1− δτ ) ? (x̃− prB(x̃)) est un
cobord, ce qui permet de conclure.

Le choix de t nous fournit un isomorphisme entre DdR(Qp(1)) = t−1K et K. Si V est une
représentation de GK , l’accouplement [ , ]DdR(V ) obtenu en composant les applications

DdR(V )×DdR(V ∗(1)) → DdR(V ⊗ V ∗(1)) → DdR(Qp(1)) ∼= K
TrK/Qp−→ Qp

est non dégénéré, ce qui fait que DdR(V ∗(1)) s’identifie naturellement au dual de DdR(V ). De
même, H1(K, V ∗(1)) s’identifie naturellement, grâce au cup-produit

H1(K,V )×H1(K, V ∗(1)) → H2(K,Qp(1)) = Qp,

au dual de H1(K, V ). Ceci permet de voir l’application exp∗
V ∗(1) transposée de l’application

expV ∗(1) : DdR(V ∗(1)) → H1(K, V ∗(1)) comme une application de H1(K, V ) dans DdR(V ). Si
V est de de Rham et k À 0, l’application exp∗

V ∗(1+k) est un isomorphisme de H1(K,V (−k)) sur
DdR(V (−k)). Cette définition de l’application exponentielle duale n’est pas très commode pour
les calculs (il faut dualiser deux fois), mais on a la proposition suivante due à Kato.

Proposition III.5.2. — Si V est une représentation de de Rham, l’application qui à x ∈
DdR(V ) associe le cocycle τ → x log χ(τ) ∈ DdR(V ) ⊂ BdR ⊗ V induit un isomorphisme de
DdR(V ) sur H1(K,BdR ⊗ V ) et l’application exp∗

V ∗(1) est la composée de l’inverse de cet iso-
morphisme avec l’application naturelle de H1(K,V ) dans H1(K,BdR ⊗ V ).
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Démonstration. — Proposition 1.2.3, définition 1.2.4 et (i) du théorème 1.4.1 du chapitre II de
[19].

IV. Cohomologie galoisienne des anneaux de Fontaine.

Le thème général de ce chapitre est qu’il ne se passe rien entre K∞ et Qp (l’extension K∞/Qp

est profondément ramifiée dans la terminologie de Coates et Greenberg ou l’extension Qp/K∞
est presque étale dans celle de Faltings). Les résultats obtenus sont des généralisations de ceux
de Tate [31] et Sen [26] ; les méthodes de démonstration sont d’ailleurs largement inspirées de
celles de Sen. Des résultats du même genre ont été obtenus par Cherbonnier [5].

1. La méthode de Sen.— Soit A un anneau local complet pour une valuation vA à valeurs
dans R+ ∪ {+∞} muni d’une action continue de GK∞ . Considérons les 3 conditions suivantes

(C1) Quelle que soit l’extension finie L de K∞, l’extension Frac(AGL)/Frac(AGK∞ ) est une
extension séparable de degré [L : K∞].

(C2) Si L est une extension finie de K∞, l’idéal maximal de AGL n’est pas réduit à 0 et
si L0 ⊂ L1 sont deux extensions finies de K∞, alors l’image de l’idéal maximal de AGL1 par
l’application TrL1/L0

contient (et donc est égal à) l’idéal maximal de AGL0 .
(C3) La restriction de vA à AGK∞ n’est pas discrète.

Remarque IV.1.1. — i) La condition (C2) implique que si L0 ⊂ L1 sont deux extensions finies
de K∞ et si π ∈ AGL0 vérifie vA(π) > 0, alors il existe α ∈ Frac(AGL1 ) vérifiant vA(α) > −vA(π)
et TrL1/L0

(α) = 1.
ii) L’anneau OCp vérifie les conditions (C1) et (C3) de manière plus ou moins évidente et (C2)

de manière un peu moins évidente [31], prop.9.
iii) L’anneau R vérifie lui aussi les conditions (C1), (C2) et (C3). La condition (C1) est une

conséquence de la théorie du corps des normes (cf. [14]) développée par Fontaine et Wintenberger
[11] et [34]. (C3) est une conséquence du fait que m

RGK∞ n’est pas réduit à {0} (il contient par
exemple ε− 1), est stable par Frobenius et de la formule vR(ϕ−n(x)) = p−nvR(x) valable quels
que soient x ∈ R et n ∈ Z. Finalement, pour démontrer (C2), il suffit de prouver que si L est une
extension finie de K∞, alors TrL/K∞(mRGL ) contient des éléments de valuation arbitrairement
proche de 0. Comme cette image est stable par ϕ−1, il suffit de montrer qu’elle n’est pas réduite
à {0}, ce qui est une conséquence du fait que l’extension Frac(RGL)/Frac(RGK∞ ) est séparable.
On peut d’ailleurs démontrer que OCp vérifie (C2) à partir du fait que R vérifie (C2).

Lemme IV.1.2. — Soient A un anneau local valué complet muni d’une action de GK∞ vérifiant
les conditions (C1) et (C2) et π un élément de AGK∞ vérifiant vA(π) > 0. Si L0 est une extension
finie de K∞, n un entier > 2 et τ → Uτ un 1-cocycle continu de GL0 dans 1 + πnMd(A), alors il
existe M ∈ 1 + πn−1Md(A) tel que le cocycle M−1Uττ(M) soit à valeurs dans 1 + πn+1Md(A).

Démonstration. — Soit L1 une extension finie de L0 telle que Uτ appartienne à 1 + πn+2Md(A)
si τ ∈ GL1 et soit α un élément de Frac(AGL1 ) vérifiant TrL1/L0

(α) = 1 et vA(α) > −vA(π). Si T
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est un système de représentants de GL0/GL1 , posons

MT =
∑

τ∈T

τ(α)Uτ .

Les hypothèses mises sur α entraînent que MT est élément de 1 + πn−1Md(A). D’autre part, si
T ′ est un autre système de représentants de GL0/GL1 , la relation de cocycle et le choix de L1

font que MT −MT ′ ∈ πn+1Md(A). Finalement la relation de cocycle permet d’obtenir la relation
M−1

T Uττ(MT ) = 1+M−1
T (MτT −MT ) qui permet de montrer que MT répond à la question (quel

que soit le choix de T ).

Corollaire IV.1.3. — Soient A un anneau local valué complet muni d’une action de GK∞ vé-
rifiant les conditions (C1) et (C2) et π un élément de AGK∞ vérifiant vA(π) > 0. Si L est une
extension finie de K∞ et τ → Uτ un 1-cocycle continu de GL dans 1 + π2Md(A), alors il existe
M ∈ 1 + πMd(A) tel que l’on ait M−1Uττ(M) = 1 quel que soit τ ∈ GL.

Démonstration. — Une récurrence utilisant le lemme précédent permet de construire une suite de
matrices (Mm)m>1 telle que Mm ∈ 1+πmMd(A) et que le cocycle τ → (

∏m
i=1 Mi)−1Uττ(

∏m
i=1 Mi)

soit à valeurs dans 1 + πm+2Md(A). Le produit infini
∏+∞

i=1 Mi converge alors vers une matrice
M qui répond à la question.

Proposition IV.1.4. — Si A est un anneau local valué complet muni d’une action de GK∞
vérifiant les conditions (C1) et (C2), alors

(i) H1(K∞, GLd(Frac(A))) = {1}.
(ii) H1(K∞, Frac(A)) = 0.

Si de plus, A vérifie la condition (C3), alors
(iii) H1(K∞, mA) = 0.
(iv) H1(K∞, 1 + Md(mA)) = {1}.

Démonstration. — Considérons un 1-cocycle continu τ → Uτ de GK∞ à valeurs dans
GLd(Frac(A)). La continuité de Uτ implique l’existence d’une extension finie L de K∞
telle que Uτ soit à valeurs dans 1 + π2Md(A) si τ ∈ GL. Le corollaire précédent nous donne
l’existence de M ∈ 1 + πMd(A) tel que l’on ait M−1Uττ(M) = 1 quel que soit τ ∈ GL. Le
cocycle τ → M−1Uττ(M) = 1 peut donc être vu comme un cocycle sur GK∞/GL à valeurs
dans GLd(Frac(AGL)) et est donc trivial d’après le théorème de Hilbert 90 puisque l’extension
Frac(AGL)/Frac(AGK∞ ) est séparable. Ceci démontre le (i).

Soient τ → cτ un cocycle continu de GK∞ dans Frac(A), π ∈ AGK∞ vérifiant vA(π) > 0 et
α ∈ AGK∞−{0} tel que αcτ soit à valeurs dans π2A. Si τ ∈ GK∞ , soit Uτ =

(
1 αcτ
0 1

) ∈ 1+π2M2(A).
La relation de cocycle satisfaite par cτ se traduit par le fait que τ → Uτ est un cocycle. D’après le
corollaire IV.1.3, il existe donc une matrice

(
a c
b d

) ∈ 1 + πM2(A) telle que l’on ait Uττ(M) = M

quel que soit τ ∈ GK∞ . Cette dernière identité se traduit par le fait que d est un élément de
AGK∞ (inversible car congru à 1 modulo π) et par la relation αcτ = (1− δτ ) ? (d−1c) qui permet
de conclure au fait que αcτ est trivial et de démontrer le (ii).

Pour démontrer le (iii) [resp. le (iv)], il suffit de remarquer que la compacité de GK∞ implique
que si τ → cτ est un cocycle continu à valeurs dans mA [resp. 1 + Md(mA)], alors la condition



THÉORIE D’IWASAWA DES REPRÉSENTATIONS DE DE RHAM D’UN CORPS LOCAL 33

(C3) implique qu’il existe π ∈ m
AGK∞ tel que cτ soit à valeurs dans π2mA [resp. 1+π2Md(mA)] ;

on conclut alors comme pour le (ii) [resp. en utilisant le corollaire IV.1.3].

2. Application au H0 des représentations p-adiques.

Théorème IV.2.1. — Si V est une représentation p-adique de GK , alors
(i) (B+

dR ⊗ V )GK∞ est un (B+
dR)GK∞ -module libre de rang dimQp V .

(ii) (BdR ⊗ V )GK∞ est un BGK∞
dR -espace vectoriel de dimension dimQp V possédant une base

constituée d’éléments de DIw(V ).

Démonstration. — Le choix d’une base e1, . . . , ed de V sur Qp permet de considérer la représen-
tation comme un 1-cocycle continu τ → Uτ de GK∞ dans GLd(Qp) ⊂ GLd(B+

dR). Ce cocycle est
cohomologue au cocycle trivial d’après la proposition IV.2.2 ci-dessous, ce qui se traduit par le
fait que le GK∞-module B+

dR ⊗ V est isomorphe à (B+
dR)d et permet déjà de démontrer le (i). Le

(ii) sera démontré après la proposition IV.2.2.

Proposition IV.2.2. — Si i ∈ {1, 2, . . . , +∞}, alors H1(K∞, GLd(B+
dR/FiliB+

dR)) = {1}.
Démonstration. — Le cas i = 1 correspondant à B+

dR/FiliB+
dR = Cp est une conséquence immé-

diate du (i) de la proposition IV.1.4 puisque OCp vérifie les conditions (C1), (C2) et (C3). Ce
cas est d’ailleurs traité par Sen ([26], prop.4) et la démonstration que nous en avons donnée est
exactement la même que celle de [26].

Le cas i = +∞ s’obtient à partir du cas i fini par passage à la limite, la topologie de B+
dR

étant plus faible que la topologie t-adique. D’autre part, la suite exacte

1 → 1 + Md(FiliB+
dR/Fili+1B+

dR) → GLd(B+
dR/Fili+1) → GLd(B+

dR/Fili) → 1

permet en passant à la suite exacte de cohomologie associée et en utilisant l’isomorphisme (de
GK∞-modules)

1 + Md(FiliB+
dR/Fili+1B+

dR) ∼= Md(Cp)

de démontrer le résultat par récurrence sur i grâce au (ii) de la proposition IV.1.4 appliquée à
A = OCp , l’application de 1 + Md(FiliB+

dR/Fili+1B+
dR) dans Md(Cp) étant celle qui à M associe

θ(t−i(M − 1)).

Lemme IV.2.3. — Si T est une Fp-représentation de GK∞, alors
(i) Le sous-R-module de R ⊗ T engendré par (mR ⊗ T )GK∞ est égal à mR ⊗ T .
(ii) H1(K∞, mR ⊗ T ) = 0.

Démonstration. — Le (i) de la proposition IV.1.4 appliqué à A = R admet comme conséquence le
fait que Frac(R)⊗T est isomorphe à (Frac(R))d en tant que GK∞-module ; on peut donc trouver
une base f1, . . . , fd de Frac(R)⊗ T fixe par GK∞ et, quitte à multiplier les fi par une puissance
de π = ε − 1, on peut supposer que cette base est constituée d’éléments de mR ⊗ T . Soient
e1, . . . , ed une base de T sur Fp et M la matrice de f1, . . . , fd dans la base e1, . . . , ed. Si n ∈ N,
ϕ−n(fi) est aussi un élément de mR⊗T fixe par GK∞ et la matrice de ϕ−n(f1), . . . , ϕ−n(fd) dans
la base e1, . . . , ed est ϕ−n(M) et vérifie lim

n→+∞ vR(detϕ−n(M)) = 0, ce qui permet de montrer

que tout élément de mR ⊗ T est dans le R-module engendré par ϕ−n(f1), . . . , ϕ−n(fd) si n est
assez grand, ce qui démontre le (i).
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Passons au (ii). Comme GK∞ est compact, il existe η > 0 tel que si τ → cτ est un 1-cocycle
continu à valeurs dans mR ⊗T , alors les coordonnées de cτ dans la base e1, . . . , ed ont une image
par vR supérieure ou égale à η quel que soit τ ∈ GK∞ . On en déduit l’existence de n ∈ N tel
que les coordonnées de cτ dans la base ϕ−n(f1), . . . , ϕ−n(fd) appartiennent à mR quel que soit
τ ∈ GK∞ et comme ϕ−n(f1), . . . , ϕ−n(fd) sont stables par GK∞ , on peut utiliser le (iii) de la
proposition IV.1.4 pour conclure.

Proposition IV.2.4. — Si T est une Zp-représentation de GK∞, alors
(i) H1(K∞,W (mR)⊗ T ) = 0.
(ii) Le sous Ainf-module de W (mR)⊗T engendré par (W (mR)⊗ T )GK∞ est égal à W (mR)⊗T .

Démonstration. — La nullité de H1(K∞, mR ⊗T ) permet de construire par récurrence une suite
d’éléments c(n) de W (mR) ⊗ T et une suite de cocycles τ → c

(n)
τ de GK∞ dans W (mR) ⊗ T

telles que l’on ait cτ = c
(0)
τ et c

(n)
τ − (1 − δτ ) ? c(n) = pc

(n+1)
τ . Ceci implique que si l’on pose

c =
∑+∞

n=0 pnc(n), alors on a cτ − (1− δτ ) ? c = 0 quel que soit τ ∈ GK∞ . On en tire le (i).
De la suite exacte de cohomologie déduite de la suite exacte

0 → pW (mR)⊗ T → W (mR)⊗ T → mR ⊗ T → 0

et du (i), on déduit le fait que l’application naturelle de (W (mR) ⊗ T )GK∞ dans (mR ⊗ T )GK∞

est surjective, ce qui, utilisant le (i) du lemme IV.2.3 et la complétude de Ainf pour la topologie
p-adique, permet de conclure.

Corollaire IV.2.5. — Si V est une représentation p-adique de GK∞, le (B+
dR)GK∞ -module libre

(B+
dR ⊗ V )GK∞ possède des bases formées d’éléments de (Ainf ⊗ V )GK∞ .

Démonstration. — Il suffit d’appliquer le (ii) de la proposition précédente à un réseau T de V

stable par GK∞ .
Revenons à la démonstration du (ii) du théorème IV.2.1. Le même argument que pour le (i) du

théorème permet de démontrer que (BdR ⊗ V )GK∞ est un BGK∞
dR -espace vectoriel de dimension

dimQp V . Le seul problème est donc d’arriver à construire une base de cet espace vectoriel
constituée d’éléments de DIw(V ). Pour ce faire, partons d’une base e1, . . . , ed de V sur Qp et
d’une base v1, . . . , vd de (B+

dR ⊗ V )GK∞ formée d’éléments de (Ainf ⊗ V )GK∞ et dont l’existence
est assurée par le corollaire IV.2.5. L’image par θ du déterminant de v1, . . . , vd dans la base
e1, . . . , ed est non nulle puisque (B+

dR ⊗ V )GK∞ engendre B+
dR ⊗ V .

Si k > 1 et 1 6 i 6 d, la série
∑

m∈Z p−kmϕm−1(([ε]− 1)k+1vi) converge dans (B+
cris ⊗ V )GK∞

vers un élément vi,k vérifiant ϕ(vi,k) = pkvi,k. D’autre part, l’image par θ du déterminant de
v1,k

([ε1]−1)k+1 , . . . ,
vd,k

([ε1]−1)k+1 dans la base e1, . . . , ed tend vers det θ(M) quand k tend vers +∞
et est donc non nulle quand k est assez grand. Ceci montre que si k est assez grand, alors
t−kv1,k, . . . , t

−kvd,k forment une base de (BdR⊗ V )GK∞ constituée d’éléments de DIw(V ), ce qui
permet de conclure.

3. Application au H1 des représentations p-adiques.

Théorème IV.3.1. — Si V est une représentation p-adique de GK∞, alors
(i) H1(K∞, (B+

dR/FiliB+
dR)⊗ V ) = 0 quel que soit i ∈ {1, 2, . . . ,+∞}.

(ii) H1(K∞, (BdR/B+
dR)⊗ V ) = 0.
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(iii) H1(K∞,BdR ⊗ V ) = 0.
(iv) H1(K∞,Fil−i(Bϕ=1

max ⊗ V )) = 0 quel que soit i > 1.
(v) H1(K∞,Bϕ=1

max ⊗ V ) = 0.

Démonstration. — Comme on l’a déjà vu, la proposition IV.2.2 implique que le GK∞-module
(B+

dR/FiliB+
dR) ⊗ V est isomophe à (B+

dR/FiliB+
dR)d, ce qui permet de déduire le (i) de la tri-

vialité de H1(K∞,B+
dR/FiliB+

dR), trivialité que l’on peut démontrer, par exemple, à partir de
la proposition IV.2.2 en utilisant l’argument qui nous a permis de déduire le (ii) du (i) de la
proposition IV.1.4. Le (ii) se déduit du (i) par passage à la limite inductive en utilisant l’isomor-
phisme entre Fil−i(BdR/B+

dR) et t−i(B+
dR/FiliB+

dR). De même le (iii) se déduit du (i) en écrivant
BdR comme la limite inductive des t−iB+

dR et le (v) du (iv) en écrivant Bmax comme la limite
inductive des t−iB+

max. Il ne reste donc plus que le (iv) à démontrer.

Lemme IV.3.2. — Si π = ε − 1 ∈ R et β = (−1)p−1
∑

k∈N,(k,p)=1

(−1)k−1

k [π]k ∈ AGK∞
inf , alors

∑
n∈Z

ϕn(β)
pn = t.

Démonstration. — Supposons tout d’abord p 6= 2. Si m est un entier, on peut écrire

t = pm log[εm] = pm
+∞∑

k=1

(−1)k−1

k
([εm]− 1)k =

+∞∑
n=−m

p−n
∑

(k,p)=1

(−1)k−1

k
([εm]− 1)kpm+n

et comme ([εm] − 1)pm tend vers [π] quand m tend vers +∞, on en tire le lemme dans le cas
p 6= 2. Dans le cas p = 2, il faut faire attention au fait que si (k, 2) = 1 et n + m > 1, alors
(−1)2

n+mk−1 = −1 6= (−1)k−1, mais le facteur p−n fait tendre le terme correspondant à n = −m

vers 0, ce qui permet de conclure.

Lemme IV.3.3. — L’image de H1(K∞, V ) dans H1(K∞,Fil−1(Bϕ=1
max ⊗ V )) est nulle.

Démonstration. — Soit τ → cτ un cocycle de GK∞ dans V . D’après le (i) de la proposition IV.2.4,
il existe c ∈ Ainf ⊗ V tel que l’on ait [π]cτ = (1 − δτ ) ? c quel que soit τ ∈ GK∞ . Utilisant le
lemme IV.3.2, on obtient cτ = (1− δτ ) ? c′, où l’on a posé

c′ =
1
pt

∑

n∈Z

ϕn

pn

(
[π]−1ϕ(β)c

)

et la série converge (vers un élément de Fil−1(Bϕ=1
max ⊗ V )) car [π]−1ϕ(β)c ∈ [π]Ainf ⊗ V . Ceci

permet de conclure.

Revenons à la démonstration du (iv) du théorème IV.3.1. Si on considère la suite exacte de
cohomologie associée à la suite exacte

0 → V → Fil−i(Bϕ=1
max ⊗ V ) → Fil−i((BdR/B+

dR)⊗ V ) → 0

et que l’on utilise le lemme IV.3.3, on voit que H1(K∞, Fil−i(Bϕ=1
max ⊗ V )) s’injecte dans

H1(K∞,Fil−i((BdR/B+
dR) ⊗ V )) qui est nul d’après le (i) du théorème IV.3.1 puisque

Fil−i(BdR/B+
dR) est égal à t−i(B+

dR/FiliB+
dR), ce qui permet de conclure.
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V. Les anneaux BGF∞
dR , BGF∞

max , etc. . .

Ce chapitre est plus ou moins consacré à l’étude de la représentation triviale de GQp ; cette
étude est à la base des constructions du chapitre suivant. On rappelle que si n ∈ N, on a posé
Fn = Qp(µpn) et F∞ = ∪

n∈N
Fn.

1. Les analogues p-adiques de la fonction x → e2iπx.— Rappelons que si n > 1, on a
noté εn = (ε(n), ε(n+1), . . . ) l’unique racine pn-ième de ε dans R. L’analogue p-adique du fait que
exp 2iπ

pn est une racine primitive pn-ième de l’unité est le lemme suivant

Lemme V.1.1. — ε(n) = [εn] exp− t
pn .

Démonstration. — Les deux membres sont des racines pn-ièmes de l’unité ayant même image par
θ dans Cp ; ils sont donc égaux.

Plus généralement, la fonction x → e2iπx qui joue un rôle primordial en analyse réelle a 3
analogues p-adiques. Le plus évident (mais le moins utile) est la fonction qui à x ∈ Qp associe
exp(tx) =

∑+∞
k=0

(tx)k

k! ∈ 1 + ker θ.
On a vR(εn − 1) > 0, ce qui permet de définir εx

n si x ∈ Zp par la formule habituelle εx
n =∑+∞

k=0

(
x
k

)
(εn− 1)k. On peut donc, si x ∈ p−nZp définir εx par la formule εx = εpnx

n et la fonction
qui à x ∈ Qp associe [εx] sera notre second analogue de la fonction x → e2iπx. C’est un morphisme
de groupes de Qp dans A∗

inf et on a exp(tx) = [εx] si x ∈ Zp.
Plus généralement, si x ∈ Qp, ε(x) = [εx]

exp(tx) est une racine de l’unité (si x ∈ p−nZp, ε(x) est
d’ordre pn) et la fonction x → ε(x), qui est un morphisme de groupes de Qp dans µp∞ , constitue
notre troisième analogue de la fonction x → e2iπx. Si on a choisit un plongement de Qp dans C
tel que si n ∈ N, alors ε(n) = exp 2iπ

pn et que l’on identifie Qp/Zp à un sous-groupe de Q/Z, alors
on a ε(x) = e2iπx̃, où, si x ∈ Qp, on a noté x̃ l’image de x modulo Zp.

La fonction x → ε(x) sera utilisée au §2 du chapitre VIII pour construire une “transformée de
Fourier algébrique” et la fonction x → [εx] pour construire une “transformée de Fourier continue”
(chapitre VIII §3).

2. L’anneau CGF∞
p .

Lemme V.2.1. — Soit I =
⋃+∞

n=1{ j
pn |0 6 j < (p− 1)pn−1}.

(i) Tout élément de CGF∞
p s’écrit de manière unique sous la forme

∑
i∈I ai(x)ε(i) où la suite

(ai(x))i∈I est une suite d’éléments de Qp tendant vers 0 suivant le filtre des complémentaires des
parties finies de I (i.e. quel que soit N ∈ N, l’ensemble des i ∈ I tels que vp(ai(x)) 6 N est un
ensemble fini).

(ii) Si x ∈ CGF∞
p , alors infi∈I vp(ai(x)) 6 vp(x) < 1 + infi∈I vp(ai(x)).

Démonstration. — Les ε(i) pour i ∈ I forment une base sur Zp de l’anneau des entiers de
F∞ = QGF∞

p dont O
GF∞
Cp

est le séparé complété pour la topologie p-adique d’après le théorème
d’Ax-Sen-Tate. Le lemme s’en déduit.
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3. Compléments sur la topologie de B+
dR.— Ainf s’identifie canoniquement à un sous-

anneau de B+
dR et, si pour k ∈ N et n ∈ Z, on pose Un,k = pnAinf + (ker θ)k+1, alors les Un,k

forment une base de voisinages de 0 dans B+
dR.

Si u est un générateur de Ainf ∩ ker θ, tout élément de B+
dR peut s’écrire sous la forme∑+∞

k=0 aku
k, avec ak ∈ Ainf [p−1]. Une telle écriture est loin d’être unique, mais certaines sont

meilleures que d’autres. Si x ∈ B+
dR, soit wk(x) = sup{m ∈ Z | x ∈ Um,k} ; en particulier, w0(x)

est la partie entière de vp(θ(x)). On appelle écriture minimale de x toute série
∑+∞

k=0 aku
k dont

la somme est x et telle que ak ∈ pwk(x)Ainf . Si
∑+∞

k=0 aku
k est une écriture minimale de x, alors

l’image de θ(ak) dans Cp/pwk−1(x)OCp ne dépend que de x et de u et peut être vue comme la
k-ième dérivée de x par rapport à u. On dira qu’un élément a de B+

dR est plat si wk(a) ne dépend
pas de k (ce qui signifie que toutes ses “dérivées" sont nulles) ; on notera alors w(a) la valeur
commune des wk(a).

Lemme V.3.1. — (i) a ∈ B+
dR est plat si et seulement si a = 0 ou bien θ(a) est non-nul et

a ∈ pw(a)Ainf où w(a) est la partie entière de vp(θ(a)).
(ii) Tout élément x de Cp a un relèvement plat dans B+

dR ; c’est-à-dire qu’il existe x̃ ∈ B+
dR

plat et vérifiant θ(x̃) = x.
(iii) Si u est un générateur de Ainf ∩ ker θ et (ak)k∈N est une suite d’éléments plats de B+

dR,
alors

∑+∞
k=0 aku

k est une écriture minimale de sa somme x et wk(x) = inf06i6k w(ai).
(iv) Tout élément de B+

dR a une écriture minimale.
(v) Si u est un générateur de Ainf ∩ ker θ et (ak)k∈N est une suite d’éléments plats de B+

dR,
alors

∑+∞
k=0 aku

k appartient à Ainf (resp. Amax) si et seulement si w(ak) > 0 quel que soit k ∈ N
(resp. w(pkak) > 0 quel que soit k ∈ N et lim

k→+∞
w(pkak) = +∞).

Démonstration. — (i) Si a est plat et θ(a) = 0, alors w(a) = w0(a) = +∞ et a est nul. Si
a est plat et θ(a) 6= 0, alors w(a) = w0(a) est égal à la partie entière de vp(θ(a)) et donc
a ∈ ∩+∞

k=1Uw(a),k = pw(a)Ainf ; la réciproque est immédiate.

(ii) Soit x ∈ Cp. Si x = 0, on peut prendre x̃ = 0. Si x 6= 0, soit n la partie entière de vp(x)
et a ∈ Ainf tel que θ(a) = p−nx. Alors x̃ = pna est un relèvement plat de x.

(iii) Soit wk = inf06i6k w(ai) et x =
∑+∞

k=0 aku
k. Il suffit de prouver que l’on a wk(x) = wk pour

tout k car ak ∈ pwkAinf . Tous les termes de la série sont éléments de Uwk,k car aiu
i ∈ pwkAinf si

i 6 k par définition de wk et aiu
i ∈ (ker θ)k+1 si i > k + 1. On en tire x ∈ Uwk,k et wk(x) > wk.

Pour montrer l’autre inégalité, il nous faut vérifier que x n’est pas élément de Uwk+1,k. Soit k0

le plus petit entier i tel que w(ai) = wk, ce qui fait que aiu
i ∈ pwk+1Ainf ⊂ Uwk+1,k0 si i < k0 et

aiu
i ∈ (ker θ)k0+1 ⊂ Uwk+1,k0 si i > k0, et comme ak0u

k0 /∈ Uwk+1,k0 car ak0 /∈ Uwk+1,0 puisque
w(ak0) = w0(ak0) = wk, on voit que tous les termes de la série sauf un sont dans Uwk+1,k0 , ce qui
implique que la somme de la série n’est pas dans Uwk+1,k0 et comme cet ouvert contient Uwk+1,k,
ceci termine la démonstration.

(iv) Soit x ∈ B+
dR. Définissons par récurrence 2 suites (ak) et (xk) d’éléments de B+

dR en posant
x0 = x et xk+1 = u−1(xk−ak) où ak est n’importe quel relèvement plat de θ(xk). Un petit calcul
montre que l’on a x − uk+1xk+1 =

∑k
i=0 aiu

i et donc que
∑+∞

k=0 aku
k est une écriture minimale

de x d’après le (iii).
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(v) Le cas de Ainf est une conséquence directe du (iii). D’autre part x appartient à Amax

si et seulement si il existe une suite d’éléments bk de Ainf tendant vers 0 telle que l’on ait
x =

∑+∞
k=0

bk

pk uk. On en déduit le fait que x ∈ Amax si et seulement si wk(pkx) > 0 quel que soit
k ∈ N et lim

k→+∞
wk(x) + k = +∞, ce qui permet de conclure en utilisant le (iii).

4. L’anneau (B+
dR)GF∞ et les applications ResX , Rn, R∗

n et TK,n.— Rappelons que ω =
[ε]−1

[ε
1
p ]−1

est un générateur de Ainf ∩ ker θ. Ce générateur est particulièrement agréable car il est

fixe par GF∞ et est un polynôme en [ε
1
p ].

Lemme V.4.1. — Tout élément de (B+
dR)GF∞ s’écrit de manière unique sous la forme∑+∞

k=0 ωk
(∑

i∈I ak,i(x)[εi]
)
, où (ai,k(x))k∈N,i∈I est une suite double d’éléments de Qp telle

que si k est fixé, alors la suite (ak,i(x))i∈I tend vers 0 suivant le filtre des complémentaires des
parties finies.

De plus, cette écriture est minimale et x ∈ AGF∞
inf si et seulement si ak,i(x) ∈ Zp quels que

soient k ∈ N et i ∈ I.

Démonstration. — Soient (ai)i∈I la suite d’applications de (B+
dR)GF∞ dans Qp définies par θ(y) =∑

i∈I ai(y)ε(i) (l’existence des ai est assurée par le lemme V.2.1) et R l’application de (B+
dR)GF∞

dans (B+
dR)GF∞ définie par R(y) = ω−1(y −∑

i∈I ai(y)[εi]). Si x ∈ (B+
dR)GF∞ et n ∈ N, on a

x = ωn+1Rn+1(x) +
n∑

k=0

ωk(
∑

i∈I

ai(Rk(x))[εi]),

ce qui montre que l’on peut poser ai,k(x) = ai(Rk(x)) ; d’où l’existence d’une telle écriture.
D’autre part, si on utilise l’application θ et le lemme V.2.1, on montre par récurrence sur k que
l’on doit poser ai,k(x) = ai(Rk(x)), ce qui montre l’unicité.

Finalement, comme
∑

i∈I ak,i(x)[εi] est plat d’après le (i) du lemme V.3.1 et le (ii) du lemme
V.2.1, une telle écriture est automatiquement minimale et le fait que x ∈ AGF∞

inf si et seulement
si ak,i(x) ∈ Zp quels que soient i ∈ I et k ∈ N est une conséquence immédiate du (v) du lemme
V.3.1.

Proposition V.4.2. — Si X est un ouvert compact de Qp vérifiant X + p−1Zp = X, il existe
une unique application Qp-linéaire ResX continue de (B+

dR)GF∞ dans (B+
dR)GF∞ telle que l’on ait

ResX([εx]) = [εx] si x ∈ X et ResX([εx]) = 0 sinon.

Démonstration. — Utilisant le fait que ω =
∑p−1

i=0 [ε
i
p ] est un polynôme en [ε

1
p ], on voit que

l’application ResX , si elle existe, doit être donnée par la formule

(V.4.3) ResX(x) =
+∞∑

k=0

ωk
( ∑

i∈I∩X

ak,i(x)[εi]
)
.

Il est apparent sur cette formule que ResX(pnAGF∞
inf ) ⊂ pnAGF∞

inf et ResX((ker θ)k+1) =
ResX(ωk+1(B+

dR)GF∞ ) ⊂ (ker θ)k+1 et donc que ResX(Un,k) ⊂ Un,k, ce qui permet de montrer
que l’application ResX définie par la formule (V.4.3) est continue.
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Il ne reste donc plus qu’à calculer ResX([εx]) si x ∈ Qp. Soit donc x ∈ Qp. On peut dé-
composer x de manière unique sous la forme ix + y avec ix ∈ I ∩ [0, 1

p [ et y ∈ p−1Zp. On a

donc [εx] = [ε]i[εy] et [εy] =
∑+∞

n=0(
py
n )([ε

1
p ] − 1)n ∈ Zp[[[ε

1
p ] − 1]]. D’autre part, on vérifie fa-

cilement que tout élément z de Zp[[[ε
1
p ] − 1]] peut s’écrire (de manière unique) sous la forme∑+∞

k=0 ωk
∑

i∈{0, 1
p
,..., p−2

p
} ak,i(z)[εi]. Avec les précautions que l’on a prises, on a ix + i ∈ I si

i ∈ {0, 1
p , . . . , p−2

p } et ix + i ∈ X si et seulement si x ∈ X puisque X = X +p−1Zp, ce qui permet
de montrer en utilisant la formule explicite pour ResX que l’on a ResX([εx]) = [εx] si x ∈ X et
ResX([εx]) = 0 sinon et permet de conclure.

Pour alléger un peu les notations, si n > 1 (resp. n > 2), nous noterons Rn (resp. R∗
n)

l’application Resp−nZp
(resp. Resp−nZ∗

p
).

Proposition V.4.4. — i) Si z ∈ (B+
dR)GF∞ , alors lim

n→+∞Rn(z) = z et, si n > 1, alors z =

Rn(z) +
∑+∞

m=n+1 R∗
m(z).

ii) Si σ ∈ Γ, alors Rn ◦ δσ = δσ ◦ Rn et R∗
n ◦ δσ = δσ ◦ R∗

n.

Démonstration. — Le i) est évident sur la formule (V.4.3) et le ii) vient de ce que δσ?[εx] = [εχ(σ)x]
et χ(σ) ∈ Z∗

p et de la caractérisation de l’application ResX par sa valeurs sur les [εx].

Proposition V.4.5. — Soit K une extension finie de Qp. Si n ∈ N, il existe une unique ap-
plication TK,n : BGK∞

dR → Kn((t)) qui est Kn((t))-linéaire et continue et telle que si x ∈ K∞
et m > n est assez grand, alors TK,n(x) = p−mTrKm/Kn

(x). De plus, si z ∈ BGK∞
dR , alors

z = lim
n→+∞ pnTK,n(z).

Démonstration. — Remarquons que si x ∈ K∞, alors la suite p−mTrKm/Kn
(x) est stationnaire à

partir d’un certain rang et donc que TK,n est bien défini sur K∞.
Commençons par traiter le cas K = Qp et donc Kn = Fn et K∞ = F∞. Si n ∈ N, soit Sn

le sous-Qp-espace vectoriel (c’est aussi la sous-Qp-algèbre) de B+
dR engendré par les [εx] pour

x ∈ p−nZp et soit S∞ = ∪+∞
n=0Sn. La proposition V.4.1 permettant d’écrire tout élément de

(B+
dR)GF∞ comme une série à termes dans S∞, cela implique que S∞ est dense dans (B+

dR)GF∞ .
Comme [εx] = ε(x) exp(xt) ∈ ε(x)Qp((t)) ⊂ F∞⊗Fn Fn((t)), la valeur de TQp,n([εx]) est imposée
si x ∈ Qp, ce qui montre que l’on a pas le choix pour la restriction de TQp,n à S∞ et donc
aussi à (B+

dR)GF∞ par continuité de TQp,n. Finalement, si z ∈ BGF∞
dR , il existe k ∈ N tel que

tkz ∈ (B+
dR)GF∞ et on doit poser TQp,n(z) = t−kTQp,n(tkz), ce qui montre déjà l’unicité.

Passons à l’existence. Commençons par remarquer que si l’on a réussi à construire TQp,n et si
m 6 n, alors on peut poser TQp,m = TrFn((t))/Fm((t)) ◦ TQp,n, ce qui fait que l’on peut supposer
n > 1. De plus, comme on l’a vu plus haut, TQp,n est déterminé par sa restriction à (B+

dR)GF∞ .
Un petit calcul montre que si n > 1, on a TQp,n(ε(x)) = 1

pn ε(x) si x ∈ p−nZp et TQp,n(ε(x)) = 0
si x ∈ Qp − p−nZp et donc, utilisant la formule [εx] = ε(x) exp(xt) et la Fn((t))-linéarité de
TQp,n, que l’on doit avoir TQp,n([εx]) = p−nRn([εx]) si x ∈ Qp. Pour terminer la démonstration,
il suffit donc de prouver que Rn est Fn[[t]]-linéaire et donc que l’on peut poser TQp,n = p−nRn

si n > 1.

Lemme V.4.6. — Si n > 1, l’adhérence de Sn dans B+
dR est Fn[[t]].
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Démonstration. — On a [εx] = ε(x) exp(xt) ∈ Fn[[t]] si x ∈ p−nZp, ce qui implique que l’adhé-

rence de Sn est incluse dans Fn[[t]]. Réciproquement, t = lim
n→+∞

[ε]p
n−1

pn appartient à cette adhé-

rence qui contient donc Qp[[t]]. Elle contient donc aussi ε(n) = [εp−n
] exp(− t

pn ), ce qui permet
de conclure.

Corollaire V.4.7. — Si n > 1 et X + p−nZp = X, alors ResX est Fn[[t]]-linéaire.

Démonstration. — Il s’agit de montrer que l’on a ResX(xy) = xResX(y) si x ∈ Fn[[t]] et y ∈
(B+

dR)GF∞ . Par densité, on peut se restreindre au cas où x ∈ Sn et y ∈ S∞ qui est immédiat.

Ce corollaire appliqué à X = p−nZp permet de terminer la démonstration de la proposition
V.4.5 dans le cas K = Qp. Passons au cas général. Soit n ∈ N tel que [Kn : Fn] = [K∞ : F∞]
et soit e1, . . . , ed une base de Kn sur Fn. Les ei forment aussi une base de BGK∞

dR sur BGF∞
dR .

Soit T = Tr
B

GK∞
dR /B

GF∞
dR

. La restriction de T à Kn est égale à TrKn/Fn
, ce qui fait que la base

e∗
1 , . . . , e∗

d de BGK∞
dR sur BGF∞

dR duale de e1, . . . , ed est constituée d’éléments de Kn. Si z ∈ BGK∞
dR ,

on a z =
∑d

i=1 T(zei)e∗
i et on peut définir TK,m par la formule TK,m(z) =

∑d
i=1 TQp,m(zei)e∗

i si
m > n, puis poser TK,m = TrKn((t))/Km((t))◦TK,n si m 6 n, ce qui permet de montrer l’existence.

Finalement, comme [K∞((t)) : F∞((t))] = [K∞ : F∞] = [BGK∞
dR : BGF∞

dR ] et comme F∞((t)),
qui contient S∞ d’après le lemme V.4.6, est dense dans BGF∞

dR , on en déduit la densité de K∞((t))
dans BGK∞

dR , ce qui permet de prouver l’unicité et termine la démonstration de la proposition
V.4.5.

5. L’anneau (B+
max)

GF∞ .

Proposition V.5.1. — Les [εi]
(

ω
p

)k, pour i ∈ I et k ∈ N forment une base de Banach de
(B+

max)
GF∞ .

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition V.4.1 et du (v) du lemme
V.3.1.

Cette proposition peut se réécrire de plusieurs manières. Soit Zp〈〈ω
p 〉〉 le complété p-adique

de Zp[ω
p ] et Qp〈〈ω

p 〉〉 = Qp ⊗ Zp〈〈ω
p 〉〉. On munit Qp〈〈ω

p 〉〉 de la structure d’espace de Banach

p-adique naturelle définie par ‖x‖ = 1 si et seulement si x ∈ Zp〈〈ω
p 〉〉 − pZp〈〈ω

p 〉〉 et les
(

ω
p

)k,
pour k ∈ N en forment une base de Banach.

Corollaire V.5.2. — i) Si X est un ouvert compact de Qp vérifiant X + p−1Zp = X, alors
ResX(AGF∞

max ) ⊂ AGF∞
max . En particulier, la restriction de ResX à (B+

max)
GF∞ est continue.

ii) Si n > 1 et x ∈ (B+
max)

GF∞ , alors ‖x‖max = sup(‖Rn(x)‖max, supm>n+1 ‖R∗
m‖max).

iii) Tout élément de (B+
max)

GF∞ peut s’écrire de manière unique sous la forme
∑

i∈I bi(x)[εi], où
(bi(x))i∈I est une suite d’éléments de Qp〈〈ω

p 〉〉 tendant vers 0 suivant le filtre des complémentaires
des parties finies et on a ‖x‖max = supi∈I ‖bi(x)‖.

Démonstration. — Le i) est une conséquence de la proposition précédente et de la formule (V.4.3).
Le ii) est une conséquence de la proposition précédente et de la formule (V.4.3) qui impliquent
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que l’on a ‖ResX(x)‖max = supi∈I∩X,k∈N |ak,i(x)| et une démonstration immédiate montre que
l’on doit poser bi(x) =

∑+∞
k=0 ak,i(x)

(
ω
p

)k d’où l’on déduit le reste du iii).

Proposition V.5.3. — Si n > 1, l’application qui, à une série formelle G(T ) =
∑+∞

k=0 akT
k à

cefficients dans Qp convergeant sur la boule fermée B(0, |ε(n) − 1|), associe G([εn] − 1) est un
isomorphisme de cet espace sur B+

max∩Fn[[t]]. De plus, si on munit cet espace de séries formelles

de la norme ‖ ‖ définie par ‖∑+∞
k=0 akT

k‖ = sup
k∈N

p
−
(
vp(ak)+E

(
k

(p−1)pn−1

))
et B+

max ∩ Fn[[t]] de la

norme ‖ ‖max, cet isomorphisme devient une isométrie.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme V.5.4. — Si n > 1, les ek,i = [εn]i ωk

pk pour 0 6 i < (p− 1)pn−1 et k ∈ N, forment une
base de Banach de B+

max ∩ Fn[[t]].

Démonstration. — D’après le lemme V.4.6, si n > 1, un élément z de (B+
dR)GF∞ appartient à

Fn[[t]] si et seulement si Rn(z) = z ou encore, utilisant la formule (V.4.3), si et seulement si
z s’écrit sous la forme

∑+∞
k=0 ωk

(∑(p−1)pn−1−1
i=0 ak,i(z)[εn]i

)
et la proposition V.5.1 permet de

conclure.

Corollaire V.5.5. — Si n > 1, les e′k,i = ([εn]−1)k(p−1)pn−1+i

pk pour k ∈ N et 0 6 i < (p−1)pn−1,
forment une base de Banach de B+

max ∩ Fn[[t]].

Démonstration. — On a 1 + (1 + X)pn−1
+ · · · (1 + X)(p−1)pn−1

= X(p−1)pn−1
+ pQn(X), où Qn

est un polynôme à coefficients entiers de degré strictement inférieur à (p − 1)pn−1. On a donc
ω
p = ([εn]−1)(p−1)pn−1

p +Qn([εn]−1), ce qui montre que l’on passe des ek,i aux e′k,i par une matrice
triangulaire à coefficients dans Zp et dont tous les termes diagonaux sont égaux à 1. On en déduit
le résultat.

La proposition V.5.3 est une réécriture du corollaire V.5.5.

6. Action de Γ sur (B+
max)

GF∞ .—

Lemme V.6.1. — Si n > 1 et σ ∈ Γn, alors (δσ − 1) ? (ω
p ) ∈ pn−1AGF∞

max .

Démonstration. — Soit u ∈ Zp défini par χ(σ) = 1 + pnu. On a

(δσ − 1) ? (
ω

p
) =

1
p

p−1∑

i=0

[ε
i
p ]([εpn−1iu]− 1)

et comme

[εiu] =
+∞∑

k=0

(
iu

k

)
([ε]− 1)k =

+∞∑

k=0

(
iu

k

)
pk(

ω

p
)k([ε

1
p ]− 1)k ∈ 1 + pAGF∞

max ,

on a [εiu]p
n−1 − 1 ∈ pnAGF∞

max , ce qui permet de conclure.

Si σ ∈ Γ, on pose Tσ = 1 + δσ + · · · δσp−1 ∈ Λ = Zp[[Γ]]. La proposition suivante sera cruciale
pour la construction de l’application logarithme.
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Proposition V.6.2. — Si σ ∈ Γ4 et x ∈ AGF∞
max , alors ‖Tσ ? x‖max > p−2‖x‖max.

Démonstration. — D’après la proposition V.4.4, on a Rm(Tσ ? x) = Tσ ? Rm(x) si m > 1 et
R∗

m(Tσ ? x) = Tσ ? R∗
m(x) si m > 2. De plus, d’après le corollaire V.5.2, si y ∈ (B+

max)
GF∞

et n > 1, alors ‖y‖max = sup(‖Rn(x)‖max, supm>n+1 ‖R∗
m(y)‖max). Il suffit donc de prouver le

lemme suivant.

Lemme V.6.3. — Si n > 4, σ est un générateur topologique de Γn et x ∈ (B+
max)

GF∞ , alors
i) ‖Tσ ? Rn(x)‖max > p−2‖Rn(x)‖max

ii) ‖Tσ(R∗
m(x))‖max > p−2‖R∗

m(x)‖max si m > n + 1.

Démonstration. — Pour alléger les notations, posons A = AGF∞
max , Rn(x) = xn et R∗

m(x) = xm si
m > n + 1. Par définition de la norme ‖ ‖max, il s’agit de prouver que si m > n et xm ∈ A− pA,
alors Tσ(xm) /∈ p3A.

Commençons par traiter le cas m = n. D’après le corollaire V.5.2, on peut écrire xn sous la
forme

∑
i∈I∩p−nZp

bi(x)[εi] où, si i ∈ I ∩ p−nZp, alors bi(x) ∈ Zp〈〈ω
p 〉〉. De plus, xn /∈ pA si et

seulement si il existe i tel que bi(x) /∈ pZp〈〈ω
p 〉〉. Utilisant alors le lemme V.6.1 et l’hypothèse

σ ∈ Γ4, on obtient

Tσ ? xn ≡
∑

i∈In

aiTσ ? [εi] mod. p3A.

D’autre part, si 0 6 j 6 p− 1 et i ∈ I ∩ p−nZp, on a

δσj ? [εi] = [εiχ(σ)j
] = [εi][εi(χ(σ)j−1)] ≡ [εi](1 + ji(χ(σ)− 1)([ε]− 1)) mod. p2A.

On en déduit les égalités

Tσ ? [εi] ≡ [εi](
p−1∑

j=0

(1 + ji(χ(σ)− 1)([ε]− 1))) ≡ [εi](p +
p(p− 1)

2
i(χ(σ)− 1)([ε]− 1))

modulo p2A et comme [ε]− 1 ∈ pA (resp. p2A) et p(p−1)
2 ∈ pZp (resp. Zp) si p > 3 (resp. p = 2),

on obtient finalement, Tσ ? xn = pxn modulo p2A. En particulier, ceci implique que si xn /∈ pA,
alors Tσ ? xn /∈ p2A, ce qui permet de conclure dans le cas m = n.

Supposons maintenant m > n + 1 et posons τ = σpm−n . Comme Tσ divise δτ − 1 dans Λ, il
suffit de prouver que si xm /∈ pA, alors (δτ − 1) ? xm /∈ p3A. D’après le corollaire V.5.2, on peut
écrire xm sous la forme xm =

∑
i∈I∩p−mZ∗

p

bi(x)[εi] avec bi(x) ∈ Zp{{ω
p }} et pour la même raison

que précédemment, on a (δτ − 1) ? xm =
∑

i∈I∩p−mZ∗
p

bi(x)(δτ − 1) ? [εi] modulo p3A. D’autre part,

on peut écrire (δτ − 1) ? [εi] sous la forme

[εi]([εi(χ(τ)−1)]− 1) = [εi]([ε]− 1)
(

i(χ(τ)− 1) +
(

i(χ(τ)− 1)
2

)
([ε]− 1) + · · ·

)
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et donc (δτ − 1) ? xm = ([ε]− 1)y, où l’on a posé

y =
∑

i∈I∩p−mZ∗
p

bi(x)[εi]
(

i(χ(τ)− 1) +
(

i(χ(τ)− 1)
2

)
([ε]− 1) + · · ·

)

=
∑

i∈I∩p−mZ∗
p

bi(x)[εi]i(χ(τ)− 1) mod pA.

Comme i ∈ p−mZ∗
p , ce qui implique i(χ(τ)− 1) ∈ Z∗

p , on a y /∈ pA si xm /∈ pA et donc
‖y‖max = ‖xm‖max. Pour conclure il suffit alors d’utiliser le fait que [ε]−1

p /∈ pA (resp. [ε]−1
p2 = ω

p u,
ou u est une unité de A) si p > 3 (resp. si p = 2) et la proposition III.2.1.

7. Les anneaux BGF∞
cont et BGF∞

temp.— Rappelons que l’on a défini un anneau B+
cont par B+

cont =⋂+∞
n=0 ϕn(B+

max). Si r ∈ R, un élément z de B+
cont sera dit d’ordre r si la suite pE(nr)ϕ−n(z) est

η(r)-bornée (cf. convention I.4.1) dans B+
max ; il sera dit tempéré s’il existe r ∈ R tel qu’il soit

d’ordre r. Les éléments tempérés de B+
cont forment un anneau noté B+

temp qui est stable par ϕ et
on pose Btemp = B+

temp[
1
t ].

Proposition V.7.1. — Si X est un ouvert compact de Qp, il existe une unique application Qp-
linéaire continue ResX de (B+

cont)
GK∞ dans (B+

cont)
GK∞ (et même dans Kn[[t]] ∩ (B+

cont)
GK∞ si

X ⊂ p−nZp) vérifiant ResX([εx]) = [εx] si x ∈ X et ResX([εx]) = 0 si x ∈ Qp −X. De plus, si
r ∈ R+, ResX transforme un élément d’ordre r en un élément d’ordre r.

Démonstration. — L’unicité est une conséquence de la densité de S∞. En particulier, si X vérifie
X + p−1Zp = X, ResX doit coïncider avec l’application construite dans la proposition V.4.2.
L’unicité implique, en outre, que l’on doit avoir

ResX(z) = ϕn(Resp−nX(ϕ−n(z)))

quels que soient X, n ∈ N et z ∈ (B+
cont)

GK∞ . Comme p−nX + p−1Zp = p−nX si n est assez
grand et que Resp−nX envoie (B+

max)
GK∞ dans (B+

max)
GK∞ si p−nX + p−1Zp = p−nX, cette

formule permet de définir ResX pour X quelconque. D’autre part, ResX(z) ∈ ϕn(B+
max) par

construction et ce, quel que soit n ∈ N assez grand, ce qui implique que ResX envoie (B+
cont)

GK∞

dans (B+
cont)

GK∞ .
Finalement, si z est d’ordre r, alors prnϕ−n(z) est η(r)-bornée dans B+

max et comme
Resp−nX envoie pmAGK∞

max dans pmAGK∞
max si n est assez grand, la suite prnϕ−n(ResX(z)) =

resp−nX(prnϕ−n(z)) est η(r)-bornée et ResX transforme un élément d’ordre r en un élément
d’ordre r, ce qui termine la démonstration de la proposition.

Remarque V.7.2. — Si X + p−1Zp 6= X, on ne peut pas prolonger ResX par continuité à
(B+

dR)GF∞ . Par exemple, on a

[ε] = ([ε]p)p−1
=

+∞∑

n=0

(
p−1

n
)([ε]p − 1)n

mais RespZp([ε]) = 0 et RespZp(([ε]
p − 1)n) = ([ε]p − 1)n, ce qui prouve que RespZp ne s’étend

pas par continuité à (B+
dR)GF∞ (la série converge dans B+

dR mais pas dans B+
max et l’exemple

considéré n’est donc pas un contrexemple à la proposition V.7.1).
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VI. Les applications “exponentielle” et “logarithme”.

1. L’application exponentielle.— Si V est une représentation p-adique de GK , la suite exacte
fondamentale induit une suite exacte de GK-modules

0 −→ DI
alg(ΓK , V ) −→ DI

alg(ΓK ,Bϕ=1
max ⊗ V ) −→ DI

alg(ΓK , (BdR/B+
dR)⊗ V ) −→ 0

que l’on peut scinder en utilisant l’application eB : BdR/B+
dR → Bϕ=1

max définie au §5 du chapitre
III. On en déduit, en composant l’application de connexion dans la suite de cohomologie continue
associée avec l’application naturelle de DI

alg(ΓK ,BdR⊗V )GK dans DI
alg(ΓK , (BdR/B+

dR)⊗V )GK ,
une application “exponentielle de Bloch-Kato”

expV : DI
alg(ΓK ,BdR ⊗ V )GK −→ H1(K, DI

alg(ΓK , V )).

Si µ ∈ DI
alg(ΓK ,BdR⊗V )GK , k ∈ I, n ∈ N et γ ∈ ΓK , un petit calcul montre que

∫
γΓKn

χ(x)kµ ∈
(
BdR ⊗ V (k)

)GKn et que l’on a

(VI.1.1)
∫

γΓKn

χ(x)k expV (µ) = expV (k)

(∫

γΓKn

χ(x)kµ
)
∈ H1

e (Kn, V (k)).

Soient V une représentation de de Rham et D(V ) = DdR(V ). L’application naturelle de
BGK∞

dR ⊗D(V ) dans (BdR⊗V )GK∞ est un isomorphisme, ce qui permet d’étendre les applications
TK,n pour n ∈ N, définies au chapitre V, par linéarité à BGK∞

dR ⊗ D(V ). D’autre part, si z ∈
K∞((t))⊗D(V ), alors z s’écrit de manière unique sous la forme

∑
kÀ−∞ tkdk avec dk ∈ K∞ ⊗

D(V ) et on note δV (−k)(z) l’élément tkdk de K∞ ⊗ D(V (−k)). Finalement, si i ∈ Z, on note
Fi

V (BdR⊗V ) le sous-espace (FiliBdR)⊗D(V ) de BdR⊗V . Si W est un sous-Qp-espace vectoriel
de BdR ⊗ V , on pose Fi

V (W ) = W ∩ Fi
V (BdR ⊗ V ). En particulier, on a

F0
V ((BdR ⊗ V )GK∞ ) = (B+

dR)GK∞ ⊗D(V ).

Lemme VI.1.2. — Soient h ∈ N−{0} et z ∈ F0
V (BdR⊗V )GK∞ . Il existe un (unique) élément

Tay(h)
V (z) de D

[1−h,0]
alg (ΓK ,BdR ⊗ V )GK tel que si k ∈ [0, h− 1], n ∈ N et γ ∈ ΓK , alors

∫

γΓKn

χ(x)−kTay(h)
V (z) =

(h− 1− k)!k!
(−χ(γ))k

δγ ? δV (−k) ◦ TK,n(z).

Démonstration. — Commençons par remarquer que δV (−k)◦TK,n(z) appartient à tkKn⊗DDR(V )
et que χ(γ)−kδγ ? δV (−k) ◦ TK,n(z) ne dépend donc bien que de la classe de γ modulo ΓKn .
L’additivité de Tay(h)

V (z) est une conséquence immédiate de l’identité

TrKn+1((t))/Kn((t)) ◦ TK,n+1 = TK,n
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et son invariance par GK découle du calcul suivant
∫

γΓKn

χ(x)−kσ
(
Tay(h)

V (z)
)

=σ
(∫

ΓK

1γΓKn
(σx)χ(σx)−kTay(h)

V (z)
)

=σ
(∫

σ−1γΓKn

χ(σx)−kTay(h)
V (z)

)

=δσ ?
(
χ(σ)−k (h− 1− k)!k!

(−χ(σ−1γ))k
δσ−1γ ? δV (−k) ◦ TK,n(z)

)

=
∫

γΓKn

χ(x)−kTay(h)
V (z)

car δσ ? δσ−1γ = δγ .

Nous noterons Exp(h)
V l’application qui à z ∈ F0

V (DIw(V )) associe la classe de cohomologie
expV (Tay(h)

V (z)) ∈ H1(K∞, D
[1−h,0]
alg (ΓK , V ))ΓK .

Théorème VI.1.3. — Soient V une représentation de de Rham et h > 1 un entier tel que l’on
ait Fil−hD(V ) = D(V ). Si z ∈ F0

V (DIw(V )), son image par Exp(h)
V est tempérée d’ordre h−,

c’est-à-dire appartient à H1(K∞, Dh−(ΓK , V ))ΓK .

Démonstration. — Nous allons utiliser l’équivalence entre les propriétés (i) et (ii) de la propo-
sition II.2.3 avec r = h− et N = h − 1 pour montrer que χ(x)1−hExp(h)

V (z) est d’ordre h−,
ce qui montrera que Exp(h)

V (z) est d’ordre h−. Son invariance par ΓK sera alors une consé-
quence du fait que son image dans H1(K∞,D

[1−h,0]
alg (ΓK , V )) l’est puisque c’est la restriction

d’un élément de H1(K, D
[1−h,0]
alg (ΓK , V )) et que l’application de H1(K∞,Dh−(ΓK , V )) dans

H1(K∞,D
[1−h,0]
alg (ΓK , V )) est injective d’après le corollaire II.2.2. Il s’agit donc de montrer que

βn,γ = pn

∫

γΓKn

(χ(x)− χ(γ))h−1(χ(x)1−hExp(h)
V (z))

tend uniformément vers 0 pour γ ∈ ΓKn quand n tend vers +∞. Un petit calcul et le fait que
δV (−k) ◦ TK,n(z) ∈ B+

dR ⊗ V si k > h (car on a supposé Fil−hD(V ) = D(V )) nous donnent
∫

γΓKn

(1− χ(γx−1))h−1Tay(h)
V (z) =(h− 1)!δγ ?

(h−1∑

k=0

δV (−k) ◦ TK,n(z)
)

≡(h− 1)!δγ ? TK,n(z) mod (B+
dR ⊗ V ).

On en déduit le fait que 1
(h−1)!βn,γ est représenté par le cocycle

τ → (1− δτ ) ? eB

(
δγ ? (pnTK,n(z))

)
.

D’autre part, comme z ∈ Bϕ=1
max⊗V , on a δγ?z−eB(δγ?z) ∈ V et comme δγ?z est fixe par GK∞ , ceci

implique que 1
(h−1)!βγ,n est aussi représenté par le cocycle τ → (1−δτ )?eB

(
δγ ?(pnTK,n(z)−z)

)
.

Finalement, pnTK,n(z) tend vers z quand n tend vers +∞ et comme eB est continue et δγ agit par
une isométrie sur (Bϕ=1

max)GK∞ , on en déduit le fait que eB

(
δγ?(pnTK,n(z)−z)

)
tend, uniformément

pour γ ∈ ΓK , vers 0, ce qui permet de conclure.
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2. Le noyau de l’application exponentielle.— Si i ∈ Z, soit Wi = ∪n∈N(Bϕ=1
max⊗V (−i))GKn .

Si I ⊂ Z, soit WI = ⊕
i∈I

Wi. Le Qp-espace vectoriel WI est de dimension finie quel que soit I ⊂ Z

car il est inclus dans

∪+∞
n=0((⊕i∈Zt−iBϕ=1

max)⊗ V )GKn ⊂ ∪+∞
n=0(Bcris ⊗ V )GKn

qui est de dimension sur Qp inférieure ou égale à [K∞∩Qnr
p : Qp] dimQp V < +∞. D’autre part,

l’hypothèse Fil−hD(V ) = D(V ) implique que Wi = {0} si i > h + 1 et Wh = ∪n∈NV (−h)GKn .
Finalement, comme Wi ⊂ Kn ⊗D(V (−i)) = tiKn ⊗D(V ), on a Wi ∩F0

V DIw(V ) = {0} si i < 0.

Proposition VI.2.1. — Le noyau de Exp(h)
V est égal à W[0,h].

Démonstration. — z ∈ kerExp(h)
V si et seulement si, quels que soient γ ∈ ΓK , n > 1 et k ∈ [0, h−1]

on a expV (−k)

(∫
γΓKn

χ(x)−kTay(h)
V (z)

)
= 0, c’est-à dire si et seulement si δV (−k) ◦ TK,n(z) ∈

(B+
dR ⊗ V ) + (Bϕ=1

max ⊗ V (−k))GKn quels que soient n > 1 et k ∈ [0, h− 1]. On en déduit déjà le
fait que W[0,h] est inclus dans kerExp(h)

V .
Réciproquement, si z ∈ kerExp(h)

V , il existe z1 ∈ W[h−1] tel que z2 = z − z1 vérifie δV (−k) ◦
TK,n(z2) ∈ B+

dR ⊗ V quel que soient n > 1 et k ∈ [0, h− 1]. Comme d’autre part Fil−hD(V ) =
D(V ), ceci implique δV (−k)◦Tn(z2) ∈ B+

dR⊗V si k > h et comme z2 ∈ F0
V DIw(V ) ⊂ (B+

dR)GK∞⊗
D(V ), on a TK,n(z2) =

∑+∞
k=0 δV (−k) ◦ TK,n(z2). On en déduit le fait que TK,n(z2) ∈ B+

dR ⊗ V .
Comme de plus z2 = lim

n→+∞ pnTK,n(z2), ceci implique z2 ∈ B+
dR⊗V et comme z2 ∈ DIw(V ), ceci

implique z2 ∈ V GK∞ ⊂ WZ. On en déduit l’appartenance de z à WZ ∩ F0
V DIw(V ) = W[0,h], ce

qui permet de conclure.

Remarque VI.2.2. — La formule lim
n→+∞ pnTK,n(z) = z permet de reconstruire z à partir de

Exp(h)
V (z). En effet, (−1)i(h− 1− i)!i!eB(δV (−i) ◦TK,n(z)) est l’unique élément cn,i de (Bϕ=1

max ⊗
V )/(Bϕ=1

max⊗V (−i))GKn tel que le cocycle τ → (1−χ(τ)−iδτ )?cn,i représente
∫
ΓKn

χ(x)−iExp(h)
V (z)

dans H1(Kn, V (−i)). Le calcul fait lors de la démonstration du théorème VI.1.3 montre que
la suite de terme général 1

(h−1)!p
n

∑h−1
i=0 (−1)i

(
h−1

i

)
cn,i tend vers z modulo kerExp(h)

V . Cette
remarque est à la base de la construction de l’application “logarithme” à laquelle le reste du
chapitre est consacré.

Remarque VI.2.3. — La construction de l’application Exp(h)
V ne fait intervenir les classes de

cohomologie
∫
ΓKn

χ(x)−kExp(h)
V (z) que pour k ∈ [0, h− 1]. On peut se demander s’il est possible

de décrire ces classes de cohomologie pour k ∈ N quelconque, directement à partir de z. Un
début de réponse dans le cas général est donné au chapitre VII et une réponse complète dans le
cas cristallin utilisant les résultats de Perin-Riou [23] se trouve dans le chapitre IX.

3. Définition de l’application logarithme.— Soit V une représentation de de Rham. Si
i ∈ Z, soit Wi le Qp-espace vectoriel

⋃
n∈N(Bϕ=1

max⊗V (−i))GKn introduit au paragraphe précédent
et si I ⊂ Z, soit WI = ⊕i∈I Wi. Soit µ ∈ H1(K, Dh−(Z∗

p , V )) et τ → µτ un cocycle continu
représentant µ. Si

∫
ΓKn

χ(x)−iµ ∈ H1
e (Kn, V (−i)), cela signifie, par définition, qu’il existe cn,i ∈
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Bϕ=1
max ⊗ V tel que (1− χ(τ)−iδτ ) ? cn,i =

∫
ΓKn

χ(x)−iµτ quel que soit τ ∈ GKn et cn,i étant bien

défini à un élément de (Bϕ=1
max ⊗ V (−i))GKn près, son image modulo Wi est bien définie.

Théorème VI.3.1. — Soit h > 1. Soit V une représentation de de Rham. Soit µ ∈
H1(K,Dh−(Z∗

p , V )) tel que
∫
ΓKn

χ(x)−iµ ∈ H1
e (Kn, V (−i)) quels que soient n > 1 et

0 6 i 6 h − 1. Finalement, soit τ → µτ un cocycle continu représentant µ et, si n ∈ N,
soit cn,i ∈ Bϕ=1

max ⊗V tel que l’on ait (1−χ(τ)−iδτ ) ? cn,i =
∫
ΓKn

χ(x)−iµτ quel que soit τ ∈ GKn .
Alors

(i) La suite de terme général 1
(h−1)!p

n
(∑h−1

i=0 (−1)i
(
h−1

i

)
cn,i

)
converge dans (Bϕ=1

max ⊗
V )/W[0,h−1] vers un élément de DIw(V )/W[0,h−1] noté Log(h)

V (µ).
(ii) Si on suppose de plus que Fil−hD(V ) = D(V ), alors Log(h)

V ◦ Exp(h)
V est l’identité de

F0
V (DIw(V ))/W[0,h].

Démonstration. — Le (ii) est le contenu de la remarque VI.2.2. Pour démontrer le (i), nous aurons
besoin du lemme suivant.

Lemme VI.3.2. — Si µ appartient à H1(K, Dh−(ΓK , V )), il existe un élément µ′ de
H1(ΓK ,Dh−(ΓK ,Fil−1DIw(V ))) dont l’image dans H1(K, Dh−(ΓK ,Bϕ=1

max ⊗ V )) est égale à
celle de µ.

Démonstration. — Posons B = Fil−1(Bϕ=1
max ⊗ V ), ce qui fait de B un espace de Banach

p-adique. D’après le théorème IV.3.1, on a H1(K∞, B) = 0, ce qui implique à la fois que
H1(K∞,D+

alg(ΓK , B)) est nul et que B1(GK∞ , B) est fermé dans Z1(GK∞ , B) puisqu’il lui est égal.
D’après la proposition II.2.1, ce dernier fait implique que l’application de H1(K∞,Dh−(ΓK , B))
dans H1(K∞,D+

alg(ΓK , B)) est injective, ce qui implique H1(K∞, Dh−(ΓK , B)) = 0. On en
déduit le fait que l’application d’inflation de H1(ΓK , Dh−(ΓK , BGK∞ )) dans H1(K, Dh−(ΓK , B))
est surjective, ce qui permet de conclure.

Si τ → µ′τ est un cocycle représentant µ′, il existe ν ∈ Dh−(ΓK ,Bϕ=1
max ⊗ V ) tel que l’on ait

µτ − µ′τ = (1 − δτ ) ? ν quel que soit τ ∈ GK . Si on définit un,i par un,i = cn,i −
∫
ΓKn

χ(x)−iν,
alors un,i est un élément de DIw(V ) tel que l’on ait (1 − χ(τ)−iδτ ) ? un,i =

∫
ΓKn

χ(x)−iµ′τ quel
que soit τ ∈ GKn et on a

lim
n→+∞

(
pn

(h−1∑

i=0

(−1)i

(
h− 1

i

)
cn,i

)
− pn

(h−1∑

i=0

(−1)i

(
h− 1

i

)
un,i

))

= lim
n→+∞ pn

∫

ΓKn

(1− χ(x)−1)h−1ν = 0

car ν est d’ordre h−. D’après le lemme VI.3.2, on peut imposer que ν soit à valeurs dans
Fil−1Bϕ=1

max ⊗ V . D’autre part, comme V est supposée être de de Rham, ce qui implique que
H1

e (Kn, V (−i)) est l’image de Kn⊗D(V (−i)) par l’application exponentielle de Bloch-Kato, on
en déduit le fait que cn,i ∈ tiKn⊗D(V )+B+

dR⊗V ⊂ B+
dR⊗D(V )+B+

dR⊗V et que, si k1 ∈ N est
tel que Fil−k1D(V ) = D(V ) et k = sup(1, k1), alors un,i ∈ Fil−kBϕ=1

max ⊗ V = (t−kB+
max)

ϕ=1⊗ V .
On peut donc remplacer µ par µ′ et cn,i par un,i et on est ramené à démontrer la proposition
suivante.
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Proposition VI.3.3. — Soient µ ∈ H1(ΓK , Dh−(ΓK , DIw(V ))) et k ∈ N tels que, quels que
soient n > 1 et 0 6 i 6 h − 1, l’image dans H1(ΓKn , Fil−kDIw(V (i))) de

∫
ΓKn

χ(x)−iµ soit
nulle. Soit τ → µτ un cocycle représentant µ. Si n ∈ N, soit un,i ∈ Fil−kDIw(V ) tel que l’on
ait

∫
ΓKn

χ(x)−iµτ = (1− χ(τ)−iδτ ) ? un,i quel que soit τ ∈ ΓKn , alors la suite de terme général

vn = pn
(∑h−1

i=0 (−1)i
(
h−1

i

)
un,i

)
converge dans Fil−kDIw(V )/W[0,h−1].

Démonstration. — Soient σ ∈ Γn et τ ∈ Γn−1. On tire de la relation de cocycle l’identité

δσ−1 ? µτ = µσ−1τσ + δσ−1τσ ? µσ−1 − µσ−1 = µτ + (δτ − 1) ? µσ−1 ,

ce qui nous donne

t−i

∫

χ(σ)+pnZp

χ(x)−iµτ =t−iχ(σ)−iδσ ?
(∫

ΓKn

χ(x)−iδσ−1 ? µτ

)

=δσ ?
(∫

ΓKn

(tχ(x))−iδσ−1 ? µτ

)

=(1− δτ ) ? δσ ?
(
t−iun,i −

∫

ΓKn

(tχ(x))−iµσ−1

)
.

On en tire les identités (modulo Wi pour la première et W[0,h−1] pour la seconde).

t−iun−1,i =
∑

σ∈ΓKn−1
/ΓKn

(
δσ ? (t−iun,i)− δσ ?

(∫

ΓKn

(tχ(x))−iµσ−1

))

−vn + vn−1 =pn−1

(h−1∑

i=0

(−1)i

(
h− 1

i

)
tizn,i

)
, avec

zn,i =
∑

σ∈ΓKn−1
/ΓKn

(
(δσ − 1) ? (t−iun,i)− δσ ?

(∫

ΓKn

(tχ(x))−iµσ−1

))
.

D’autre part, comme χ(σ) ∈ 1 + pn−1Zp si σ ∈ ΓKn−1 et comme σ → µσ−1 est une application
continue de ΓK (compact) dans les distributions d’ordre h−, la suite de terme général

pn
h−1∑

i=0

(−1)i

(
h− 1

i

)
tiδσ ?

(∫

ΓKn

(tχ(x))−iµσ−1

)
= pnδσ ?

(∫

ΓKn

(1− χ(σx)−1)h−1µσ−1

)

tend vers 0 quand n tend vers +∞. Pour prouver que la suite vn converge, il suffit donc de
prouver que si σn est une suite d’éléments de ΓK vérifiant σn ∈ ΓKn−1 , alors la suite de terme
général

pn
h−1∑

i=0

(−1)i

(
h− 1

i

)
(χ(σn)−iδσn − 1) ? un,i

tend vers 0 quand n tend vers +∞.



THÉORIE D’IWASAWA DES REPRÉSENTATIONS DE DE RHAM D’UN CORPS LOCAL 49

4. Le cas h = 1. — Commençons par supposer h = 1, ce qui permettra de séparer les difficultés
réelles du problème des ennuis techniques dûs au fait de travailler avec des distributions d’ordre
quelconque. Si pour σ ∈ ΓK , on définit Tσ ∈ ΛK par Tσ =

∑p−1
j=0 δσj , alors on a

Tσn ? (δσn − 1) ? (un,0) = (δσp
n
− 1) ? un,0 = −

∫

ΓKn

µσp
n

car σp
n ∈ ΓKn . On en déduit le fait que si σn est une suite d’éléments de ΓK vérifiant σn ∈ ΓKn−1

quel que soit n ∈ N, alors la suite de terme général pnTσn ? (1− δσn) ? un,0 tend vers 0 car µσp
n

varie dans un compact des distributions d’ordre 1−.

Proposition VI.4.1. — Soit ‖ ‖ une norme sur t−kB+
max⊗V provenant de la norme ‖ ‖max sur

B+
max. Il existe C > 0 et n ∈ N tels que l’on ait ‖Tσ?z‖ > C‖z‖ quels que soient z ∈ Fil−kDIw(V )

et σ ∈ ΓKn .

Avant de passer à la démonstration, montrons comment on peut terminer, grâce à elle, (dans le
cas h = 1) la démonstration de la proposition VI.3.3 et donc du (i) du théorème VI.3.1. Notons
X l’espace de Banach Fil−kDIw(V ) et posons yn = pn(1 − δσn) ? un,0 ∈ X/W0. On vient de
démontrer que la suite de terme général Tσn ? yn tend vers 0 dans X/W0, ce qui implique qu’il
existe zn ∈ W0 tel que la suite Tσn ? yn − zn tende vers 0 dans X. Mais, si n est assez grand,
on a Tσn ? zn = pzn, ce qui montre que la suite Tσn ? (yn − p−1zn) tend vers 0 dans X et donc
utilisant la proposition VI.4.1, que la suite yn− p−1zn tend vers 0 dans X et yn tend vers 0 dans
X/W0, ce qu’il fallait démontrer.

Revenons à la démonstration de la proposition VI.4.1. Nous aurons besoin du lemme suivant
qui permet de se ramener au cas de la représentation triviale de GQp , cas traité dans le chapitre
V.

Lemme VI.4.2. — Il existe un morphisme injectif f : Bmax ⊗ V → (Bmax)d de Bmax-modules
tel que f((Bmax ⊗ V )GK∞ ) soit inclus dans

(
BGF∞

max

)d.

Démonstration. — Soit W = indF∞
K∞V et soit v1, . . . , vd une base de W sur Qp. Soit e1, . . . , ed

une famille d’éléments de (Bmax⊗W )GF∞ = (Bmax⊗ V )GK∞ formant une base de BdR⊗W sur
BdR (l’existence d’une telle famille est assurée par le théorème IV.2.1). Soit ei =

∑d
j=1 ai,jvj la

décomposition de ei dans la base v1, . . . , vd. Par hypothèse, les ai,j sont des éléments de Bmax et
le fait que ei soit fixe par GF∞ se traduit sur le déterminant de la matrice (ai,j) par la formule

det(σ)σ(det(ai,j)) = det(ai,j) quel que soit σ ∈ GF∞ ,

où det(σ) désigne le déterminant de la matrice de σ dans la base v1, . . . , vd ou, ce qui revient au
même, l’action de σ sur la représentation det W qui est de dimension 1 sur Qp. Il existe n ∈ N
tel que [Kn : Fn] = [K∞ : F∞], ce qui fait que W en tant que représentation de GF∞ n’est autre
que la restriction de IndFn

Kn
V qui est une représentation de de Rham de GFn . La représentation

detW est donc une représentation de GFn qui est de de Rham et de dimension 1 et il existe
N ∈ N tel que (detW )⊗N soit cristalline et Ω ∈ B∗

max tel que l’on ait σ(Ω) = detN (σ)Ω quel
que soit σ ∈ GFn . On en déduit le fait que ∆ = Ω(det(ai,j))N est fixe par GF∞ et comme ∆ est
divisible par det(ai,j) dans Bmax et on peut prendre pour f l’application qui à un élément x de
Bmax ⊗W associe les coordonnées de ∆x dans la base e1, . . . , ed.
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Corollaire VI.4.3. — Si k ∈ N, il existe un morphisme injectif fk : t−kB+
max ⊗ V → (B+

max)
d

de B+
max-modules tels que fk(Fil−kDIw(V )) soit inclus dans

(
(B+

max)
GF∞

)d.

Démonstration. — On a Fil−kBϕ=1
max ⊂ t−kB+

max, ce qui fait que si s est tel que f(B+
max ⊗ V ) est

inclus dans t−s(B+
max)

d, on peut prendre fk = tk+sf .

Lemme VI.4.4. — Quel que soient k ∈ N et ε > 0, il existe n ∈ N tel que si σ ∈ ΓKn et
z ∈ Fil−kDIw(V ), alors ‖fk(δσ ? z)− δσ ? fk(z)‖ 6 ε‖z‖.

Démonstration. — Soit γ2 un générateur topologique de ΓK2 et soit γ̃2 un relèvement de γ2

dans le p-Sylow de GK . On déduit de γ̃2 un homomorphisme continu de ΓK2 dans GK2 section
de la projection canonique. Si σ ∈ ΓK2 , on notera σ̃ l’image de σ par cet homomorphisme.
L’application fk ◦ δσ̃ − δσ̃ ◦ fk de Bmax ⊗ V dans (Bmax)d est σ̃-semi-linéaire et coïncide avec
fk ◦ δσ − δσ ◦ fk sur DIw(V ). D’autre part, la continuité de la représentation de GK dans GL(V )
et celle de fk impliquent que les applications qui à σ ∈ ΓK2 , associent

fk(δσ̃ ? (t−kvi))− δσ̃ ? fk(t−kvi) = fk((δσ̃ − 1) ? (t−kvi)) + (1− δσ̃) ? fk(t−kvi)

tendent vers 0 quand σ tend vers 1, ce qui, compte-tenu du fait que t−kv1, . . . , t
−kvd forment

une base de t−kB+
max ⊗ V et de la σ̃-semi-linéarité de fk ◦ δσ̃ − δσ̃ ◦ fk, permet de conclure.

Revenons à la démonstration de la proposition VI.4.1. On déduit du lemme précédent le fait
que si σ ∈ ΓKn , alors ‖fk(Tσ ? z) − Tσ ? fk(z)‖ 6 ε‖z‖. D’autre part, d’après la proposition
V.6.2, si n > 4 et σ ∈ ΓKn , alors ‖Tσ ? fk(z)‖ > p−2‖fk(z)‖ ; il existe donc n tel que l’on ait
‖fk(Tσ ? z)‖ > p−2‖fk(z)‖ si σ ∈ ΓKn et on conclut en utilisant le fait que fk (comme toute
application Bmax-linéaire injective) induit un homéomorphisme de Fil−kDIw(V ) sur son image.

5. Le cas h général. — Revenons à la démonstration de la proposition VI.3.3 dans le cas h

général. Le lemme suivant sera très utile pour travailler avec les distributions.

Lemme VI.5.1. — Si P est un polynôme de degré 6 h− 2, alors
h−1∑

i=0

(−1)i

(
h− 1

i

)
P (i) = 0.

Démonstration. — On démontre par récurrence sur k que si P est un polynôme, alors le polynôme
P [k] défini par P [k](X) =

∑k−1
i=0 (−1)i

(
k−1

i

)
P (X + i) est de degré −k + deg P . En particulier, si

deg P < k, alors P [k] est identiquement nul et s’annule a fortiori en 0. Le lemme s’en déduit.

Lemme VI.5.2. — Soit k > 1. Soient P0, . . . , Pk, Q0, . . . , Qk ∈ Q[X] vérifiant les 2 conditions
(a) Qj(0) = 1 quel que soit j ∈ {0, . . . , k}
(b) deg Qj = deg Pj = j quel que soit j ∈ {0, . . . , k}.

Soient Y0, . . . , Yk, U0, . . . , Uk des variables et, si i ∈ {0, . . . , k}, soient Xi =
∑k

j=0 Pj(i)Yj et
Ti =

∑k
j=0 Qj(i)Uj. Alors le polynôme

T0 · · ·Tk

( k∑

i=0

(−1)i

(
k

i

)
Xi

Ti

)
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peut s’écrire sous la forme
∑k

`=0 R`(U)Y`, où R` est dans l’idéal de Q[U0, . . . , Uk] engendré par
les monômes du type

∏k
j=1(U

aj

j ) avec
∑k

j=1 jaj > k − `.

Démonstration. — Le polynôme considéré est une forme linéaire en Y0, . . . , Yk et peut donc
s’écrire sous la forme

∑k
`=0 R`(U)Y` avec R`(U) ∈ Q[U0, . . . , Uk]. D’autre part, un calcul brutal

montre que le développement en série entière de Xi
Ti

est de la forme

1
U0

k∑

`=0

Y`

∑

a=(a1,...,ak)∈Nk

P`,a(i)
(U1

U0

)a1 · · · (Uk

U0

)ak ,

où P`,a est un polynôme de degré ` +
∑k

j=1 jaj . On déduit du lemme VI.5.1 le fait que∑k
i=0(−1)i

(
k−1

i

)
P`,a(i) = 0 si ` +

∑k
j=0 jaj 6 k − 1. Ceci est équivalent au fait que(

∂
∂U1

)a1 · · · ( ∂
∂Uk

)akR`(0) = 0 si ` +
∑k

j=1 jaj 6 k − 1 et permet de conclure.
Rappelons que l’on cherche à montrer que la suite de terme général

pn
(h−1∑

i=1

(−1)i

(
h− 1

i

)
(χ(σn)−iδσn − 1) ? un,i

)

tend vers 0 quand n tend vers +∞.

Lemme VI.5.3. — Si ` ∈ N et σ ∈ ΓK , soit T`,σ =
∑p−1

j=0 χ(σ)−`jδσj ∈ ΛK . Alors la suite de
terme général

pn
(

h−1
?

`=0
T`,σn

)
?

( k∑

i=1

(−1)i

(
h− 1

i

)
(χ(σn)−iδσn − 1) ? un,i

)

tend vers 0 quand n tend vers +∞.

Démonstration. — On a

Ti,σn ? (χ(σn)−iδσn − 1) ? un,i = (χ(σp
n)−iδσp

n
− 1) ? un,i = −

∫

ΓKn

χ(x)−iµσn
p

car σp
n ∈ ΓKn . On est donc amené à prouver que la suite de terme général

pn

(h−1∑

i=1

(−1)i

(
h− 1

i

)(
?

` 6=i
T`,σn

)
?

(∫

ΓKn

χ(x)−iµσp
n

))

tend vers 0 quand n tend vers +∞, ce qui se déduit du lemme précédent appliqué à k = h− 1,

Yj =
∫

ΓKn

(χ(x)−1 − 1)jµσp
n
,

Uj =
p−1∑

`=0

(χ(σn
−`)− 1)jδσ`

n

Pj(X) = Qj(X) =
(X

j

)
,

du fait que χ(σn) ≡ 1 mod pn et donc Uj ∈ pnjΛK et R`(U) ∈ pn(h−1−`)ΛK et du fait que
pnR`(U)Y` ∈ pn(h−`)ΛK ?

(∫
ΓKn

(χ(x)−1−1)`µσp
n

)
tend vers 0 car les µσ varient dans un compact

des distributions d’ordre h−.
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Pour terminer la démonstration de la proposition VI.3.3 et donc du théorème VI.3.1 dans le
cas h général, il suffit donc d’utiliser le lemme suivant et le même argument que dans le cas h = 1
pour passer d’une convergence dans Fil−kDIw(V ) à une convergence modulo W[0,h−1].

Lemme VI.5.4. — Il existe C > 0 et n ∈ N tels que l’on ait ‖ h−1
?

i=0
Ti,σ ? z‖ > C‖z‖ quel que

soient z ∈ Fil−kDIw(V ) et σ ∈ ΓKn .

Démonstration. — Il suffit d’utiliser h fois la proposition VI.4.1 en remarquant que l’on a ‖Ti,σ−
Tσ‖ 6 p−n si σ ∈ ΓKn .

VII. Lois de réciprocités explicites

1. Formules explicites pour l’application logarithme.— Le but de ce paragraphe est de
donner une description à peu près complète de l’application logarithme en termes de l’application
duale de l’exponentielle de Bloch-Kato.

Théorème VII.1.1. — Soient V une représentation de de Rham, h > 1 et µ ∈ H1(K, Dh−(ΓK , V ))
tel que

∫
ΓKn

χ(x)−iµ ∈ H1
e (Kn, V (−i)) quels que soient n > 1 et 0 6 i 6 h− 1. Alors

δV (−k) ◦ TK,m(Log(h)
V (µ)) = exp∗

V ∗(1+k)

( (−1)h

k(k − 1) · · · (k − h + 1)

∫

ΓKm

χ(x)−kµ
)

quels que soient m ∈ N et k /∈ [0, h− 1].

Remarque VII.1.2. — Comme l’application exp∗V ∗(1+k) est à valeurs dans Fil0DdR(V (−k))
qui est nul si k ¿ 0, l’égalité ci-dessus devient 0 = 0 pour k ¿ 0.

Démonstration. — Si on reprend la démonstration de l’existence de Log(h)
V , on voit que l’on

peut remplacer µ par un élément de H1(ΓK , Dh−(ΓK , DIw(V ))) ayant même image que µ

dans H1(K, Dh−(ΓK ,Bϕ=1
max ⊗ V )) pour faire le calcul et donc supposer que µ appartient à

H1(ΓK ,Dh−(ΓK , DIw(V ))). Nous nous placerons donc dans cette situation et reprendrons les
notations utilisées pour la démonstration de la proposition VI.3.3. D’autre part, pour alléger
un peu les formules, l’opérateur δV (−k) ◦ TK,m sera noté simplement Tm,k dans le reste de ce
chapitre.

Soit soit γ2 un générateur de ΓK2 . Compte-tenu de la formule

TK,r = TrKm((t))/Kr((t)) ◦ TK,m si r 6 m

et de ce que si L1 ⊂ L2 sont deux extensions finie de K, alors le diagramme

H1(L2, V )
exp∗

V ∗(1)−→ L2 ⊗DdR(V )
↓ corL2/L1

↓ TrL2/L1
⊗id

H1(L1, V )
exp∗

V ∗(1)−→ L1 ⊗DdR(V )

est commutatif, il suffit de démontrer le théorème pour m assez grand ; on supposera en particulier
m > 2 dans ce qui suit.



THÉORIE D’IWASAWA DES REPRÉSENTATIONS DE DE RHAM D’UN CORPS LOCAL 53

Si n > 2, soit γn = γ
[Kn:K2]
2 ; c’est un générateur de ΓKn . On a Tm,k(pnun,i) = tiδV (i−k) ◦

TK,m(pnt−iun,i). D’autre part, si γ ∈ ΓKm , alors

Tm,k−i ◦ δγ = χ(γ)k−iTm,k−i,

ce qui nous donne

1− χ(γn)k−i

pn
Tm,k−i(pnt−iun,i) = Tm,k−i((1− δγn) ? (t−iun,i))

Par construction, on a

(1− δγn) ? (t−iun,i) = t−i

∫

ΓKn

χ(x)−iµγn

et comme γn = γ
[Kn:Km]
m si n > m, on déduit de la relation de cocycle la formule

µγn =
[Kn:Km]−1∑

`=0

δγ`
m

? µγm ,

d’où l’on tire
∫

ΓKn

(tχ(x))−iµγn =
[Kn:Km]−1∑

`=0

t−iδγ`
m

?
(∫

γ−`
m ΓKn

χ(γ`
mx)−iµγm

)

Tm,k−i

(∫

ΓKn

(tχ(x))−iµγn

)
=t−i

[Kn:Km]−1∑

`=0

Tm,k

(
δγ`

m
?

(∫

γ−`
m ΓKn

χ(γ`
mx)−iµγn

))
.

On peut alors utiliser la formule Tm,k ◦ γ`
m = χ(γm)`kTm,k, ce qui nous donne

Tm,k−i

(∫

ΓKn

(tχ(x))−iµγn

)
= t−iTm,k

([Kn:Km]−1∑

`=0

χ(γm)`(k−i)

∫

γ−`
m ΓKn

χ(x)−iµγm

)
.

Tout ceci permet d’exprimer Tm,k(Log(h)
V (µ)) comme 1

(h−1)!× la limite quand n tend vers +∞
de l’expression rébarbative suivante

(VII.1.3) Tm,k

(h−1∑

i=0

(−1)i

(
h− 1

i

)
pn

1− χ(γn)k−i

([Kn:Km]−1∑

`=0

χ(γm)`(k−i)

∫

γ−`
m ΓKn

χ(x)−iµγm

))
.

2. Le cas h = 1.— Nous allons de nouveau commencer par supposer h = 1 pour éviter les
difficultés techniques dues au fait de traiter le cas de distributions d’ordre quelconque. Dans le
cas h = 1, l’expression générale se “simplifie” un peu et on obtient

Tm,k(Log(1)
V (µ)) = lim

n→+∞Tm,k

(
pn

1− χ(γn)k

([Kn:Km]−1∑

`=0

χ(γm)`k

∫

γ−`
m ΓKn

µγm

))
.

Les γ−`
m pour ` ∈ {0, . . . , [Kn : Km] − 1} formant un système de représentants de ΓKm/ΓKn et

µγm étant une distribution d’ordre 1−,

χ(γm)`k

∫

γ−`
m ΓKn

µγm −
∫

γ−`
m ΓKn

χ(x)−kµγm
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tend vers 0 uniformément pour ` ∈ {0, . . . , [Kn : Km]− 1} quand n tend vers +∞. On en déduit
le fait que la suite de terme général

[Kn:Km]−1∑

`=0

χ(γm)`k

∫

γ−`
m ΓKn

µγm

tend vers
∫
ΓKm

χ(x)−kµγm et comme pn

1−χ(γn)k tend vers −pm

k log χ(γm) , on obtient finalement TK,m

et Tr/Km
,

(VII.2.1) Tm,k(Log(1)
V (µ)) =

−pm

k log χ(γm)
Tm,k

(∫

ΓKm

χ(x)−kµγm

)

quels que soient k 6= 0 et m ∈ N.

Remarque VII.2.2. — La démonstration précédente montre que si m ∈ N, alors la suite de
terme général pnTK,m(un,0) converge, ce qui est un résultat un peu plus faible que l’existence de
Log(1)

V .

Pour terminer la démonstration de la proposition, il reste à exprimer le membre de droite de
cette égalité en terme de l’application duale de l’exponentielle de Bloch-Kato. Pour cela, nous
allons utiliser la formule de Kato (proposition III.5.2).

Si L est une extension finie de Qp, soit Tr/L l’unique application L((t))-linéaire continue de
BGL∞

dR dans L((t)) telle que si n ∈ N et x ∈ Ln, alors Tr/L(x) = 1
[Ln:L]TrLn/L(x). L’existence

et l’unicité de Tr/L viennent de ce que l’on peut et doit poser Tr/L = pm

[Lm:L]TL,0 si m est assez
grand. D’autre part, on a Tr/Km

= pmTK,m si m est assez grand.

Proposition VII.2.3. — Soient L une extension finie de Qp et W une représentation p-adique
de GL. Si c ∈ H1(L,W (−k)), il existe un cocycle τ → cτ sur ΓL à valeurs dans (BdR ⊗W )GL∞

ayant même image que c dans H1(L,BdR ⊗W ). Si de plus W est de de Rham, alors

exp∗
W ∗(1)(c) = δW ◦ Tr/L

( 1
log χ(γ)

cγ

)

quel que soit γ ∈ ΓL tel que log χ(γ) 6= 0.

Démonstration. — Comme H1(L∞,BdR ⊗W ) est nul d’après le théorème IV.3.1, l’application
d’inflation de H1(ΓL, (BdR⊗W )GL∞ ) dans H1(K,BdR⊗W ) est un isomorphisme, d’où l’existence
du cocycle τ → cτ . Maintenant, si W est de de Rham, l’application τ → δW ◦ Tr/L(cτ ) est un
cocycle sur ΓL à valeurs dans DdR(W ) sur lequel ΓL agit trivialement ; il est donc de la forme
τ → d log χ(τ), avec d ∈ DdR(W ) et si c est nul, ce qui implique que τ → cτ est un cobord, alors
d = 0. On en déduit le fait que δW ◦ Tr/L( 1

log χ(γ)cγ) ∈ DdR(W ) ne dépend ni de γ ∈ ΓL tel que
log χ(γ) 6= 0 ni du choix du cocycle τ → cτ représentant c, ce qui nous fournit une application
naturelle de H1(K, W ) dans DdR(W ) qui coïncide avec exp∗

W ∗(1) comme on le constate aisément
en utilisant le théorème de Kato (proposition III.5.2).

Cette proposition (utilisée dans le cas L = Km et W = V (−k)), la formule (VII.2.1) et la
relation Tr/Km

= pmTK,m si m est assez grand, permettent de terminer la démonstration du
théorème VII.1.1 dans le cas h = 1.
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3. Le cas h quelconque.— Les mesures étant denses dans les distributions, on peut déduire
le calcul pour les distributions de celui pour les mesures si on remplace V par V (k) pour k À 0
car alors la condition

∫
ΓKn

χ(x)−iµ ∈ H1
e (Kn, V (−i)) est automatique. Malheureusement, le cas

qui nous intéresse vraiment est celui où Fil−hD(V ) = D(V ) et dans ce cas les mesures telles que∫
ΓKn

χ(x)−iµ ∈ H1
e (Kn, V (−i)) quels que soient n > 1 et i ∈ {0, . . . , h− 1} sont très loin d’être

denses dans les distributions d’ordre h− vérifiant les mêmes conditions.

Lemme VII.3.1. — Si µ est une distribution d’ordre h−, si α ≡ 1 [p] et si X est un ouvert
compact de Z∗

p , alors la suite de terme général

h−1∑

i=0

(−1)i

(
h− 1

i

)(
pn

1− α(k−i)pn

∑

a∈X/pnZp

ak−i

∫

a+pnZp

xiµ

)

tend vers
(−1)h(h− 1)!

k(k − 1) · · · (k − h + 1) log α

∫

X
xkµ

quand n tend vers +∞.

On peut utiliser le lemme précédent avec X = χ(ΓKm) pour évaluer la limite de l’expression
(VII.1.3). On en déduit la formule

Tm,k(Log(h)
V (µ)) =

(−1)h

k(k − 1) · · · (k − h + 1) log χ(γm)
δV (−k) ◦ Tr/Km

(∫

ΓKm

χ(x)−kµγm

)
.

et il suffit d’utiliser la proposition VII.2.3 pour exprimer le membre de droite à l’aide de l’appli-
cation duale de l’exponentielle de Bloch-Kato et terminer la démonstration du théorème VII.1.1
dans le cas h général.

Passons à la démonstration du lemme VII.3.1. Comme µ est d’ordre h−, il s’agit de vérifier
(cf. définition I.4.2) que, si l’on pose

fn,a(x) =1a+pnZp(x)
(h−1∑

i=0

(−1)i

(
h− 1

i

)
pn

1− α(k−i)pn ak−ixi

)
,

gn,a =1a+pnZp(x)
(−1)h(h− 1)!

k(k − 1) · · · (k − h + 1) log α
xk,

fn(x) =
∑

a∈X/pnZp

fn,a(x) et gn(x) =
∑

a∈X/pnZp

gn,a(x),

alors ‖fn−gn‖LAn est un O(p−nh), ou encore, qu’il existe C > 0 tel que l’on ait ‖fn,a−gn,a‖LAn 6
Cp−nh, quels que soient n ∈ N et a ∈ X.

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle (−1)h−1(h−1)!
T (T−1)···(T−h+1) nous fournit

la formule
h−1∑

i=0

(−1)i

(
h− 1

i

)
1

T − i
=

(−1)h−1(h− 1)!
T (T − 1) · · · (T − h + 1)

,
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ce qui permet de réécrire fn,a(x)− gn,a(x) sous la forme

1a+pnZp(x)

(
h−1∑

i=0

(−1)i

(
h− 1

i

)(
pn

1− α(k−i)pn ak−ixi +
1

(k − i) log α
xk

))
.

Posons alors log α = −pβ avec β ∈ Zp et x = a(1 + pnu). L’expression en facteur de 1a+pnZp(x)
peut se mettre sous la forme

∑h−1
i=0 (−1)i

(
h−1

i

)
F (u, i− k), où l’on a posé

F (u, z) =(a(1 + pnu))k
( pn

1− e−pn+1βz
(1 + pu)z − 1

βz

)

=(a(1 + pnu))k

(
1

pβz

((+∞∑

r=0

br(pnβz)r

)(+∞∑

s=0

(
z

s

)
(pnu)s

)
− 1

))

=(a(1 + pnu))k

(+∞∑

t=1

pntPt(z, u)
)

,

où Pt est un polynôme de degré t− 1 en z et u à coefficients dans 1
pβZp, les br sont des éléments

de Zp définis par p
1−e−pX = 1

X

(∑+∞
r=0 brX

r
)
et où l’on passe de la seconde à la troisième ligne

en développant brutalement. Le lemme VI.5.1 permet alors d’obtenir la majoration ‖fn,a −
gn,a‖LAn 6 | 1

pβ |p−nh qui permet de conclure.

VIII. Transformées de Fourier des distributions.

1. Distributions sur Qp.— Si X est un ouvert compact de Qp, il existe n ∈ N tel que
pnX soit un ouvert compact de Zp. Cela nous permet de définir par transport de structure, si
i ∈ { , +,−, I, i}, l’espace LP?(X,B) des fonctions localement polynomiales de degrés convenables
à support dans X et à valeurs dans B, si B est une Qp-algèbre et l’espace D?

alg(X,A) des
distributions algébriques à valeurs dans A, si A est un Qp-espace vectoriel. De même, cela permet
de définir les espaces LAh(X), si h ∈ N et D?(X, A), si ? ∈ R+∪{cont, temp} et A est un espace
de Banach p-adique. Il est clair que ces définitions ne dépendent pas du choix de n.

On note LP?(Qp, B) = ∪XLP?(X,B) [resp. LA(Qp)] l’espace des fonctions localement po-
lynomiale de degrés convenables [resp. localement analytique] à support compact dans Qp. Si
A est un Qp-espace vectoriel [resp. un espace de Banach p-adique] et ? ∈ { ,+,−, I, i} [resp.
? ∈ R+ ∪ {cont, temp}], on note D?

alg(Qp, A) [resp. D?(Qp, A)] l’espace des morphismes de
LP?(Qp) [resp. LA(Qp)] dans A dont la restriction à LP?(X,Qp) [resp. LA(X)] appartient à
D?

alg(X, A) [resp. D?(X,A)], quel que soit l’ouvert compact X de Qp.
On munit ces différents espaces de distributions d’un Frobenius ϕD et, si A est lui-même muni

d’une action de GK , d’une action de GK grâce aux formules
∫

Qp

f(x) ϕD(µ) =
∫

Qp

f(px) µ et
∫

Qp

f(x) δτ ? µ = δτ ?
(∫

Qp

f(χ(τ)x) µ
)
.

Ces deux actions commutent entre elles et on a

ϕD(xkµ) = p−kxkϕD(µ) et ϕD(ResX(µ)) = RespX(ϕD(µ)).
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Si i ∈ Z, on note δ
[i]
0 la distribution donnant le i-ème terme du développement de Laurent en

0, c’est-à-dire l’élément de D i
alg(Qp,Qp) donné par les formules

∫
Qp

xiδ
[i]
0 = 1 et

∫
Qp

f(x)δ[i]
0 = 0

si f ∈ LPi(Qp) est nulle sur un voisinage de 0. On note µHaar,i l’élément de D i
alg(Qp,Qp) défini

par ∫

a+pnZp

xiµHaar,i = p−n,

si n ∈ Z et a ∈ Qp.

2. Transformée de Fourier algébrique. — Soit x → ε(x) l’application de Qp dans µp∞

définie au §1 du chapitre V. Si f est une fonction localement constante à support compact
dans Qp et y ∈ Qp, la suite de terme général p−k

∑
x mod pk f(x)ε(xy) est constante pour k

assez grand. On note Falg(f)(y) sa limite quand k tend vers +∞. On a aussi Falg(f)(y) =∫
Qp

f(x)ε(xy)µHaar,0(x), où µHaar,0 est l’élément de D0
alg(Qp,Qp) défini ci-dessus. L’application

f → Falg(f) transforme une fonction localement constante à support compact en une fonction
localement constante à support compact et vérifie les règles habituelles d’une transformée de
Fourier, à savoir

(i) Falg(f(x + a))(y) = ε(−ay)Falg(f)(y)
(ii) Falg(ε(ax)f(x))(y) = Falg(f)(y + a)
(iii) Falg(f(cx))(y) = |c|Falg(f)(c−1y) si c ∈ Q∗

p

De plus, on a
(iv) Falg(1a+pnZp)(y) = p−nε(ay)1p−nZp

(y)
Comme on le constate aisément en se ramenant au cas a = 0 grâce à la formule (i). Finalement,
on tire de ces formules la formule d’inversion de Fourier

(v) Falg ◦Falg(f)(y) = f(−y).
On étend Falg en une application linéaire de LP+ dans LP− en demandant que si f ∈ LP [1,+∞[,
alors Falg(f ′)(y) = (−ty)Falg(f)(y). Cette formule est l’analogue de la formule habituelle pour
la transformée de Fourier d’une dérivée, t étant l’analogue p-adique de 2iπ. Il faut tout de même
faire attention au fait que cette formule n’est pas valable si f a une composante de degré 0,
composante dont la dérivée est nulle.

Si h ∈ Z, définissons la transformée de Fourier tordue F
(h)
alg (f) d’un élément f ∈ LP [1−h,+∞[

par la formule
F

(h)
alg (f)(y) = (−ty)h−1Falg(xh−1f(x))(y).

De manière explicite, on a

F
(h)
alg (xk1a+pnZp)(y) = p−n (k + h− 1)!

(−ty)k
ε(ay)1p−nZp

(y) si k > 1− h, n ∈ Z et a ∈ Qp.

Si µ ∈ D
]−∞,h−1]
alg (Qp,Qp), définisoons sa transformée de Fourier tordue F

(h)
alg (µ) grâce à la

formule ∫

Qp

f(x)F (h)
alg (µ) =

∫

Qp

F
(h)
alg (f)(y)µ.

Proposition VIII.2.1. — Si µ ∈ D
]−∞,h−1]
alg (Qp,Qp), alors F

(h)
alg (µ) est un élément de

D
[1−h,+∞[
alg (Qp,BdR) fixe par GK .
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Démonstration. — Soit τ ∈ GK . On utilise les formules τ(ε(ax)) = ε(χ(τ)ax) et τ(t) = χ(τ)t, ce
qui nous donne

∫

a+pnZp

xkδτ ? F
(h)
alg (µ) =δτ ?

(∫

χ(τ)−1a+pnZp

(χ(τ)x)kF
(h)
alg (µ)

)

=p−n(k + h− 1)!χ(τ)k

(
δτ ?

(∫

p−nZp

ε(χ(τ)−1ax)(−tx)−kµ
))

=p−n(k + h− 1)!
(∫

p−nZp

ε(ax)(−tx)−kµ
)

=
∫

a+pnZp

xkF
(h)
alg (µ),

ce qui prouve que δτ ? F
(h)
alg (µ) et F

(h)
alg (µ) coïncident sur une famille génératrice de LP [1−h,+∞[

et donc sont égales.

3. Transformée de Fourier des distributions continues.— Si µ ∈ D+
alg(Qp,Qp) est à

support compact, on peut définir sa transformée de Fourier continue Fcont(µ) ∈ F∞[[t]] par la
formule

Fcont(µ) =
∫

Qp

[εx]µ =
+∞∑

k=0

tk
∫

X
ε(x)

xk

k!
µ,

où X est n’importe quel ouvert compact de Qp contenant le support de µ. Notre but est d’étudier
les distributions continues et tempérées sur Qp via leur transformée de Fourier.

Rappelons que l’on a défini au §7 du chapitre V des anneaux B+
cont, B+

temp et, si X est un
ouvert compact de Qp, une application continue ResX de (B+

cont)
GF∞ dans lui-même.

Proposition VIII.3.1. — Si µ est une distribution continue à support compact sur Qp, sa
transformée de Fourier appartient à (B+

cont)
GF∞ . Réciproquement, si z ∈ (B+

cont)
GF∞ est tel qu’il

existe un ouvert compact X de Qp tel que l’on ait ResX(z) = z, alors z est la transformée de
Fourier d’une unique distribution continue F−1

cont(z) à support dans X. De plus, si r ∈ R, une
distribution continue à support compact est d’ordre r si et seulement si sa transformée de Fourier
est d’ordre r et on a les formules suivantes :

(i) Fcont(ResX(µ)) = ResX(Fcont(µ)) si X est un ouvert compact de Qp.
(ii) Fcont(ϕD(µ)) = ϕ(Fcont(µ))
(iii) Fcont(δa ∗ µ) = [εa]Fcont(µ) si a ∈ Qp.

On dit que µ ∈ Dcont(Qp,Qp) possède une transformée de Fourier si la suite de terme général∫
p−nZp

[εx]µ converge dans (B+
cont)

GF∞ . Si z ∈ (B+
cont)

GF∞ , la proposition précédente implique que
z est la transformée de Fourier de l’unique distribution µ telle que Fcont(ResX(µ)) = ResX(z)
quel que soit l’ouvert compact X de Qp. On obtient donc, en passant à la limite dans la propo-
sition VIII.3.1, le résultat suivant.

Corollaire VIII.3.2. — L’application Fcont induit un isomorphisme de l’espace des distribu-
tions continues sur Qp possédant une transformée de Fourier sur (B+

cont)
GF∞ vérifiant les pro-

priétés (i)-(iii) de la proposition précédente.
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L’ingrédient principal de la démonstration de la proposition VIII.3.1 est la description des
distributions continues et tempérées à support dans Zp en termes de leur transformée d’Amice
(propositions I.3.3 et I.4.4). En effet, si µ ∈ Dcont(Zp,Qp), alors Fcont(µ) = Aµ([ε]− 1), comme
on le voit en revenant à la définition de la transformée d’Amice.

Lemme VIII.3.3. — L’application Fcont induit un isomorphisme de Dcont(Zp,Qp) sur
ResZp

(
(B+

cont)
GF∞

)
. De plus si r ∈ R+, une distribution est d’ordre r si et seulement si sa

transformée de Fourier est d’ordre r.

Démonstration. — Si µ est une distribution continue sur Zp, sa transformée d’Amice Aµ(T ) =∑+∞
k=0 akT

k est une série de rayon de convergence 1 et on a Fcont(µ) = Aµ([ε]− 1). On tire de la
proposition V.5.3, le fait que si n > 1, alors la série

∑+∞
k=0 ak([εn]− 1)k converge vers un élément

zn de B+
max ∩ Fn[[t]]. On a de plus ϕn(zn) = Fcont(µ), ce qui prouve que Fcont(µ) ∈ B+

cont et
ResZp(Fcont(µ)) = ϕnResp−nZp

(zn) = ϕn(zn) car zn ∈ Fn[[t]]. On en déduit à la fois la formule
ResZp(Fcont(µ)) = Fcont(µ) et le fait que Fcont(µ) ∈ ResZp

(
(B+

cont)
GF∞

)
.

Réciproquement, si z ∈ ResZp

(
(B+

cont)
GF∞

)
et si n > 1, alors

ϕ−n(z) = ϕ−n(ResZp(z)) = Resp−nZp
(ϕ−n(z)) ∈ Fn[[t]] ∩B+

max

et la proposition V.5.3 implique l’existence d’une suite bk,n d’éléments de Qp telle que la série
∑+∞

k=0 bk,nT k ait un rayon de convergence supérieur ou égal à p
− 1

(p−1)pn−1 et telle que l’on ait
ϕ−n(z) =

∑+∞
k=0 bk,n([εn] − 1)k. Appliquant ϕn à cette identité, on obtient le fait que bk,n est

indépendant de n ∈ N, ce qui implique que la série
∑+∞

k=0 bk,1T
k a un rayon de convergence

supérieur ou égal à 1 et est donc la transformée d’Amice d’une distribution continue à support
dans Zp dont z est la transformée de Fourier.

Si r ∈ R+ et µ est une distribution d’ordre r, sa transformée d’Amice est une série de la
forme

∑+∞
k=0 akT

k telle qu’il existe C > 0 tel que l’on ait |ak| 6 Ckr quel que soit k ∈ N− {0}.
Soit a > 0. La fonction f(x, a, r) = ax− r log x

log p atteint un minimum fini g(a, r) pour x ∈ R∗
+ en

x = r
a log p . On a

vp(ak) + rn +
k

(p− 1)pn−1
>rn +

k

(p− 1)pn−1
− r

log k

log p
− log C

log p

=f(
k

pn
,

p

p− 1
, r)− log C

log p

>g(
p

p− 1
, r)− log C

log p
.

On en tire le fait, utilisant la proposition V.5.3, que si m 6 −1 + g( p
p−1 , r) − log C

log p , alors
pE(nr)ϕ−n(Fcont(µ)) = pE(nr)

∑+∞
k=0 ak([εn]− 1)k ∈ pmAmax et donc que Fcont(µ) est d’ordre r.

Réciproquement, si z ∈ B+
cont ∩Qp[[t]], alors il existe une suite (ak)k∈N d’éléments de Qp telle

que l’on ait z =
∑+∞

k=0 ak([ε] − 1)k. Si de plus pnr+mϕ−n(z) ∈ Amax quel que soit n ∈ N, la
proposition V.5.3 implique vp(ak) > −m−nr− k

(p−1)pn−1 = −m− r log k
log p − f( k

pn , p
p−1 , r) quel que

soit n ∈ N, ce qui implique vp(ak) > −m− r log k
log p − supx∈[p−1,1] f(x, p

p−1 , r) et permet de conclure
au fait que F−1

cont(z) est d’ordre r.
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La même démonstration permet de prouver que si m0 6 −1+g( 1
p−1 , r) et si |ak| 6 p−mkr si k

est assez grand, alors pnrϕ−n(z) ∈ pm+m0Amax si n est assez grand (pour que pE(nr) tue les coeffi-
cients ne vérifiant pas l’inégalité |ak| 6 p−mkr) et réciproquement, que si pE(nr)ϕ−n(z) ∈ pmAmax

pour n assez grand, alors vp(ak) > m − r log k
log p − supx∈[p−1,1] f(x, p

p−1 , r) si k est assez grand, ce
qui permet de traiter le cas d’une distribution d’ordre r− et de terminer la démonstration du
lemme VIII.3.3.

Maintenant, si µ est à support compact, il existe n ∈ N tel que ϕn
D(µ) soit à support

dans Zp. Comme les formules (i) à (iii) de la proposition VIII.3.1 sont évidentes si µ est une
masse de Dirac et que µ peut s’écrire comme une limite de masses de Dirac, on a Fcont(µ) =
ϕ−n(Fcont(ϕn

D(µ))) ∈ (B+
cont)

GF∞ . On tire de cette formule et du lemme VIII.3.3 l’injectivité
de la transformée de Fourier. Le même argument de densité montre que les formules (i) à (iii)
restent valables pour n’importe quelle distribution à support compact. Finalement, si X est un
ouvert compact de Qp, on peut écrire X comme une réunion finie disjointe

⊔
a∈A a + pnZp de

translatés de Zp. On a alors

ResX(z) =
∑

a∈A

Resa+pnZp(z) =
∑

a∈A

[εa]ϕn(ResZp(ϕ
−n([ε−a]z)))

quel que soit z ∈ (B+
cont)

GF∞ . En particulier, si ResX(z) = z et ResZp(ϕ
−n([ε−a]z)) est la trans-

formée de Fourier de la distribution µa ∈ Dcont(Zp,Qp) [l’existence de µa est une conséquence
du lemme VIII.3.3], alors z est la transformée de Fourier de la distribution

∑
a∈A δa ∗ϕn

D(µa) qui
est à support dans X. Ceci termine la démonstration de la proposition VIII.3.1.

Proposition VIII.3.4. — Si µ ∈ Dcont(Qp,Qp) a une transformée de Fourier continue, alors

TQp,n(Fcont(µ)) =
+∞∑

k=0

tk
(
p−n

∫

p−nZp

ε(x)
xk

k!
µ
)

si n > 1

TQp,0(Fcont(µ)) =
+∞∑

k=0

tk
(∫

Zp

xk

k!
µ− p−1

∫

p−1Zp

xk

k!
µ
)
.

Démonstration. — Si n > 1, c’est une conséquence immédiate de la formule

TQp,n(Fcont(µ)) = p−nResp−nZp
(Fcont(µ)) = p−nFcont(Resp−nZp

(µ))

et de la définition de Fcont. On déduit le cas n = 0 du cas n = 1 grâce à la formule TQp,0 =
TrF1((t))/Qp((t)) ◦ TQp,1 et au fait que TrF1/Qp

(ε(x)) = −1 si x ∈ p−1Zp − Zp et TrF1/Qp
(ε(x)) =

p− 1 si x ∈ Zp.

IX. Représentations absolument cristallines.

Dans tout ce chapitre, on suppose que V est absolument cristalline, ce qui signifie que K

est une extension non ramifiée de Qp et que V est une représentation cristalline de GK ou
encore que IndQp

K V est une représentation cristalline de GQp . On commence par donner une
construction de l’exponentielle de Perrin-Riou [23] en utilisant le langage des distributions. La
seule différence avec la construction de Perrin-Riou est l’utilisation de la transformée de Fourier
algébrique qui rend les formules plus naturelles. Les calculs effectués pour démontrer la continuité
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de l’exponentielle sont une traduction de ceux effectués par Perrin-Riou. Finalement, on compare
cette exponentielle avec celle construite au chapitre VI, ce qui nous permet d’utiliser les résultats
du chapitre VII pour démontrer la formule de réciprocité conjecturée par Perrin-Riou (conjecture
Réc(V ) de [23]).

1. L’exponentielle de Perrin-Riou.— Comme on a supposé K non ramifié sur Qp, on a
en particulier ΓK

∼= Z∗
p et TK,n = id ⊗ TQp,n sur BGK∞

dR = K ⊗ BGF∞
dR si n ∈ N. Dans tout

ce chapitre, on note D(V ) le Qp-espace vectoriel Dcris(V ). L’endomorphisme de DI
alg(Qp, D(V ))

composé de ϕ et ϕD sera noté ϕD ⊗ ϕ.
La proposition VIII.2.1 et l’isomorphisme D−(Qp, D(V )) ∼= D−(Qp,Qp) ⊗ D(V ) montrent

que si µ ∈ D−(Qp, D(V )), alors Falg(µ) est fixe par GK puisque GK agit trivialement sur
D(V ). Appelons “exponentielle de Perrin-Riou” l’application ẼxpV de D−alg(Qp, D(V ))ϕD⊗ϕ=1

dans H1(K, D+
alg(ΓK , V )) obtenue par composition des applications :

Falg :D−alg(Qp, D(V ))ϕD⊗ϕ=1 −→ D+
alg(Qp,BdR ⊗ V )GK

ResZ∗
p

:D+
alg(Qp,BdR ⊗ V )GK −→ D+

alg(Z
∗
p ,BdR ⊗ V )GK ∼= D+

alg(ΓK ,BdR ⊗ V )GK

expV :D+
alg(ΓK ,BdR ⊗ V )GK −→ H1(K, D+

alg(ΓK , V )).

L’invariance de µ par ϕD ⊗ ϕ se traduit par
∫

p−nZp

f(x)
µ

(−tx)k
= ϕ−n

(∫

Zp

f(
x

pn
)

µ

(−tx)k

)

quel que soit f localement constante sur p−nZp. On en tire les formules
∫

a+pnZp

xkFalg(µ) =k!p−n

∫

p−nZp

ε(ax)
µ

(−tx)k

=k!
ϕ−n

pn

(∫

Zp

ε(
ax

pn
)

µ

(−tx)k

)
si n > 1

∫

Z∗
p

xkFalg(µ) =k!
(∫

Zp

µ

(−tx)k
− p−1

∫

p−1Zp

µ

(−tx)k

)

=k!(1− p−1ϕ−1)
(∫

Zp

µ

(−tx)k

)

“ =”k!
1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(∫

Z∗
p

µ

(−tx)k

)

La raison d’être des guillemets dans la dernière égalité est que (1 − ϕ) n’est pas forcément
inversible sur D(V (k)) et que l’équation (1 − ϕ)x = (−t)−k

∫
Z∗

p
x−kλ, qui a des solutions, peut

en avoir une infinité ; mais deux de ces solutions diffèrent par un élément de D(V (k))ϕ=1, c’est-
à-dire par un élément de ker expV (k). La raison pour laquelle on l’écrit de cette manière est pour
faire apparaître l’opérateur 1−p−1ϕ−1

1−ϕ qui est à l’origine des facteurs d’Euler biscornus dans la
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définition des fonctions L p-adiques. Utilisant la formule VI.1.1, on obtient finalement les formules
∫

ΓK

χ(x)kẼxpV (µ) =k! expV (k)

(1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(∫

Z∗
p

µ

(−tx)k

))

∫

γΓKn

χ(x)kẼxpV (µ) =k! expV (k)

(ϕ−n

pn

(∫

Zp

ε(
χ(γ)x

pn
)

µ

(−tx)k

))
si n > 1.

(IX.1.1)

Si h ∈ Z, on définit de même une application

Ẽxph,V : D
]−∞,h−1]
alg (Qp, D(V ))ϕD⊗ϕ=1 −→ H1(K, D

[1−h,+∞[
alg (ΓK , V ))

par la formule Ẽxph,V = expV ◦ResZ∗
p
◦F

(h)
alg . La relation entre F

(h)
alg et Falg se traduit par les

formules

Ẽxph,V (µ)(y) =χ(y)1−hẼxpV (1−h)((−tx)h−1µ(x))(y)
∫

ΓK

χ(x)kẼxph,V (µ) =(k + h− 1)! expV (k)

(1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(∫

Z∗
p

µ

(−tx)k

))

∫

γΓKn

χ(x)kẼxph,V (µ) =(k + h− 1)! expV (k)

(ϕ−n

pn

(∫

Zp

ε(
χ(γ)x

pn
)

µ

(−tx)k

))
si n > 1,

(IX.1.2)

formules que l’on pourra comparer, en utilisant la formule I.5.1, avec le diagramme (i) du théo-
rème énoncé dans l’introduction de [23].

2. Continuité de l’exponentielle de Perrin-Riou.— Il n’y a pas d’application naturelle
de Dtemp(Qp, D(V )) dans D ]−∞,h−1](Qp, D(V )) car on ne peut pas définir

∫
Zp

x−kµ si k > 1 et
µ ∈ Dtemp(Qp, D(V )), la division d’une distribution par x n’étant bien définie qu’à un multiple
de la masse de Dirac en 0 près. Pour remédier à cette difficulté, introduisons l’espace LA′(Qp)
des fonctions f localement analytiques sur Qp − {0} telles qu’il existe N ∈ N (dépendant de f)
de telle sorte que xNf se prolonge en un élément de LA(Qp). Tout élément de LA′(Qp) peut
s’écrire de manière unique sous la forme x → f(x) + 1Zp(x)P (x−1), où f ∈ LA(Qp) et P est un
polynôme sans terme constant.

Si A est un espace de Banach p-adique, on note D̃cont(Qp, A) l’espace des morphismes continus
de LA′(Qp) dans A. La multiplication par x est un isomorphisme de LA′(Qp) et donc induit un
isomorphisme de D̃cont(Qp, A) ; d’autre part, les espaces D̃cont(Qp, A) et Dcont(Qp, A) sont reliés
par la suite exacte

0 →
∏

i<0

Aδ
[i]
0 → D̃cont(Qp, A) → Dcont(Qp, A) → 0

et on note D̃temp(Qp, A) l’image réciproque de Dtemp(Qp, A) ⊂ Dcont(Qp, A) dans D̃cont(Qp, A)
et D̃temp(Qp, A) s’injecte naturellement dans D ]−∞,h−1](Qp, A).

L’image par F
(h)
alg d’une distribution tempérée n’est pas une distribution tempérée (ce n’est

même pas une distribution continue car une distribution continue fixe sous l’action de GK est à
support {0}) ; le théorème IX.2.1 ci-dessous est donc un petit peu miraculeux.
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Théorème IX.2.1. — Si h ∈ Z est tel que Fil−hD(V ) = D(V ) et µ est une distribution appar-
tenant à D̃temp(Qp, D(V ))

ϕD⊗ϕ=1
, son image par l’application Exph,V composée de Ẽxph,V avec

la restriction de GK à GK∞ est continue, c’est-à-dire appartient à H1(K∞, Dtemp(ΓK , V ))ΓK .

Remarque IX.2.2. — (i) On a utilisé l’injection naturelle de D̃temp(Qp, D(V )) dans
D

]−∞,h−1]
alg (Qp, D(V )) pour donner un sens à Ẽxph,V .
(ii) On préfèrerait ne pas avoir à restreindre à GK∞ , ce qui fait disparaître le sous-ΛK-module

de torsion de H1(K, Dtemp(ΓK , V )) (cf. proposition II.1.4).

Démonstration. — La formule x1−hExp1,V (1−h)((−tx)h−1µ) = Exph,V (µ) permet, quitte à rem-
placer V par V (1 − h) et µ par (−tx)h−1µ de supposer h = 1 pour la démonstration, ce que
nous ferons. Soit µ ∈ D̃temp(Qp, D(V ))

ϕD⊗ϕ=1
. La démonstration de ce théorème repose sur

l’équivalence des propriétés (i) et (ii) de la proposition II.2.3 et notre problème est donc d’arriver
à évaluer, si n > 1 et j ∈ N, les quantités p−nj

∫
γΓKn

(χ(x)− χ(γ))jExp1,V (µ).

Si ν ∈ D̃cont(Zp, D(V )), posons

γa,n,k(ν) =k!
ϕ−n

pn

(∫

Zp

ε
(ax

pn

) ν

(−tx)k

)

γ̃a,n,k(ν) =k!
ϕ−n

pn

(∫

Zp

[εax]
( k∑

i=0

(−atx)i

i!
) ν

(−tx)k

)
.

Lemme IX.2.3. — (i) Si Fil−1D(V ) = D(V ), alors γ̃a,n,k(ν)− γa,n,k(ν) ∈ B+
dR ⊗ V quels que

soient a ∈ Zp, n ∈ N et k > 0.
(ii) γ̃a,n,k(ν) ∈ Bmax ⊗D(V ) et (1− ϕ)γ̃a,n,k(ν) = γ̃a,n,k((1− ϕD ⊗ ϕ)ν).

Démonstration. — On part de la formule ε
(

1
pn

)
= [εn] exp(− t

pn ) d’où l’on tire

ε
( x

pn

) ≡ [εx
n]

( k∑

i=0

1
i!

(−tx

pn

)i
)

= ϕ−n
(
[εx]

( k∑

i=0

(−tx)i

i!
))

mod Filk+1BdR,

si x ∈ Zp. On en tire le (i) car l’hypothèse Fil−1D(V ) = D(V ) implique que l’on a Filk+1BdR ⊗
t−kD(V ) ⊂ B+

dR ⊗ V . Quant au (ii), il découle des identités ϕ(t) = pt et ϕ([ε]) = [εp].

Lemme IX.2.4. — Si γ ∈ ΓK , n > 1 et k ∈ N, alors
∫
γΓKn

χ(x)kExp1,V (µ) est représenté par
le cocycle

τ → (δτ − 1) ? EulB(γ̃a,n,k(ResZ∗
p
(µ))),

où a = χ(γ) et EulB : Bmax → Fil0(Bmax) est l’application définie au §5 du chapitre III.

Démonstration. — Posons αa,n,k =
∫
γΓKn

χ(x)kExp1,V (µ). D’après la formule IX.1.2, on
a αa,n,k = expV (k)

(
γa,n,k(ResZp(µ))

)
. Maintenant, le (i) du lemme précédent montre que

γ̃a,n,k(ResZp(µ)) est un relèvement de γa,n,k(ResZp(µ)) appartenant à Bmax ⊗ V qui est fixe par
GK∞ comme on le voit sur sa définition. Le lemme III.5.1 implique donc que αa,n,k(Exp1,V (µ))
est représenté par le cocycle

τ → −(1− δτ ) ? EulB
(
(1− ϕ)γ̃a,n,k(ResZp(µ))

)
,
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ce qui, compte-tenu du (ii) du lemme IX.2.3 et de la formule (1−ϕD ⊗ϕ)ResZp(µ) = ResZ∗
p
(µ),

formule qui découle de l’invariance de µ par ϕD ⊗ ϕ, permet de conclure.

Corollaire IX.2.5. — Sous les mêmes hypothèses, p−jn
∫
γΓKn

(χ(x)− χ(γ))jExp1,V (µ) est re-
présenté par le cocycle

τ → (δτ − 1) ? EulB(β̃a,n,j(µ)),

où l’on a posé

β̃a,n,j(µ) = p−jn
j∑

k=0

(
j

k
)(−a)j−kγ̃a,n,k(ResZ∗

p
(µ)).

Pour évaluer cette dernière quantité, on peut utiliser la formule définissant γ̃a,n,k(ResZ∗
p
(µ)),

ce qui nous donne (en utilisant l’identité et = [ε])

β̃a,n,j(µ) = p−jn ϕ−n

pn

(∫

Z∗
p

Sj(atx)
µ

(−tx)j

)
,

où l’on a posé

Sj(u) =eu
j∑

k=0

(
k!(

j

k
)uj−k

( k∑

i=0

(−u)i

i!

))

=j!eu,

comme on le constate en regroupant les termes de même degré en u. On obtient donc

β̃a,n,j(µ) = j!p−jn ϕ−n

pn

(∫

Z∗
p

[ε]ax µ

(−tx)j

)
= j!(−t)−j ϕ−n

pn

(∫

Z∗
p

[ε]ax µ

xj

)
,

ce qui, utilisant la proposition VIII.3.1 (ou le lemme VIII.3.3), permet de montrer que si ResZ∗
p
(µ)

est d’ordre r, si r(V ) ∈ R est tel que la suite d’endomorphismes pnr(V )ϕ−n de D(V ) est bornée
(il suffit de prendre pour r(V ) la plus grande pente de ϕ, voir plus loin) et si ‖ ‖j est une norme
sur t−jB+

max ⊗K D(V ) provenant de la norme ‖ ‖max sur B+
max, alors la suite de terme général

supa∈Z∗
p

∥∥∥pn(r(V )+r+1)β̃a,n,j(µ)
∥∥∥

j
est η(r)-bornée. Comme EulB est continue et que d’après le

corollaire IX.2.5,

pn(1+r(V )+r−j)

∫

γΓKn

(χ(x)− χ(γ))jExp1,V (µ)

est représenté par le cocycle τ → (δτ − 1) ? EulB(pn(r(V )+r+1)β̃a,n,j(µ)
)
, on peut utiliser la

proposition II.2.3 pour conclure au fait que si ResZ∗
p
(µ) est d’ordre r, alors Exp1,V (µ) ∈

H1(K∞,Dr(V )+r+1(ΓK , V )).
Pour terminer la démonstration du théorème IX.2.1, il ne reste plus qu’à démontrer que

Exp1,V (λ) est fixe par ΓK . Pour cela, remarquons que son image dans H1(K∞, D+
alg(ΓK , V ))

l’est puisque c’est la restriction à GK∞ d’un élément de H1(K, D+
alg(ΓK , V )) et comme l’ap-

plication naturelle de H1(K∞, Dr(ΓK , V )) dans H1(K∞, D+
alg(ΓK , V )) est injective d’après le

corollaire II.2.2, ceci permet de conclure.
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Remarque IX.2.6. — (i) Soit δ′1 la dérivée de la masse de Dirac en 1. C’est la distribution
définie par

∫
Z∗

p
f(x)δ′1 = −f ′(1) et elle est d’ordre 1. Soit `h = hδ1 − δ′1 ce qui fait de `h un

élément de D1(Z∗
p) et `h est l’unique élément de Dtemp(Z∗

p) tel que, quel que soit k ∈ Z, on ait∫
Z∗

p
xk`h = k + h. Ceci implique, grâce aux formules (IX.1.2) que Exph+1,V et Exph,V sont reliés

par la relation

(IX.2.7) Exph+1,V = `hExph,V .

Appelons pseudo-distribution tempérée un élément du localisé Dps(Z∗
p) de Dtemp(Z∗

p) en la partie
multiplicative engendrée par les `h, où h décrit Z. La relation (IX.2.7) permet, en étendant les
scalaires de Dtemp(Z∗

p) à Dps(Z∗
p), de définir Exph,V pour tout h ∈ Z.

(ii) Si on note Twϕ l’isomorphisme de D̃temp(Qp, D(V (1))) dans D̃temp(Qp, D(V )) commutant
à ϕD⊗ϕ qui, à λ associe (−tx)λ et TwGK

l’isomorphisme de Dtemp(ΓK , V ) dans Dtemp(ΓK , V (1))
commutant à l’action de GK qui, à λ associe xλ(1), un petit calcul nous montre que les applica-
tions exponentielles pour V et V (1) sont reliées par la formule

Exph+1,V (1) = TwGK
◦ Exph,V ◦ Twϕ

quel que soit h ∈ Z.
(iii) Plutôt que de travailler avec des distributions sur Z∗

p , Perrin-Riou préfère travailler avec
des séries entières, le passage d’un point de vue à l’autre se faisant au moyen de la transformée
d’Amice. Modulo ce changement de point de vue, si on note Dtemp(Z∗

p , D(V ))∆̃=0 le noyau de
l’application Qp-linéaire

∆̃ : Dtemp(Z∗
p , D(V )) −→ ⊕

i∈Z
(D(V )/(1− piϕ)D(V ))

µ −→ (∫

Z∗
p

xiµ
)
i∈Z,

l’application exponentielle ΩV,h (appelée application des périodes dans [23]) construite par
Perrin-Riou peut se voir comme une application

ΩV,h : Dtemp(Z∗
p , D(V ))∆̃=0 −→ Dtemp(Z∗

p)⊗ΛK

(
H1

Iw(K, V )/V GK∞
)
.

Pour comparer cette application avec l’application Exph,V , il suffit de traduire les formules
(IX.1.2) en termes de transformée d’Amice et d’utiliser l’isomorphisme

H1(K∞, Dtemp(ΓK , V ))ΓK ∼= Dtemp(Z∗
p)⊗ΛK

(
H1

Iw(K,V )/V GK∞
)

et le lemme IX.2.8 ci-dessous (appliqué à D = D(V ) et u = ϕ) qui montre que l’image de
D̃temp(Qp, D(V ))

ϕD⊗ϕ=1
dans Dtemp(Z∗

p , D(V )) par l’application ResZ∗
p
est Dtemp(Z∗

p , D(V ))∆̃=0.
D’autre part, le noyau de ResZ∗

p
est facile à déterminer et est constitué des éléments

de la forme µ =
∑+∞

i=0 viδ
[−i]
0 , où vi ∈ D(V )ϕ=pi . Un calcul immédiat montre qu’alors

F
(h)
alg (µ) =

∑+∞
i=0 (i + h − 1)!vi

ti
µHaar,i appartient à Dalg(Qp,B

ϕ=1
max ⊗ V ) et est dans le noyau de

expV , ce qui prouve que Exph,V se factorise à travers Dtemp(Z∗
p , D(V ))∆̃=0. Pour montrer que

Exph,V et ΩV,h coïncident, il suffit alors de comparer la formule (IX.1.2) avec les formules de
Perrin-Riou en utilisant la formule (I.5.1)
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Lemme IX.2.8. — Soit D un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni d’un automorphisme
u.

(i) Si µ ∈ Dcont(Qp, D)ϕD⊗u=1 (resp. D̃cont(Qp, D)
ϕD⊗u=1

), alors
∫
Z∗

p
xiµ ∈ (1 − piu)D quel

que soit i ∈ N (resp. i ∈ Z).
(ii) Réciproquement, si λ ∈ Dcont(Z∗

p , D) est tel que
∫
Z∗

p
xiλ ∈ (1− piu)D quel que soit i ∈ N

(resp. i ∈ Z), alors il existe µ ∈ Dcont(Qp, D)ϕD⊗u=1 (resp. D̃cont(Qp, D)
ϕD⊗u=1

) vérifiant
ResZ∗

p
(µ) = λ.

Démonstration. — Si λ ∈ Dcont(Z∗
p , D) est la restriction à Z∗

p d’une distribution µ vérifiant
ϕD(µ) = u−1(µ), alors

∫

Z∗
p

xiλ =
∫

Zp

xiµ− u
(∫

Zp

(px)iµ
)

= (1− piu)
(∫

Zp

xiµ
)
,

ce qui démontre le (i).
Réciproquement, si i ∈ N (resp. i ∈ Z), soit vi un élément de D vérifiant (1−piu)vi =

∫
Z∗

p
xiλ.

Soit A(Zp) (resp. A′(Zp)) l’ensemble des séries de la forme
∑+∞

i=0 aix
i (resp.

∑+∞
iÀ−∞ aix

i) à
coefficients dans Qp convergeant pour x ∈ Zp (resp. x ∈ Zp − {0}). L’application linéaire λ′ qui
à

∑
aix

i associe
∑

aivi est continue sur A(Zp) (resp. A′(Zp)) car ‖vi‖ = ‖ ∫
Z∗

p
xiλ‖ si i est assez

grand. Si f appartient à LA (resp. LA′), il existe h(f) ∈ N tel que si h > h(f), alors f peut se
décomposer sous la forme fh(p−hx) + gh(x), où fh appartient à A(Zp) (resp. A′(Zp)) et gh est
à support compact dans Q∗

p . Une telle décomposition est alors unique (à h fixé). On a de plus
gh(x)− gh+1(x) = −1phZ∗

p
(x)f(x) et si fh(x) =

∑
pihaix

i, alors

uh
(∫

Zp

fhλ′
)− uh+1

(∫

Zp

fh+1λ
′) =uh

(∑
pihaivi

)− uh+1
(∑

pi(h+1)aivi

)

=uh
(∑

pihai(1− piu)vi

)
= uh

(∑
pihai

∫

Z∗
p

xiλ
)

=uh
(∫

Z∗
p

f(phx)λ
)
.

On en déduit le fait que la forme linéaire µ définie par
∫
Qp

fµ = uh
(∫

Zp
fhλ′

)
+

∑
n∈Z un

(∫
Z∗

p
gh(pnx) λ

)

ne dépend pas du choix de h et on vérifie qu’elle répond à la question (la série est en fait une
somme finie car gh est à support compact dans Q∗

p).

3. Comparaison entre les deux applications exponentielles. — La comparaison entre
l’exponentielle de Perrin-Riou et l’application construite au §1 du chapitre VI repose sur le théo-
rème IX.3.2 ci-dessous qui permet de donner une description de DIw(V ) en termes de distributions
tempérées.

Soit D un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni d’un automorphisme u. Si r ∈ Q, on
dit que D est de pente −r si toutes les valeurs propres de u sont de valuation −r. Cette condition
équivaut à ce que la famille d’endomorphismes (pE(nr)un)n∈Z de D est bornée dans End(D). Si
u est quelconque et r ∈ Q, on note D[r] le plus grand sous-espace de D stable par u de pente
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−r. D est alors la somme directe des D[r], r décrivant Q et on note prr la projection de D sur
D[r] parallèlement à ⊕r′ 6=rD

[r′].

Lemme IX.3.1. — Si z est un élément de (B+
max)

GK∞⊗K D stable par ϕ⊗u, alors µ appartient
à (B+

cont)
GK∞ ⊗K D.

Démonstration. — Soit (e1, . . . , ed) une base de D et soit
∑d

i=1 ziei la décomposition de z dans
cette base. Si z est stable par ϕ ⊗ u, alors z est stable par ϕn ⊗ un quelque soit n ∈ N.
On obtient donc, si (e∗

i , . . . , e∗
d) désigne la base duale de la base (e1, . . . , ed), l’égalité zi =∑d

j=1(e
∗
i |un(ej))ϕn(zj) ∈ ϕn((B+

max)
GK∞ ) qui permet de conclure.

Si z =
∑d

i=1 ziei appartient à ((B+
max)

GK∞ ⊗K D)ϕ⊗u=1, on définit F−1
cont(z) ∈ Dcont(Qp, D)

par la formule F−1
cont(z) =

∑d
i=1 F−1

cont(zi)ei, formule qui a un sens en vertu du lemme IX.3.1 et
du corollaire VIII.3.2.

Soit ∆k : Dcont(Z∗
p , D) → D/(1− pku)D l’application qui à µ associe l’image de

∫
Z∗

p
xkµ dans

D/(1− pku)D et soit ∆̃ = ⊕k>0∆k.

Théorème IX.3.2. — Soit D un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni d’un endomor-
phisme injectif u. Alors

(i) l’application qui à z associe F−1
cont(z) induit un isomorphisme de ((B+

max)
GK∞ ⊗K

D)ϕ⊗u=1 sur ⊕r∈QD ′r(Qp, D
[r])ϕD⊗u=1, où D ′r(Qp, D

[r]) désigne le sous-espace des éléments de
Dtemp(Qp, D

[r]) dont la restriction à Q∗
p est d’ordre r−.

(ii) Si on munit ((B+
max)

GK∞ ⊗K D)ϕD⊗u=1 d’une norme induite par ‖ ‖max sur B+
max et

Dr−(Z∗
p , D[r]) de la norme ‖ ‖r, alors la suite

((B+
max)

GK∞ ⊗K D)ϕ⊗u=1
ResZ∗

p
◦F−1

cont−→ ⊕
r∈Q

Dr−(Z∗
p , D[r])

↑ ↓
0 → ⊕

k>0
tkDu=p−k ⊕

k>0
D/(u− p−k)D → 0

est une suite exacte d’espaces de Banach p-adiques et les Qp-espaces vectoriels ⊕
k>0

tkDu=p−k et

⊕
k>0

D/(u− p−k)D sont tous les deux de dimension finie et ont la même dimension.

Démonstration. — Quitte à appliquer prr à chacun des espaces et morphismes considérés, on
peut supposer que D est de pente −r, ce que nous ferons. Si z ∈ (B+

max)
GK∞ ⊗K D est fixe par

ϕ⊗ u, alors quel que soit l’ouvert compact X de Qp, on a

ϕ−n(ResX(z)) = Resp−nX(ϕ−n(z)) =Resp−nX(un(z))

=p−E(nr)Resp−nX(pE(nr)un(z)).

La suite d’opérateurs pE(nr)un étant bornée dans End(V ), on en déduit l’existence d’une
constante C > 0 telle que l’on ait

‖pE(nr)ϕ−n(ResX(z))‖max 6 C‖Resp−nX(z)‖max

quels que soient X et n ∈ Z. Appliquant ceci à X = Zp (resp. X = Z∗
p) et utilisant le fait

que ‖Resp−nZp
(z)‖max 6 ‖z‖max si n > 1 (resp. ‖Resp−nZ∗

p
(z)‖max 6 ‖z‖max si n > 2 et
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lim
n→+∞Resp−nZ∗

p
(z) = 0) et la proposition VIII.3.1, on en déduit le fait que ResZp(F

−1
cont(z))

est d’ordre r (resp. ResZ∗
p
(F−1

cont(z)) est d’ordre r− et l’application ResZ∗
p
◦ F−1

cont est conti-
nue). Comme de plus, l’invariance de z par ϕ ⊗ u entraine celle de F−1

cont(z) par ϕD ⊗ u et que
Qp = ∪

n∈N
p−nZp (resp. Q∗

p = ∪
n∈Z

p−nZ∗
p), on en déduit le fait que F−1

cont(z) est d’ordre r sur Qp

(resp. d’ordre r− sur Q∗
p). On a donc déjà vérifié que ResZ∗

p
◦F−1

cont est continue et que l’image
de F−1

cont est bien incluse dans D ′r(Qp, D)ϕD⊗u=1.
Le fait que l’image de ResZ∗

p
◦ F−1

cont se trouve dans le noyau de ∆̃ est une réécriture du (i)
du lemme IX.2.8. Réciproquement, si λ est dans le noyau de ∆̃, alors d’après le (ii) du lemme
IX.2.8, il existe µ ∈ Dcont(Qp, D

[r])
ϕD⊗u=1 dont la restriction à Z∗

p est égale à λ. Comme µ est
fixe par ϕD ⊗ u, quels que soient l’ouvert compact X de Qp et l’entier n, on a

Resp−nX(µ) = Resp−nX(ϕ−n
D ⊗ u−n(µ)) = ϕ−n

D ⊗ u−n(ResX(µ)).

Appliquant ceci à X = Z∗
p , on en déduit formellement la formule

Fcont(µ) = Fcont(ResZp(µ)) +
+∞∑

n=1

ϕ−n ⊗ u−n(Fcont(λ)).

D’autre part, comme u est de pente −r, la suite de terme général p−E(nr)u−n est bornée dans
End(D) et comme λ est d’ordre r−, la suite de terme général pE(nr)ϕ−n(Fcont(λ)) tend vers
0 quand n tend vers +∞. On en déduit la convergence de la série, ce qui permet de montrer,
l’exactitude en ⊕

r∈Q
Dr−(Z∗

p , D[r]) et le fait que D ′r(Qp, D)ϕD⊗u=1 est dans l’image de F−1
cont et

donc de terminer la démonstration du (i) et d’une grande partie du (ii).
La surjectivité de ∆̃ étant une trivialité ainsi que le fait que les Qp-espaces vectoriels

⊕
k>0

tkDu=p−k et ⊕
k>0

D/(u− p−k)D sont tous les deux de dimension finie et ont la même dimen-

sion, il ne reste plus qu’à déterminer le noyau de ResZ∗
p
◦F−1

cont. Si z ∈ ((B+
max)

GK∞ ⊗K D)ϕ⊗u=1

est tel que ResZ∗
p
(F−1

cont(z)) = 0, alors F−1
cont(z) est à support {0} à cause de l’invariance de

F−1
cont(z) par ϕD ⊗ u. Ceci implique que F−1

cont(z) est une somme de dérivées de la masse de
Dirac en 0 et donc que z est une somme d’éléments de la forme tkdk avec dk ∈ D. L’invariance
de z par ϕ⊗ u implique que dk ∈ Du=p−k , ce qui permet de conclure.

Nous allons appliquer le théorème précédent au cas où D = D(V ) est muni de l’automorphisme
de Frobenius ϕ. Si r ∈ Q, on note D[r](V ) le sous-espace de D(V ) de pente −r et on note r(V )
la plus grande pente de ϕ agissant sur D(V ), ce qui fait que r(V ) est aussi l’opposé du minimum
des r ∈ Q tels que D[r] 6= {0}. On obtient alors la proposition suivante.

Proposition IX.3.3. — (i) Fcont induit un isomorphisme

⊕r∈QD ′r(Qp, D
[r](V ))ϕD⊗ϕ=1 ∼= F0

V (DIw(V )).

(ii) Si h ∈ N et si µ ∈ H1(K, Dh−(ΓK , V )) est dans l’ensemble de df́inition de Log(h)
V , alors il

existe k ∈ N et F ∈ t−kD(V )[[T ]] de rayon de convergence 1 tel que l’on ait

TK,n(Log(h)
V ) = p−nϕ−n(F ([ε]− 1))

quel que soit n > 1.
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Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du théorème précédent. Passons au (ii).
Il existe k ∈ N tel que Log(h)

V (µ) ∈ F0
V (k)DIw(V ), ce qui implique, d’après le (i), l’existence de

λ ∈ Dtemp(Qp, t
−kD(V ))ϕD⊗ϕ=1 tel que l’on ait Log(h)

V (µ) =
∫
Qp

[εx]λ. D’autre part, la formule
(i) de la proposition VIII.3.1 et le fait que TQp,n = p−nResp−nZp

, (cf. démonstration de la
proposition V.4.5), nous donnent la formule

TK,n(Log(h)
V ) = p−n

∫

p−nZp

[εx]λ = p−nϕ−n
(∫

Zp

[εx]λ
)

car λ est fixe par ϕD ⊗ ϕ. On peut donc prendre pour F la transformée d’Amice de λ.

Lemme IX.3.4. — Si µ ∈ D̃temp(Qp, D(V ))
ϕD⊗ϕ=1

est d’ordre r(µ), alors µ
(−tx)i a une trans-

formée de Fourier continue quel que soit i > r(µ) + r(V ).

Démonstration. — Soit r0 ∈ R strictement supérieur à l’ordre de µ. On a donc

µ ∈ ⊕r∈QD ′r0
(Qp, D

[r](V ))ϕD⊗ϕ=1 et
µ

(−tx)i
∈ ⊕r∈QD ′r0

(Qp, D
[r+i](V (i)))ϕD⊗ϕ=1

quel que soit i ∈ Z. D’après le (i) de la proposition IX.3.3, la transformée de Fourier de µ
(−tx)i

converge dès que r0 6 r + i quel que soit r ∈ Q tel que D[r](V ) 6= {0}, c’est à dire dès que
i > r0 + r(V ). On en déduit le résultat.

Proposition IX.3.5. — Si µ ∈ D̃temp(Qp, D(V ))
ϕD⊗ϕ=1

et i > r(µ) + r(V ), alors

χ(y)−iExp(h+i)
V (i)

(
Fcont

( µ

(−tx)i

))
(y) = Exph,V (µ)(y).

Démonstration. — Si i > r(µ)+r(V ), soit zi = Fcont( µ
(−tx)i ). Si γ ∈ ΓK , n > 1 et k ∈ [0, i+h−1],

on a ∫

γΓKn

χ(y)−kTay(h+i)
V (i) (zi)(y) =

(h + i− 1− k)!k!
(−χ(γ))k

δγ ? δV (i−k) ◦ TK,n(zi)

=(h + i− 1− k)!p−n

∫

p−nZp

ε(χ(γ)x)
µ

(−tx)i−k

=
∫

χ(γ)+pnZp

xi−kF
(h)
alg (µ)

la première égalité venant de la définition de Tay(h+i)
V (i) , la seconde étant une conséquence du

lemme VIII.3.4, de l’isomorphisme

Dtemp(Qp, D(V )) ∼= Dtemp(Qp,Qp)⊗D(V )

et de l’identité TK,n = id ⊗ TQp,n et la dernière venant de la définition de F
(h)
alg . Composer ces

égalités avec l’exponentielle de Bloch-Kato permet de montrer que χ(y)−iExp(h+i)
V (i) (Fcont( µ

(−tx)i ))

et Exph,V (µ) prennent les mêmes valeurs sur les fonctions de la forme 1γΓKn
(y)χ(y)k pour

γ ∈ ΓK , n > 1 et k ∈ [1− h, i]. D’autre part, d’après la démonstration du théorème IX.2.1, si µ

est d’ordre r(µ) sur Z∗
p , alors Exph,V (µ) est d’ordre h+ r(µ)+ r(V ) < h+ i [seul le cas h = 1 est

traité dans cette démonstration, mais le cas général s’en déduit en utilisant la formule (IX.2.7)
de la remarque IX.2.6] ; de même, Exp(h+i)

V (i) (Fcont( µ
(−tx)i )) est d’ordre (h+i)− et il suffit d’utiliser
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le fait que l’application naturelle de H1(K∞, D(h+i)−(ΓK , V )) dans H1(K∞,D
[1−h,i]
alg (ΓK , V )) est

injective pour conclure ; cette injectivité se déduit du corollaire II.2.2 en multipliant tout par
χ(y)1−h pour se ramener à D

[0,h+i−1]
alg (ΓK , V ) au lieu de D

[1−h,i]
alg (ΓK , V ).

Remarque IX.3.6. — (i) On aimerait bien sûr pouvoir prendre i = 0, mais ce n’est pas tou-
jours possible, la transformée de Fourier des distributions que l’on considère ne convergeant pas
forcément. D’autre part, la proposition IX.3.5 fournit une réponse au problème soulevé dans la
remarque VI.2.3.

(ii) Tout ce que l’on a fait dans ce chapitre se généralise à la situation au cas où V est de de
Rham et K quelconque en remplaçant DIw(V ) par son sous-espace (BGF∞

max ⊗Qp Dcris(V ))ϕ=1. La
seule différence est que dans le cas général, cet espace est plus petit que DIw(V ).

4. La loi de réciprocité explicite de Perrin-Riou.

Proposition IX.4.1. — Soient h ∈ Z et µ ∈ D̃temp(Qp, D(V ))
ϕD⊗ϕ=1

. Alors
∫

ΓK

χ(x)−kExph,V (µ) = (−1)h(exp∗
V ∗(1+k))

−1
(1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(∫

Z∗
p

(tx)k

(k − h)!
µ
))

si k À 0.

Démonstration. — Soit r ∈ N suffisamment grand pour que zr = Fcont( µ
(−tx)r ) existe. Commen-

çons par supposer que Fil−hD(V ) = D(V ) ; on a donc zr = Log(h+r)
V (r) ◦ Exp(h+r)

V (r) (zr) modulo le

noyau de Exp(h+r)
V (r) . Utilisant le théorème VII.1.1, on en tire

δV (−k) ◦ TK,0(zr) =
(−1)h+r

∏h+r−1
i=0 (r + k − i)

exp∗
V ∗(1+k)

(∫

ΓK

χ(x)−r−kExp(h+r)
V (r) (zr)

)
,

si k À 0, ce qui permet, utilisant la formule Exph,V (µ) = χ(x)−rExp(h+r)
V (r) (zr) [cf. proposition

IX.3.5], d’obtenir la formule

δV (−k) ◦ TK,0(zr) =
(−1)h+r

∏h+r−1
i=0 (r + k − i)

exp∗
V ∗(1+k)

(∫

ΓK

χ(x)−kExph,V (µ)
)
.

D’autre part, zr est la transformée de Fourier continue de µ
(−tx)r et le lemme VIII.3.4 nous fournit

la formule

δV (−k) ◦ TK,0(zr) =
∫

Zp

(tx)r+k

(r + k)!
µ

(−tx)r
− p−1

∫

p−1Zp

(tx)r+k

(r + k)!
µ

(−tx)r

=(−1)r 1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(∫

Z∗
p

(tx)k

(k + r)!
µ
)
,

le passage de la première ligne à la seconde résultant du calcul du §1 du chapitre IX.
Il suffit alors de comparer les 2 formules donnant la valeur de δV (−k) ◦TK,0(zr) pour conclure

dans le cas Fil−hD(V ) = D(V ). Le cas général se déduit, par récurrence descendante sur h, de
ce cas particulier et de la formule Exph,V = `h−1Exph−1,V .
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Soit W une représentation p-adique de GK . Soient µ ∈ Dtemp(ΓK × ΓK ,W ) et f une fonction
localement analytique sur Z∗

p . Si σ ∈ GK , alors
∫

ΓK×ΓK

f(xy−1) δσ ? µ = δσ ?
(∫

ΓK×ΓK

f(σx(σy)−1)µ
)

= δσ ?
(∫

ΓK×ΓK

f(xy−1)µ
)
.

On en déduit le fait que si µ(σ, τ) est un 2-cocycle (resp. 2-cobord) sur GK à valeurs
dans Dtemp(ΓK × ΓK ,W ) et si f est une fonction localement analytique sur Z∗

p , alors∫
ΓK×ΓK

f(xy−1)µ(σ, τ) est un 2-cocycle (resp. 2-cobord) sur GK à valeurs dans W , d’où l’exis-
tence d’une application naturelle de H2(K,Dtemp(ΓK × ΓK , W )) dans Dtemp(ΓK ,H2(K, W )).
On peut appliquer ceci en particulier à W = Qp(1) et, utilisant l’isomorphisme canonique entre
H2(K,Qp(1)) et Qp, on obtient une application naturelle de H2(K, Dtemp(ΓK × ΓK ,Qp(1)))
dans Dtemp(ΓK ,Qp).

Maintenant, si V est une représentation p-adique de GK , le cup-produit composé avec la
projection de V ⊗ V ∗(1) sur Qp(1) induit une application bilinéaire

H1(K, Dtemp(ΓK , V ))×H1(K, Dtemp(ΓK , V ∗(1))) → H2(K, Dtemp(ΓK × ΓK ,Qp(1)))

et, composant avec l’application naturelle de H2(K, Dtemp(ΓK×ΓK ,Qp(1))) dans Dtemp(ΓK ,Qp),
un accouplement

(·, ·)V : H1(K, Dtemp(ΓK , V ))×H1(K,Dtemp(ΓK , V ∗(1))) → Dtemp(ΓK ,Qp).

Lemme IX.4.2. — Si µ ∈ H1(K, Dtemp(ΓK , V )), µ′ ∈ H1(K, Dtemp(ΓK , V ∗(1))) et i ∈ Z,
alors

∫
ΓK

χ(x)i(µ, µ′)V est égal au cup-produit de
∫
ΓK

χ(x)iµ ∈ H1(K, V (i)) et de
∫
ΓK

χ(x)−iµ′ ∈
H1(K,V ∗(1− i)).

(ii) Si la restriction de µ ou µ′ à K∞ est nulle, alors (µ, µ′)V = 0.

Démonstration. — (i) Si σ → µσ (resp. τ → µ′τ ) est un 1-cocycle représentant µ (resp. µ′),
la classe de µ ∪ µ′ dans H2(K, Dtemp(ΓK × ΓK , V ⊗ V ∗(1))) est représentée par le 2-cocycle
µσ ⊗ (δσ ? µ′τ ) et son image λ dans Dtemp(ΓK ,H2(K,V ⊗ V ∗(1))) est par construction telle que∫
ΓK

χ(x)iλ est représenté par le 2-cocycle
∫

ΓK×ΓK

χ(x)iχ(y)−iµσ ⊗ (δσ ? µ′τ ) =
(∫

ΓK

χ(x)iµσ

)
⊗

(∫

ΓK

χ(y)−iδσ ? µ′τ
)

=
(∫

ΓK

χ(x)iµσ

)
⊗ δσ ?

(∫

ΓK

(χ(σ)y)−iµ′τ
)

=
(∫

ΓK

χ(x)iµσ

)
⊗ δσ ?

((∫

ΓK

χ(y)−iµ′τ
)
(−i)

)
.

On en déduit la formule∫

ΓK

χ(x)iλ =
(∫

ΓK

χ(x)iµ
)
∪

(∫

ΓK

χ(x)−iµ′
)
∈ H2(K, V (i)⊗ V ∗(1− i)),

ce qui, utilisant l’isomorphisme V (i)⊗V ∗(1− i) ∼= V ⊗V ∗(1) et projetant tout sur Qp(1) permet
de démontrer le (i).

Le (ii) est une conséquence du fait que si la restriction de µ à K∞ est nulle, alors µ est de
ΛK-torsion ((iii) de la proposition II.1.4) et

∫
ΓK

χ(x)iµ est nul pour presque tout i, ce qui permet
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de déduire la nullité de (µ, µ′)V du (i) et du fait que la nullité de
∫
ΓK

χ(x)iλ pour i assez grand
entraine celle de λ.

Corollaire IX.4.3. — (·, ·)V s’étend en un accouplement

H1(K∞, Dtemp(ΓK , V )))ΓK ×H1(K∞, Dtemp(ΓK , V ∗(1)))ΓK → Dtemp(ΓK ,Qp)

qui sera encore noté (·, ·)V .

Démonstration. — Si W ∈ {V, V ∗(1)}, l’application de restriction induit une surjection de
H1(K,Dtemp(Z∗

p ,W )) sur H1(K∞, Dtemp(Z∗
p ,W )))ΓK car ΓK est procyclique et le (ii) du lemme

IX.4.2 montre que si µ̃ (resp. µ̃′) est un relèvement de µ (resp. µ′), alors (µ̃, µ̃′)V ne dépend que
de µ et µ′ et pas des choix des relèvements.

On étend l’accouplement [ , ]D(V ) : D(V )×D(V ∗(1)) → Qp en un accouplement

D̃temp(Qp, D(V ))
ϕD⊗ϕ=1 × D̃temp(Qp, D(V ∗(1)))

ϕD⊗ϕ=1 → Dtemp(Z∗
p ,Qp)

encore noté [ , ]D(V ) par la formule
∫

Z∗
p

f(x)[µ, µ′]D(V ) = TrD(V⊗V ∗(1))

(∫

Z∗
p×Z∗

p

f(x−1y)µ⊗ µ′
)
,

où TrD(V⊗V ∗(1)) est la projection de D(V )⊗D(V ∗(1)) sur Qp utilisée pour définir l’accouplement
entre D(V ) et D(V ∗(1)). En particulier, si i ∈ Z, alors

∫

Z∗
p

xi[µ, µ′]D(V ) =
[ ∫

Z∗
p

x−iµ,

∫

Z∗
p

xiµ′
]
D(V )

.

Remarque IX.4.4. — Cet accouplement n’est pas exactement le même que celui utilisé par
Perrin-Riou qui est construit à partir du produit de convolution sur Z∗

p , c’est-à-dire obtenu
en remplaçant f(x−1y) par f(xy) dans la formule définissant [ , ]D(V ). Cela explique la petite
différence de formulation entre le théorème suivant et la conjecture Réc(V ) de [23].

Théorème IX.4.5. — Soit V une représentation cristalline de GK . Si µ et µ′ sont des éléments
de D̃temp(Qp, D(V ))

ϕD⊗ϕ=1
et D̃temp(Qp, D(V ∗(1)))

ϕD⊗ϕ=1
respectivement, alors

(Exp0,V (µ),Exp1,V ∗(1)(µ
′))V = −[δ−1 ? µ, µ′]D(V ).

Démonstration. — D’après la formule (IX.1.2), si i À 0, alors
∫

ΓK

χ(x)iExp0,V (µ) = expV (i)

(1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(
(i− 1)!

∫

Z∗
p

µ

(−tx)i

))
.

D’autre part, d’après la proposition IX.4.1 utilisée pour V ∗(1) au lieu de V , si i À 0, alors
∫

ΓK

χ(x)−iExp1,V ∗(1)(µ) = −(exp∗
V (i))

−1
(1− p−1ϕ−1

1− ϕ

(∫

Z∗
p

(tx)i

(i− 1)!
µ′

))
.

Lemme IX.4.6. — Soit W une représentation cristalline. Si x ∈ D(W ) et y ∈ D(W ∗(1)),
alors

(i) expW (x) ∪ (exp∗
W )−1(y) = [x, y]D(W ).

(ii) [(1− ϕ)−1x, (1− p−1ϕ−1)y]D(W ) = [(1− p−1ϕ−1)x, (1− ϕ)−1y]D(W ) = [x, y]D(W ).
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Démonstration. — Le (i) est une conséquence de la définition de l’application exp∗
W . D’autre

part, l’accouplement entre D(W ) et D(W ∗(1)) s’obtient par projection de D(W )⊗D(W ∗(1)) =
D(W ⊗W ∗(1)) sur D(Qp(1)) = t−1Qp. Comme ϕ agit par multiplication par p−1 sur D(Qp(1)),
on en tire la formule [ϕ(x), ϕ(y)]D(W ) = p−1[x, y]D(W ) et le fait que l’opérateur adjoint de ϕ est
p−1ϕ−1 et celui de 1− p−1ϕ−1 est 1− ϕ.

Ce lemme nous permet, posant λ = Exp0,V (µ) et λ′ = Exp1,V ∗(1)(µ′), d’obtenir la formule
(∫

ΓK

χ(x)iλ
)
∪

(∫

ΓK

χ(x)−iλ′
)

=
[ ∫

Z∗
p

(i− 1)!
(−tx)i

µ,−
∫

Z∗
p

(tx)i

(i− 1)!
µ′

]
D(V (i))

=−
[ ∫

Z∗
p

(−x)−iµ,

∫

Z∗
p

xiµ′
]
D(V )

qui montre que l’on a∫

ΓK

χ(x)i(Exp0,V (µ), Exp1,V ∗(1)(µ
′))V = −

∫

ΓK

χ(x)i[δ−1 ? µ, µ′]D(V )

si i À 0 et permet de conclure.
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