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D’UN CORPS LOCAL

par

Pierre Colmez

Résumé. — Nous étendons la construction de ’application exponentielle de Perrin-Riou aux
représentations de de Rham et nous démontrons une loi de réciprocité explicite qui, dans le cas
des représentations absolument cristallines, redonne la loi de réciprocité explicite conjecturée par
Perrin-Riou.
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Introduction

1. La fonction zéta de Kubota-Leopoldt et I’isomorphisme de Coleman.— Gréce aux
travaux de nombreux mathématiciens, on a une description conjecturale & peu prés compléte du
comportement aux entiers des fonctions L des motifs. Il est dés lors tentant d’essayer de voir
ce que donnent ces conjectures d’un point de vue p-adique; en particulier, peut-on construire
des fonctions-L p-adiques interpolant p-adiquement les valeurs aux entiers des fonctions-L com-
plexes ? Une réponse (conjecturale) a ces questions a été apportée par Perrin-Riou [24]| dans
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le cas de bonne réduction (i.e. dans le cas ou la représentation p-adique associée au motif est
cristalline).

L’idée de Perrin-Riou est une généralisation d’une des nombreuses constructions de la fonction
zéta de Kubota-Leopoldt. On choisit un systéme compatible € = (1, e e ) de racines
de I'unité d’ordre une puissance de p avec e #£ 1 et (et = () si n € N. Ceci fait de (™
une racine primitive p”-éme de 'unité et on note F,, le corps Qp(s(”)). Soient Foo = UT9F, et
I' = Gal(Fs/Qp), ce qui fait que le caractére cyclotomique x induit un isomorphisme de I' sur
Z;. Soit A = Z,[[I']] I'algebre d’'Iwasawa des mesures sur I' a valeurs dans Z,. La construction
de la fonction zéta de Kubota-Leopoldt que nous avons en vue repose sur le théoréme suivant
(cf. [7] et [8]).

Théoréme 1. — Siu = (u™),en est un élément de la limite projective liin Oy, des 0%, rela-
tivement aux applications normes, il existe une unique série Col, (T') élément de (Zy[[T1])* telle
que Uon ait Col, (6™ — 1) = u™ quel que soit n € N.

De plus, si on pose Gy, (T') = log(Col,(T)), il existe une unique mesure A, € A sur I" telle que
lon ait

Ja+ 100 = Gur) = 3 Gule+1) - 1)
T

L’application qui & w associe A, est presque un isomorphisme de A-modules (son noyau est
le Z,-module de rang 1 engendré par € et le conoyau est aussi un Z,-module de rang 1) et
est appelé 'isomorphisme de Coleman. D’autre part, la fonction zéta de Kubota-Leopoldt est
I'image des unités cyclotomiques par I'isomorphisme de Coleman. Plus précisément, si v € I', soit

uy = (u5”)neny Vélément de lim 0F, défini par uf” = 267070 sin > 1. Alors si k € N — {0},

/F X(@) A, (2) = (x(n)* = 1)(1 = pF1)¢(1 = k),

ou ( est la fonction zéta de Riemann, ce qui montre que la fonction zéta de Kubota-Leopoldt est
donnée par la pseudo-mesure (1 — ’y)*l)\uﬂ{ pour n’importe quel choix de v d’ordre infini. Cette
idée avait déja été utilisée par Coates et Wiles 7] pour construire la fonction-L p-adique d’une
courbe elliptique & multiplication complexe a partir des unités elliptiques.

De maniére imagée, on peut voir l'isomorphisme de Coleman comme une machine & pro-
duire des fonctions-L p-adiques (fonction zéta de Kubota-Leopoldt ou fonctions-L p-adiques des
courbes elliptiques & multiplication complexe) a partir d’'un systéme compatible d’unités glo-
bales. La réponse de Perrin-Riou (dans le cas de bonne réduction) repose en grande partie sur la
construction [23| d’une application exponentielle, généralisation de l'isomorphisme de Coleman
mentionné ci-dessus (plus exactement de son inverse), interpolant p-adiquement les applications
exponentielles de Bloch et Kato [4]. L’idée est que ces applications exponentielles donnent des
informations sur la norme p-adique des valeurs aux entiers des fonctions-L (débarassées de cer-
tains facteurs transcendants) et que pour pouvoir interpoler ces valeurs, il faut commencer par
interpoler les exponentielles.

Le but de cet article est d’étendre la construction de 'application exponentielle de Perrin-Riou
au cas de mauvaise réduction (i.e. au cas ot on suppose seulement que la représentation p-adique
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est de de Rham et pas forcément cristalline). Chemin faisant, on donne une construction comple-
tement explicite de cette application exponentielle et de son inverse, ce qui permet de répondre a
quelques questions laissées en suspens dans [23]; on donne en particulier une démonstration de
la loi de réciprocité explicite conjecturée par Perrin-Riou (conjecture Réc(V') de [23]). Les lois
de réciprocités explicites et les fonctions-L p-adiques sont étroitement liées ; par exemple, un des
points de départ de [7] est la loi explicite de réciprocité de Wiles [33] généralisant celle d'Twa-
sawa [17]. Celle de Perrin-Riou a un rapport étroit avec I’équation fonctionnelle de la fontion-L
p-adique et est une généralisation de la loi de réciprocité explicite que 'on peut trouver dans
[4], [23] et [16] dans le cas de Q,(r), elle-méme généralisant celle d’Iwasawa [17] et Coleman |9]
dans le cas de Q,(1). Signalons qu’une autre démonstration de cette conjecture a été obtenue par
Kato, Kurihara et Tsuji [20] par des méthodes complétement différentes utilisant la cohomologie
syntomique. Le lien avec les fonctions-L p-adiques n’est pas exploré dans cet article, mais nous
espérons pouvoir y revenir dans un article ultérieur.

2. Notations et définitions.— Le reste de I'introduction va étre consacré a décrire un peu
plus en détail le contenu de cet article. Soient Z et Bqr D Beris O W () les anneaux construits
par Fontaine [12] et [15]. Notre systéme compatible e = (1,0, ... ™ ) deracines de 'unité
peut étre vu comme un élément de Z et on pose t = log[e] € Beyis, 0l [¢] est le représentant de
Teichmiiller de ¢ dans W (%), ce qui fait de ¢t 'analogue p-adique de 2ir.

Si L est une extension de Q, contenue dans Qp, on note ¥, le groupe Gal(ép/ L). Soit K
une extension finie de Q,. Si V est une représentation continue de ¥k, on pose Deis(V) =
(Beris ® V)%( ; c’est un K N Qgr—espace vectoriel muni d’une action semi-linéaire du Frobenius
absolu ¢ qui est de dimension inférieure ou égal & dimq, V' et on dit que V' est cristalline si on
a égalité. De méme, on pose Dygr (V) = (Bqr @ V)?% ; ¢’est un K-espace vectoriel de dimension
inférieure ou égale a dimg, V' muni d’une filtration par des sous-K-espace vectoriels Fil' Dar(V)
et on dit que V est de de Rham si dimg Dgqr(V) = dimq, V.

Si k € Z et V est une représentation de ¥k, on note V (k) la tordue (a la Tate) de V' par
la puissance k-iéme du caractére cyclotomique. Cette notation est un peu abusive; il vaudrait
mieux écrire V (x*) pour souligner le fait que 1’on a un isomorphisme canonique entre V et V (k).
D’un autre coté, le choix de € permet de trivialiser le module de Tate et nous fournit un tel
isomorphisme.

Tensorisant la suite exacte fondamentale

0— Q, — BY. — Bar/Bl; — 0

Cris
par V et passant a la suite de cohomologie associée permet de définir une application Qp-linéaire
expy : Dar(V) — H(K, V) appelée exponentielle de Bloch-Kato et par dualité, une application
exply : H' (K, V(1)) — Dar(V*(1).

Si A est un espace de Banach p-adique (la plupart du temps, A sera un Q,-espace vectoriel
de dimension finie) et si X est soit Q, soit un ouvert compact de Q,, on note Z,(X, A) I'espace
des distributions d’ordre r a support dans X et Ziemp(X,A) = UperZr(X, A) Tespace des
distributions d’ordre fini. En particulier, Zy(X, A) est l'espace des mesures sur X a valeurs dans

A.
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Si K est non ramifié sur Q) et V' est une représentation cristalline, on munit Zsemp(Qp, Deris(V'))
d’un Frobenius ¢4 ® ¢ défini par la formule

f(@)pa @ @(p) = s0< f(p:r)u),
Q, Qp

si f est une fonction localement analytique & support compact.

Si K est une extension finie de Q,, on pose Ko = K, K, = K(upn), oi, si n > 1, pym
est le groupe des racines p™-iémes de l'unité et Ko = U;Z%Kn. Soient 'y = Gal(K«/K),
'k, = Gal(K«/K;) sin € N et Ag = Z,[[I'k]] I'algébre d'Iwasawa.

Le caractére cyclotomique induit un isomorphisme de ' sur un sous-groupe ouvert de
Z;, ce qui permet de parler de distributions a support dans I'. Si V' est une représenta-
tion p-adique de ¥k, on munit Ziemp(l'r, V) d’'une action de Galois en définissant o(u) par
la formule [p f(z)o(p) = U(fFK f(oz)p). On peut aussi voir cette action en utilisant le
fait que Z)(F'k,V) = Ag @ V est dense dans Zremp(I'i, V') et en remarquant que laction
induite sur Ag ® V est l'action naturelle (diagonale), ¥k agissant sur chacun des facteurs.
Si p € HYK, Ztemp(Tk,V)) et si 7 — p, est un l-cocycle continu représentant p, alors
T — fFK x(2) i, est un 1-cocycle sur Y, & valeurs dans V(i) dont la classe fFK x(z)'p dans

H'(K,, V(i) ne dépend que de p et pas du choix du cocycle représentant, .

Proposition 2. — Si T est un réseau de V' stable par Yk, alors 'application de Hllw(K, V)=
HY (K, %y(Tk,V)) dans Q, @ (lEnHl(Kn,T)) qui a p associe la collection (.. "fFKn o),
est un isomorphisme de A -modules.

(ii) HY (K, Dremp(Tic, V) 2 Diemp(T) @a ) HL (K, V).

L’intérét de cette proposition qui, assez étrangement, ne semble pas étre utilisée en théorie
d’'Iwasawa, est de remplacer une limite projective de groupes de cohomologie (relativement aux
applications de corestriction) par un seul groupe de cohomologie. Elle permet d’autre part de
mieux comprendre les isomorphismes lgn HY (K,,T) = lim H YK, T(i)) utilisés par Soulé |29,

30] ; ils correspondent & la multiplication par y(x)* au niveau des mesures.

3. L’exponentielle de Perrin-Riou.— Le théoréme suivant est une réécriture du théoréme
principal de [23] (voir I'introduction de [23]) utilisant la proposition précédente.

Théoréme 3. — Soient K une extension finie non ramifiée de Qp, V' une représentation cris-
talline de G et h € Z un entier tel que Fil " Deis(V) = Deris(V) ; alors il existe une (unique)
application

EXPh,v : @temp(z;;p Deis(V)) — H' (Koos @temp(rKa V))FK

telle que si k est un entier supérieur ou égal a 1 — h, alors

1—p o™t 1
(1) | 3@ By ) = expyg (L E (e n - [ ).
Ik v YO T zz (—tx)F
Remarque 5. — (i) fz; ﬁ appartient & t*Deis(V) = Ders(V (k) et prendre son image
par expy (i) a donc bien un sens. Par contre, si p¥ est valeur propre de ¢ sur Des(V), alors 1 — ¢

n’est pas inversible sur Deis(V (k)) et il faut prendre quelques précautions pour donner un sens
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a la formule (4), ce qui fait que Expj, v n’est défini que sur un sous-espace de codimension finie
de Dremp(Zyy, Deris(V')) 8'il existe k € Z tel que p* soit valeur propre de .

(ii) On préférerait avoir H(K, Ziemp(Tk, V) au lieu de HY (Koo, Ziemp(Tx, V))IE et le cas
ou V = Q,(1) montre qu’il n’est pas totalement déraisonnable d’espérer y arriver; le probléme
est que restreindre & ¥ tue le Ag-module de torsion et que pour le retrouver, il faudrait refaire
toutes les constructions de I'article en travaillant avec une Zj,-représentation au lieu d’'une Q-
représentation. Il est possible que la théorie des (¢, I')-modules [14] fournisse une voie d’approche
raisonnable (|6], chap. II).

(iii) La formule (4) permet de voir Exp;, ;; comme une interpolation p-adique des exponentielles
de Bloch-Kato pour les différents twists de V' par les puissances du caractére cyclotomique; le

% jouant le réle du facteur local & l'infini (ne pas oublier que ¢ est un analogue
1_1771@71

p-adique de 2i7m) et Popérateur = correspondant au facteur d’Euler habituel que 'on

facteur

doit introduire pour rendre ce que ’on veut interpoler p-adiquement continu. Le déterminant de
% agissant sur Deis(V (k)) est d’ailleurs égal au quotient du facteur d’Euler en p pour la
représentation V' (k) par celui pour la représentation V*(1 — k).

(iv) Les espaces de départ et d’arrivée de Expy, i sont des Zremp (I'x)-modules de méme rang et
application Expy, y, devient, aprés tensorisation par I'anneau total des fractions de Ziemp ('),
un isomorphisme, ce qui permet en utilisant I'isomorphisme inverse, d’associer a tout élément de
H} (K, V) une distribution tempérée sur Z3. Dans le cas particulier ot V' = Q,(1), la théorie de

Kummer fournit une application naturelle de lim & dans H{, (K, Qp(1)) et si on compose cette

application avec l'inverse de EXpr(l)vl, on retombe (& normalisation prés) sur I'isomorphisme
de Coleman. On peut donc espérer pouvoir utiliser cette application dans le cas général pour
construire des fonctions-L p-adiques a partir de systémes compatibles d’éléments de cohomologie
motivique (généralisation des unités cyclotomiques) ; c’est le point de vue développé dans [24]

(v) L’application Expy, i, n’est définie que pour h assez grand mais Expj ; est reliée a
Expy, yy de maniére simple, ce qui permet, quitte a introduire des dénominateurs, de définir une
application Expy, i, pour tout h € Z.

(vi) La démonstration du théoréme fait intervenir une distribution f sur Q, invariante par
g @ ¢ et dont la restriction a Z; est p et elle fait jouer un role trés particulier aux intégrales
du type fp—nzp [”] . L'intégrale pr [”] /1 ne converge pas forcément, mais si elle le fait, elle peut
étre considérée comme la transformée de Fourier continue de fi et 'invariance de fi par pg ® ¢

o=
Cris

D¢,is(V) est fixe par Y et ¢ est fixe par ¥ __, cette transformée de Fourier est fixe par ¥k __, ce

se traduit par I'appartenance de la transformée de Fourier de i &4 B '®V. De méme, comme

qui laisse penser que l'objet naturel & considérer dans le cas général est (Bfrizs1 ® V)¥Keo . Cela
semble effectivement étre le cas et permet en tout cas de construire une seconde application

exponentielle en supposant seulement que V est de de Rham.

Nous noterons Diy (V) le (Bfrizsl)gKoo -module (BC";i:S1 ® V)?K en raison de son lien avec la
théorie d’Iwasawa de V.

4. Une deuxiéme application exponentielle.— Si z € K, et n € N, alors la suite
pimTr K /Kn (x) est stationnaire pour m > n assez grand. On note Tk ,, I'application Q,-linéaire
de K dans K, ainsi définie. On note encore T, I'application de K ((t)) dans K, ((t)) définie
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par
TK,n( Z aktk): Z TKm(ak)t
k>—o0 k>—o0
Proposition 6. — (i) K ((t)) est dense dans Bfﬁ‘x’ et Tk s’étend par continuité en une

L. o Yk
application Qyp-linéaire de By dans Ky ((t)).
(ii) Si z € Bdgﬁ‘x’, alors ngrfmp"TK7n(z) = z.

Soit V' une représentation de de Rham. L’application naturelle de Bfﬁ“’ ® Dgr(V) dans
(Bqr ® V)% est un isomorphisme et on étend les applications T Kn pour n € N par linéarité
a Bfg‘x’ ® Dgr(V). D’autre part, si z € Koo((t)) ® Dar(V), alors z s’écrit de maniére unique
sous la forme » ;o thdy, avec dp € Ko @ Dgr(V) et on note Oy (—)(2) T'élément thd,. de
Koo ®Dar(V(—k)). Finalement, on note F{,(Bqr ® V) le sous-espace B(J{R ®@Dyr(V) de B4 @V
et, si W est un sous-Qyp-espace vectoriel de Bqr ® V, on pose F?,(W) =Wn F(\),(BdR ®V).

Théoréme 7. — Soient V' une représentation de de Rham et h > 1 un entier tel que l'on ait
Fil™"(D4r(V)) = Dar(V). Alors il existe une (unique) application Q-linéaire

Exp\” : FO(Dpy (V) — H' (Ko, 2, Tk, V))'%
telle que si 2 € FY,(Drw(V)), k € [0,h — 1] et n € N, alors

/F X(m)_kExpgl)(z) = (=D*h—1-k)k! eXpy(—p) <5V(—k) o TK,n(z)).
Kn

Remarque 8. — (i) Utilisant la transformée de Fourier continue (ou plutot son inverse), on peut
donner, dans le cas oit V est cristalline et K non ramifié sur Q,,, une description de F{,(Dry(V))
en termes de distributions a valeurs dans Deis(V). On montre alors que les deux applications
exponentielles coincident & normalisation prés, ce qui permet d’utiliser le théoréme 2 pour calculer

fPK kExpy( ) pour k = 0.

(ii) Dans le cas général, on ne dispose pas d’une description aussi agréable de FY,(Dyy(V)),
ce qui fait que 'application aux fonctions-L p-adiques nécessitera sans doute un travail supplé-
mentaire pour lequel la théorie des (¢, I')-modules devrait étre un ingrédient utile. D’autre part,
utilisant des techniques développées par Sen |26] pour montrer que si V' est une représentation
quelconque, alors (C), ® V)" UKo est un K ~o-espace vectoriel de dimension dimg, V', on peut mon-
trer que Dy (V) est un (BY')%%-module de “rang” dimq, V, la raison d’étre des guillemets

cris
étant que ce module n’est pas un module libre. En d’autre termes, D1y (V) a le “bon” rang,.

5. L’application logarithme et la loi de réciprocité de Perrin-Riou.— La formule
hrf P" Tk n(2) = z permet de reconstruire z & partir de Expgl )(z) Si on regarde d’un peu plus
n—-+0oo

prés ce que donne cette construction en général, on obtient le théoréme 9 ci-dessous.
Si V est une représentation de %, on note H}(K,V) le noyau de I’application naturelle
de HY(K,V) dans H'(K, Bfm_s ® V). Si V est de de Rham, H!(K,V) est aussi 'image de

I’application exponentielle de Bloch-Kato.
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Théoréme 9. — Soit h > 1. Soit V une représentation de de Rham. Si i € Z, soit W; le Q-

espace vectoriel de dimension finie Unel\I(Bfﬂ:S1 ® V(i))7kn et soit Won-11= & W, Soit
0<i<h—1

p € HY K, 2,-(Tk,V)) tel que fFK x(z)"u € HY K,V (—i)) quels que soient n > 1 et 0 <
1 < h—1. Finalement, soit T — u; un cocycle continu représentant u et, sin € N et0 <i < h—1,
50it ¢ lunique élément de (Bfrizs1 @ V) /W; tel que Uon ait (1 — x(7)7'7)eni = fFK x(@) "y

quel que soit T € Y, . Alors
(i) La suite de terme général ﬁp”(Z?;ol(—l)i(hfl)cn,Z') converge dans (B2

7 cris

V) /Wig,n—1) vers un élément de D1y (V)/Wg p—1 noté Loggf)(,u).

(i1) Loggb) o Expgl) est lidentité (modulo ker Expgl) qui est un Qp-espace vectoriel de di-

mension finie) de F%(Bﬁ;} @ V)% i Fil "Dgr(V) = Dar(V).
(111) Si m € N, alors

d

()" (T (Log (1))

(=1)" Z eXPyrx (1) </ X(w)_k,u)-

keZ Frm

Remarque 10. — (i) La condition fFK x(x) "t € HY(K,,V(—i)) quels que soient n > 1 et
0 <7 < h—1 est automatique si on reﬁlplace V par V (k) pour k > 0, mais ce cas n’est pas
forcément le plus intéressant.

(ii) Le cas K = Qp, V = Qp(1) et h = 1 permet de retrouver I'isomorphisme de Coleman
[8]. Plus précisément, la théorie de Kummer nous fournit une application naturelle 6 de lgn 0%,

dans H (K,Qu(1)) € HY(K, 2,- (T, Qp(1))) et on a

Trn (Loggi(l)(é(u))) =¢! log(Colu([EP%] —1)) =p " "(t 'log(Coly([e] — 1)),

quel que soit n > 1. On trouvera la démonstration de ce fait ainsi qu’une généralisation au cas ol
Q) est remplacé par une extension quelconque (pas nécessairement non ramifiée) dans le chapitre
V de [6].

(iii) Plus généralement, si V' est cristalline, K non ramifié sur Q, et k € N est assez grand, il
existe une unique série F,Sh) (T) € K[[T]] ® Deris(V (k)) de rayon de convergence 1, telle que 1'on
ait

Tin(Logy” (1)) = p"¢ " (FP (6] - 1)),

quel que soit n > 1. Comme Loggl) () = lir_sr_l p"TK,n(LoggL) (1)), on voit que dans le cas V
n—-r+oo

cristalline et K non ramifié sur Q,, la connaissance de Loggl )(,u) est équivalente & celle de la série

F, ,Sh) (T') qui est une généralisation directe de la série log(Col, (7). D’autre part, si on remplace
V par V(i) pour i assez grand, on peut prendre k = 0. Dans le cas général, le lien entre les
T Km(Logg1 ) (1)) pour n variable, est nettement plus mystérieux méme dans le cas V = Q,(1),
mais la théorie des (p,I")-modules [14| permet de donner une réponse assez satisfaisante (|6],
chap. IV).

(iv) Dans la formule du (iii) du théoréme, le membre de gauche appartient a K, ((t))®@Dar (V) ;
on peut donc le développer en puissance de ¢ et si on regarde le coefficient de t*, on obtient,
pour chaque k € Z et m € N, un morphisme de H{ (K,V) C HY(K, 2,- (T'k,V)) dans K,, @
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Dgr (V). Ces morphismes sont des généralisations des morphismes de Coates et Wiles [7] et le
théoréme 9 montrent qu’ils sont liés de trés prés a ’application exponentielle de Bloch-Kato.

(v) Si on suppose K non ramifié sur Q, et V cristalline, on peut retraduire le (iii) en termes
de exponentielle de Perrin-Riou et on obtient la proposition suivante qui est une des formes
équivalentes (cf. [25]) de la loi de réciprocité explicite de Perrin-Riou (conjecture Réc(V) de
23]).

Proposition 11. — Soient h € Z et j1 € Dremp(Zy, D(V)). Alors

_ l-p et (ta)*

k h * 1

) Expy (1) = () (expfe i)~ / )

/I‘K h,V V*(1+4k) 1 — © . (kﬁ I h)'

st k> 0.

6. Remarques sur l'organisation de l’article.— J’ai essayé dans l'introduction de pré-

senter les choses dans l'ordre ot je les ai trouvées. Le texte principal est quant & lui organisé
complétement & ’envers par rapport au schéma de l'introduction et par rapport a la version qui
a circulé sous forme de prépublication [10]. La raison principale pour laquelle j’ai bouleversé le
plan de [10] est que j’ai trouvé depuis, une démonstration plus directe de I'existence de I'appli-
cation logarithme reposant sur une étude directe des anneaux de Fontaine. L’article comporte
neuf chapitres. Les cinq premiers sont des préliminaires pour la construction de ’application lo-
garithme (chapitre VI) et les lois de réciprocité explicites (chapitre VII), mais le lecteur qui ne se
sent pas a l’aise avec les distributions peut ignorer le premier, ne lire que le premier paragraphe
du second et aller directement & la construction de ’application logarithme aprés les chapitres
III, IV et V en supposant que toutes les distributions considérées dans les chapitres VI et VII
sont des mesures. Le chapitre VIII est un chapitre de préliminaires pour la situation considérée
par Perrin-Riou. De maniére plus précise, la proposition 2 de I'introduction est une combinaison
des propositions I1.1.1 et I1.3.1 et de la remarque I1.1.2. Le théoréme 3 est une combinaison du
théoréeme I1X.2.1, des formules IX.1.2 et d’une bonne partie de la remarque I1X.2.6. Le théoréme
7 est le théoréme VI.1.3, le théoréme 9 est la combinaison des théorémes VI.3.1 et VIL.1.1 et la
proposition 11 est la proposition IX.4.1.

I. Intégration sur Z,

1. Espaces de Banach p-adiques.

Définition 1.1.1. — Un espace de Banach p-adique est un Qp-espace vectoriel £ muni d'une
norme ultramétrique || || pour laquelle il est complet.

Hypothése (N) : On dit que E vérifie 'hypothése (N) si quel que soit z € E, il existe A € Q,,
tel que ||z|| = |\l

Si (E, | ||) est un espace de Banach p-adique quelconque, on peut remplacer || || par une norme
équivalente de telle sorte que E vérifie ’hypothése (N).

Ezxemple 1.1.2. — (i) C, muni de la norme p-adique est un espace de Banach p-adique ne
vérifiant pas 'hypothése (N).
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(ii) Si I est un ensemble, soit o () I'ensemble des suites bornées (a;)ie; d’éléments de Q.
On munit o (1) de la norme || || définie par ||(a;)icr|lcc = Sup;c;|ai|, ce qui en fait un espace
de Banach p-adique.

(iii) Si I est un ensemble, soit 12, (1) le sous-espace fermé de I (1) des suites (a;);e; d’éléments
de Q,, tendant vers 0 suivant le filtre complémentaire des parties finies. C’est un espace de Banach
p-adique qui, comme [ (1), vérifie 'hypothése (N).

Les espaces de Banach p-adiques étant des cas particuliers d’espaces de Banach, ils vérifient
le théoréme de I'image ouverte, & savoir

Proposition 1.1.3. — Si f : By — By est une application linéaire continue bijective entre deux
espaces de Banach p-adiques, alors f~1 est continue

La théorie des espaces de Banach p-adiques présente de grandes similarités avec celle des
espaces de Hilbert réels. En particulier, la notion suivante remplace celle de base hilbertienne
dans un espace de Hilbert.

Définition 1.1.4. — Soit E un espace de Banach p-adique. On dit qu'une famille bornée (e;);cr
est une base de Banach de E si 'application de {9 (I) dans E qui & (a;);er associe >, a;e; est
une isométrie. Autrement dit, une famille (e;);c; est une base de Banach de FE si et seulement si

(1) tout élément x de E peut s’écrire de maniére unique sous la forme d’une série convergente
T =) .craie;, o les a; sont des éléments de Q,, tendant vers 0 suivant le filtre complémentaire
des parties finies,

(ii) [lz[] = sup;er [adl-

Proposition 1.1.5. — (i) Un espace de Banach p-adique posséde des bases de Banach si et
seulement si il vérifie I’hypothése (N).

(11) Si B est un espace de Banach p-adique et F' est un sous-Qp-espace vectoriel fermé de B,
alors F' admet un supplémentaire fermé

(i1i) Si f : By — DBsg est une application linéaire continue surjective entre deux espaces de
Banach p-adiques, alors f admet un scindage continu, c’est-a-dire qu’il existe s : By — Bj
linéaire continue telle que l’on ait f os =idp,.

Démonstration. — Les points (i) et (ii) sont par exemple démontrés dans [27] et pour démontrer
le (iii), il suffit de prendre un supplémentaire fermé de ker f dans B; et d’utiliser le théoréme de
I'image ouverte.

2. Distributions algébriques sur Z,. — Si I est une partie de Z, notons LP! le Q,-espace
vectoriel des fonctions sur Z,, qui s’écrivent localement sous la forme ), _; a;x*, ot les a; sont des
éléements de Q, presque tous nuls. On notera LP* [resp. LP~| I'espace des fonctions localement
polynomiales [resp. localement polynomiales en x7!| correspondant & I = N [resp. I = —N] et
LP = LPt + LP~ Despace correspondant a I = Z. Finalement, si i € Z, l'espace LP1} sera
noté plutét LP?. Si X est un sous-ensemble de Z,, on note 1x sa fonction caractéristique. Si X
est un ouvert compact de Z, et 7 € { ,+,—,I,i}, on note LP?(X ) Pensemble des éléments de
LP? a support dans X. Plus généralement, si B est une Qp-algebre, X est un ouvert compact
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de Zp et 7€ {,+,—,1,i}, on note LP?(X, B) I'espace B ®q, LP?(X) des fonctions localement
polynomiales de degrés convenables & support dans X et a valeurs dans B.

Si A est un Q, espace vectoriel et I C Z, notons .@ilg(zp, A) Pespace des homomorphismes
Q,-linéaires de LP! dans A. Un élément de .@aﬁg(zp, A) est appelé une distribution algébrique
sur Z, a valeurs dans A. Si y € @aﬂg(zp,A) et f € LP!, on écrira u(f) sous la forme plus
parlante fz,, f(z)p ou fzp fu ou encore fzp.f(:r)u(:v). Un élément p de .@aﬁg(ZP,Qp) est donc
équivalent a la donnée des valeurs [ —e z'u(z) pour i € I, a € Zy, et n € N avec les relations

de compatibilité évidentes

p—1
[ e =3 [ viu(e).
a+p"Zyp k=0 atkpm+p"TiZ,

Si F' est un fermé de Z,, on dit que p est a support dans F' si l'on a fzp f(z)p = 0 des
que la restriction de f & un ouvert contenant F' est identiquement nulle et on notera @ilg(F L, A)
Iensemble des éléments de .@aﬁg(Zp,A) a support dans F. Si [ € {N,—-N,Z, {i}}, les espaces
Qélg(F, A) seront notés respectivement @;g(F, A) Dyo(FLA), Dag(F, A) et @;lg(F, A). Si F =
{0} ou si F est un ouvert compact de Z,, on a @e{lg(F, A) = [lier Zag(F, A), ce qui permet
de considérer 7, (F, A) comme un sous-espace de .@a{lg(F ,A) si I contient i. Si B est une Q-
algébre et A a une structure de B-module, on étend par linéarité les éléments de @ilg(zp, A) a
LPY(Z,, B).

Sigée€ LP' et € .@glg(zp,A), on note gu I'élément de @;;(ZP,A) défini par fzp fau =
fzp fgp. Si F est un ouvert compact de Z,, 'application qui a p associe 1z induit une applica-
tion de .@ilg(zp,A) dans .@Eflg(F, A) notée Resp. On utilisera souvent la notation [, f p au lieu

de fzp f Resp(u).

3. Mesures et distributions continues sur Z,.— Soit F un espace de Banach p-adique
et %O(ZP,E) I’ensemble des fonctions continues de Z, dans E. Comme Z, est compact, une
fonction continue sur Z,, est bornée. Ceci permet de munir ¢°(Z,, E) de la norme || || définie
par || flloo = sup,egz, | f(2)[p qui en fait un espace de Banach p-adique.

Si h € N, soit LA}, 'espace des fonctions de Z, dans Q, analytiques sur a + pth quel que
soit a € Z,,. Si f € LAy, alors, quel que soit zg € Z,, on peut développer f sous la forme

+o0 )
fz) = Zah,i(ffo)(x _th)z’
=0 p

oll api(xo) est une suite d’éléments de Q, tendant vers 0 quand k tend vers +oo. Si f € LA
et 30 € Zy, on pose |fllnzy = max(lani@o)l) ot [flLa, = SuPgycz, |flna: On note LA
I’ensemble des fonctions localement analytiques sur Z, ; c’est aussi la limite inductive des LAy,
pour h € N.

Proposition 1.3.1. — (i) Les (m) pour n € N forment une base de Banach de €°(Zy, Qp).

n

(ii) Si h € N, les [ﬁ]'(i) pour n € N forment une base de Banach de LAy,.

Démonstration. — Le (i) est da & Malher et le (ii) & Amice [1].
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Définition 1.3.2. — Soit A un espace de Banach p-adique.
(i) On appelle mesure sur Z, a valeurs dans A tout homomorphisme continu de €°(Z,, Q,)

dans A. On munit espace des mesures d’une structure d’espace de Banach en le munissant de
I fz, full
w0 = >ub M7l
f€€°(Zp,Qp)—{0}
(ii) On appelle distribution continue sur Z, a valeurs dans A tout homomorphisme continu de

la norme || ||4o définie par ||u

LA dans A, c’est-a-dire un homomorphisme de LA dans A dont la restriction & chaque LA}, est

continue. On note Zeont (Zy, A) I'ensemble des distributions continues sur Z,, a valeurs dans A. On
Il Jz, full

définit, si h € N, une norme || ||ra, sur Zeont(Zp, A) par la formule ||p||a, =  sup T
fe "

LA,—{0}

Une fonction localement analytique étant continue, une mesure est un cas particulier de dis-
tribution continue. De méme, une fonction localement polynomiale étant localement analytique,
on a une application naturelle de Zeont(Z,, A) dans _@;g(z,h A).

A une distribution continue p, on associe sa transformée d’Amice 27, définie comme série
formelle par la formule

Fu(T) = E:ZT" / p (Dute) = [ @+ 1rute)

P

Si F =31%a,T" € A[[T]] est de rayon de convergence 1 et 0 < p < 1, on pose ||F||, =

sup  ||F(2)|| et on munit 'espace des séries de rayon de convergence 1 a coefficients dans A
ZECP7 |z‘<P
de la topologie définie par cette famille de normes.

1

Si h € N, on pose p, = p ®=be". On a aussi p, = |n — 1| si 7 est une racine primitive
plt1liéme de I'unité.
Proposition 1.3.3. — (i) L’application qui G une mesure p associe sa transformée d’Amice est

une isométrie de ’espace des mesures muni de la norme ci-dessus sur l’espace des séries formelles
a coefficients bornés muni de la norme du sup. des normes des coefficients.

(ii) L’application qui a une distribution continue associe sa transformée d’Amice est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels topologiques de Deont(Zp, A) sur l'espace des séries formelles de
rayon de convergence 1 a coefficients dans A. De plus, on a

[ ullon < llpelliay, < PIullps-

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immeédiate du théoréme de Malher ((i) de la
proposition 1.3.1) et le (ii) est un théoréme d’Amice [2] dont I'ingrédient principal est le (ii) de
la proposition 1.3.1. C’est d’ailleurs la raison pour laquelle nous avons appelé <7, la transformée
d’Amice de p.

4. Distributions tempérées. — Soit R = RU {r~ | r € R}. On munit R d’une relation
d’ordre total coincidant avec 'ordre naturel sur R et tel que si 71 < ry sont deux éléments de
R, alors 71 < ry; <. On note R l'ensemble des éléments r de R vérifiant » > 0 et, si € R,
on note E(z) le plus grand entier inférieur ou égal & x. En particulier, si k € Z, on a E(k) = k
et E(k~)=k—1.Sir € Ret f est une fonction continue de R dans R, on posera par définition
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f(r=) = f(r) et si on est en train de travailler dans Q,, 'expression p” désignera 1’élément p” ()
de Q.

Pour ne pas avoir & distinguer systématiquement les cas 7 € R et r € R — R dans les énoncés,
nous allons définir une application  : R — {£1} par n(r) = 1sir € Ret n(r) = —1sir € R—R
et utiliser la convention suivante :

Convention I.4.1. — Soit n € {£1}. Une suite (a,)pen d’éléments d’un espace vectoriel to-
pologique (sur R ou Q) sera dite n-bornée si n = 1 et cette suite est bornée ou bien si n = —1
et cette suite tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Définition I.4.2. — Soit r € R. Une distribution continue y sur Z, est dite d’ordre r si la suite
(réelle) de terme général p~""||u||1a,, est n(r)-bornée. On note Z,(Z,, Qp) 'ensemble des distri-
butions d’ordre r que I'on munit de la norme || ||, définie par ||pl|, = sup,enp """ llitllLA,- Une
distribution est dite tempérée s'il existe r € R telle qu’elle soit d’ordre r. On note Zemp(Zy, Qp)
I’espace des distributions tempérées.

Remarque 1.4.3. — (i) Comme on a ||f|lLa,., < | fllLa, si f € LA, la suite |14, est une
suite croissante de n; il en résulte le fait qu'une distribution d’ordre < 0 est nulle.

(ii) Si f est constante modulo p"Z,, alors || f|La, = ||fllcc- On en déduit le fait qu'une
distribution d’ordre 0 est continue sur I’espace des fonctions localement constantes muni de la
norme du sup et donc est une mesure.

(iii) Si 7 et r’ sont deux éléments de R vérifiant r < 1/, toute distribution d’ordre 7 est aussi
d’ordre 1.

(iv) si p est d’ordre 7, alors la suite de terme général

Tr—a

p " ullp, <P ||pllLa, = p7"" sup sup || (——)ull
aeX jEN a+p"Zy p

est n(r)-bornée.

Proposition 1.4.4. — Sir € Ry, les trois conditions suivantes sont équivalentes pour une
distribution continue b :

(i) p est d’ordre r,

(i) la suite de terme général p~"" |||, est n(r)-bornée,

(113) la suite de terme général (1 +n)~"|| fz,, (Bl est n(r)-bornée.

Démonstration. — |2] et [3]

La proposition 1.4.4 permet de caractériser les distributions tempérées en termes de leurs
transformées d’Amice ce qui permet de construire une distribution tempérée & partir d’'une série
entiére de rayon de convergence 1 vérifiant des conditions de croissance. La connaissance de la
transformée d’Amice d’'une distribution est équivalente & la connaissance des fzp z'u(x) pour
1 € N. La proposition 1.4.5 ci-dessous permet de construire une distribution d’ordre fini en ne
connaissant que les intégrales du type fa+pnzp z'p(z) pour a € Zy, n € N et 0 < i < N. Cette

construction est trés importante pour les applications arithmétiques.
Sir € Ret N € N, on note @,LO’N}(ZP,QP) le sous-espace des u € @gféN](Zp,Qp) tels
que la suite de terme général p~"" sup sup || [, nz (55%)"ul| est n(r)-bornée et on munit
a€Zy 0Ki<N papt b
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@iO’N}(Zp, Q) de la norme || ||, o, 5] définie par
_ rT—a;
el o) = sup (" sup sup | (5 ul).
neN a€Zy 0Ki<N  JatpnZ, P

Proposition 1.4.5. — Sir € R et N > E(r), Uapplication naturelle de 9,(Z,,Q,) dans
Q[O,N}

alg

2°M(z,,Q,).

(Zy,Qp) induit un isomorphisme d’espaces de Banach p-adiques de Zp(Z,,Qp) sur

Démonstration. — Au langage prés, cette proposition est énoncée ou démontrée dans [2], 3],
[21], |23] ou [32]. La démonstration de la surjectivité fournit un moyen de calculer fzp fu s

feLAcetpuc %LO’N](ZP, Qp) en remplacant f par sa série de Taylor tronquée a l'ordre N
au voisinage d’'un systéme de représentants modulo p"Z, et en faisant tendre n vers +oo. De
maniére précise, si f € LAy, et a € Z,, il existe une suite ¢x(a) tendant vers 0 quand k tend vers
+oo tel que 'on ait f(x) = > 129 ck(a)(xp;ha)k siz € a+p"Z,. Sin €N, soit R, un systéme de

représentants de Z, modulo pth et soit f, € LPIOM 1a fonction définie par

N
fulx) = Z Lo iphz, (T) (Z cr(a) (xp;ha)k)
k=0

a€ERy,

Alors on a fzp fu= ngr—lr-loo pr frpt.

5. Opérations sur les distributions continues.— On peut multiplier une distribution conti-
nue par une fonction localement analytique et cette opération respecte 'ordre de la distribution.
On peut en particulier, si X est un ouvert compact de Z,, multiplier une distribution continue
par la fonction caractéristique 1x de X et donc définir 'application Resx. Si X est un ouvert
compact de Z, et ? € R4 U{temp, cont}, on note Z»(X, A) 'ensemble des distributions d’ordre ?
a valeurs dans A et a support dans X, c’est-a-dire I'image de %7(Z,, A) par Resy.

On a 1,z,(x) = >y (7; on en déduit la formule

%Rcspzp(,u) (T) = Z "Q{M((l +T)¢—1)
¢r=1
et le fait qu’une série entiére de rayon de convergence 1 est la transformée d’Amice d’une dis-
tribution & support Zy si et seulement si on a ZCP:I G((1+T)( —1) = 0. D’autre part, on
a

A(T) = (14 T) e/ (T)

et comme la multiplication par z est un isomorphisme de ’espace des fonctions localement
analytiques sur Zy, on en déduit le fait que 'opérateur D = (1+ T)% est inversible sur I’espace
des séries entiéres G de rayon de convergence 1 vérifiant lidentité > .,_; G((1 +T)( — 1) = 0.
On déduit de tout ceci que si G est une telle série entiére et p est la distribution dont G est la
transformée d’Amice, alors on a

-0 = [ et

(15.1) DkG(s(p .
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quels que soient k € Z et n € N. Cette formule nous permettra de traduire le théoréme 3 de
I'introduction dans le langage de Perrin-Riou (cf. (iii) de la remarque IX.2.6).

Si f € LAy et ot € Deont(Zy, Qp), alors la fonction p+ f définie par

- / f(x+ y)u(z)
Zyp

appartient & LAj, et on a [l fllLa, <|lpllua, |l fllLa,. Ceci permet, si A € Zeont(Zp, A) de définir
la convolution A % 1 de A et p par la formule fzp fl@)Axp= fzp (u* f)X et on a

Dep(T) = A (T) A (T).

En particulier, 'application de Zeont(Z,, Qp) dans I'ensemble des séries entiéres en 1" de rayon de
convergence 1 a coefficients dans Q,, qui a une distribution associe sa transformée d’Amice, est un
isomorphisme d’algébres topologiques et, si A est un espace de Banach p-adique, Zeont(Zp, A) est
muni d’une structure de Zeont(Zy, Qp)-module. Comme 'image inverse de T par cet isomorphisme
est 01 —dg, si on revient & la définition de la transformée d’Amice, on obtient les résultats suivants.
Proposition 1.5.2. — (i) Sin € N, Uapplication de Deont(Zp, A)/(61 — 60)*" dans A™ qui a p

¥

associe (fzp (i)#)ogkgn—l est un isomorphisme. De plus, si on munit Deont(ZLp, A)/(61 — do)

de la norme définie par ||u||, < 1 si et seulement si p = Z?_ol a; (61 — 80)* modulo (6 — 8o)*"
ot les a; sont des éléments de A vérifiant ||a;|| < 1 et si on munit A™ de la norme du sup., cet
isomorphisme devient une isométrie.

(ii) Sir € Ry Uimage de 9,(Z,, A) dans lim Deont(Zp, A) [/ (51—080)*" est constituée des familles

(An)neN telles que la suite de terme général (14 n)~"||\p||n soit n(r)-bornée.

Soit U un sous-groupe ouvert de Zy. Si A € Deont(U, A) et p € Deont(U, Qp), on définit la
convolution multiplicative A % y € @Cont(U A) de X et p par la formule

/f A*u//fmy AW

Si A désigne le sous-groupe (fini) de torsion de U, on peut décomposer U sous la forme A x U’,
ou U’ est un groupe topologiquement isomorphe & Z,. Soit v un générateur topologique de U’.
Si a € A, I'application qui & x associe %ggz
induit par transport de structure une isométrie de LA}, (10gwu) (U ") sur LAy. On en déduit
le fait que si A est un espace de Banach p-adique, I’application qui a ,u € Deont (U, A) associe

. . o 1
€(p) =D aen La(p), ot £o(p) est la distribution sur Z,, définie par [, f(x)u = fz 13§§ alp),

est, dans le cas A = Q,, un isomorphisme d’algebres topologiques de Zeont (U, Qp) sur Qp[A] ®
_@COHt(Zp, Qp). En revenant a la définition d’une distribution d’ordre r, on montre aussi que la

est un isomorphisme analytique de aU’ sur Z, qui

restriction de cet isomorphisme & %, (U, A) induit un isomorphisme d’espaces de Banach p-adiques
de 2,(U, A) sur Qp[A] ® Z,(Zyp, A).

II. Compléments de théorie d’Iwasawa

1. Modules d’Iwasawa associés a une représentation p-adique.— Soit K une extension
finie de Q. Sin € N, soit K, = K(upn) et soit Koo = UpenKy. Soit 'y = Gal(K«/K) et,
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sin € N, soit I'g,, = Gal(K«/K,). Soit Ax = lim Z,|Gal(K,/K)] 'algébre des mesures sur
'k a valeurs dans Zj,. On note % la multiplication glans A et siy € ', on note 6, € Ak la
masse de Dirac en . De maniére générale, si G est un groupe, g € G, M est un Z,-module muni
d’une action continue de G' et x € M, on note indifféremment g(z) ou d,  « I'image de x par
g suivant que l'on veut insister sur l'action de G ou de Z,[[G]]. De méme, I'élément neutre de
Z,[[G]] sera noté indifféremment 1 ou d;. Sin > 1 (resp. n > 2 si p = 2), le groupe I'g, est
isomorphe a Z,, ; soit vy, un de ses générateurs topologiques w;,, = d,,, —1 € Ag de telle sorte que
Ag Jwn = Zy[Gal(K,/K)]. On munit Ax d'une action de ¥k par la formule 6, x A = 7 x A, ot
si 0 € Y, on a noté @ son image dans ['k.

Proposition I1.1.1. — Si M est un Zy-module de type fini muni d’une action continue de 9r et
i € N, alors H'(K, A ®z, M) est canoniquement isomorphe a la limite projective lim H (K, M)
«—n

relativement aux applications de corestriction.

Démonstration. — Si M est un ¥y, -module, on note Ind%nM I’ensemble des applications conti-
nues a de ¥ dans M vérifiant a(hz) = ha(z) si h € Yk, . Le module IndgnM est muni
d’une action continue de ¥, I'image ga de a par g € ¥x étant I'application donnée par la
formule (ga)(x) = a(zg). Si M est lui-méme un ¥x-module, et a € IndﬁnM, I’application
qui & ¥ € Y associe ¥~ (a(x)) est constante modulo ¥, et I'application de IndgnM dans
Zy[Gal(Ky/K)] ® M qui & a associe Y, cqai(k, /K) r7(a(x))d,—1 est un isomorphisme de k-
modules. Ceci nous fournit, via le lemme de Shapiro ([28], Ch. I prop. 10) un isomorphisme
canonique de H'(K, Z,[Gal(K,,/K)] ® M) sur H(K,,, M). D’autre part, I'application de cores-
triction de H(K, 1, M) dans H*(K,, M) est celle déduite, via l'isomorphisme précédent, de
I'application naturelle de Z,[Gal(K,4+1/K)] sur Z,[Gal(K,/K)]. On en déduit une application
naturelle de H*(K,Ax ® M) dans

lim HY(K, (Ax /wn) @ M) = lim H'(K,,, M).
«~—n «~—n

Il reste & vérifier que cette application est un isomorphisme.

La surjectivité est un fait général [18] et pour vérifier l'injectivité, il suffit de vérifier que
application de H (K, Ax ® M) dans lim H*(K, (Ax/(wn,p"™)) ® M) est injective. Comme Ax =
lim A g /(wn, p"), il suffit, toujours d’aprés [18], de vérifier que les H ™YK, (Ag /(wn, p")) @ M)

vérifient la condition de Mittag-Leffler, ce qui est évident car ces groupes sont finis.

Remarque II.1.2. — L’isomorphisme entre H'(K, M ® (Ax /wy)) et HY(K,, M) fourni par le
lemme de Shapiro envoie le cocycle T — 3 ccayk, /) Co(T)0g sur le cocycle 7 — ciq(7). Si
on utilise 'interprétation de Ax comme 'algébre des mesures sur ', on en déduit le fait que
I'application naturelle de H'(K, M ® Ag) dans lgn HY(K,, M) est celle qui au cocycle 7 — .,

associe la famille de cocycles (..., 7 — fFK Pory o).
Définition I1.1.3. — (i) Si M est un Zy-module de type fini muni d’une action continue de
YK et i € N, on pose HY (K,M)= H'(K,Ax ®z, M) = lim H*(K,,, M).

(ii) Si V est une représentation p-adique de ¥, le module Q, ® H*(K, M) ne dépend pas du

choix du réseau M de V stable par @ ; il sera noté Hj (K, V) et ona H{ (K,V) = H(K, Ak ®z,
V'), comme on le voit en tensorisant le lemme II.1.1 par Q,,.
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Les Ag-modules HY (K,V) ont été étudiés en détail par Perrin-Riou (cf. [22] et [23] entre
autres) qui a en particulier démontré le résultat suivant.

Proposition I1.1.4. — Si V est une représentation p-adique de G, alors
(i) les modules H{ (K,V) sont nuls sii ¢ {1,2}.
(ii) HE (K, V) est isomorphe & V(—1)% en tant que A -module.
(#ii) La suite d’inflation-restriction

(I1.1.5) 0— H' (Tg,Ax @ Vi) = HL (K, V) = H (Koo, A @ V)IE =0

est une suite exacte de Ag-modules. De plus, H' (T, A @ V%{oo) est le sous-Ag-module de
torsion de H{, (K,V) et est isomorphe & V¥ en tant que Ay-module et H' (Koo, A @ V)I'E
est un Qp ® Ag-module libre de rang [K : Q] dimg, V.

D’autre part, le (ii) de la proposition précédente est une conséquence du résultat plus fin
suivant dont nous aurons besoin dans la suite.

Lemme I1.1.6. — Si M est un Zy-module de type fini, alors HIQW(K, M) est isomorphe en tant
que Ag-module au dual de Pontryagin de (M"(1))¥%e, ou M" désigne le dual de Pontryagin de
M.

Démonstration. — 23]

Le caractére cyclotomique induit un isomorphisme de I'x sur un sous-groupe ouvert de Zy,
ce qui permet, si I C Z, de définir par transport de structure l'espace Qaﬁg(I’K, A) des distribu-
tions algébriques sur ' a valeurs dans A et, si ? € R U {cont, temp}, 'espace Z»(I'x, A) des
distributions continues d’ordre? sur I'. Si A = Q,, l'espace Z»(I'k, A) sera noté simplement
2>(T' k) pour alléger un peu les notations.

Si A est muni d’une action continue de ¥k, on munit ces différents espaces d’une action de
Y en définissant J, x p par la formule

() 8y % 1 = 8y % ( f(Ex)u),

FK 1_‘K

o, si o € ¥k, on a noté ¢ son image dans I'i. En particulier, si V' est une représentation p-
adique de 9, les modules Zy(T'x, V') et Ax ®V sont isomorphes puisqu’une distribution d’ordre
0 n’est rien d’autre qu’une mesure et les deux actions de ¥k que 'on a définies coincident.

Lemme I1.1.7. — Si V est une représentation p-adique de 9 et i € Z, Uapplication p —
x(2)iu est un isomorphisme Yy -équivariant de @;lg(FK, V) sur @glg(FK, V(i) et, sir € Ry,
de 2,(Tk, V) sur 2,(Tk,V(i)).

Démonstration. — Pour la démonstration de ce lemme, nous distinguerons les espaces V et
V(i) et noterons x — x(i) I'isomorphisme canonique de V' sur V(i). On a donc 6, x (z(i)) =
x(0) (65 * ) (i), si 0 € Yk et & € V et notre probléme est de montrer que &, » ((x(z)'n) (7)) =



18 PIERRE COLMEZ

(X(x)iéa * ,u) (). Si f est une fonction sur 'y appartenant a l’espace approprié, alors
[ 1@ 8 (@ @) =5 ([ s@zitern) @)
'k 'k

=i+ ([ FEm)@e) ) ()

'k
(| f@x@) s xn)i)

ce qui permet de conclure.

Proposition I1.1.8. — Soient V' une représentation p-adique de Gi et T un réseau de V' stable
par V.

(i) L’application qui & p € HY(K, Zo(T'k,V)) associe (.. "fFK x(z)ip,...) est un isomor-
phisme de H (K, 20(Lk,V)) sur Qp ® (lim HY(K,,T(i))) = Hi, (K, V (i)).

(i1) Si I C Z, Uapplication qui a pu associe la collection des er x(x)in € HY(K,,V (i), pour

i € I et n € N, induit un isomorphisme de H' (K, .@aﬁg(FK, V) sur [Ticr (@ HY(K,,V(i))).

Démonstration. — Modulo le lemme précédent, la remarque I1.1.2 et I'isomorphisme Z(I'k, V(1))
Ag @V (i), le (i) est une réécriture du lemme I1.1.1. Le (ii) quant & lui se démontre en utilisant
'isomorphisme lim Q) ® (Ax /wp) = @glg(FK, Q).

Pour les applications aux fonctions-L p-adiques, on est forcé d’introduire des dénominateurs,
ce qui nous améne naturellement & considérer les groupes de cohomologie H'(K, Z,(T'k,V))
pour r € R, et pas seulement pour » = 0. D’autre part, si I C Z, on a une application

naturelle ¥x-équivariante de Z,(I'x, V') dans @Eﬁg(I‘K, V) et donc de HY(K, 2,(T'k,V)) dans

H(K, Qilg(FK’ V)) et d’aprés le (i) de la proposition I1.1.8, un élément de H'(K, Qaﬁg(FK, V)
n’est rien d’autre qu'une collection d’éléments de H' (K, V (i) pour i € I et n € N vérifiant cer-
taines relations de corestriction et notre but dans ce qui suit est de déterminer quelles conditions
doit satisfaire cette collection d’éléments pour qu’elle soit interpolable, c¢’est-a-dire provienne
d'un élément de H' (K, 2,(T'k,V)). Les démonstrations sont assez pénibles et le lecteur est in-
vité & ignorer la suite de ce chapitre. Au langage prés, beaucoup des résultats qui suivent se
trouvent déja dans [23| (attention quand méme au fait que I’énoncé de la proposition 3.1.4 de
[23] comporte une erreur : on ne peut pas appliquer 'opérateur Tw N(k),—k+j @Pres avoir appliqué

fn,k)~

2. Compléments sur les distributions d’ordre fini. — Si » € R, un élément de
2Tk, V) est déterminé par son image dans .@;{g(FK,V) comme on le voit en utilisant la
proposition 1.4.4 ou la proposition 1.4.5. Le but de ce paragraphe parfaitement ennuyeux est de
donner une caractérisation analogue de H' (Ko, 2, (T, V)).

Soit B un espace de Banach p-adique muni d'une action continue de %x__. L’espace Z1(9k_., B)
des 1-cocycles de 9. dans B muni de la norme du sup. est un espace de Banach p-adique. Nous
noterons BY (Y, B) C Z1(¥x__, B) l'espace des cobords.

Comme il est plus agréable de travailler avec un ouvert compact de Z, qu’avec I'x, on munit
les espaces _@aﬂg(Zp,B) sil CZet P:(Zy,B)si ? € Ry U {temp,cont}, d'une action de % __

I
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par la formule fzp f(x) 05 *x = 5 * (fz,, f(z)p) et comme I'image de @ dans I' est triviale
par définition, l'action de ¥k sur les espaces @a{lg(FK,B) et 77»(I'k, B) que 'on obtient par
transfert de structure est celle définie précédemment. D’autre part, si X est un ouvert compact
de Z, les espaces de distributions & support dans X sont stables par ¥k .

Soit donc X un ouvert compact de Z,. Rappelons que si x € Ry, E(z) désigne le plus grand
entier inférieur ou égal A z. Sin > 1, k € N et r € R, on pose

g,n,k(ﬂ) :pE(n(T_k))/ (x — a)k,u sip€ @;Eg(X, B)etae X
a+p"Zy,

) =P [ (0 (@) < x(@) ' si € T5,(Tk,B) ety € T
v

'k,

Proposition II1.2.1. — Si BY(9x_, B) est fermé dans Z'(9x.__, B), alors

(i) l’applicatifon naturelle de HY (Koo, 21(X, B)) dans H* (Ko, @a[t?éN] (X, B)) est injective quels
que soient r € Ry et N € NU {400} vérifiant N > E(r).

(i) Si p € H (Ko, Zr(X, B)) est tel que [y 2*p =0 dans H (Koo, B) quel que soit k € N,
alors p = 0.

Démonstration. — L’hypothése selon laquelle BY(9_, B) est fermé dans Z!(%x__, B) implique
que B (¥4, B) est un Banach. L’application qui & ¢ € B associe le cocycle 7 — (1 — §;) ¢
élément de B (9, B) est continue et surjective par définition de B(%__, B). Elle admet donc
une section continue s d’apres la proposition 1.1.3.

Soit u € HY (Koo, Z+(X,B)) et T — u, un cocycle représentant u. Dire que l'image de p
dans H' (K, @gféN] (X, B)) est nulle équivaut a ce que le cocycle 7 — [y f(x)pur appartient a
BY %k, B) quel que soit f € LPON(X). La Q,-linéarité de s implique que I'application qui
a f € LPON(X) associe s(T — Jx f(z)pr) nous définit un élément de A de @a[‘?éN] (X,B)) et
la continuité de s implique I'existence d’une constante C' > 0 telle que l'on ait ||s(7 — ¢;)| <

C sup |lcr||. En particulier, on a
TE%KOO

sup ||, k(M < C sup sup |8, 1 (17) |

aeX TEYK o a€EX
quels que soient k € [0, N] et n > 1. Comme 7 — ¢, est un cocycle continu a valeurs dans
Pr(X, B) et comme 9 __ est compact, le membre de droite de cette inégalité est une suite 7(r)-
bornée de R quel que soit & € [0, N]; il en est donc de méme du membre de gauche, ce qui
prouve que A peut se prolonger en une distribution d’ordre . Si 7 € ¥k, pr — (1 — 67) * X est
alors une distribution d’ordre r vérifiant faernzp 2*(pr — (1=38;)x\) = 0 quels que soient a € X,
n > 1et k€ [0,N] et comme on a supposé N > E(r), ceci implique p; = (1 — ;) x A et permet
de démontrer le (i).

Passons a la démonstration du (ii). Soit 7 — p, un cocycle représentant . Par hypothése, 7 —
cnyr = [y (5)pr est un cobord. Soit wy, = (7 — ¢n,7). Le méme raisonnement que précédemment
montre que la suite (1 4 n)~"||wy|| est n(r)-bornée dans R. On en déduit le fait qu’il existe une
(unique) distribution A d’ordre r telle que l'on ait [y (¥)A = w, pour tout n € N. On a alors
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fX( ) (0 —1)x X = fX( )MT quel que soit n € N, d’ou l'on déduit 1'égalité (6 — 1) x A =
puis le fait que p = 0, ce qui permet de conclure.

Corollaire I1.2.2. — Si 'V est une représentation p-adique de Yy, alors

(i) Uapplication naturelle de H (Koo, 2T, V)) dans Hl(Koo,@[0 N](FK,V)) est injective
quels que soient r € Ry et N € N U {+o0} vérifiant N > E(r).

(ii) Si p € HY (Ks, 2-(Tk,V)) est tel qu’il existe kg € N tel que fZ; x(x)*u = 0 dans
HY (K, V) quel que soit k > kg, alors pn = 0.

Démonstration. — BY (9, V) étant 'image de V par une application linéaire, c’est un Q-
espace vectoriel de dimension finie; il est donc fermé dans Z'(¥9k__, V), ce qui permet d’utiliser
e (i) de la proposition I1.2.1 en prenant pour X l'image de I'x par y, pour démontrer le (i). Le
(ii) se déduit de la méme maniére du (ii) de la proposition I1.2.1 en remplagant u par x ()" .

Proposition I1.2.3. — Soient V' une représentation p-adique de Yk, M un réseau de V
stable par G, || llm la norme sur HY (K, V) définie par ||z||lpr < 1 si et seulement si
v € H (Ky,M). SirT € Ry et N est un élément de N supérieur ou égal a E(r), les condi-
tions suivantes sont équivalentes pour un élément p de H' (Ko, _@i?gN](FK, V)

(i) i est dans l'image de H' (Koo, 2, (T, V)),

(it) la suite de terme général sup |87, n(w)llar est n(r)-bornée,

7€l
(11i) quel que soit k € [0, N], la suite de terme général Sup 187 s (W) a1 est n(r)-bornée
velk

L’équivalence entre le (i) et le (iii) impliquent, grace au (i) du corollaire 11.2.2, le résultat

suivant.

Corollaire II.2.4. — Sous les mémes hypothéses, si p € H' (K, 9 (FK, V), alors p appar-
tient & H' (Koo, 2Tk, V) si et seulement si, quel que soit k € N, la suite de terme général

sup 187 k()| a1 est n(r)-bornée.
v€l'k

Les implications (i)=-(iii) et (iii)=-(ii) de la proposition II1.2.3 sont immédiates. Nous allons dé-
montrer I'implication (ii)=-(i) dans le cas plus général ot I est remplacé par un ouvert compact
X quelconque de Z,. Pour cela, nous allons avoir besoin de caractérisations plus commodes des

distributions d’ordre r. Les propriétés (iii) et (v) du lemme suivant en donnent deux en termes
de bases de LPIONI(X).

Lemme I1.2.5. — Sir € Ry et N est un élément de N supérieur ou égal ¢ E(r), un élément
w de PONN (X, V) est dans Uimage de ,(X,V) si et seulement si il satisfait l'une des propriétés
équivalentes suivantes :

(i) La suite de terme général <sup sup ||5] k(,u)”) est n(r)-bornée.
aeX 0<k<r Y

(ii) La suite de terme général (sup ||ﬂgnN(,u)H> est n(r)-bornée.
acX w

(iii) La suite de terme général ( sup sup |8 k(1 )||> est n(r)-bornée.
aeXN[0,p7—1] 0<k<r
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(iv) La suite de terme général ( sup sup Hﬁgnk(u)ﬂ) est n(r)-bornée.
aeXN[pr—1,pn—1] 0<k<r 77

(v) La suite de terme général ( sup HﬁgnN(,u)H) est n(r)-bornée.
anm(uNO[p" T4gpm (Z+1)P"—1])

Démonstration. — L’appartenance de p & Z,(X, V) est équivalente a (i) d’aprés la proposition
[.4.5. D’autre part, (i) implique le reste de maniére évidente et les implications (ii)=(v) et
(iii)=(iv) sont immédiates. Pour démontrer les autres, introduisons les quantités

Crg = sup 180,k Cop= sup 167, ()]
aeX a€eXN[0,p7—1]
3
Crk = sup Hﬁan il Cry = sup 182,k ()l
aeXN[pr—1pn— a€XN(UN  [pn—14ip™,(i+1)pr—1])
Sia € X, il existe ag € [0 p" —1]NX et b € p"Z, tels que 'on ait a = ag + p"b. De 'identité
k(1) = Z o )bk “Bro. ni(1) on tire 'inégalité C%k < sup Crlch et 'implication (iii)=-(i).
0<i<k

Si ¢ est la famille d’éléments de Q définie par Xk = Zi’io cip(X — i), on a 627n7k(u) =
Zi]\io CikBatipn ~ (1), d’ott 'on tire les inégalités

Cpp < (sup |exi)Cp n et Co < (sup |exi)Ci x
0<i<N 0<i<N

ainsi que les implications (ii)=-(i) et (v)=-(iv).
Finalement, de I'identité

JCET N R
a+p"Zy a+pn—1Z,

on déduit la formule

ko P2t .
g,n,k(:u) = Pr_kﬂg,nfl,k(ﬂ) - Z ( ) Zp]_kik_]ﬁg—}—ip"*l,n,j('u)

=0 M/ o

p—1

>/ (@~ a)t,
a+ipn—14+pnZ,

=0

puis I'inégalité C1 < sup(ph~ TC'I s iugk pFI wa-) et Pimplication (iv)=-(iii), ce qui permet de
conclure. s

Revenons & la démonstration de la proposition 11.2.3. Soient » € Ry, N un entier supérieur ou
égal E(r) et p € HY (Ko, @[0 N] (X, V)) tel que la suite de terme général sup,ex 135, v (1)l ar
soit n(r)-bornée. Soit 7 — L, un cocycle représentant p. L’hypothése précédente est équivalente
a lexistence d’une famille (wq p)qe X,n>1 d’éléments de V' telle que la suite de terme général

Supsup 1885 (tt7) = (1 = 67) * wan|
TEY o AEX

soit n(r)-bornée. Les Loipnz, (z — a)™ pour n > 1 et a € (U [p" ' +ip™, (i + 1)p" — 1)) N X
forment une base de LPION. 11 existe donc une unique distribution A\ € .@a[l(l)éN] (X, V) telle que
Pon ait ﬂg7n7k( ) = wq ., quels que soient n > 1 et a € (UN  [p"~t+ip™, (i+1)p" —1])N X. 1l suffit
alors d’utiliser la caractérisation (v) des distributions d’ordre r pour montrer que g — (1 — ;) * A

peut se prolonger en une distribution d’ordre r et conclure au fait que 7 — p, est dans 'image
de HY (Koo, 21(X,V)).
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3. Lien entre H(K, 2,(T'k,V)) et HL (K,V).

Proposition I1.3.1. — Le Diemp(I'i)-module H\(K, Dremp (L, V) a une Zo(I'k)-structure
naturelle. Plus précisément, si v € Ry J{temp}, Uapplication naturelle de Z,(Tk) ®n,
HYK,20(Tk,V)) dans HY(K, 2,(Tk,V)) est un isomorphisme.

Démonstration. — Malgré son apparence tautologique, cette proposition n’a pas l'air d’étre
purement formelle. Sa démonstration nécessite de comparer 2 normes naturelles sur un espace de
cohomologie, ce qui se fait grace au lemme I1.1.6 qui lui-méme utilise la dualité locale. Sin € N,
on déduit du lemme de Shapiro I'isomorphisme H(K,, %,(T'k,,V)) & HY K, 2.(T'k,V)), ce
qui permet, quitte & remplacer K par K, de supposer que I'k est isomorphe & Z,,. D’autre part,
utilisant la suite exacte d’inflation-restriction, on se raméne & démontrer que, si r € Ry | J{temp},
I’application naturelle de Z,(I'x) @, H' (Koo, 20(Tr, V))'E dans HY (K, 2, (T, V))'E est
un isomorphisme.

Soit v un générateur topologique de T'k. Si n > 1, soient v, = (0, — §1)* € Ag et
A, = Ak /vnAk. On munit 2(T'k) /v = 2,(T')/vn de la norme || ||;, définie par ||z|, = 1
si et seulement si x appartient au réseau A,,. Notons que si r est fini, alors p € Z,(T'x) si et
seulement si la suite de terme général (1 + n)~"||u||, est n(r)-bornée, comme on le voit en uti-
lisant l'isomorphisme Z,(I'x) = 2,(Z,,Q,) et le (ii) de la proposition 1.5.2. Soit M un réseau
de V stable par 9x. On munit H!(K, A, ®ZPV) de la norme || ||as,, définie par ||z|[ar, < 1 siet

seulement si = appartient au réseau image de H'(K, A, ®, M).
¥

Lemme I1.8.2. — Si (V(—1))?¢ =0, alors

(i) les groupes Ay, @4, H' (Koo, 20T, V))TE et HY (Koo, Ay ®sz)FK sont naturellement iso-
morphes.

(i3) Si p1,. .., uq forment une base de H' (Koo, 20Tk, V)UK sur 20(T'k), leurs images par
7, forment une base de H' (Ko, Ay, ®sz)FK sur Do0(T'r)/vn = Qp ® Ay,

(iii) Il existe C > 0 ne dépendant pas de n tel que, si p € H (Koo, Ay, ®ZPV) et st A1, .., A\g
sont les coordonnées de p dans la base mn,(p1), ..., mn(1d), alors (| Nilln < Cl|pl|ar,n quel que soit
ie{l,...,d}.

Démonstration. — Posons X = Ak ®z, M et,sin € N, X, = A, ®z, M. On part du diagramme
commutatif

0
!
0 — Ap@ H'(Tg, X7w) — H'(Tg, X)") — H*(Tg, X7k )n=0 —
K
L l
0 — A, ®A Hl(K,X) — Hl(K,Xn) N HQ(K,X)”HZO =0
K
l l
ker — An ®, H' (Koo, X)'% — H'(Koo, Xp)'® — coker — 0
K

! !
0 0
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dans lequel la premiére (resp. deuxiéme) colonne provient de la suite d’inflation-restriction pour
Ag @, M (resp. Ay, @, M ) et les premiére et deuxiéme lignes des suites exactes courtes de coho-
P

mologie que 'on déduit de la suite exacte
0—>AK®ZpMi>AK®ZpM—>An®ZpM—>O

et de son homologue obtenue en prenant les points fixes par ¥ . Comme I'i est procyclique,
le groupe H?(I'g, Ax ®, M YKo ) est nul et un petit exercice de chasse au diagramme montre
P

que ker = 0 et coker est isomorphe & H?(K,Ax ®, M)¥»=0_ On a d’autre part, V(—1)%% =
P

(V(—l)(jKoc)’yzl = H*(K,Ax ® V)7~ et donc, sous I'hypothése V(—1)“c = 0, le groupe
H?(K, A ® V)"»=0 est nul quel que soit n > 1. On en déduit le fait que H?(K, A ®ZPM)”":O
est inclus dans le sous-groupe de torsion de H?(K, A ®, M). Le (i) s’en déduit en tensorisant
la derniére ligne du diagramme ci-dessus par Q,. ’

Le (ii) est une conséquence immédiate du (i). Le sous-groupe de torsion de H?(K, Ax ®sz )
est fini puisque H?(K, Ak ®sz ) est isomorphe au dual de Pontryagin de (M”(1))?Ke et est donc
de type fini sur Z,,; il existe donc k; € N tel que p* annule le groupe H2(K, Ay ®ZPM)””:O quel
que soit 7 > 1. Finalement, il existe ko € N tel que le sous-A g-module de H' (K, Z20(T'x, V))&
engendré par fi1, .. ., jig contienne p*2 H' (Koo, M ®z, Ax)VE et on peut prendre C = p*1 12 ce
qui permet de conclure.

Revenons a la démonstration de la proposition 11.3.1. Comme on I’a déja constaté, 'application
qui & u € 2,(Tk,V) associe x(z)ku € 2,(Tk,V(k)) est un isomorphisme ¥x-équivariant, ce
qui fait que I'on peut remplacer V par V(k), et donc supposer que (V(—1))%% = 0. Soit A\ €
HY Ky, 2,(T'k, V))'K. On tire du lemme précédent le fait que les coordonnées Anly-s And €
Py de mp(N) dans la base mp(p1), . .., T (pa) vérifient || Ay illn < C|lmn(X)||arn et done, puisque
A € HY(K, 2,(Tk,V)), que si r est fini, alors les suites n"||\, ;|| sont 7(r)-bornées. Comme
d’autre part, on a Ap41,; = A\p; modulo v, on en déduit 'existence (et I'unicité) de Ay, ..., A\g €
2r(T'i) vérifiant \; = Ay, ; modulo v, quel que soit n € N. On vient donc de montrer que si
A€ HY (Ko, 2,(Tk, V))'5 il existe un unique d-uplet d’éléments de Z,(I'k) tel que I'image de
A— Zgzl Ai % pt; dans H' (Ko, V ® A,,) soit nulle quel que soit n € N. On en déduit alors, en
utilisant I'isomorphisme

D (Ti) vn = Dy (Zy Q) /(31— b0)*"
le (i) de la proposition 1.5.2 et le (ii) de la proposition I1.2.1, que A = Zle Ai* i, ce qui permet de
démontrer I'isomorphisme entre H'(Koo, Zr(Li, V))T'E et 20(Tk) @py H (Koo, Zo(Ti, V))TE
dans le cas ou 7 est fini. Le cas de Zemp s’en déduit par passage a la limite inductive.

III. Rappels sur les anneaux de Fontaine et les représentations p-adiques

1. Les anneaux #, Ay, B;R, le corps Bgr et les éléments ¢, t et w.— Soit C, le
complété de Qp pour la topologie p-adique. Soit Z 'ensemble des suites = (2@, ...,z .. .)
d’éléments de Oc,, vérifiant (D) = 2 On munit Z des lois + et - définies par = +y = s

o s = lirJrrl (w(”+m) + y(”“"))pm et -y =t avec t() = 2(My(™ ce qui fait de Z un anneau
m—-+00

de caractéristique p parfait et complet pour la valuation vy définie par vy () = vp(x(o)). Soit
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= (1, @ el .) un élément de Z tel que e # 1, ce qui implique que si n > 1, alors
a( ") est une racine primitive p"-iéme de 'unité. Si n > 1, on note &, = (¢, D ) 1a racine
p™-iéme de € dans Z.

Soient Ajnr = W(Z) 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans #Z, ¢ ’endomorphisme

de Frobenius de Ajy¢ et, si x € Z, soit [x] son représentant de Teichmiiller dans W (Z). L’homo-

morphisme 6 de Aj,¢ dans Oc, qui & SoF T[] associe ZJFEB p”xq(@) est surjectif, son noyau

[e]-1

est un idéal principal dont w = s est un générateur et (Ajyf, 0) est 'épaississement p-adique

universel de Oc,,.
On prolonge # en un morphisme de Bmf = Ainf[%] sur C,, on note BcTR I’anneau

+
hm Bmf

(ker§)™ et on prolonge # par continuité en un morphisme de By sur C,. Ceci
falt de B;R un anneau de valuation discréte d’idéal maximal kerf et de corps résiduel C,.
L’action de ¥ sur B;f s’etend par continuité en une action continue de ¥k sur BCTR. La série
logle] = S22 %([5] —1)™ converge dans B vers un élément que nous noterons ¢, qui est
un générateur de ker 6 sur lequel o € ¥ agit via la formule o(t) = x(o)t, on x est le caractére
cyclotomique, et qui peut étre vu comme un analogue p-adique de 2¢7.

On pose Bgr = B(J{R[t_l}, ce qui fait de Bgr un corps et on munit Bgr de la filtration

décroissante définie par Fil'Bggr = tiBIR. Cette filtration est stable par 'action de ¥x.

2. Les anneaux Bg;s, Bmax €t Beont.— Soit A, le sous-anneau de BIR constitué des
éléments = de la forme Zn Oan(p)n, ol a, est une suite d’éléments de A, tendant vers 0

quand n tend vers +oo, Bf = = Amax[ ] et Bnax = B [1] De méme, soit Agys le sous-

max
anneau de B+R constitué des éléments x de la forme Zn 0 On o1 n, , Oll a, est une suite d’éléments
de A, tendant vers 0, BCrls = ACHS[ | et Beyis = B:;ls[l] On aurait pu, dans la définition de
Aax et As, remplacer w par n 1mporte quel élément u de A, dont la réduction w modulo
p vérifie vp(uw) = 1. En particulier, on aurait pu remplacer w par n’importe quel générateur
de A Nkerd. Les actions de ¥k et ¢ sur Biys s’étendent par continuité & Beis et Bpax qui
contiennent ¢ et on a (t) = pt.
Dans cet article, nous utiliserons systématiquement By, au lieu de Bjs pour des raisons de
confort topologique. La raison est que la topologie de B.;s est un peu désagréable. Le lecteur

pourra par exemple méditer sur le fait suivant. Par construction de B, , la suite de terme général

cris?

Ty = (257__1;, ne tend pas vers 0 dans B . , mais la suite de terme général wz,, = p” ,,, , tend,

cris’?

elle, vers 0; on en déduit le fait que la suite de terme général tz, tend vers 0 dans Bjrls et donc

que la suite x, tend vers 0 dans B;s et que la topologie de B induite par celle de Bis n’est
pas la topologie naturelle sur Bcrls

L’anneau B est celui avec lequel on a pris ’habitude de travailler car il est relié de prés

cris

a la cohomologie cristalline. Le remplacer par By .x ne pose pas de probléme pour I'étude des
représentations p-adiques car on a ©(Bmax) C Bais C Bmax et les périodes des représentations
p-adiques vivent dans des espaces de dimension finie stables par ¢ et sont donc éléments de
Beont = ﬁ+ 29" (Beris) = ﬁ:o‘igpn(Bmax). D’ailleurs, la conjecture Cgys de Fontaine a d’abord
été énoncée en utilisant Beony (que I'on note ici de cette maniére a cause de son lien avec les
distributions continues cf. proposition VII1.3.1) au lieu de Bgys et les résultats de Fontaine-

Laffaille [13] utilisent un anneau trés proche de ¢(Bmax). On a en particulier Bfas = Bfml.
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On munit Bt

Fax d'une structure d’espace de Banach p-adique grace a la norme || ||max définie

par le fait que ||z||max = 1 si et seulement si z € Apax — PAmax. L'avantage de travailler avec
Biax au lieu de B, vient de la proposition suivante.

Proposition II1.2.1. — Si x et y sont deux éléments de B, alors

max’
71H5U||maxuy||max < lzyllmax < |7/ max/|¥ |l max-

On tire de cette proposition le fait que la division par un élément de B, est continue pour
la topologie de B, et donc que la topologie de B induite par celle de t "B}

max
celle de Bf,.. On en tire aussi le fait qu'un endomorphisme injectif d'un B}, -module libre de

F o est encore

rang fini induit un homéomorphisme de ce module sur son image.

Lemme II1.2.2. — Si u est un générateur de Aine Nker 6, tout élément de Aax peut s’écrire
(de maniére non unique) sous la forme 32 0[(1”](]3)", ot (an)neN est une suite d’éléments de
Z tendant vers 0 quand n tend vers +oo.

Démonstration. — Soit & € Apax. Par définition, cela signifie qu'il existe une suite (z,)neN
d’éléments de Aj,¢ tendant vers 0 quand n tend vers +oco telle que 'on ait Zn 0 n( ) Soit
s une section de I'application (surjective) qui a a € Z associe 6([a]) € Oc,. La suite (an)neN
d’éléments de & définie par récurrence a partir des formules a_1 = 0, yo = xg et, sin > 1,
an—1 = $(0(yn-1)) et yn = xp +py”17[a"1]
si on remarque que vg(an) = vp(0(yn)) = inf(vp(0(xn)), vp(0(yn—1)) + 1) tend vers +o00 quand n
tend vers +o0.

répond & la question comme on peut le constater

Lemme II1.2.3. — Soit (zy,)neN une suite d’éléments de Ains tendant vers 0 quand n tend vers
+00. Six = +°% xn(p)n n'appartient pas ¢ pAmax, alors il existe n € N tel que v,(0(xy)) < 1

Démonstration. — Supposons que v,(0(xy,)) = 1 quel que soit n € N. Soient a, = s(p~10(zy,))
et b, = “_Tp[a”], ce qui fait que 'on a z,, = play] + uby,. Les suites ([an])nen €t (bn)nen sont des

suites d’éléments de Aj,¢ tendant vers 0 quand n tend vers +o0o et on a x = p( ;:o%[an] (;)n +

Z+°° bn, ( )n—H) € pAax, ce qui permet de conclure.

Soit p = (p@,...,p"™,...) un élément de Z vérifiant p(® = p, ce qui fait de [p] — p un
générateur de Aj,r Nkerd.

Lemme II1.2.4. — Soit a € Z vérifiant vy (a) < 2. Soit (zp)neN une suite d’éléments de Ajng
tendant vers 0 quand n tend vers +oo telle qu’il existe n € N pour lequel v,(0(zy,)) = 0. Alors

= | ]Zk 0 2k ([p]pp) n’appartient pas i p> Amax.

Démonstration. — Soit ng tel que vy(0(zn,)) = 0 et soit N = ng + 1. Soit A = Ayue/(p?, p[p))
Ae/ (P, p([p] — p)). 1l suffit de vérifier que I'image de z dans Apax/(p?%, p[p), (@)N) =
A[X]/(XN,[p] — p — pX) est non nulle.

Quitte & multiplier « par p, on peut supposer v («) > 1. Un élément de A s’écrit de maniére
unique sous la forme [z] + p[y] avec © € X et y € Z/pZ et comme vy(a) 2 1, si z, =
S 20 pFzn k], alors I'image de z dans A[X]/(X™N, [p] —p—pX) est aussi celle de Zn olazn o] X
Si cette image est nulle, c’est qu’il existe P € A[X] tel que le polynéme ([p] —p — pX)P(X) —
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SN [azn,0] X" soit divisible par XV et comme p([p] —p — pX) = 0 dans A[X], on peut prendre
P de la forme Zg:_ol [an]X™, les ay, appartenant a Z. Considérant le terme de degré n, on obtient
les relations az, 0 = pan, et an—1 + ay, € p%. Appliquant ceci pour n = ng (resp. n = ng — 1),
on obtient vy (an,) = vg(a) — 1 et vg(an, + ang—1) = 1 [resp. vy (an,—1) > ve(a) — 1], ce qui
implique vz (an, + ang—1) = vz(a) —1 > 1 et est impossible car on a supposé ve(a) < 2. Ceci
permet de conclure.

Lemme II1.2.5. — Six ety sont deux éléments de Amax n'appartenant pas & pAmax, alors xy
n’appartient pas d p> Amax.

Démonstration. — Soit (z;)ien (resp. (y;)jen) une famille d’éléments de % tendant vers 0 quand
i (resp. j) tend vers +00 telle que I'on ait z = > [2]( p]p )" [resp. y = ;“208 [y;] (WT_p)j]. Soit
i (resp. jo) le plus petit entier tel que I'on ait vy (z;) > vg(xi,) [resp. vz (y;) = v#(yj, )| quel que
soit i [resp. j| appartenant & N. Comme z (resp. y) n’appartient pas & pApax, on a ve(z;,) < 1

[resp. v(yj,) < 1] d’aprés le lemme II1.2.3. Posons o = x;,y;, et zp = Ziﬂ»:k[wfj] de telle

sorte que vgp(a) < 2 et xy = [a] Y520 2k ([ﬂ;p)k. Par construction, on a vp(6(zi,+j,)) = 0 et on
peut donc utiliser le lemme précédent pour conclure.

La proposition III.2.1 se déduit de ce lemme.

3. La suite exacte fondamentale.

Proposition I11.3.1. — La suite
0— Qp — Bmax — Bmax ® BdR/Bji_R — 0,

dans laquelle Uapplication de Bnax dans Bpayx @ BdR/B(}LR est celle qui a x associe ((1— @)x, )
et ot l'on a utilisé Uinjection naturelle de Buax dans Bar pour définir la seconde composante,
est exacte et scindée en tant que suite exacte de Qp-espaces vectoriels topologiques.

Démonstration. — On peut trouver une démonstration de cet énoncé avec B au lieu de Byax
dans [15] et la démonstration qui suit en est une adaptation. Pour démontrer I'exactitude, il
suffit de prouver que la suite

(I11.3.2) 0 — Qp — Bfiyx — Bar/Blg — 0

X
est exacte et 1 — ¢ : Bpax — Bmax est surjective.

Commencons par le plus facile, & savoir la démonstration de la surjectivité de 1 — ¢. On a
‘oo —ip+
Bhax = U Jt'B

+ .« et résoudre I'équation (1 — ¢)(t~'z) = (t~'y) est équivalent & résoudre
I’équation (1 —p~ip)(x) = y. Il suffit donc de prouver que si i > 1, alors 'application 1 —p~i¢p :
Bf. — BJr

max max
1 — p~ iy a formellement deux inverses possibles, & savoir

+oo
Zp_kigok ou Zpkz —k
k=0
[p]"

D’autre part, tout élément de B, peut s’écrire sous la forme Zn 0 @n "y, OU ap est une suite

est surjective.

d’éléments de B+ ¢ tendant vers 0 dans B ¢ et quitte a multiplier  par une puissance de p, on
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peut supposer que les a,, sont dans A, auquel cas la série — Z;ﬁ? p*p~*(ag) converge dans

Aj¢ vers un élément yo vérifiant (1 — p~y)(yo) = ao.

De plus, on a p"%’“(%) =p

np*—n—ik [D]"™P
p"Pk

et comme la suite double (pour n > 1,k € N) de

terme général npF — n — ik est minorée par une constante m(i) et tend vers +oo quand n + k
tend vers +oo, la série double

“+00 400 o npk
k_n—ik P
Zzwk(an)pnp n zk[ ] .
p"r
n=1 k=0
converge dans B, vers un élément y; de p~™ A verifiant (1 —p~p)(y1) = S0 an% =

z — ag. On a donc (1 — p~¢)(yo + y1) = z, ce qui permet de conclure.
+

Passons & la démonstration de I'exactitude de la suite I111.3.2 Comme B = Uy 20t "B,

il suffit de prouver que si k € N, alors la suite

0— Q, — ("B}

max

=1 —kp+ +
)P —t " Bir/Big — 0
est exacte ou encore, multipliant tout par t* et utilisant le fait que @(tk) = pFtk, que la suite

(I11.3.3) 0 — QutF — (B

k
p=p + 4k
max) BdR/t 0
est exacte, ce que nous ferons par récurrence sur k en utilisant le lemme suivant dont la démons-
tration sera faite plus loin.

Lemme II1.3.4. — Sixz € B}, est tel que p'(x) € kerf quel que soit i € N, alors ¢(z) est

max
divisible par t dans B .

Revenons a la démonstration de 'exactitude de la suite 111.3.3. Si £ = 0, on tombe sur la
proposition suivante.

Proposition II1.3.5. — (B{,.)?7! = Q,.

max

Démonstration. — 11 suffit de prouver que ALY = Z,. Soit x € ALY On peut écrire x sous la
forme Z:ﬁ% wn% ol (Zp)neN est une suite d’éléments de A, tendant vers 0. Si i € N, on a
alors

[p]"™”
p

z=¢'(x) =Y p"" V' (2) " — = ¢ (20) mod P A

n=0
On en déduit le fait que x est la limite de la suite de terme général ¢ (zg) et donc appartient a
AT =12,

inf
Pour £ > 1, il y a deux choses & vérifier. La premiére est que ’ensemble des éléments de
(B )‘p:pk qui sont divisibles par t* dans B(‘;R est réduit a Q,t* et la seconde est que 'application

de (B

max

Soit donc z € (Bf, )?=P" N t*B1;. Le lemme I11.3.4 permet de montrer que ¢(z) et donc
)‘P:pk*1 est
divisible par t*~! dans B;{R, ce qui permet de montrer, utilisant ’hypothése de récurrence, que

y € Quthl et z € QutF.

)¢=Pk sur Bji'R/tk est surjective.

x = p~Fp(z) est divisible par ¢ dans B, . On peut donc écrire z = ty, ot y € (B,

max* max
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Soit maintenant = € Bl;. Soit 08 ={x € ¢, | |[v— 1| <1}. L’application log : & — C,
est surjective ; on peut donc trouver a € O’ tel que (log a)* = 0(z). Soit & € Z tel que &) = a.
On a alors 2 —log([@])* = ty dans BJ;. Par I'hypothése de récurrence, il existe yo € (BJr ye=pt!

max

tel que y — yo € t* 1B, et alors g = log([@])* + tyo est un élément de (B, )‘P—p congru a x

max

modulo t*, ce qui permet de d’établir la surjectivité de I'application de (B, )9~ P sur B+ r/ th

max
et termine la démonstration de I'exactitude de la suite fondamentale (modulo le lemme III.3.4).

Passons a la démonstration du lemme III.3.4.
Lemme II1.3.6. — Soit a € Ajys dont l'image @ dans Z est non nulle ; alors (a) N (p) = (pa).

Démonstration. — Si z € (a) N (p), on peut écrire x = ay avec T = 0 car = € (p) et d’autre part,
on a T = ay, ce qui implique § = 0 car Z est intégre et donc y € (p) et = € (pa).

Lemme II1.3.7. — Soit I = {x € Ay | ¢"(z) € ker 0 quel que soit n € N}. Alors I est l'idéal
de Ains engendré par ([e] —1).

Démonstration. — Soit I, = ( el ) Montrons que I = N{21,. En effet, si z € I N I,, on

[en]—
1xn et donc ¢"(x) = [8[]} " (7y) et comme 0([[]] 11) =phsizx el

peut écrire x = [[ ]}
cela implique ¢™(z,,) € ker §. Comme ker @ = I; et ¢ est bijectif sur Aj,s, on peut écrire " (zy,)
sous la forme ¢"(z,) = [L]} 70" (Znt1) et on obtient » = %
x € Ih,4+1. Comme d’autre part, I C kerf = I;, on en déduit par récurrence sur n le fait que I

Tn+1, C€ qui montre que

est inclus dans U'intersection des I pour k < n et 'inclusion inverse étant évidente, cela termine
la démonstration de 1'égalité I = ﬂ n-

Soit alors ¢ I'inclusion de ([e] — 1) danb I. On cherche & montrer que ¢ est une surjection et
comme ([e] — 1) et I sont complets et séparés pour la topologie p-adique (car fermés dans Ajus
qui Vest), il suffit de vérifier que ¢ induit une surjection modulo p. Or on a

() = va(Fa) + va(E ) > val S ) = (1 uale = 1),
On en déduit, en passant a la limite, I'inégalité v, (T) = vep(e — 1) et le fait qu'il existe y € Ajye
tel que z =z — ([e] — 1)y € pAjn¢. Ceci implique que si n > 1, alors z € I, N pAjns = pl,, d’aprés
le lemme 15.1 et donc que z € N'2{pl,, = pI. On a donc = — ([e] — 1)y € pl, ce qui permet de
conclure.

Lemme II1.3.8. — Six € Ay est tel que ©*(z) € ker @ quel que soit k € N, alors o(x) est
divisible par ([8]7—1)

Démonstration. — D’apres le lemme I11.2.2, on peut trouver une suite (a,)pen d’éléments de Z
tendant vers 0, telle que x s’écrive sous la forme Zn O[Gn](p) et comme x appartient a ker 6,

on a ag = 0. D’autre part, p(3) — 1 = > ! [E] L est divisible par & On en déduit le fait

que modulo M%, on a ¢F(z) = Y*(3 TN [a ]) sik > 1 et que oz ) € kerd si et seulement
si o( :3 [an]) € kerf. D’aprés le lemme II1.3.7, ceci entraine qu’il existe y € Ajys tel que

(3" an)) = ([e] — 1)y et permet de conclure

Lemme II1.3.9. — [E]%l est une unité de Apax.
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Démonstration. — [E] =y G =1+ (1 [E]) € 1+ pApax, ce qul permet de

n+l n= 1 n+1 p
conclure (dans le cas p = 2, il faut modifier argument et utiliser le fait que 1_4[51 = 2[51] ! 2[81] €

Amax) .

Le lemme II1.3.4 est alors une conséquence immédiate des lemmes 111.3.8 et TI1.3.9.

Finalement, I'existence d’un scindage continu est une conséquence de la théorie générale des
et BZ = IBJF

espaces de Banach p-adiques. Plus précisément, notons 4; = ¢t 'Bf o ax

max

t_iBj{R/Bj{R sii > 1, ce qui fait de A; et B; des espaces de Banach p-adiques quel que bOlt
> 1. D’autre part, la proposition I11.2.1 implique que B; est fermé dans B;11; on peut donc
trouver un supplémentaire fermé C;1q1 de B; dans B;i1. Il résulte de la démonstration précé-

dente que si i > 1, lapplication f de B . dans B}

max

@ BdR/B+R est une surjection de A;
sur B;. On peut donc trouver une section continue s; : By — A de f et, si ¢ > 2, une section
continue s; : C; — A; de f et comme t~'B, & t7'Bl; /By = B1 ® (85C;), l'application

max

’B$aX Dt ZB:{R/B(TR — Bumax qui coincide avec s1 sur By et s; sur C; si ¢ > 2, est une

section continue de f par construction.
Le méme genre d’arguments permet de construire un supplémentaire fermé B de Q, dans
Bnax et donc de scinder continuement l'injection Q, — Bmax, ce qui termine la démonstration.

4. Représentations cristallines et représentations de de Rham. — Soit K une extension
finie de Q. Soit V' une représentation p-adique de ¥k . Le K-espace vectoriel Dgr (V') = (Bar ®
V)?K est de dimension inférieure ou égale a celle de V sur Q. On dit que V' est de de Rham s’il
y a égalité. D’autre part, Dgr (V) est muni de la filtration induite par celle de Byg ; c’est une
filtration décroissante et on a Fil'Dgr (V) = Dgr(V) si i < 0 et Fil'Dgr(V) = {0} si i > 0.

Le K N Qp-espace vectoriel Deyis(V) = (Bmax ® V)?K est aussi de dimension inférieure ot
égale a celle de V' sur Q,, et on dit que V est cristalline s’il y a égalité. Comme nous 1’avons
mentionné plus haut, utiliser Bpax au lieu de Beyjs pour définir Deyis(V) ne change rien au
résultat. L’action de ¢ sur Bpax commutant a celle de ¥k, ceci munit naturellement D is(V)
d’une action semi-linéaire (relativement & la structure de K N Qp-espace vectoriel) de .

Si M est un Z,[9x|-module, on note M (k) le tordu de M par la puissance k-iéme du caractére
cyclotomique et © — z(k) I'isomorphisme Z,-linéaire de M sur M (k). Si V est une représentation
p-adique de Y, alors Dar(V (k)) =t *Dar(V) et Deris(V(k)) = tFDeyis(V) ; en particulier, si
V est cristalline ou de de Rham, il en est de méme de V (k).

Finalement, si V' est une représentation p-adique de ¥k, on pose

Dr(V) = (B¥7! @ V) 7Koo,

max

Le module Dy (V) est trés lié au module H (K, V), comme on le verra au chapitre VI et sa
structure est étudiée au chapitre IV.

5. L’application exponentielle de Bloch-Kato et sa duale.— Soient K une extension
finie de Q, et V une représentation p-adique de ¥ . Tensorisant la suite exacte

0— Q, — Bfo — Bar/Bl; — 0

X
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avec V et prenant la suite exacte de cohomologie associée, on obtient la suite exacte

0— V% - DNV — ((Bar/Blg) @ V)7 — HY(K,V) — 0,

cris

ot I'on a noté H!(K,V) le noyau de I'application naturelle de H'(K,V) dans H'(K, Bfas

V). On en déduit une application de Dggr (V) dans H'(K,V) appelée exponentielle de Bloch-
Kato et notée expy,. Cette application se factorise a travers Dar(V)/Fil®Dgr(V) et son image
est incluse dans H!(K,V). D’autre part, si V est de de Rham, on a ((BdR/Bj{R) ® V)9 =
Dar(V)/Fil’ Dggr (V) et l'image de expy, est H}(K, V) tout entier [4], Lemma 3.8.1. Finalement,
si V est de de Rham et k > 0, alors expy/ () est un isomorphisme de Dqg (V' (k)) sur HY(K,V(k)).

Soient B (resp. Bz) un supplémentaire fermé de Q,, dans Fil'Bay (resp. Bﬁ;i) et B=B1®
Bs. On note Eulg 'isomorphisme de By sur By = Fil’ B inverse de 1 — @ et eg 'isomorphisme
de BdR/BjR sur By = B?=! inverse de la projection modulo BIR. Les isomorphismes Eulp et
ep sont continus.

Lemme II1.5.1. — Si x € Dgr(V') et T est n’importe quel élément de Buax ® V' dont 'image
modulo B:{R est égale a x, alors expy (x) est représenté par le cocycle qui 6 T € 9 associe
(1—=0,)*2—(1—0;)*Eulp((1 —¢)Z).

Démonstration. — Par construction de l’application de connexion, expy, (x) est représenté par le
cocycle qui & T € ¥ associe (1—6;)*ep(x). D’autre part, si prg désigne la projection de Byax sur
B parallélement & Q,, alors ep(Z) et prg(Z) —Eulp((1—¢)Z) sont par construction des éléments
de B® V qui ont méme image par (1 — ¢) et modulo BIR; ils sont donc égaux. Finalement, T
et prp(z) ne difféerent que par un élément de V' et le cocycle 7 — (1 — d;) * (Z — prp(¥)) est un
cobord, ce qui permet de conclure.

Le choix de ¢ nous fournit un isomorphisme entre Dgr(Qp(1)) = t 'K et K. Si V est une

représentation de ¥, 'accouplement [, |p ar (V) Obtenu en composant les applications
~ - TK/Q
DdR(V) X DdR(V*(l)) — DdR<V & V*(1)> — DdR(Qp(l)) &K —>pr

est non dégénéré, ce qui fait que Dy (V™*(1)) s’identifie naturellement au dual de Dgr (V). De
méme, H'(K,V*(1)) s’identifie naturellement, grace au cup-produit

H'(K,V) x H'(K,V*(1)) — H*(K, Qp(1)) = Qp,

au dual de H'(K,V). Ceci permet de voir 'application eXPlrx (1) transposée de ’application
expy«(1) : Dar(V*(1)) — H'(K,V*(1)) comme une application de H'(K,V) dans Dgr(V). Si
V est de de Rham et k£ > 0, I'application exp}"/*(1+k) est un isomorphisme de H'(K,V(—k)) sur
Dgr(V (—k)). Cette définition de I’application exponentielle duale n’est pas trés commode pour
les calculs (il faut dualiser deux fois), mais on a la proposition suivante due a Kato.

Proposition I11.5.2. — Si V' est une représentation de de Rham, Uapplication qui ¢ r €
Dgr(V) associe le cocycle T — xlogx(7) € Dqr(V) C Bgr ® V induit un isomorphisme de
Dar(V) sur HY(K,Bqr ® V) et lapplication exp}"/*(l) est la composée de linverse de cet iso-
morphisme avec l’application naturelle de H (K, V) dans H'(K,Bqr @ V).
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Démonstration. — Proposition 1.2.3, définition 1.2.4 et (i) du théoréme 1.4.1 du chapitre II de
[19].

IV. Cohomologie galoisienne des anneaux de Fontaine.

Le théeme général de ce chapitre est qu’il ne se passe rien entre K, et Qp (I'extension Ko /Qp
est profondément ramifiée dans la terminologie de Coates et Greenberg ou 'extension Qp /K
est presque étale dans celle de Faltings). Les résultats obtenus sont des généralisations de ceux
de Tate [31] et Sen [26]; les méthodes de démonstration sont d’ailleurs largement inspirées de
celles de Sen. Des résultats du méme genre ont été obtenus par Cherbonnier [5].

1. La méthode de Sen.— Soit A un anneau local complet pour une valuation v4 & valeurs
dans R4 U {400} muni d’une action continue de ¥k, . Considérons les 3 conditions suivantes

(C1) Quelle que soit I'extension finie L de K., 'extension Frac(A?L)/Frac(A%%~) est une
extension séparable de degré [L : K.

(C2) Si L est une extension finie de K., I'idéal maximal de AL n’est pas réduit a 0 et
si Ly C Lp sont deux extensions finies de Koo, alors 'image de Iidéal maximal de A“F1 par
application Try, ,r,, contient (et donc est égal &) I'idéal maximal de A%,

(C3) La restriction de v4 & A%~ n’est pas discréte.

Remarque IV.1.1. — i) La condition (C2) implique que si Ly C L; sont deux extensions finies
de Ko et si m € A% vérifie va(m) > 0, alors il existe a € Frac(A%E1) vérifiant va(a) > —va(m)
et Trp, /ro(a) = 1.

ii) L’anneau Oc, vérifie les conditions (C1) et (C3) de maniére plus ou moins évidente et (C2)
de maniére un peu moins évidente [31], prop.9.

iii) L’anneau & vérifie lui aussi les conditions (C1), (C2) et (C3). La condition (C1) est une
conséquence de la théorie du corps des normes (cf. [14]) développée par Fontaine et Wintenberger
[11] et [34]. (C3) est une conséquence du fait que m«,  n’est pas réduit a {0} (il contient par
exemple € — 1), est stable par Frobenius et de la formule v, (p~"(z)) = p~"vg(z) valable quels
que soient x € Z et n € Z. Finalement, pour démontrer (C2), il suffit de prouver que si L est une
extension finie de K, alors Try g (M9, ) contient des éléments de valuation arbitrairement
proche de 0. Comme cette image est stable par ¢!, il suffit de montrer qu’elle n’est pas réduite
a {0}, ce qui est une conséquence du fait que 'extension Frac(%#7")/Frac(%#¥<~) est séparable.
On peut d’ailleurs démontrer que ¢, vérifie (C2) a partir du fait que # vérifie (C2).

Lemme IV.1.2. — Soient A un anneau local valué complet muni d’une action de G vérifiant
les conditions (C1) et (C2) et w un élément de A~ vérifiant va(m) > 0. Si Ly est une extension
finie de Ko, n un entier > 2 et 7 — U, un 1-cocycle continu de 91, dans 1+ 7" Mg(A), alors il
existe M € 1+ 7" My(A) tel que le cocycle M—1U,7(M) soit a valeurs dans 1+ 7" My(A).

Démonstration. — Soit L; une extension finie de Lg telle que U, appartienne a 1 + 7" 2My(A)
si T € 9y, et soit a un élément de Frac(A%E1) vérifiant Trr, /() =1 et va(a) > —va(mr). SiT
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est un systéme de représentants de 9z, /%, , posons

Mr = Z T(a)Us.

TeT

Les hypothéses mises sur a entrainent que My est élément de 1+ 7 My(A). D’autre part, si
T’ est un autre systéme de représentants de 91, /91, , la relation de cocycle et le choix de L;
font que My — My € 7" My(A). Finalement la relation de cocycle permet d’obtenir la relation
MU, 7(My) = 1+ Mz (M7 — My) qui permet de montrer que My répond 2 la question (quel
que soit le choix de T').

Corollaire IV.1.3. — Soient A un anneau local valué complet muni d’une action de Gk, vé-
rifiant les conditions (C1) et (C2) et m un élément de A%k vérifiant va(m) > 0. Si L est une
extension finie de Ko et T — U, un 1-cocycle continu de 91, dans 1 + w2My(A), alors il eiste
M €1+ aMgy(A) tel que on ait M—*U,7(M) =1 quel que soit T € 9y,.

Démonstration. — Une récurrence utilisant le lemme précédent permet de construire une suite de
matrices (M, )m>1 telle que My, € 1+7™My(A) et que le cocycle 7 — ([Ti%, M;) " tU7(TT, M;)
soit & valeurs dans 1 4+ 7™*+2Mg4(A). Le produit infini H::lo M; converge alors vers une matrice
M qui répond & la question.

Proposition IV.1.4. — Si A est un anneau local valué complet muni d’une action de G,
vérifiant les conditions (C1) et (C2), alors

(i) H' (K, GLg(Frac(A))) = {1}.

(1) H' (Ko, Frac(A)) = 0.
Si de plus, A vérifie la condition (C3), alors

(iii) H' (Koo, ma) = 0.

(iv) H' (Koo, 14+ Mg(ma)) = {1}.

Démonstration. — Considérons un 1-cocycle continu 7 — U, de ¥k a valeurs dans
GLg4(Frac(A)). La continuité de U, implique l'existence d’une extension finie L de K
telle que U, soit & valeurs dans 1 + 72My(A) si 7 € ¥1. Le corollaire précédent nous donne
lexistence de M € 1+ 7My(A) tel que l'on ait MU, 7(M) = 1 quel que soit 7 € ¥;. Le
cocycle 7 — M~'U,.7(M) = 1 peut donc étre vu comme un cocycle sur %x_ /¥ & valeurs
dans GLg4(Frac(A?r)) et est donc trivial d’aprés le théoréme de Hilbert 90 puisque 'extension
Frac(A“r) /Frac(A?ke) est séparable. Ceci démontre le (i).

Soient 7 — ¢, un cocycle continu de % dans Frac(A), 7 € Ao vérifiant va(m) > 0 et
o € A%k —{0} tel que ac, soit & valeurs dans m2A. SiT € Y, soit U, = (%7 ) € 1+72Ma(A).
La relation de cocycle satisfaite par ¢, se traduit par le fait que 7 — U, est un cocycle. D’apreés le
corollaire IV.1.3, il existe donc une matrice (§ §) € 1+ 7Ma(A) telle que l'on ait U,7(M) = M
quel que soit 7 € ¥ . Cette derniére identité se traduit par le fait que d est un élément de
A% (inversible car congru 4 1 modulo 7) et par la relation e, = (1 —6,) % (d~'¢) qui permet
de conclure au fait que ac; est trivial et de démontrer le (ii).

Pour démontrer le (iii) |resp. le (iv)], il suffit de remarquer que la compacité de ¥x_ implique
que si T — ¢, est un cocycle continu a valeurs dans m4 [resp. 1 + My(my4)|, alors la condition
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(C3) implique qu’il existe m € m s, tel que ¢, soit & valeurs dans m?my [resp. 1+m°Mg(ma)|;
on conclut alors comme pour le (ii) [resp. en utilisant le corollaire IV.1.3].

2. Application au HY des représentations p-adiques.

Théoréeme IV.2.1. — Si V est une représentation p-adique de Yr, alors

(i) (Blg ® V)7ke est un (BJR)-module libre de rang dimq, V.

(ii) (Bqr ® V)% est un Bfﬁ‘” -espace vectoriel de dimension dimq, V' possédant une base
constituée d’éléments de Dry (V).

Démonstration. — Le choix d'une base e1,...,eq de V sur Q, permet de considérer la représen-
tation comme un 1-cocycle continu 7 — U, de 9k dans GLg(Q,p) C GLd(BIR). Ce cocycle est
cohomologue au cocycle trivial d’aprés la proposition IV.2.2 ci-dessous, ce qui se traduit par le
fait que le 9, _-module B} ® V est isomorphe & (Blz)? et permet déja de démontrer le (i). Le
(ii) sera démontré aprés la proposition 1V.2.2.

Proposition IV.2.2. — Sii€ {1,2,...,+00}, alors H (K, GL4(BJ /FiI'B;)) = {1}.

Démonstration. — Le cas ¢ = 1 correspondant a B(J{R / FiliBa“R = C,, est une conséquence immé-
diate du (i) de la proposition IV.1.4 puisque O, vérifie les conditions (C1), (C2) et (C3). Ce
cas est d’ailleurs traité par Sen ([26], prop.4) et la démonstration que nous en avons donnée est
exactement la méme que celle de [26].

Le cas i = 400 s’obtient & partir du cas ¢ fini par passage a la limite, la topologie de B:{R
étant plus faible que la topologie t-adique. D’autre part, la suite exacte

1 — 1+ My(Fil'Bl, /Fil'T'B};) — GLq(B /Fil'™) — GLy(BJ /Fil') — 1
permet en passant & la suite exacte de cohomologie associée et en utilisant I'isomorphisme (de
Yk _.-modules)
1+ My(FiI'Bj, /Fil'T ' B};) = My(C))
de démontrer le résultat par récurrence sur ¢ grace au (ii) de la proposition IV.1.4 appliquée a
A = Oc,, l'application de 1+ My(Fil'B; /Fil"" ' B1;) dans M4(C),) étant celle qui & M associe
Ot (M —1)).

Lemme IV.2.3. — Si T est une Fy-représentation de Yy, alors
(i) Le sous-Z-module de Z# @ T engendré par (mgy @ T)YK est égal 6 mgy @ T.
(ii) HY (Koo, myp @ T) = 0.

Démonstration. — Le (i) de la proposition IV.1.4 appliqué & A = Z admet comme conséquence le
fait que Frac(%)®T est isomorphe a (Frac(Z))? en tant que %x.__-module ; on peut donc trouver
une base fi,..., fq de Frac(#Z) @ T fixe par ¥k __ et, quitte a multiplier les f; par une puissance
de m = € — 1, on peut supposer que cette base est constituée d’éléments de mgyp ® T'. Soient
et,...,eq une base de T sur F), et M la matrice de fi,..., fg dans la base e, ...,eq. Sin € N,
@ "(fi) est aussi un élément de my, @ T fixe par ¥ __ et la matrice de o~ "(f1),...,¢ "(f4) dans
la base eq,...,eq est ¢ (M) et vérifie nEI—&I-loo vg(det o™™(M)) = 0, ce qui permet de montrer

que tout élément de my ® T est dans le Z-module engendré par o~ "(f1),...,0 "(fq) si n est
assez grand, ce qui démontre le (i).
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Passons au (ii). Comme ¥x__ est compact, il existe 7 > 0 tel que si 7 — ¢, est un l-cocycle
continu a valeurs dans mgp ® T', alors les coordonnées de ¢, dans la base eq, ..., eg ont une image
par vy supérieure ou égale a ) quel que soit 7 € ¥k, . On en déduit l'existence de n € N tel
que les coordonnées de ¢, dans la base ¢~ "(f1),...,¢ "(fq) appartiennent & mg quel que soit
T € Yk, et comme ¢ "(f1),...,9 "(f4) sont stables par ¥x_ , on peut utiliser le (iii) de la
proposition IV.1.4 pour conclure.

Proposition 1V.2.4. — SiT est une Zy-représentation de 9k, alors
(i) HY (Koo, W (mgz) @ T) = 0.
(ii) Le sous Ajng-module de W (mgz)@T engendré par (W(mg) @ T)?Ke est égal a W (mgy)QT.

Démonstration. — La nullité de H'(K,,,my ® T) permet de construire par récurrence une suite
d’éléments ¢™ de W(mg) ® T et une suite de cocycles 7 — CS”) de ¥k dans W(mg) @ T

telles que l'on ait ¢, = CS-O) et an) —(1—07) % cm = pc.(rnJrl). Ceci implique que si 'on pose
c =32 pmc™ alors on a ¢, — (1 —8,) % c = 0 quel que soit 7 € F_. On en tire le ().

De la suite exacte de cohomologie déduite de la suite exacte
0—=pW(mg)@T - Wmg) T -mepT — 0

et du (i), on déduit le fait que I'application naturelle de (W (my) ® T)%e dans (mgp @ T)%e
est surjective, ce qui, utilisant le (i) du lemme IV.2.3 et la complétude de A;,s pour la topologie
p-adique, permet de conclure.

Corollaire IV.2.5. — Si'V est une représentation p-adique de Y, le (B(J{R)gKoo -module libre
(Blr® V)9Koo posséde des bases formées d’éléments de (A @ V) 7Koo,

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le (ii) de la proposition précédente a un réseau 7' de V
stable par ¥k __.

Revenons a la démonstration du (ii) du théoréme IV.2.1. Le méme argument que pour le (i) du
théoréme permet de démontrer que (Bqr ® V)?Ke est un Bfg‘” -espace vectoriel de dimension
dimq, V. Le seul probléeme est donc d’arriver a construire une base de cet espace vectoriel

constituée d’éléments de Dry (V). Pour ce faire, partons d’une base eg,...,eq de V sur Q, et
d’une base v1,...,vq de (B(';R ® V)¥koo formée d’éléments de (A @ V)¥% et dont I'existence
est assurée par le corollaire IV.2.5. L’image par # du déterminant de vy,...,vq dans la base
e1,...,eq est non nulle puisque (BjR ® V)?K engendre BIR V.

Sik>1letl<i<d lasérie, p "™ 1(([e] — 1)*1v;) converge dans (B, ® V)reo

cris
vers un élément v; j, vérifiant ¢(v; 1) = pkv@k. D’autre part, 'image par # du déterminant de

([El]qj—lilc)k+1""7 ([Eﬂvf’lk)kﬂ dans la base e1,...,eq tend vers det (M) quand k tend vers +oo

et est donc non nulle quand k est assez grand. Ceci montre que si k est assez grand, alors
t‘kvl,k, .. ,t‘kvd,k forment une base de (Bgr ® V)%Koo constituée d’éléments de Dry,(V), ce qui
permet de conclure.

3. Application au H' des représentations p-adiques.

Théoréme IV.3.1. — Si 'V est une représentation p-adique de Yx__, alors
(i) HY (Koo, (BJr /FiI'BlR) ® V) = 0 quel que soit i € {1,2,...,+oo}.
(ii) H' (Koo, (Bar/Bgg) ® V) = 0.
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(iti) H' (Koo, Bqr ® V) = 0.
(i) Hl(KOO,Fil_A(BfEX ® V)) =0 quel que soiti > 1.
() H' (Koo, Bfiax © V) =

Démonstration. — Comme on 'a déja vu, la proposition IV.2.2 implique que le ¥x__-module
(Bl /Fi'BlR) ® V est isomophe & (Big/Fil'B{;)%, ce qui permet de déduire le (i) de la tri-
vialité de H'(Kqo, BXR/FiIZBIR), trivialité que l'on peut démontrer, par exemple, & partir de
la proposition IV.2.2 en utilisant argument qui nous a permis de déduire le (ii) du (i) de la
proposition IV.1.4. Le (ii) se déduit du (i) par passage a la limite inductive en utilisant I’isomor-
phisme entre Fil~/(Bqr/B) et t (Bl /Fil'Bl;). De méme le (iii) se déduit du (i) en écrivant
Bar comme la limite inductive des t "By et le (v) du (iv) en écrivant Byax comme la limite

inductive des t“B.__. Il ne reste donc plus que le (iv) & démontrer.

Lemme IV.8.2. — Simt=c—1¢c Z et B = (-1t 3 EV b ¢ A% qlops
keN,(k,p)=1
"(8) _
ZnEZ wpgl ) =t.
Démonstration. — Supposons tout d’abord p # 2. Si m est un entier, on peut écrire
t =p"loglen| = mz ([em] — D* Zp_” Z ﬂ([g ]—l)kpm+n
m m k m
n=-m (k.p)=1

et comme ([g,,] — 1)P" tend vers [r] quand m tend vers +oco, on en tire le lemme dans le cas
p # 2. Dans le cas p = 2, il faut faire attention au fait que si (k,2) = 1 et n+m > 1, alors
(=1)2"""k=1 = 1 £ (—1)*1 mais le facteur p~" fait tendre le terme correspondant & n = —m
vers 0, ce qui permet de conclure.

Lemme IV.3.3. — L'image de H (Ko, V) dans H (Ko, Fil™ (Bfax ® V)) est nulle.

Démonstration. — Soit 7 — ¢, un cocycle de ¥k dans V. D’apres le (i) de la proposition IV.2.4,
il existe ¢ € Ajpr ® V' tel que lon ait [7]e, = (1 — ;) x ¢ quel que soit 7 € ¥k __ . Utilisant le
lemme 1V.3.2, on obtient ¢, = (1 — d,) *c’, ou l'on a posé

il Z )C)

nGZ

et la série converge (vers un élément de Fil ™! (Bfax @ V) car [1] " @o(8)c € [n]Apms ® V. Ceci
permet de conclure.

Revenons a la démonstration du (iv) du théoréme IV.3.1. Si on considére la suite exacte de
cohomologie associée & la suite exacte

0—V = Fil "By ®V) = Fil™((Bar/Blg) @ V) — 0

max
et que Pon utilise le lemme IV.3.3, on voit que H'(K., Fil 7/ (Bfay ® V)) s'injecte dans

HY (Ko, Fil7((Bar/BJg) ® V)) qui est nul d’aprés le (i) du théoréme IV.3.1 puisque
Fil ™' (Bar/BJR) est égal a t (Bl /Fi'B};), ce qui permet de conclure.
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9, 9,
V. Les anneaux Bdg"", By, etc...

Ce chapitre est plus ou moins consacré a I'étude de la représentation triviale de 9q, ; cette
étude est & la base des constructions du chapitre suivant. On rappelle que si n € N, on a posé

F = Qp(ppn) et Foo = ngN F,.

1. Les analogues p-adiques de la fonction z — e?™*.— Rappelons que si n > 1, on a

noté e, = (6("),5(”+1), ... ) Punique racine p™-iéme de € dans Z. L’analogue p-adique du fait que

exp %—f est une racine primitive p"*-iéme de 'unité est le lemme suivant

Lemme V.1.1. — ™ = [¢,] exp—#.

Démonstration. — Les deux membres sont des racines p'*-iémes de ['unité ayant méme image par
# dans C,; ils sont donc égaux.

2T qui joue un role primordial en analyse réelle a 3

Plus généralement, la fonction x — e
analogues p-adiques. Le plus évident (mais le moins utile) est la fonction qui a x € Q,, associe
k
exp(tz) = 120 (t,f!) €1+ kerf.
On a vgz(e, —1) > 0, ce qui permet de définir €} si x € Z, par la formule habituelle e} =
+oo
w20 (i |
qui &z € Q, associe [¢] sera notre second analogue de la fonction z — €. C’est un morphisme

de groupes de Q,, dans A}, et on a exp(tx) = [”] si x € Z),.
[e7]

exp(tz)
d’ordre p™) et la fonction  — e(x), qui est un morphisme de groupes de Q,, dans ji,~, constitue

notre troisiéme analogue de la fonction  — e*7™®. Si on a choisit un plongement de Q, dans C

)(sn —1)%. On peut donc, si x € p~"Z, définir €” par la formule ¥ = P"% et 1a fonction

n

Plus généralement, si x € Q,, e(z) = est une racine de l'unité (si € p~"Z,, e(z) est

tel que si n € N, alors e™ = exp 2;% et que l'on identifie Q,/Z, & un sous-groupe de Q/Z, alors
on a g(z) = ¥ o, si ¥ € Q,, on a noté & 'image de x modulo Z,.

La fonction & — e(x) sera utilisée au §2 du chapitre VIII pour construire une “transformée de
Fourier algébrique” et la fonction x — [¢*] pour construire une “transformée de Fourier continue”

(chapitre VIII §3).

2. L’anneau CfF‘X’.
Lemme V.2.1. — Soit I = J/25 p% 0<j<(p—1)p* L}

(i) Tout élément de CfF‘” s’écrit de maniere unique sous la forme Y .. a;i(x)e(i) ot la suite
(ai(x))icr est une suite d’éléments de Q, tendant vers 0 suivant le filtre des complémentaires des
parties finies de I (i.e. quel que soit N € N, l'ensemble des i € I tels que vp(ai(x)) < N est un
ensemble fini).

(ii) Six € Cfpm, alors inficr vp(ai(z)) < vp(x) < 1+ inficrvp(ai(x)).

Démonstration. — Les (i) pour @ € I forment une base sur Z, de I'anneau des entiers de

@G (¢
Fo = Q;F * dont ﬁéz >~ est le séparé complété pour la topologie p-adique d’aprés le théoréme
d’Ax-Sen-Tate. Le lemme s’en déduit.
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3. Compléments sur la topologie de B:{R.— A, s’identifie canoniquement & un sous-
anneau de BIR et, si pour k € N et n € Z, on pose Uy, = p™Ajnr + (ker 0)*+1, alors les Un i
forment une base de voisinages de 0 dans B(J{R.

Si u est un générateur de Aj,¢ N kerd, tout élément de BIR peut s’écrire sous la forme

2;08 apuf, avec aj € Ainf[pil]. Une telle écriture est loin d’étre unique, mais certaines sont
meilleures que d’autres. Si x € By, soit wy(z) = sup{m € Z | z € Uy, 4} ; en particulier, wo(x)
est la partie entiére de v,(6(z)). On appelle écriture minimale de x toute série Y320 aru® dont
la somme est z et telle que aj, € p“**) A Si Z;ﬁ% apuF est une écriture minimale de z, alors
I'image de 6(ax) dans Cp/pwkfl(’”) Oc, ne dépend que de = et de u et peut étre vue comme la
k-iéme dérivée de x par rapport & u. On dira qu’un élément a de BIR est plat si wg(a) ne dépend
pas de k (ce qui signifie que toutes ses “dérivées" sont nulles); on notera alors w(a) la valeur
commune des w(a).

Lemme V.3.1. — (i) a € B}y est plat si et seulement si a = 0 ou bien 6(a) est non-nul et
a € p @A ot w(a) est la partie entiere de v,(0(a)).

(11) Tout élément x de C, a un relevement plat dans B(TR ; c’est-a-dire qu’il existe T € BIR
plat et vérifiant 0(z) = x.

(iii) Si u est un générateur de Ajys Nker6 et (ag)ren est une suite d’éléments plats de B(Ji“R,
alors S°120 aguk est une écriture minimale de sa somme x et wy(r) = infog;cr w(a;).

(iv) Tout élément de Bl a une écriture minimale.

(v) Si u est un générateur de Ajs Nkerd et (ax)renN est une suite d’éléments plats de Bg’R,
alors Z$§8 arpu® appartient & Ajyp (resp. Amax) si et seulement si w(ay) > 0 quel que soit k € N
(resp. w(pFar) > 0 quel que soit k € N et kETOOw(pkak) = 400).

Démonstration. — (i) Si a est plat et 6(a) = 0, alors w(a) = wp(a) = 400 et a est nul. Si
a est plat et O(a) # 0, alors w(a) = wp(a) est égal a la partie entiére de vy(f(a)) et donc
a € ﬂ:;"i Uwa) k = p? (@A, ¢ la réciproque est immeédiate.

(ii) Soit x € Cp. Si z = 0, on peut prendre Z = 0. Si x # 0, soit n la partie entiere de v,(x)
et a € Ayt tel que 6(a) = p~"x. Alors Z = p™a est un relévement plat de x.

(i) Soit wy, = infogick w(a;) et & = Zﬁ% apuF. Tl suffit de prouver que 'on a wy,(x) = wy, pour
tout k car aj € p“* Ajns. Tous les termes de la série sont éléments de U, j car a;u’ € pk Ay si
i < k par définition de wy, et a;u’ € (ker )" si i >k + 1. On en tire x € Uy, i €t wp(x) = wg.
Pour montrer I'autre inégalité, il nous faut vérifier que = n’est pas élément de U, 11 k. Soit ko
le plus petit entier i tel que w(a;) = wy, ce qui fait que a;u’ € ptr AL C Uwjt1,k 810 < kg et
a;u’ € (ker@)Fotl ¢ Uwy+1ko 81 @ > ko, et comme ap,uto ¢ Uw+1,ko Car agy & Uyy+1,0 puisque
w(ag,) = wo(ak,) = wg, on voit que tous les termes de la série sauf un sont dans Uy, 41 k,, ce qui
implique que la somme de la série n’est pas dans Uy, 41k, et comme cet ouvert contient Uy, 11,
ceci termine la démonstration.

(iv) Soit z € B . Définissons par récurrence 2 suites (ay) et (x3) d’éléments de B en posant
wo = et 241 = u ' (zx —ag) oil ag est n'importe quel relévement plat de #(z). Un petit calcul
montre que l'on a x — uk+1xk+1 = Efzo a;u’ et donc que E,Jgig apu” est une écriture minimale

de x d’aprées le (iii).
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(v) Le cas de Ajys est une conséquence directe du (iii). D’autre part x appartient & Apax
si et seulement si il existe une suite d’éléments by de A, s tendant vers 0 telle que 'on ait
T = Zﬁi?) Z—ﬁuk. On en déduit le fait que 2 € Apax si et seulement si wy,(pFz) > 0 quel que soit

ke N et klim w(z) + k = 400, ce qui permet de conclure en utilisant le (iii).
— 400

4. L’anneau (B(J{R)%oo et les applications Resx, R,, R}, et Tk ,.— Rappelons que w =
[i]_l
[eP]-1

est un générateur de Aj,r Nkerd. Ce générateur est particuliérement agréable car il est
1
fixe par ¥ et est un polynoéme en [e7].

Lemme V.4.1. — Tout élément de (B;ﬂ{)%oo s’écrit de maniére unique sous la forme
S wk (Zie[ am(m‘)[si]), ot (a;k(z))keN,icr est une suite double d’éléments de Q, telle
que si k est fixé, alors la suite (ay;())icr tend vers 0 suivant le filtre des complémentaires des
parties finies.

De plus, cette écriture est minimale et x € Afg‘x’ si et seulement si ayi(x) € Z, quels que
soient k € N eti e I.

Démonstration. — Soient (a;);er la suite d’applications de (B[l )%~ dans Q,, définies par f(y) =
S ier ai(y)e(i) (Uexistence des a; est assurée par le lemme V.2.1) et R application de (B )%F
dans (Bjj;)%~ définie par R(y) = w™ y — Y.y ai(y)[e%]). Siz € (Blz)% = et n € N, on a

n
z=w" TR @)+ ) W) a(RN(@)E),
k=0 el

ce qui montre que l'on peut poser a;x(z) = a;(R¥(z)); d’ott I'existence d’une telle écriture.
D’autre part, si on utilise ’application 8 et le lemme V.2.1, on montre par récurrence sur k que
l'on doit poser a; x(7) = a;(R¥(z)), ce qui montre 'unicité.

Finalement, comme ", ; ax;(2)['] est plat d’apres le (i) du lemme V.3.1 et le (ii) du lemme
V.2.1, une telle écriture est automatiquement minimale et le fait que x € Ai?’o si et seulement

si agi(x) € Zy, quels que soient i € I et k € N est une conséquence immédiate du (v) du lemme

V.3.1.

Proposition V.4.2. — Si X est un ouvert compact de Q, vérifiant X —I—p_lzp = X, il existe
une unique application Qp-linéaire Resx continue de (B;{R)%oo dans (B;’R)%o<> telle que l’on ait
Resx ([e"]) = [e"] si © € X et Resx([g"]) = 0 sinon.

i 1
Démonstration. — Utilisant le fait que w = Zf;ol [eP] est un polynome en [e7], on voit que

I’application Resy, si elle existe, doit étre donnée par la formule

+o00
(V.4.3) Resx(z) = Zwk< Z akl(a:)[sz]>
k=0

i€INX

Il est apparent sur cette formule que ResX(p”Afﬂw) C p"Ai?” et Resy((kerf)¥+1) =

Resx (w1 (BI;)?P~) C (ker 6)*1 et donc que Resx (U ) C Uny, ce qui permet de montrer
que l'application Resy définie par la formule (V.4.3) est continue.
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Il ne reste donc plus qu’a calculer Resx([e”]) si # € Q. Soit donc z € Q,. On peut dé-

composer = de maniére unique sous la forme i, + y avec i, € I N0, %[ et y € p_IZp. On a

donc [e%] = [¢]ife¥] et [£2] = YE%5(%) (3] — 1) € Zy[[[e?] - 1. Diautre part, on vérifie fa-
cilement que tout élément z de Zp[[[E%] — 1]] peut s’écrire (de maniére unique) sous la forme

S wk Zie{o 1op=2y ari(2)[']. Avec les précautions que l'on a prises, on a iy +i € I si
7p7"'7 P

i € {0, %, e %2} et iy +i € X siet seulement si z € X puisque X = X +p~1Z,, ce qui permet
de montrer en utilisant la formule explicite pour Resx que l'on a Resx([e”]) = [¢¥] si x € X et

Resx ([¢*]) = 0 sinon et permet de conclure.

Pour alléger un peu les notations, si n > 1 (resp. n > 2), nous noterons R,, (resp. R})
application Res),-nz (resp. Resp—nz;).

Proposition V.4.4. — i) Si z € (BJR)%F~, alors lim Ry(z) = z et, sin > 1, alors z =

n—-+00
Ro(2) + 202,11 R (2)-
ii) Si o €T, alors R, 00, = 6, o Ry, et R¥ 00, = 5 0 RE.

Démonstration. — Le i) est évident sur la formule (V.4.3) et le i) vient de ce que do#[e%] = [X(9)7]
et x(0) € Zy et de la caractérisation de I'application Resy par sa valeurs sur les [¢”].

Proposition V.4.5. — Soit K une extension finie de Qp. Sin € N, il existe une unique ap-
plication T p, - Bfg"" — K,((t)) qui est K,((t))-linéaire et continue et telle que si x € K
et m > n est assez grand, alors Tk ,(x) = p~"Trg,, /K, (x). De plus, si z € Bf{{‘”, alors

z= lim p"Tkn(2).
n—-+oo

Démonstration. — Remarquons que si z € K, alors la suite p™"Trg, k., () est stationnaire a
partir d'un certain rang et donc que Tk, est bien défini sur K.

Commencons par traiter le cas K = Q,, et donc K,, = F,, et Koo = F. Sin € N, soit .S,
le sous-Q,-espace vectoriel (c’est aussi la sous-Qyp-algebre) de B(J{R engendré par les [¢*] pour
x € p "Ly et soit Sy = U:S(’)Sn. La proposition V.4.1 permettant d’écrire tout élément de
(BlR)?r~ comme une série & termes dans Sa, cela implique que Ss est dense dans (B;)%F.
Comme [e”] = e(x) exp(wt) € e(2)Qp((t)) C Foo ®F, Frn((t)), la valeur de Tq, ,([”]) est imposée
si z € Qp, ce qui montre que I'on a pas le choix pour la restriction de T, & Se et donc
aussi a (B:{R)%oo par continuité de Tq, ». Finalement, si 2z € Bfgj’o, il existe k € N tel que
thz € (BJR)?F= et on doit poser Tq,n(2) =t ¥Tq,(t"z), ce qui montre déja l'unicité.

Passons a I'existence. Commengons par remarquer que si 'on a réussi a construire Tq, , et si
m < n, alors on peut poser Tq, m = Trr, ((1))/F. (1)) © TQp.ms c€ qui fait que I'on peut supposer
n > 1. De plus, comme on I'a vu plus haut, Tq, , est déterminé par sa restriction a (B:{R)%Foo.
Un petit calcul montre que sin > 1, on a Tq, »(e(z)) = ﬁs(w) siz € p"Zyet Tq,n(e(x)) =0
siz € Qp —p"Z, et donc, utilisant la formule [¢”] = e(x) exp(zt) et la F,((t))-linéarité de
Tq,.n, que I'on doit avoir Tq, »([e*]) = p™"Rn([e”]) si € Q,. Pour terminer la démonstration,
il suffit donc de prouver que Ry, est F},[[t]]-linéaire et donc que I'on peut poser Tq,» = p~"Rx
sin> 1.

Lemme V.4.6. — Sin >1, Uadhérence de S, dans Bl est F,[[t]].
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Démonstration. — On a [e7] = e(x) exp(at) € F,[[t]] si z € p*”Zp, ce qui implique que I'adhé-
e ]

rence de S, est incluse dans F),[[t]]. Réciproquement, ¢ = lirf appartlent a cette adhé-
n—
rence qui contient donc Q,[[t]]. Elle contient donc aussi ™ = [51’7 ]exp(—#), ce qui permet

de conclure.
Corollaire V.4.7. — Sin>1 et X +p "Z, =X, alors Resx est F,[[t]]-linéaire.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que l'on a Resx(zy) = xResx(y) si x € F,[[t]] et y €
(BIR)%OO. Par densité, on peut se restreindre au cas ol x € S, et y € S, qui est immédiat.

Ce corollaire appliqué & X = p~"Z, permet de terminer la démonstration de la proposition
V.4.5 dans le cas K = Q. Passons au cas général. Soit n € N tel que [K,, : F,,] = [Kx : Fx
et soit eq,...,eq une base de K, sur Fj,. Les e¢; forment aussi une base de Bff{"" sur Bfﬂw.
Soit T = Tr ﬁKoo /BdR . La restriction de T & K, est égale a Trg, /p,, ce qui fait que la base

el,...,eyde Bjﬁ sur B >~ duale de eq, ..., eq est constituée d’éléments de K,,. Si z € B¢K°°
onaz= Zi:l T(zei)er et on peut définir TK,m par la formule T ,,,(2) = Zi:l TQP,m(zeZ)ei si
m 2 n, puis poser T m = Tr, ((1))/Km (1)) © T n 81 M < 1, ce qui permet de montrer existence.
Finalement, comme [K((¢)) : Foo((2))] = [Ko : FOO] [Bfﬁ“ : Bfﬁ“] et comme Foo((t)),
qui contient Sy, d’aprés le lemme V.4.6, est dense dans B/r qr” > on en déduit la densité de Koo ((2))

@
dans Bgﬁm, ce qui permet de prouver 'unicité et termine la démonstration de la proposition
V.4.5.

5. L’anneau (B, )%.

max
Proposition V.5.1. — Les [ei](%)k, pour i € I et k € N forment une base de Banach de
(Bihax) o< .
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition V.4.1 et du (v) du lemme
V.3.1.

Cette proposition peut se réécrire de plusieurs maniéres. Soit Z <( )) le complété p-adique
de Zy[2] et Qp((5)) = Qp ® Zp((3)). On munit Q,((3)) de la structure d’espace de Banach

p-adique naturelle définie par [[z| = 1 si et seulement si x € Z,((%)) — pZp((%)) et les (%)k,
pour k € N en forment une base de Banach.

Corollaire V.5.2. — i) Si X est un ouvert compact de Q, vérifiant X +p*1Zp = X, alors

Yr, G — - N ,
Resy (Amax) C Amax . En particulier, la restriction de Resx a (Bf,)%F= est continue.

i) Sin>1etx € (Br—;ax)gFoo7 alors ||z||max = sup(||Rn(z )HmaX=Squ>n+1 IR I max)-
iii) Tout élément de (B

Hax) 7P peut s’écrire de maniére unique sous la forme >, bi(z)[%], ou

(bi(x))icr est une suite d’éléments de Qp((%)) tendant vers 0 suivant le filtre des complémentaires
des parties finies et on a ||||max = sup;ey [|bi(x)]].

Démonstration. — Le 1) est une conséquence de la proposition précédente et de la formule (V.4.3).
Le ii) est une conséquence de la proposition précédente et de la formule (V.4.3) qui impliquent
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que I'on a ||Resx (7)(|max = sup;esnyx, keN lagi(x)| et une démonstration immédiate montre que
l'on doit poser b;(z) = 3320 aki(x )( ) d’ot 'on déduit le reste du iii).

Proposition V.5.3. — Sin > 1, Uapplication qui, a une série formelle G(T) = z:“é apT*
cefficients dans Q, convergeant sur la boule fermée B(0,|e™ — 1|), associe G([gn] — 1) est un

isomorphisme de cet espace sur Bt N F,[[t]]. De plus, si on munit cet espace de séries formelles

k
de la norme || || définie par || 3125 apTF| = Zupp (vp(ak)—i_E((pfl)p"*l)) et B . N F,[[t]] de la
norme || ||max, cet isomorphisme devient une isométrie.
Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme V.5.4. — Sin>1, lesey; = [sn} pour 0<i<(p—1)p" ! etkeN, forment une
base de Banach de B, N F,[[t]].

max

Démonstration. — D’aprés le lemme V.4.6, si n > 1, un élément z de (BIR)%OO appartient a
F,[[t]] si et seulement si R,,(z) = z ou encore, utilisant la formule (V.4.3), si et seulement si

L 1p
z s'écrit sous la forme Y 720 w¥ (Z(p

conclure.

akl(z)[an]l) et la proposition V.5.1 permet de

_ n—1 i
Corollaire V.5.5. — Sin>1, lesep ;= (en]= )k:k S pourk € N et0<i< (p—1)p"!

forment une base de Banach de By, N F,[[t]].

max

Démonstration. — Onal+ (1+X)P" 4+ (1+X)PD" " = x@e-Dr""" 4 0. (X), ot Qy,
est un polynéome & coefficients entiers de degré strictement inférieur a (p — 1)p"~!. On a donc

e 1)(p—1)p . .
Y~ % +Qn([en] = 1), ce qui montre que I'on passe des ey, ; aux e ; par une matrice

triangulaire a coefficients dans Z,, et dont tous les termes diagonaux sont égaux a 1. On en déduit
le résultat.

La proposition V.5.3 est une réécriture du corollaire V.5.5.

6. Action de I" sur (B

max

)gFoo J—

Lemme V.6.1. — Sin>1 et o €'y, alors (6, — 1) * (%) € p"_lAﬁi";.

Démonstration. — Soit u € Z,, défini par x(o) =1+ p"u. On a
15

(6= D% (5) = 3 2RI =)

et comme
; =X fiu =X (i w 1 %
=3 (1) -0 = 3 (1) e - 0t e L ali
k=0 k=0
on a [6”]1"7171 —-1le p”Aﬁg",‘S, ce qui permet de conclure.

Siocel,onpose T, =140, + - 0,0-1 € A = Zp[[T']]. La proposition suivante sera cruciale
pour la construction de ’application logarithme.
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Proposition V.6.2. — Sic €Ty etx € Aff;";, alors || Ty % || max = D~ 2|7 max-
Démonstration. — D’apreés la proposition V.4.4, on a Ry, (Tx x x) = T, * Ryp(x) sim > 1 et
R (T, xz) = T, » R%(x) si m > 2. De plus, d’aprés le corollaire V.5.2, si y € (B, )%

et n > 1, alors [|y[lmax = sup(||Rn(z)llmax, SUPm>nt1 IR, (¥)[max)- 11 suffit donc de prouver le
lemme suivant.

Lemme V.6.3. — Sin >4, o est un générateur topologique de Ty, et x € (B}, )7 >, alors
i) [|To * Ry (@) max = p72HRn<$)Hmax

i) | To (R (2)) [lmax = D[R, (%) max sim = n+ 1.

Démonstration. — Pour alléger les notations, posons A = Aiﬂ‘;ﬁ, Rn(z) = x, et RY (x) = oz sl
m > n+ 1. Par définition de la norme || ||pax, il s’agit de prouver que si m > n et z,, € A — pA,
alors T, (z.,) ¢ p3A.

Commencons par traiter le cas m = n. D’aprés le corollaire V.5.2, on peut écrire x, sous la
forme — >°  bi(z)le] on, si i € I Np "2y, alors bi(z) € Zp((¥)). De plus, zn, ¢ pA si et
1€elNp="Zy
seulement si il existe i tel que b;j(x) ¢ pZy((%)). Utilisant alors le lemme V.6.1 et I'hypothese
o € I'y, on obtient

Ty * Xy = Z a;T, x [€] mod. p3A.
i€ln,

D’autre part, siO < j<p—1letic€INp "Z, ona

0ps % [£'] = [€XV] = [])[6¥X@" D] = [€7](1 + ji(x(0) — 1)(e] - 1)) mod. p*A.

On en déduit les égalités

p—1
T5 * [51] = [51](2(1 +ji(x(o) = 1)([e] = 1)) = [gi](p + ]M

§=0
modulo p?A et comme [¢] — 1 € pA (resp. p*A) et p(p72—1) € pZ, (resp. Z,) sip > 3 (resp. p = 2),
on obtient finalement, T, * x,, = px, modulo p?>A. En particulier, ceci implique que si z,, ¢ pA,
alors T, x x,, & p?A, ce qui permet de conclure dans le cas m = n.

Supposons maintenant m > n + 1 et posons 7 = o?" . Comme T, divise §; — 1 dans A, il
suffit de prouver que si x,,, ¢ pA, alors (6, — 1) x x,, ¢ p*>A. D’aprés le corollaire V.5.2, on peut

écrire x,, sous la forme z,, = S bi(x)[e!] avec bi(z) € Zp{{5}} et pour la méme raison
ielnp=—mZx
que précédemment, on a (6, — D) xzp = >, bi(2)(d, — 1) % [¢'] modulo p*A. D’autre part,
elnp="mZ}

on peut écrire (6, — 1) x [¢/] sous la forme

0] = 1) = £ - 1) (i) - 0 + (0 Y-+
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et donc (6 — 1) %z, = ([e] — 1)y, on 'on a posé

= ¥ @i -0+ (7))

ielNp=™Zy
— Y b@ () — 1) mod pA,
1elNp=™Zy

Comme i € p~™Z%, ce qui implique i(x(7) —1) € Z

M 5, onay ¢ pAsixz, ¢ pA et donc

1Yl max = ||m ||max. Pour conclure il suffit alors d’utiliser le fait que [‘e]T_l ¢ pA (resp. [51]07;1 = 2u,
ou u est une unité de A) si p > 3 (resp. si p = 2) et la proposition I11.2.1.
7. Les anneaux B?gg et Biiﬁ‘ﬁp.— Rappelons que I'on a défini un anneau B, . par Bf = =

o @ (Bih)- Sir € R, un élément z de BY  sera dit d’ordre r si la suite pPr) o= (%) est

cont
n(r)-bornée (cf. convention 1.4.1) dans+B$aX; il sera dit tempéré s’il existe r € R tel qu’il soit

d’ordre r. Les éléments tempérés de B,

forment un anneau noté Bﬁemp qui est stable par ¢ et

+ 1
on pose Btemp = Biompl]-

Proposition V.7.1. — Si X est un ouvert compact de Qp, il existe une unique application Q-
linéaire continue Resx de (B, )75 dans (Bf )% (et méme dans K,[[t]] N (BY, )75~ si

X C p™"Z,) vérifiant Resx ([e*]) = [*] st x € X et Resx([e”]) =0 st v € Qp, — X. De plus, si
r € Ry, Resy transforme un élément d’ordre r en un élément d’ordre r.

Démonstration. — L’unicité est une conséquence de la densité de So. En particulier, si X vérifie
X + pilzp = X, Resx doit coincider avec ’application construite dans la proposition V.4.2.
L’unicité implique, en outre, que ’on doit avoir

Resx (2) = " (Res,—nx (¢7"(2)))
quels que soient X, n € N et z € (Bi}mt)%(oo. Comme p~ "X —|—p*1Zp = p "X sin est assez
grand et que Res,-»x envoie (Bif )7 dans (B, )%= si p™"X +p~'Z, = p7"X, cette
formule permet de définir Resx pour X quelconque. D’autre part, Resx(z) € ¢"(B{,.,) par

construction et ce, quel que soit n € N assez grand, ce qui implique que Resx envoie (Bjont)gKoo
dans (B )¥Ke.
Finalement, si z est d’ordre r, alors p™p~"(z) est n(r)-bornée dans B, et comme

G G
Res,-nx envoie pmAf{;;o dans pmAfﬁ;’f si n est assez grand, la suite p""p " (Resx(z)) =
res,—nx(p"p "(2)) est n(r)-bornée et Resy transforme un élément d’ordre r en un élément

d’ordre r, ce qui termine la démonstration de la proposition.

Remarque V.7.2. — Si X + p*1Zp # X, on ne peut pas prolonger Resx par continuité a
(BlR)?F=. Par exemple, on a

oo 1

mais Resyz,([e]) = 0 et Res,z,(([e]? — 1)") = ([e]? — 1)", ce qui prouve que Resyz, ne s’étend
pas par continuité a (Bj;)?"= (la série converge dans Bl mais pas dans B, et I'exemple
considéré n’est donc pas un contrexemple a la proposition V.7.1).



44 PIERRE COLMEZ

V1. Les applications “exponentielle” et “logarithme”.

1. L’application exponentielle.— Si V' est une représentation p-adique de %y, la suite exacte
fondamentale induit une suite exacte de ¥x-modules
I I =1 I
0— '@alg(FK7 V) - alg(rK7 Bﬁlax ® V) - alg(rK, (BdR/B(erR) ® V) —0

que l'on peut scinder en utilisant ’application ep : Bgr/ B(‘;R — B¥5 définie au §5 du chapitre
III. On en déduit, en composant ’application de connexion dans la suite de cohomologie continue
associée avec I'application naturelle de _@aﬂg(f‘[(, Bgr ® V)7 dans @a{lg(f‘K, (Bar/BiR) @ V)&,
une application “exponentielle de Bloch-Kato”

expy : Zg(Tre, Bar @ V)% — HY(K, 7,,(Tk, V).

Sipe Qallg

(Bar ® V(k))%{” et que l'on a

(Tg,Bar®V)?%, k€ I,n € Nety € I'g, un petit calcul montre que fwK x(x)ku e

(VLLI) | x@f ey = ey ([ x@Pu) € HUEL V).

My

Soient V' une représentation de de Rham et D(V) = Dgr (V). L’application naturelle de
Bfﬁw ®@D(V) dans (Bqr ® V)¥%eo est un isomorphisme, ce ql[lj permet d’étendre les applications
Tk pour n € N, définies au chapitre V, par linéarité a B;ﬁ‘” ® D(V). D’autre part, si z €
K ((t)) ® D(V), alors z s’écrit de maniére unique sous la forme >, tFd, avec dj, € Koo ®
D(V) et on note dy(_y)(z) Vélément t*dj, de Koo ® D(V(—Fk)). Finalement, si i € Z, on note
Fi,(Baqr®V) le sous-espace (Fil'Bgr) @D(V) de Bqr ® V. Si W est un sous-Q,-espace vectoriel
de Bgr ® V, on pose Fi, (W) = W NF{,(Bgqr ® V). En particulier, on a

FY ((Bar ® V)= ) = (Biz) <> @ D(V).

Lemme VI.1.2. — Soient h € N —{0} et z € F),(Bar ® V)?Keo . [I existe un (unique) élément
Taygl)(z) de @;}gjh’o] (Tr,Bar ® V)7% tel que si k € [0,h —1], n € N et v € T, alors

(h—1— k)k!

(—x()k by * v (k) © Trn(2).

/ X(@) FTay(M (z) =
Wk,

Démonstration. — Commengons par remarquer que 6y(—j)© Tk 5, (2) appartient & t*K,@Dpr(V)
et que x(7)7*d, Ov(—k) © T n(2) ne dépend donc bien que de la classe de v modulo I'g,,.

L’additivité de Tay%f )(z) est une conséquence immédiate de l'identité

T, 1 ((0)/ (1)) © Trnt1 = T



THEORIE D’IWASAWA DES REPRESENTATIONS DE DE RHAM D’UN CORPS LOCAL 45

et son invariance par ¥x découle du calcul suivant

L LX) o (Ta) <o ( /F A, () T 2)

=0 (/ X(Ex)_kTaygl)(z))

7 gk,

=07 * E—kw
=05 (X() X))

_ / x(@)*Tay™ ()
Yk,

55—17 * 6V(—k) o TKJL(Z))

car g * 0z-1, = 0.

Nous noterons Expgf ) Papplication qui & z € F(Dry(V)) associe la classe de cohomologie

expy (Tay\(2)) € H' (Koo, 21, " (T, V)T,

Théoréme VI.1.3. — Soient V' une représentation de de Rham et h > 1 un entier tel que 'on
ait FiI7"D(V) = D(V). Si z € FY(D1y(V)), son image par Expgl) est tempérée d’ordre h™,
c’est-a-dire appartient & H' (Koo, 5 (T, V))VE.

Démonstration. — Nous allons utiliser ’équivalence entre les propriétés (i) et (ii) de la propo-

sition I11.2.3 avec r = h~ et N = h — 1 pour montrer que X(m)lfhExpgl)(z) est d’ordre h™,

. h _ . . .
ce qui montrera que Expg/)(z) est d’ordre h™. Son invariance par 'k sera alors une consé-

quence du fait que son image dans H'(Ky, gli=h0l (T'k,V)) l'est puisque c’est la restriction

alg
d’un élément de H'(K, Qi}gh’o](FK,V)) et que l'application de H'(K, Z;,-(T'x,V)) dans
HY (K, Qa[jg_h’o] (T'x,V)) est injective d’apreés le corollaire 11.2.2. Il s’agit donc de montrer que

By = 1" / | ele) = x () ) B ()
YK,

tend uniformément vers 0 pour v € ', quand n tend vers +oo. Un petit calcul et le fait que
ov(—k) o Tgn(z) € Bl ® V sik > h (car on a supposé Fil™"D(V) = D(V)) nous donnent

h—1
[ xa ) T @) == 118+ (3 vy 0 Tea(2)
Win k=0
=(h — 1)10y x Tk n(2) mod (Bl ® V).
On en déduit le fait que ﬁﬂnﬁ est représenté par le cocycle

7= (1= 0:) xep(dy* (0" Trn(2))-

D’autre part, comme z € B @V, on a dyxz—ep(0y%z) € V et comme J,xz est fixe par 9, ceci
implique que ﬁﬂ%n est aussi représenté par le cocycle 7 — (1—6;)*ep (0, x (p" Tk n(2) — 2)).
Finalement, p" Tk ,,(2) tend vers z quand n tend vers +o00 et comme ep est continue et d, agit par
une isométrie sur (Bfax )¥%> , on en déduit le fait que e (6, x(P" Tk n(2)—2)) tend, uniformément
pour v € I'k, vers 0, ce qui permet de conclure.
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2. Le noyau de ’application exponentielle.— Sii € Z, soit W; = UneN(Bﬁ;i@V(—i))gKn.

Sil C Z,soit Wiy = @ W;. Le Qp-espace vectoriel W est de dimension finie quel que soit I C Z
el

car il est inclus dans

Ut (®iczt Biag) @ V)75n € UL (Beris © V)7

max

qui est de dimension sur Q,, inférieure ou égale & [Ks N Q) : Q] dimq, V' < +o00. D’autre part,
hypothése Fil™"D(V) = D(V) implique que W; = {0} sii > h + 1 et Wy = UpenV (—h)%%n.
Finalement, comme W; C K, ® D(V(—i)) = t'K,, ® D(V), on a W; NF}, Dy, (V') = {0} si i < 0.

Proposition VI.2.1. — Le noyau de Expgl ) est égal a Wio p)-

Démonstration. — z € ker Expg/]}) si et seulement si, quels que soient v € T'r,n > let k € [0, h—1]

on a expy(_) <f’YFKn X(x)*Tay@(z)) = 0, c’est-a dire si et seulement si dy(_g) 0 Tk n(2) €

BRroV)+ (Bfax @ V(—k))?xn quels que soient n > 1 et k € [0, — 1]. On en déduit déja le
fait que Wg p,) est inclus dans ker Expgl ).

Réciproquement, si z € ker Expgl), il existe z1 € Wpj,_q) tel que 22 = 2z — 21 vérifie dy(_y) o
Trn(22) € Bjg ® V quel que soient n > 1 et k € [0, — 1]. Comme d’autre part Fil™"D(V) =
D(V'), ceci implique &y (_gyoT,(22) € Bz ®V si k > h et comme 23 € FY, Dy, (V) C (Bip) 7=~ ®
D(V), on a Tgn(ze) = S48 Ov(=k) © T n(z2). On en déduit le fait que Tx n(22) € BroV.
Comme de plus z5 = ngrfoo p" Tk n(22), ceci implique 2o € B(J{R ®V et comme z9 € Dry(V), ceci

implique 2z € V¥ C Wg. On en déduit Pappartenance de z a Wz N F?/DIW(V) = Wio,n)» ce
qui permet de conclure.

Remarque VI.2.2. — La formule liIJIrl p" Tk n(2) = z permet de reconstruire z a partir de
n—roo

Expgl)(z). En effet, (—1)"(h — 1 —4)lilep(dy (i) © Tk ,n(2)) est I'unique élément ¢, ; de (Bfas
V) /(B @V (=i))%n tel que le cocycle 7 — (1—x(7) 70, )%cp,; représente fFKn X(m)_iExpg/h) (2)
dans H'(K,,V(—i)). Le calcul fait lors de la démonstration du théoréme VI.1.3 montre que
la suite de terme général ﬁp” Z?:_[)l(—l)i(h;l)cm tend vers z modulo ker Expgl). Cette
remarque est a la base de la construction de l'application “logarithme” & laquelle le reste du
chapitre est consacré.

(h)

Remarque VI.2.3. — La construction de I'application Expy,” ne fait intervenir les classes de
cohomologie fFKn X(w)*kExpgl)(z) que pour k € [0, h —1]. On peut se demander s'il est possible
de décrire ces classes de cohomologie pour & € N quelconque, directement & partir de z. Un
début de réponse dans le cas général est donné au chapitre VII et une réponse compléte dans le

cas cristallin utilisant les résultats de Perin-Riou [23] se trouve dans le chapitre IX.

3. Définition de l’application logarithme.— Soit V' une représentation de de Rham. Si
i € Z, soit W; le Qp-espace vectoriel UneN(BﬁEi @V (—i))?%n introduit au paragraphe précédent
et si I C Z, soit W; = @ie; W;. Soit up € HY (K, Z),- (Zy,V)) et 7 — pr un cocycle continu
représentant p. Si fFKn x(z)"'n € HY(K,, V(—i)), cela signifie, par définition, qu’il existe ¢, ; €



THEORIE D’IWASAWA DES REPRESENTATIONS DE DE RHAM D’UN CORPS LOCAL 47

B @V tel que (1 —x(7)7%5;) * cn fFK (z)"u, quel que soit T € Y, et c,,; étant bien

défini & un élément de (Bﬁlai ® V( i))?Kn prés, son image modulo W; est bien définie.

Théoréme VI.3.1. — Soit h > 1. Soit V une représentation de de Rham. Soit u €
HI(K,@h_(Z;,V)) tel que fFKn x(@)7iu € HYNK,,V(—i)) quels que soient n > 1 et
0 <t < h—1. Finalement, soit T — pu, un cocycle continu représentant woet, stn € N,
501t Cp ;i € Bfai @V tel que Uon ait (1 — x(7)7"07) *x Cn i fF X () "'pr quel que soit T € Y, .
Alors

(i) La suite de terme général ﬁp”(Z?:_ol(—l) (h 1)cm) converge dans (B

V)/Wion—1] vers un élément de Dry(V)/ Wi p—1] noté Logg/)( ).
(ii) Si on suppose de plus que Filth(V) = D(V), alors Logg) o Exp(h) est Uidentité de
FY (D1 (V) /Wion)-

Démonstration. — Le (ii) est le contenu de la remarque VI.2.2. Pour démontrer le (i), nous aurons
besoin du lemme suivant.

Lemme VI.3.2. — Si u appartient ¢ HY(K, P, (Tk,V)), il existe un élément u' de
H Tk, D)~ Pk, Fil ' Dy (V))) dont Vimage dans HY (K, Zy- (T, B @ V)) est égale
celle de p.

Démonstration. — Posons B = Filfl(Bﬁi ® V), ce qui fait de B un espace de Banach
p-adique. D’aprés le théoréme IV.3.1, on a H'(K.,B) = 0, ce qui implique a la fois que
HY (Koo, 7,y
D’aprés la proposition I1.2.1, ce dernier fait implique que 'application de H'(Ks, 2, (T, B))

dans H'(K .@;g(FK,B)) est injective, ce qui implique H' (Ko, Z),-(T'k,B)) = 0. On en
déduit le fait que I'application d’inflation de H'(T'x, 2, (T i, BY%>)) dans H'(K, 2, (T'x, B))

est surjective, ce qui permet de conclure.

(T, B)) est nul et que B (9, B) est fermé dans Z1(9k__, B) puisqu’il lui est égal.

Si 7 — p est un cocycle représentant y/, il existe v € Z,- (FK,BﬁEi ® V) tel que l'on ait
pr — = (1 —07) xv quel que soit 7 € 9. Si on définit u,; par u,; = ¢p; — fFKn x(z) "y,
alors u,; est un élément de Diy (V) tel que on ait (1 — x(7)7%6;) * up; = fFKn x ()"l quel
que soit 7 € ¥k, et on a

lim_ (pn (2(_1y (h - 1>Cm) o (Ifbl(_l)i <h - 1) u)>

1= 1=0

= lim p / (1—x(@) ™ Hrtv=0
Tk,

n—-4oo

car v est d’ordre h~. D’aprés le lemme VI.3.2, on peut imposer que v soit a valeurs dans
Fil 'Bfax ® V. D’autre part, comme V est supposée étre de de Rham, ce qui implique que
H}(K,,V(—1)) est I'image de K, ® D(V( )) par l'application exponentielle de Bloch-Kato, on
en déduit le fait que ¢, ; € #*K,®@D(V)+B ®V C B R®D(V)+ §R®V et que, si k1 € N est
tel que Fil ™" D(V) = D(V) et k = sup(1, kl), alors u,; € Fil "By @ V = (t "B, )= o V.
On peut donc remplacer p par y' et Cn,i Par un; et on est ramené a démontrer la proposition
suivante.
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Proposition VI.3.3. — Soient p € H' (T, ), (T, Diw(V))) et k € N tels que, quels que
soient n > 1 et 0 < i < h — 1, Uimage dans H'(Tk,,, Fil ¥ Dy, (V (1)) de fFK x(x) "t soit
nulle. Soit T — pr un cocycle représentant p. Sin € N, soit u,; € Fil_kDIW(V) tel que l'on
ait fFK (@) "ty = (1 — x(7)788;) * upn; quel que soit T € Tk, alors la suite de terme général

Uy = p" (Zf:_ol(—l)l(h;l)unJ converge dans Fil_kDIW(V)/W[O,h,l].
Démonstration. — Soient 0 € '), et 7 € [',_1. On tire de la relation de cocycle I'identité

Og—1 % flr = Po—1rg + Og—1rg * flo—1 = flg—1 = fbr + (57' - 1) * fo=1,

ce qui nous donne

t_i/ X(@) ™ e =tTX(0) 0o % < / X(@) "0, *m)
X(U)+P"Zp Ik,
5o+ ([ (@) 01
Ik,
:(1 - 57') * 05 % (tiiun,i - /

Ik,

(tx(@) g1 )

On en tire les identités (modulo W; pour la premiére et Wio,n—1) pour la seconde).

Elni= Y (50*(t—iun,i)—5g*( /F (tX(:c))—%_l))

UEFanl/FKn Kn

h—1 1N
—Vp + Up_q =p" <Z(1)Z( ; >tzzm), avec

=0

= Y ((50 ) () — 6y (/

T
UeFKn—l/FKn Kn

(tx(x))—ma-l)).

D’autre part, comme x(c) € 1 +p"~'Z, si 0 € ['k, , et comme o — p1,—1 est une application
continue de I'k (compact) dans les distributions d’ordre h~, la suite de terme général

h—1

P> (1) <h ; 1)#’5(, « (/F

=0

(bx(@)) o) = "0, % ( / (1= x(oz) ™) pipmr)

Kn Tk,

tend vers 0 quand n tend vers 4+oo. Pour prouver que la suite v, converge, il suffit donc de
prouver que si o, est une suite d’éléments de ' vérifiant o,, € I',, |, alors la suite de terme
général

h—1

0 (") o), 1)

=0

tend vers 0 quand n tend vers 4oo.
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4. Le cas h = 1. — Commencons par supposer h = 1, ce qui permettra de séparer les difficultés
réelles du probléme des ennuis techniques diis au fait de travailler avec des distributions d’ordre
quelconque. Si pour ¢ € 'k, on définit T, € Ay par T, = Z?;é 044, alors on a

To'n * (50'n - 1) * (’U/np) = (60'2 - 1) *unuo = _/ Maﬁ

Tk,
car oh, € T'k,,. On en déduit le fait que si 0, est une suite d’éléments de 'k vérifiant o, € Tk, _,
quel que soit n € N, alors la suite de terme général p" Ty, * (1 — d5,,) * Un,0 tend vers 0 car p,»
varie dans un compact des distributions d’ordre 1.

Proposition VI.4.1. — Soit || | une norme surt *B}_ @V provenant de la norme || ||max sur
B ... Il existe C > 0 et n € N tels que l'on ait | T,xz|| > C| 2| quels que soient z € Fil™% Dy, (V)

et o € FKn-

Avant de passer a la démonstration, montrons comment on peut terminer, grace a elle, (dans le
cas h = 1) la démonstration de la proposition VI.3.3 et donc du (i) du théoréme VI.3.1. Notons
X Tespace de Banach Fil™* Dy, (V) et posons y, = p"(1 — d,,) * uno € X/Wy. On vient de
démontrer que la suite de terme général Ty, * y, tend vers 0 dans X/Wj, ce qui implique qu’il
existe z, € Wy tel que la suite Ty, * y, — 2, tende vers 0 dans X. Mais, si n est assez grand,
on a T, * 2z, = pzp, ce qui montre que la suite T, * (y, — p~'2,) tend vers 0 dans X et donc
utilisant la proposition VI.4.1, que la suite y,, — p~'2, tend vers 0 dans X et y, tend vers 0 dans

X /W, ce qu'il fallait démontrer.

Revenons a la démonstration de la proposition VI.4.1. Nous aurons besoin du lemme suivant
qui permet de se ramener au cas de la représentation triviale de ¥q,,, cas traité dans le chapitre
V.

Lemme VI.4.2. — Il existe un morphisme injectif f : Bpax @ V — (Bmax)d de Bmax-modules
tel que f((Bmax ® V)7%e) soit inclus dans (Bff;%?)d

Démonstration. — Soit W = indfg;v et soit v1,...,vq une base de W sur Q. Soit e1,...,eq
une famille d’éléments de (Bax @ W)%F = (Bpax ® V)?K formant une base de Bqr ® W sur

Bar (Iexistence d’une telle famille est assurée par le théoréme IV.2.1). Soit e; = Z;l:l a; ;v; la
décomposition de e; dans la base vy, ..., vq. Par hypothése, les a; ; sont des éléments de Bp,ax et

le fait que e; soit fixe par ¥ se traduit sur le déterminant de la matrice (a; ;) par la formule
det(o)o(det(a;;)) = det(a; ;) quel que soit o € Y,

ou det(o) désigne le déterminant de la matrice de o dans la base vy, ...,v4 ou, ce qui revient au
méme, l'action de o sur la représentation det W qui est de dimension 1 sur Q,. Il existe n € N
tel que [K,, : Fy] = [Koo : Fuol, ce qui fait que W en tant que représentation de ¥, n’est autre
que la restriction de Indf(’;V qui est une représentation de de Rham de ¥, . La représentation
det W est donc une représentation de ¥r, qui est de de Rham et de dimension 1 et il existe
N € N tel que (det W)®" soit cristalline et © € BZ,,, tel que I'on ait o/(Q) = det™ (o) quel
que soit o € ¥p,. On en déduit le fait que A = Q(det(a; ;)" est fixe par ¥p,_ et comme A est
divisible par det(a; ;) dans Byax et on peut prendre pour f I'application qui & un élément x de
Biax ® W associe les coordonnées de Az dans la base eq, ..., eq.
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Corollaire VI.4.3. — Sik € N, il existe un morphisme injectif fr : t 7 *BE @V — (Bf.,)?

max max
de B, -modules tels que fir(Fil™* Dy, (V) soit inclus dans ((B$ax)%oo)d.
Démonstration. — On a Fil "By C t "B ce qui fait que si s est tel que f(Bf, ® V) est
inclus dans ¢~*(B,,. )¢, on peut prendre fj, = tF+*f.

Lemme VI.4.4. — Quel que soient k € N et ¢ > 0, il existe n € N tel que si 0 € 'k, et
z € Fil_kDIW(V), alors || fr (65 * 2) — 95 * fr(2)]] < g||z]]-

Démonstration. — Soit 2 un générateur topologique de I'k, et soit 2 un relévement de 2
dans le p-Sylow de ¥k. On déduit de 42 un homomorphisme continu de I'k, dans ¥k, section
de la projection canonique. Si ¢ € I'k,, on notera ¢ l'image de ¢ par cet homomorphisme.
L’application f o 65 — d5 o fr de Bpax ® V dans (Bmax)d est g-semi-linéaire et coincide avec
fr 005 — 50 fi sur Dry (V). D’autre part, la continuité de la représentation de ¥x dans GL(V)
et celle de fi impliquent que les applications qui & ¢ € I'k,, associent

fk((s(; * (t_kvi)) — 05 % fk(t_kvi) = fk((55 — 1) * (t_k’ui)) + (1 — 5&) * fk(t_kvi)

tendent vers 0 quand o tend vers 1, ce qui, compte-tenu du fait que t~*vq,...,t *vy forment
une base de t_kB;;aX ® V et de la G-semi-linéarité de f o 05 — d5 o fr, permet de conclure.

Revenons a la démonstration de la proposition VI.4.1. On déduit du lemme précédent le fait
que si 0 € T'g,, alors || fx(Ts * 2) — T x fr(2)|| < €||z||. D’autre part, d’aprés la proposition
V.62 sin>4etoc g, alors ||T, * fi(2)|| = p~2||fe(2)|; il existe donc n tel que I'on ait
Il fe(Ty % 2)|| = p~2||fe(2)| si 0 € Tk, et on conclut en utilisant le fait que fi (comme toute
application Byax-linéaire injective) induit un homéomorphisme de Fﬂ*kDIW(V) sur son image.

5. Le cas h général. — Revenons a la démonstration de la proposition VI.3.3 dans le cas h
général. Le lemme suivant sera trés utile pour travailler avec les distributions.

Lemme VI.5.1. — Si P est un polynome de degré < h — 2, alors

}f(—w’(h - 1)13@) — 0.

i=0
Démonstration. — On démontre par récurrence sur k que si P est un polyndéme, alors le polynome
P défini par PF(X) = Zf;ol(—l)i(k;l)P(X + i) est de degré —k + deg P. En particulier, si
deg P < k, alors P est identiquement nul et s’annule a fortiori en 0. Le lemme s’en déduit.

Lemme VI.5.2. — Soit k > 1. Soient Py, ..., Py, Qo,...,Qr € Q[X] vérifiant les 2 conditions
(a) Q;(0) =1 quel que soit j € {0,...,k}
(b) deg Q; = deg P; = j quel que soit j € {0,...,k}.
Soient Yy, ..., Yk, Up, ..., Uy des variables et, si i € {0,...,k}, soient X; = Y0_( P;(i)Y; et
T, = Z?:o Q;(1)U;. Alors le polynome
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peut s’écrire sous la forme le:o Ry(U)Yy, ot Ry est dans lidéal de Q[Uy, . ..,U] engendré par
les monomes du type J]" (U;-Lj) avec Z?Zl ja; =k —¢.

j=1
Démonstration. — Le polynéme considéré est une forme linéaire en Yy,...,Y: et peut donc
s’écrire sous la forme ZIZ:() Ry(U)Yy avec Ry(U) € Q[Uy, ..., Ug]. D’autre part, un calcul brutal
montre que le développement en série entiére de % est de la forme

i Y, P (i ﬁ a % Ak
0o ; Ea:(al,gk)em 2 )(Uo) (Uo) ,
ot Py, est un polynome de degré ¢ + Z?Zl jaj. On déduit du lemme VIL5.1 le fait que
Zfzo(—l)i(kzl)nga(i) = 0 si ¢+ Z?:ojaj < k — 1. Ceci est équivalent au fait que
(6421)(11 e (6—2]6)%}23(0) =0sil+ Z§:1 ja; <k —1 et permet de conclure.
Rappelons que 1'on cherche a montrer que la suite de terme général
h—1

(0 (") o, 1))

i=1
tend vers 0 quand n tend vers +oo0.

Lemme VI1.5.3. — Sil €N eto €'y, soit Ty, = Z?;l x(0)~%6,; € Ak. Alors la suite de
terme général

k
h—1 (h—1 )
" TO'> ( -1) . n_Z(SO' -1 nz)
p" (% Tio, ) * > >< Z )<x<o> D,
tend vers 0 quand n tend vers +o00.

Démonstration. — On a
T%,an * (X(an)_i(scrn - 1) * Upg = (X(UZ)_iéaﬁ - 1) * Uni = _/ X(m)_iuffnp
Tk,

car o, € 'k, . On est donc amené a prouver que la suite de terme général

(S (") )= (] o)

=1
tend vers 0 quand n tend vers +o00, ce qui se déduit du lemme précédent appliqué a k = h — 1,

}/j = (X(x)_l - 1)]‘#0%,

Tk,

p—1
Uj=> (x(on™) = 1)75,
=0

n

) =0, = ()

du fait que x(0,) = 1 mod p” et donc U; € pAg et Ry(U) € p"P 1O Ak et du fait que
P Ro(U)Yy € p" PO A g * (fFK (x(z)~t— 1)@05) tend vers 0 car les p, varient dans un compact
des distributions d’ordre h~.



52 PIERRE COLMEZ

Pour terminer la démonstration de la proposition VI.3.3 et donc du théoréme VI.3.1 dans le
cas h général, il suffit donc d’utiliser le lemme suivant et le méme argument que dans le cas h = 1
pour passer d’une convergence dans FilkaIW(V) a une convergence modulo W ;_1).

h—

Lemme VI.5.4. — Il existe C > 0 et n € N tels que l'on ait || .*;Ti,cr *xz|| = C|\z|| quel que
1=

soient z € Fil ¥ Dy (V) et 0 € T,

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser h fois la proposition VI.4.1 en remarquant que l'on a ||T; , —
T, <p "sioeTlk,.

VII. Lois de réciprocités explicites

1. Formules explicites pour ’application logarithme.— Le but de ce paragraphe est de
donner une description & peu prés compléte de 'application logarithme en termes de 'application
duale de I'exponentielle de Bloch-Kato.

Théoréme VII.1.1. — Soient V une représentation de de Rham, h > 1 ety € HY (K, 9, (T'k,V))
tel que fFK x(2)"u € HY (K, V(—i)) quels que soientn > 1 et 0 <i < h— 1. Alors

* -1 h —
Ov(#) © Trem(Log") (1) = expfaran ( k(,ﬁ_nf“()k_hﬂ) / x(@) )
Km

quels que soient m € N et k ¢ [0,h — 1].

Remarque VII.1.2. — Comme 'application eXp*V*(1+k) est a valeurs dans Fil’Dgg (V(—k))

qui est nul si k < 0, ’égalité ci-dessus devient 0 = 0 pour k£ < 0.

Démonstration. — Si on reprend la démonstration de 'existence de LoggZ ), on voit que l'on

peut remplacer pu par un élément de H'(T'x, 2, (T, Diw(V))) ayant méme image que pu
dans HY(K, 2),- (FK,B;‘Ei ® V) pour faire le calcul et donc supposer que p appartient a
HYTk, Z),- (Tk, Diw(V))). Nous nous placerons donc dans cette situation et reprendrons les
notations utilisées pour la démonstration de la proposition VI.3.3. D’autre part, pour alléger
un peu les formules, 'opérateur dy(_y) © Tk sera noté simplement T, ; dans le reste de ce
chapitre.

Soit soit y2 un générateur de I'r,. Compte-tenu de la formule

Trr=Tri,(0)/K (1) © Trkm sir<m

et de ce que si L1 C Lo sont deux extensions finie de K, alors le diagramme

XD+ (1)

Hl(Lg, V) — Lo ® DdR(V)
! COTLy /Ly exXplrx (1 ! Trr,/r, ®id
H'Y(L1,V) 5" L@ Dar(V)

est commutatif, il suffit de démontrer le théoréme pour m assez grand ; on supposera en particulier
m > 2 dans ce qui suit.
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Sin > 2, soit v, = 'ng”:KQ]; c’est un générateur de I'k,. On a Tp, x(p"uni) = tiév(i,k) o

TKm(p”t_iun,i). D’autre part, si v € I'g,,, alors
Tm,k—i o 67 = X(’Y)k_iTm,k—iy
ce qui nous donne

1— X (7)™

pr T =i (Pt "t 3) = T pmi (1 = 65,) % (¢ "t 7))

Par construction, on a

(1= 630) 5 () = 7 / X(@) e,

Tk,
et comme 7y, = ’y,[f nifml i > m, on déduit de la relation de cocycle la formule
[Kn:Km]—1
Hyn = Z 5*%” * By s
=0
d’ott 'on tire

[Kn:Kom]—1

/ (@) = D0 0 ( / Ok )
Ik, =0 Ym Uk,

(Kp:Kom]—1
Tm,k—i(/FKn (tX(fC))_i/Mn> =t ;:[:) T (5%” * </7

On peut alors utiliser la formule 7}, 1 o A = X(fym)fkTmﬁk, ce qui nous donne

x(vfimﬂv)‘iuwn))-

—£
m FKn

[Kn:Km]—1
‘ - ; 0(k—i) —i
Tosci(f, @) 7) = T > xom) [, X )

Tout ceci permet d’exprimer Tm’k(Loggl ) (1)) comme ﬁx la limite quand n tend vers +o0o

de 'expression rébarbative suivante

i) T (S0 (") e ( @0 [ ) ) )
ZZ; i) 1= x(y)F gz:; T,
2. Le cas h = 1.— Nous allons de nouveau commencer par supposer h = 1 pour éviter les

difficultés techniques dues au fait de traiter le cas de distributions d’ordre quelconque. Dans le
cas h = 1, Pexpression générale se “simplifie” un peu et on obtient

o [Kn: K] —1
T, (Log!V = lim T, k(( Ek/ m)>.
mk(Logy (n)) = lim Tl +— NCHL ; X(m) ot
Les ;¢ pour £ € {0,...,[K, : K] — 1} formant un systéme de représentants de I'g, /T, et

[, €tant une distribution d’ordre 17,

Lk —k
X (Ym) /Z uwm—/ b X@)
Ym UKy, Ym Tk
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tend vers 0 uniformément pour ¢ € {0,...,[K, : K;,] — 1} quand n tend vers +oc0. On en déduit
le fait que la suite de terme général

[Kn:Km]—1

> X('Vm)““/Z .
=0 Ym UKy

p" tend -p
end vers
—x(yn)* kTog x(

tend vers fFK x(z) ", et comme il b

on obtient finalement T p,
et Tr/p, .

Wy P" —k
(VIL2.1) s Lo 1) = o ST (| @)

quels que soient k #£ 0 et m € N.

Remarque VII.2.2. — La démonstration précédente montre que si m € N, alors la suite de

terme général p" Tk ., (un0) converge, ce qui est un résultat un peu plus faible que I'existence de

Logg).

Pour terminer la démonstration de la proposition, il reste & exprimer le membre de droite de
cette égalité en terme de I'application duale de ’exponentielle de Bloch-Kato. Pour cela, nous
allons utiliser la formule de Kato (proposition I11.5.2).

Si L est une extension finie de Qy, soit Tr,;, I'unique application L((t))-linéaire continue de

ngf{“ dans L((t)) telle que si n € N et x € Ly, alors Tr/p(v) = ﬁTan/L(x). L’existence
pm

et l'unicité de Tr,;, viennent de ce que l'on peut et doit poser Tr,;, = mT L,0 81 m est assez
grand. D’autre part, on a Tr g, = p™ Tk, sl m est assez grand.
Proposition VII.2.3. — Soient L une extension finie de Q, et W une représentation p-adique

de 9y,. Sic € HY(L,W(=k)), il existe un cocycle T — ¢, sur T'p a valeurs dans (Bgqr @ W)%Le
ayant méme image que ¢ dans H' (L, Bqr ® W). Si de plus W est de de Rham, alors

1

exp}',‘v*(l) (C) = (SW (@] TI'/L(mC»Y>

quel que soit v € I'g, tel que log x(y) # 0.

Démonstration. — Comme H'(Lso, Bqr ® W) est nul d’aprés le théoréme 1V.3.1, Papplication
d’inflation de H'(T'z, (Bqr@W )¥e ) dans H' (K, Bqr®W ) est un isomorphisme, d’oti I'existence
du cocycle 7 — ¢;. Maintenant, si W' est de de Rham, I'application 7 — dw o Tr, r(cr) est un
cocycle sur I'z, & valeurs dans Dgg (W) sur lequel 'y, agit trivialement ; il est donc de la forme
T — dlog x(7), avec d € Dgr(W) et si ¢ est nul, ce qui implique que 7 — ¢, est un cobord, alors
d = 0. On en déduit le fait que oy o Tr/L(mcy) € Dgr(W) ne dépend ni de v € T'f, tel que
log x(v) # 0 ni du choix du cocycle 7 — ¢, représentant ¢, ce qui nous fournit une application
naturelle de H(K, W) dans Dgqr (W) qui coincide avec exXpiys (1) comme on le constate aisément

en utilisant le théoréme de Kato (proposition II1.5.2).
Cette proposition (utilisée dans le cas L = K, et W = V(—k)), la formule (VII.2.1) et la

relation Tr g, = p"Tkm si m est assez grand, permettent de terminer la démonstration du
théoréme VII.1.1 dans le cas h = 1.
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3. Le cas h quelconque.— Les mesures étant denses dans les distributions, on peut déduire
le calcul pour les distributions de celui pour les mesures si on remplace V' par V (k) pour k> 0
car alors la condition fFKn x(x) "' € HY(K,,V(—i)) est automatique. Malheureusement, le cas

qui nous intéresse vraiment est celui ot Fil™*D(V) = D(V) et dans ce cas les mesures telles que
fFK x(2)"tu € HY(K,,V(—i)) quels que soient n > 1 et i € {0,...,h — 1} sont trés loin d’étre

denses dans les distributions d’ordre A~ vérifiant les mémes conditions.

Lemme VII.3.1. — Si p est une distribution d’ordre h™, si a« = 1 [p]| et si X est un ouvert

¥

»» alors la suite de terme général

Sev(" ) (e S, )

i=0 a€X/prZy +p"Zp

compact de Z

tend vers

SRS
k(k—1)-—(k—h+1Dloga Jx !
quand n tend vers +00.

On peut utiliser le lemme précédent avec X = x(I'k,,) pour évaluer la limite de 'expression
(VIL.1.3). On en déduit la formule

() () — (=" .
T i (Logy” (1)) = k(k—1)--(k—h+ 1)10gX(’7m)6V(_k) oTr/k,, (/FKm x(x) kﬂw)'

et il suffit d’utiliser la proposition VII.2.3 pour exprimer le membre de droite & I'aide de I'appli-
cation duale de I'exponentielle de Bloch-Kato et terminer la démonstration du théoréme VII.1.1
dans le cas h général.

Passons & la démonstration du lemme VII.3.1. Comme g est d’ordre h™, il s’agit de vérifier
(cf. deéfinition 1.4.2) que, si 'on pose

_ - ifh—1 p" k—i, i
frna(x) =Llagpnz, (T) (;(—1) < ; >1_a(ki)pna x >,
_ (=)"(h —1)!
9n.a —]-a-i-p"Zp(x) k(k — 1) T (k “ht 1) logaxkv
fn(z) = Z fn,a(x) et gn(zr) = Z gn,a(x)a

a€X/p"Zy, a€X/p"Zy

alors || fr, —gnllLA,, est un O(p_”h), ou encore, qu’il existe C' > 0 tel que on ait || f5 o — gn.a

LA, <
Cp~"™" quels que soient n € N et a € X.

(="' (h=1)!
(T—1)(T—ht1

Eo L h-1) 1 (=1)P=1(h — 1)
Z(_1)< i )T—i:T(T—l)---(T—thl)’

1=0

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle = j nous fournit

la formule
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ce qui permet de réécrire fp, o(2) — gn,qa(x) sous la forme

il h—1 p" 1
7 - k—i i k
Latprz, (2) <Z(_1) ( i >(1 bt T G ) loga” >>

i=0
Posons alors loga = —pf3 avec 8 € Zy et x = a(l + p"u). L'expression en facteur de 144 pnz, ()
peut se mettre sous la forme Z?;Ol(—l)i(hzl)F(u,i — k), ou l'on a posé

Fiu =<a<1+pnu>>k<l_;;%aw—;z>

st (g (Evsrar) E Q) )

=(a(l+ p"u) (Zp"tPt zu>

ol P; est un polynéme de degré t — 1 en z et u a coefficients dans piﬁzp, les b, sont des éléments
de Z, définis par HL_M = %(2;;08 bTX’") et ou 'on passe de la seconde a la troisiéme ligne
en développant brutalement. Le lemme VI.5.1 permet alors d’obtenir la majoration ||fn. —
h"qui permet de conclure.

VIII. Transformées de Fourier des distributions.

1. Distributions sur Q,.— Si X est un ouvert compact de Q,, il existe n € N tel que
p" X soit un ouvert compact de Z,. Cela nous permet de définir par transport de structure, si
ie{,+,—,1,i},'espace LP?(X , B) des fonctions localement polynomiales de degrés convenables
a support dans X et a valeurs dans B, si B est une Qp-algébre et l'espace .@alg(X A) des
distributions algébriques a valeurs dans A, si A est un Q,-espace vectoriel. De méme, cela permet
de définir les espaces LA (X), si h € N et 27(X, A), si ? € Ry U{cont,temp} et A est un espace
de Banach p-adique. Il est clair que ces définitions ne dépendent pas du choix de n.

On note LP?(Q,, B) = UxLP’(X, B) [resp. LA(Q))| 'espace des fonctions localement po-
lynomiale de degrés convenables [resp. localement analytique| a support compact dans Q. Si
A est un Qp-espace vectoriel [resp. un espace de Banach p-adique| et 7 € { ,+,—, 1,4} [resp.
? € Ry U {cont,temp}|, on note @a?lg(Qp,A) [resp. 27(Qp, A)] l'espace des morphismes de
LP’(Q,) [resp. LA(Q,)] dans A dont la restriction & LP’(X,Q,) [resp. LA(X)] appartient &
.@alg(X A) [resp. Z7(X, A)|, quel que soit 'ouvert compact X de Q.

On munit ces différents espaces de distributions d’un Frobenius ¢4 et, si A est lui-méme muni
d’une action de ¥k, d’une action de ¥ grace aux formules

| s@est) = [ swnn et [ sa@sen=dos ([ odra)n).
Qp Qp Qp Qp
Ces deux actions commutent entre elles et on a

0o (¥ ) = pF2¥pg(n) et po(Resx(n)) = Resyx (pa ().
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Si i € Z, on note 5g} la distribution donnant le i-éme terme du développement de Laurent en
0, c’est—a—dire I’élément de @glg(Qp, Q) donné par les formules pr a:iég} =1 e? pr f(:z:)éf[;] =0
si f € LP*(Qp) est nulle sur un voisinage de 0. On note fifaar; 1’élément de @zfdg(QI” Q,) défini
par

/ l'ZHHaar,i =p 7,
a+p"Zy

sincZetacQ,.

2. Transformée de Fourier algébrique. — Soit 2 — ¢(x) l'application de Q, dans fpe
définie au §1 du chapitre V. Si f est une fonction localement constante a support compact
dans Q, et y € Q,, la suite de terme général p=%> o f(z)e(xy) est constante pour k
assez grand On note Z,,(f)(y) sa limite quand k tend vers 4+o00. On a aussi Fa(f)(y) =
fQ £(2Y) fHaar,0(Z), OU LiHaaro st I'élément de 7 alg(QP’ Q) défini ci-dessus. L’application
f— Jalg( f) transforme une fonction localement constante & support compact en une fonction
localement constante & support compact et vérifie les régles habituelles d’une transformée de
Fourier, a savoir
(i) Fag(f(z + ) (1)
(i) Fusg(e(a2) f(2)) (y
(i) Fug(F(c2))(y) =
De plus, on a
(iv) Fag(Lavprz,)(y) = p~"e(ay)1y-nz, (y)
Comme on le constate aisément en se ramenant au cas a = 0 grace a la formule (i). Finalement,

= e(—ay) Zag(f) ()
)= alg(f)(y+a)
e Fag(f)(c™My) siceQy

on tire de ces formules la formule d’inversion de Fourier

(v) g 0 Furg ()W) = F(—p).
On étend F,)4 en une application linéaire de LP+ dans LP~ en demandant que si f € Lpitool,
alors Fa1s(f)(y) = (—ty) Faig(f)(y). Cette formule est 'analogue de la formule habituelle pour
la transformée de Fourier d’une dérivée, ¢ étant I’analogue p-adique de 2iw. Il faut tout de méme
faire attention au fait que cette formule n’est pas valable si f a une composante de degré 0,
composante dont la dérivée est nulle.

Si h € Z, définissons la transformée de Fourier tordue ﬁsl};)(f) d’un élément f e LPI—h+ool
par la formule

ZR ) = ()" Pag@" 7 f@)w).

De maniére explicite, on a

L (k+h—1) ,
ﬁé&)(xklawnzp)(y) =p ((_ty)k)g(ay)lpnzp(y) sik>1—h, nc€ZetacQ,.

Sip e gl ooh= 1](Q][,,Qp), définisoons sa transformée de Fourier tordue ﬂél}g(u) grace a la

alg
(h
Qp f( O\alg / alg

Proposition VIII.2.1. — Si p € gl ool (Qp,Qp), alors ﬁé{g(,u) est un élément de

alg
-@agg;_h7+oo[(Qp, Bar) fize par Y.

formule
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Démonstration. — Soit T € ¥x. On utilise les formules 7(e(az)) = e(x(7)az) et 7(t) = x(7)t, ce
qui nous donne

[ atssm s ([ () 5w

+pnZyp x(1)"ta+pnZy

—p"(k + h — 1)lx(r)k <5T X ( /p s(x(r)_lam)(—t:n)_ku)>

-7,

(k4 - 1) / . elan)(—to) ™)

k h
[ gl
a+p"Zp

(%) (u) et ﬁgg (1) coincident sur une famille génératrice de LPH1—/+°l

ce qui prouve que 6, x ﬂalg

et donc sont égales.

3. Transformée de Fourier des distributions continues.— Si u € @;l_g(Q]”Qp) est a
support compact, on peut définir sa transformée de Fourier continue Zont (1) € Foo[[t]] par la

—+o00 k
X
Em,LL——E tk/sa:,u,

ou X est n'importe quel ouvert compact de Q, contenant le support de u. Notre but est d’étudier

formule

Feont (1) = /

p

les distributions continues et tempérées sur Q,, via leur transformée de Fourier.

Rappelons que I'on a défini au §7 du chapitre V des anneaux B} . Bl et, si X est un

cont?’ temp
ouvert compact de Q,, une application continue Resx de (Bjont)%oo dans lui-méme.
Proposition VIII.3.1. — Si p est une distribution continue a support compact sur Qp, sa
transformée de Fourier appartient a (B, )%~ . Réciproquement, si z € (BL )% e est tel qu’il

existe un ouvert compact X de Q) tel que l'on ait Resx(z) = z, alors z est la transformée de

Fourier d’une unique distribution continue ﬁcg}lt

(2) a support dans X. De plus, si v € R, une
distribution continue & support compact est d’ordre r si et seulement si sa transformée de Fourier
est d’ordre r et on a les formules suivantes :

(1) Feont(Resx (1)) = Resx (Feont (1)) si X est un ouvert compact de Q.

(i) Feont(0a (1)) = o(Feont (1))

(111) Feont(0q * p1) = [€%] Feont (1) st a € Qp.

On dit que pt € Zeont(Qp, Qp) posséde une transformée de Fourier si la suite de terme général
fp,n z, [€%] 14 converge dans (B )%F=. Si z € (BY, )%~ la proposition précédente implique que
z est la transformée de Fourier de I'unique distribution p telle que Zeont(Resx (1)) = Resx (2)
quel que soit I'ouvert compact X de Q,. On obtient donc, en passant & la limite dans la propo-

sition VIII.3.1, le résultat suivant.

Corollaire VIII.3.2. — L’application Fcony induit un isomorphisme de l’espace des distribu-
tions continues sur Q, possédant une transformée de Fourier sur (B )%Pe wérifiant les pro-

cont
priétés (i)-(iii) de la proposition précédente.
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L’ingrédient principal de la démonstration de la proposition VIII.3.1 est la description des
distributions continues et tempérées a support dans Z, en termes de leur transformée d’Amice
(propositions 1.3.3 et 1.4.4). En effet, si pt € Deont(Zp, Qp), alors Feont (1) = 4, (€] — 1), comme
on le voit en revenant & la définition de la transformée d’Amice.

Lemme VIII.3.3. — L’application Feony induit un isomorphisme de Deont(Zp, Qp) sur
Resz, (B

cont)%‘x’)- De plus si 7 € Ry, une distribution est d’ordre v si et seulement si sa

transformée de Fourier est d’ordre r.

Démonstration. — Si p est une distribution continue sur Z,, sa transformée d’Amice «7,(T) =

20 arT* est une série de rayon de convergence 1 et on a Feont (1) = 7, (€] —1). On tire de la
proposition V.5.3, le fait que si n > 1, alors la série Y125 ay([e,,] — 1)* converge vers un élément
2, de B, N F,[[t]]. On a de plus ¢"(2,) = Feont(it), ce qui prouve que Feons(i1) € BE et
Resz, (Feont (1)) = go”Resp—an(zn) = ¢©"(zp) car z, € F,[[t]]. On en déduit a la fois la formule
ReSZp (gcont(,u)) = <g.cont(ﬂ) et le fait que ycont(,u) € ReSZp ((B::)nt)%? )

Réciproquement, si z € Resz, (B, ,)%"=) et si n > 1, alors

7" (2) = ¢ "(Resg, (2)) = Resy-ng, (¢ "(2)) € Ful[t] N B

et la proposition V.5.3 implique I'existence d’une suite by , d’éléments de Q, telle que la série
1

n—1

;:Of] bkak ait un rayon de convergence supérieur ou égal a p (»-Dp
e (2) = Y120 brn([en] — 1)*. Appliquant @™ a cette identité, on obtient le fait que by, est
indépendant de n € N, ce qui implique que la série Z;ﬁ% bkvlTk a un rayon de convergence

et telle que 'on ait

supérieur ou égal a 1 et est donc la transformée d’Amice d’une distribution continue & support
dans Z, dont z est la transformée de Fourier.

Sir € Ry et p est une distribution d’ordre r, sa transformée d’Amice est une série de la
forme Z,J;’f) apT* telle qu'il existe C' > 0 tel que I'on ait |az| < Ck" quel que soit k € N — {0}.

Soit a > 0. La fonction f(z,a,r) = axr — r}ﬁgz atteint un minimum fini g(a,r) pour € R¥ en
T = alggp' On a
k 2 logk  logC
vplag) + 1+ g Zrn+ — -
. (p—1)p~t (p—1Dp~t  logp logp
kK p log C'
:f(77 j?r) - 1
P p ogp
P log C
29( ,T‘) - .
p—1 log p
On en tire le fait, utilisant la proposition V.5.3, que si m < —1 + g(%,r) - 11%227 alors

pE("r)ga_”(ﬁcont(u)) = pEnr) Zzﬁg ak([en] — 1)k € p™Anax et donc que Feont (1) est d’ordre r.
Réciproquement, si z € Bf  NQ,[[t]], alors il existe une suite (ay)ren d’éléments de Q,, telle
que lon ait z = > 725 ax([e] — 1)¥. Si de plus p"™+™p"(2) € Amax quel que soit n € N, la

proposition V.5.3 implique v,(ag) > —m —nr — (p—l)% =-—m— riggﬁ - f(pﬁn, Z%, r) quel que
soit n € N, ce qui implique v,(ag) = —m — riggﬁ —Sup,epp-11) (@, 357, 7) et permet de conclure

ag—1

au fait que Z#_ . (z) est d’ordre 7.
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La méme démonstration permet de prouver que si mg < —1+ g( ,7)etsifag] < p k" stk

est assez grand, alors p™" o~ "(2) € ™0 A .« si n est assez grand (pour que pZ™) tue les coefli-
E(nr)gpfn(z) c pmAmax
— Supyep-11) f(@, 327, 7) si k est assez grand, ce

cients ne vérifiant pas 'inégalité |ai| < p~"k") et réciproquement, que si p
log k
logp
qui permet de traiter le cas d’une distribution d’ordre r~ et de terminer la démonstration du

lemme VIII.3.3.
Maintenant, si p est a support compact, il existe n € N tel que ¢ (p) soit & support
dans Z,. Comme les formules (i) a (iii) de la proposition VIII.3.1 sont évidentes si p est une

pour n assez grand, alors v,(ag) > m —r

masse de Dirac et que p peut s’écrire comme une limite de masses de Dirac, on a Feont (1) =
0 (Feont (% (1)) € (BE )P On tire de cette formule et du lemme VIIL.3.3 injectivité
de la transformée de Fourier. Le méme argument de densité montre que les formules (i) a (iii)
restent valables pour n’importe quelle distribution & support compact. Finalement, si X est un
ouvert compact de Q,, on peut écrire X comme une réunion finie disjointe | |,. 4 a + p"Z, de
translatés de Z,. On a alors

Resx(z) = Y Resaypnz,(2) = Y _[e%]¢" (Resg, (¢ "([e7]2)))

acA acA
)P En particulier, si Resx(z) = z et Resgz, (¢~ "([e7%z)) est la trans-
formée de Fourier de la distribution p, € Zeont(Zyp, Qp) [I'existence de i, est une conséquence
du lemme VIII.3.3|, alors z est la transformée de Fourier de la distribution ), 4 64 * ©% (1ta) qui
est & support dans X. Ceci termine la démonstration de la proposition VIII.3.1.

quel que soit z € (B}

cont

Proposition VIII.3.4. — Siu € .@mm(Qp, Qp) a une transformée de Fourier continue, alors
k z” -
TQ;u Feont ( Zt ( —n/ 6(33)?#) si n>1
k —1 a
Tq, 0(Feon t ( - )
QP: Co t Z /Zp 'lu’ p /p;—lzp k! l’L
Démonstration. — Sin > 1, ¢’est une conséquence immédiate de la formule

TQp,n(ycont(:U’)) = p_nReSp—”Zp (ﬂcont (N)) = p—n COHt(ReSp_an (:U’))
et de la définition de Feong. On déduit le cas n = 0 du cas n = 1 grace a la formule Tq,0 =

Tre 1))/, (1) © Tq,.1 et au fait que Trr /q, (e(x))=—1siz € p71Zp —Z, et TrFl/Qp(a(ac)) =
p—1siz€Z,

IX. Représentations absolument cristallines.

Dans tout ce chapitre, on suppose que V est absolument cristalline, ce qui signifie que K
est une extension non ramifiée de Q, et que V est une représentation cristalline de ¥ ou
encore que Indgp V' est une représentation cristalline de %q,. On commence par donner une
construction de ’exponentielle de Perrin-Riou [23] en utilisant le langage des distributions. La
seule différence avec la construction de Perrin-Riou est I'utilisation de la transformée de Fourier
algébrique qui rend les formules plus naturelles. Les calculs effectués pour démontrer la continuité
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de ’exponentielle sont une traduction de ceux effectués par Perrin-Riou. Finalement, on compare
cette exponentielle avec celle construite au chapitre VI, ce qui nous permet d’utiliser les résultats
du chapitre VII pour démontrer la formule de réciprocité conjecturée par Perrin-Riou (conjecture

Réc(V) de [23]).

1. L’exponentielle de Perrin-Riou.— Comme on a supposé¢ K non ramifi¢ sur Q,, on a
G,

en particulier 'y = Z7 et Tk, = id ® Tq, n sur Bfg‘x’ = K ® Byp® si n € N. Dans tout
ce chapitre, on note D(V') le Q,-espace vectoriel Deis(V'). L’endomorphisme de @allg(Qp, D(V))
composé de @ et pg sera noté pg X .

La proposition VIII.2.1 et Iisomorphisme 27(Q,, D(V)) =2 27(Q,, Qp) ® D(V) montrent
que si u € 27(Qp, D(V)), alors Fug(p) est fixe par ¥x puisque Y agit trivialement sur
D(V). Appelons “exponentielle de Perrin-Riou” I'application Expy, de 2 (Qp, D(V))p2®e=l

alg
dans HY(K, 7+

alg(F K,V')) obtenue par composition des applications :

jalg :‘@aig(QwD(V))Sa@@w:l — I} (QI%BdR ® V)gK

alg
Reszs 7,1, (Qp, Bar @ V7K — 71 (2%, Bar © V)< = 93 (T, Bar @ V)%
expy : 74, (Tk, Bap @ V)% — H'(K, 73, (Tk, V).

L’invariance de p par ¢g ® @ se traduit par

/,, e = /Z p FC) )

quel que soit f localement constante sur p~"Z,. On en tire les formules

k g —-n H
" Falg (1) =klp / e(ax)
/a—i-p”Zp e p~"Zyp (_tx)k

J

=

a* Fag (1) :k!(/z (_Z[;) p_l/plz (—ifw)k>
—k(1 —p‘lcp‘l)(/z (_fx) )

1— -1, -1
« o lP ( / p )
L—¢ zx (—tx)*

*
P

*
P

N

La raison d’étre des guillemets dans la derniére égalité est que (1 — ¢) n’est pas forcément

inversible sur D(V (k)) et que I'équation (1 — @)z = (—t)™" [, 27X, qui a des solutions, peut
P

en avoir une infinité ; mais deux de ces solutions différent par un élément de D(V (k))?=!, c’est-

a-dire par un élément de ker expy (1. La raison pour laquelle on I'écrit de cette manieére est pour

. ~ . _p— 1,1 . N . . .
faire apparaitre ’opérateur % qui est & origine des facteurs d’Euler biscornus dans la
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définition des fonctions L p-adiques. Utilisant la formule VI.1.1, on obtient finalement les formules

/FK X(x)kﬁ)xpv(u) :k!expv(k)(ﬁ (/Z (_Zl;)k)>

*
P

[, X B =kesprn (57 () X0 o)) szt

" p" (—tw)

(IX.1.1)

Si h € Z, on définit de méme une application

Expyy : 20" (Q, D(V))#229=1 — HY(K, 2L Ty, v))

alg
par la formule Exph’v = expy oReszx o ﬁél}g. La relation entre ﬂa({g et F,g se traduit par les
formules
(IX.1.2)

Expy, v (1) (1) =x(1)""Expy_p (—t2)"  u(2))(y)

/FK X (@) Expy, v (1) =(k + h = 1)! expy (1 110—_1;0_1 /z (—5x)k))

/ern X(@)"Expy, v (1) =(k + b — 1)l expy x (i; (/Z E(Xi;l)x) (—Zc)k)) sion>1,

formules que 'on pourra comparer, en utilisant la formule 1.5.1, avec le diagramme (i) du théo-
réme énoncé dans l'introduction de [23].

2. Continuité de ’exponentielle de Perrin-Riou.— Il n’y a pas d’application naturelle
de Diemp(Qp, D(V)) dans 217°#=1(Q,, D(V)) car on ne peut pas définir fzp v Fusik>1et
t € Dremp(Qp, D(V)), la division d’une distribution par  n’étant bien définie qu’a un multiple
de la masse de Dirac en 0 prés. Pour remédier a cette difficulté, introduisons 'espace LA'(Q,)
des fonctions f localement analytiques sur Q, — {0} telles qu’il existe N € N (dépendant de f)
de telle sorte que z f se prolonge en un élément de LA(Q,). Tout élément de LA'(Q,) peut
s’écrire de maniére unique sous la forme z — f(z) + 1z, (z)P(z~1), ou f € LA(Q)) et P est un
polynoéme sans terme constant.

Si A est un espace de Banach p-adique, on note -@cont(Qp, A) lespace des morphismes continus
de LA'(Q,) dans A. La multiplication par z est un isomorphisme de LA’'(Q,,) et donc induit un
isomorphisme de .@Com(Qp, A); d’autre part, les espaces .@com(Qp, A) et Deont(Qp, A) sont reliés
par la suite exacte

00— HA(S([)Z} — ~cont(Qpa A) — cont(vaA) —0
i<0
et on note Qtemp(Qp,A) I'image réciproque de Zremp(Qp, A) C Zeont(Qp, A) dans -@cont(QPa A)
et Dremp(Qp, A) s’injecte naturellement dans 9]700’]171}((217714)'

L’image par %, él}g

méme pas une distribution continue car une distribution continue fixe sous I'action de ¥k est a

d’une distribution tempérée n’est pas une distribution tempérée (ce n’est

support {0}); le théoréme IX.2.1 ci-dessous est donc un petit peu miraculeux.
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Théoréme IX.2.1. — Sih € Z est tel que Fil""D(V) = D(V) et p est une distribution appar-
o~ 2 =1 ~

tenant & Premp(Qp, D(V))wj@w , son image par l'application Expy, y, composée de Expy, 1, avec

la restriction de 9k a Yk est continue, c’est-a-dire appartient i H* (Koo, Ziemp(Tr, V))TE.

Remarque IX.2.2. — (i) On a utilis¢ linjection naturelle de Ziemp(Qp, D(V)) dans
.@ll_goo’h_”(Qp, D(V)) pour donner un sens a Exphy.
(ii) On préférerait ne pas avoir a restreindre & ¥, ce qui fait disparaitre le sous-A g-module

de torsion de H'(K, Ziemp(T i, V) (cf. proposition I1.1.4).

Démonstration. — La formule xlfhEXpLV(l_h)((—tw)hil,u) = Expy, (1) permet, quitte & rem-
placer V par V(1 — h) et p par (—tx)" 'y de supposer h = 1 pour la démonstration, ce que
nous ferons. Soit p € Zremp(Qp, D (V))cp@(@w:1 La démonstration de ce théoreme repose sur
I’équivalence des propriétés (i) et (ii) de la proposmon 11.2.3 et notre probléme est donc d’arriver
a évaluer, sin > 1 et j € N, les quantités p~ [ . (x(x) = x(7))?Expy v (1)

Sive @Com( », D(V)), posons

vensl) =R ([ () i )
—n k CLl‘
Jami(v) =K1 . ( /Z p z; t m) )

Lemme IX.2.3. — (i) SiFil'D(V) = D(V), alors Yan (V) — Yanr(v) € BIz ® V quels que
sotent a € Zy, n € N et k>0
(ii) :Ya,n,k(’/) € Bpnax ® D(V) et (1 - ‘P):Ya,n,k(’/) = :Ya,n,k((l —pg® SO)V)-

Démonstration. — On part de la formule 5(#) [en] exp(— in) d’ou l'on tire
k k ;
z 1, —tx; _ —tx)" .
() =X (o)) = (7 )) mod Fil**'Bag,
i=0 i=0

si z € Zy. On en tire le (i) car 'hypothése Fil='D(V) = D(V) implique que 'on a Fil*"'Bgg ®
t=*D(V) c Bi; ® V. Quant au (ii), il découle des identités ¢ (t) = pt et ¢([e]) = [€P].

Lemme IX.2.4. — Siyel'g, n>1etk e N, alors f’YFKn X(x)kEXply(u) est représenté par
le cocycle

T — (6; — 1) xEulp (ﬁa,n,k(ReSZ; (1)),
ot a = x(7) et Eulg : Bpax — Fil®(Bmax) est Uapplication définie au §5 du chapitre III.

Démonstration. — Posons ognpr = f’YFKn X(:E)’“Exply(,u). D’aprés la formule IX.1.2, on
a Qank = €XPy (k) (7a7n,k(Reszp (,u))) Maintenant, le (i) du lemme précédent montre que
Yank(Resz, (1)) est un relevement de v, nx(Resz, (1)) appartenant & Byax ® V' qui est fixe par
Yk, comme on le voit sur sa définition. Le lemme II1.5.1 implique donc que aqp x(Expy v (1))
est représenté par le cocycle

—(1—6;) x Bulp((1 — ©)Yank(Resz, (1)),
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ce qui, compte-tenu du (ii) du lemme IX.2.3 et de la formule (1 — ¢4 ® p)Resz, (1) = Resz» (1),
formule qui découle de l'invariance de p par 9 ® ¢, permet de conclure.

Corollaire IX.2.5. — Sous les mémes hypothéses, p=I" f'YFK (x(@) = x(7))Expy v (1) est re-
présenté par le cocycle

7 — (6, — 1)« Bulg(Bam; (1)),

ot l’on a posé
Jj o
~ —in 7 .
Bang () =p77" Y ( ) (—a) "ok (Reszy (1))

k=0

Pour évaluer cette derniére quantité, on peut utiliser la formule définissant ’Nyaymk(Resz; (),
ce qui nous donne (en utilisant l'identité et = [¢])

Ba,n,j(u)=p_j"i:l</z;sj(atx) i )

ou l'on a posé

s =30 (3 5)

iy
[e=)

comme on le constate en regroupant les termes de méme degré en u. On obtient donc

* *
p p

ce qui, utilisant la proposition VIIL.3.1 (ou le lemme VIII.3.3), permet de montrer que si Resz: (1)
est d'ordre 7, si (V) € R est tel que la suite d’endomorphismes p™ (V)= de D(V') est bornée
(il suffit de prendre pour (V') la plus grande pente de ¢, voir plus loin) et si || ||; est une norme

sur t /B, @k D(V) provenant de la norme || ||max sur By, alors la suite de terme général
SUDg ez p”(’“(v)*”l)ﬁavn,j(u)”' est n(r)-bornée. Comme Eulp est continue et que d’aprés le
J

corollaire 1X.2.5,

Pt (V)+r=3) (x(z) — X(v))jEXPLV(N)

YTk,
est représenté par le cocycle 7 — (6, — 1) % EulB(p”(r(v)”“)ﬁa,n,j(u)), on peut utiliser la
proposition IL.2.3 pour conclure au fait que si Reszx(u) est d’ordre r, alors Expyy(u) €
H'Y (Koo, Zr(vy4ri1 Lk, V).

Pour terminer la démonstration du théoréme IX.2.1, il ne reste plus qu’a démontrer que
Exp; y(A) est fixe par T'. Pour cela, remarquons que son image dans HY (K, .@;g(FK, V)
'est puisque c’est la restriction a ¥k d'un élément de H'(K, 2

alg
plication naturelle de H' (K, 2,(I'x,V)) dans Hl(Koo,@;g(FK,V)) est injective d’apres le

(T'k,V)) et comme l'ap-

corollaire I1.2.2, ceci permet de conclure.
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Remarque IX.2.6. — (i) Soit ¢} la dérivée de la masse de Dirac en 1. C’est la distribution
définie par [, f(x)0] = —f'(1) et elle est d’ordre 1. Soit £, = hd; — ] ce qui fait de £ un
élément de .@:(Z;) et £, est I'unique élément de Zremp(Zy;) tel que, quel que soit k € Z, on ait
fz;; a*0y, = k + h. Ceci implique, grace aux formules (IX.1.2) que Expy, ;1 et Expy, 1 sont reliés

par la relation
(IX27) EXph+1,V = ghEXph7V‘

Appelons pseudo-distribution tempérée un élément du localisé Zps(Zy;) de Ziemp(Zy,;) en la partie
multiplicative engendrée par les ¢, ot h décrit Z. La relation (IX.2.7) permet, en étendant les
scalaires de Zremp(Zy) & Zps(Zy), de définir Expy, y, pour tout h € Z.

(i) Si on note Tw,, 'isomorphisme de Ziemp(Qp, D(V(1))) dans Dremp(Qp, D(V)) commutant
a gy ®e qui, & A associe (—tz)\ et Twy, I'isomorphisme de Ziemp(I'k, V') dans Ziemp(I'i, V(1))
commutant & action de ¥k qui, & A associe (1), un petit calcul nous montre que les applica-
tions exponentielles pour V et V(1) sont reliées par la formule

EXph+1,V(1) = TW%K o EXph,V e} TWL,D

quel que soit h € Z.

(iii) Plutoét que de travailler avec des distributions sur Z,, Perrin-Riou préfére travailler avec
des séries entieres, le passage d'un point de vue a I'autre se faisant au moyen de la transformée
d’Amice. Modulo ce changement de point de vue, si on note Zemp(Zy, D(V))2=Y le noyau de
I'application Qp-linéaire

A: Diemp(Zi5, D(V)) — @ (D(V)/(1=p'p)D(V))

(] 2
D

I'application exponentielle €y:;, (appelée application des périodes dans [23]) construite par
Perrin-Riou peut se voir comme une application

Qo Dremp(Zogs DIV)A™ — Droanp(Z5) @, (b (K, V) V50 ).

Pour comparer cette application avec 'application Expy, v/, il suffit de traduire les formules
(IX.1.2) en termes de transformée d’Amice et d’utiliser 'isomorphisme

Y (Koo, Dhomp (T s V) 2 Drannp(Z0) @, (b, (V) V)

et le lemme IX.2.8 ci-dessous (appliqué & D = D(V) et u = ¢) qui montre que l'image de
~ —1 <

Dremp(Qps D(V))<p9®<p dans Ztemp(Zy, D(V)) par I'application Resz» est Dremp(Zyy, D(V))A=0,
D’autre part, le noyau de Reszs est facile & déterminer et est constitué des éléments

de la forme p = Y1 vié([)_ﬂ, o v; € D(V)#=F'. Un calcul immédiat montre qu’alors

ﬁgg(u) =Y W+ h— 1)!% fiHaar; appartient a Datg(Qp, Bfaax @ V) et est dans le noyau de

expy, ce qui prouve que Expy, 1 se factorise & travers Zemp(Zsy, D(V))AZO. Pour montrer que
Expy, - et Qv coincident, il suffit alors de comparer la formule (IX.1.2) avec les formules de
Perrin-Riou en utilisant la formule (I.5.1)
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Lemme IX.2.8. — Soit D un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni d’un automorphisme
u.
oo - ~ =1 . .
(Z) Si IS Qcont(QpaD)¢@®u_l (r’esp. -@cont(QpaD)SD@@u ): alors fz* wz:u € (1 - plu)D quel
p
que soit i € N (resp. i € Z).
(it) Réciproquement, si X € Deont(Ziy, D) est tel que [, 'X € (1 —p'u)D quel que soiti € N
p

(resp. i € Z), alors il existe i € Deont(Qp, D)P2E"= (resp. @Cont(Qp,D)¢@®u:1) vérifiant
Reszs (1) = A.

Démonstration. — Si A € Deont(Zy, D) est la restriction a Zj; d'une distribution p vérifiant
pa(n) =u"'(n), alors

/z; i\ = /priu—u(/zp(px)iu) _ (1_piu)</szi,u>’

ce qui démontre le (i).

Réciproquement, si i € N (resp. i € Z), soit v; un élément de D vérifiant (1—p'u)v; = fz; '\,
Soit A(Z,) (vesp. A'(Zp)) 'ensemble des séries de la forme > /% a;2® (resp. Z:;s.ioo a;z') A
coefficients dans Q,, convergeant pour = € Z, (resp. x € Z, — {0}). L’application linéaire A" qui
a > a;z' associe Y a;v; est continue sur A(Z,) (resp. A'(Zy)) car ||v;]| = || fZ; 2')|| si i est assez
grand. Si f appartient & LA (resp. LA'), il existe h(f) € N tel que si h > h(f), alors f peut se
décomposer sous la forme f,(p~"x) + gn (), ott f, appartient a A(Z,) (resp. A'(Z,)) et gp est
a support compact dans Q. Une telle décomposition est alors unique (& h fixé). On a de plus
gn(2) = gn+1(z) = —Lpnge (2) f(2) et si fir(z) = Y p™aia’, alors

W) =T frgaN) =t (Z pa;) — uh+1(z P Va0
Z, Zy
:Uh (Z pihai(l _ plu)vl) —_ Uh (Z p’ihai/ l‘l>\)
Z;

:uh( f(phx)/\).
Z;
On en déduit le fait que la forme linéaire p définie par pr fu=u" (fzp SN )+ ez u” (fz; gn(p"z) X)
ne dépend pas du choix de h et on vérifie qu’elle répond a la question (la série est en fait une
somme finie car gy est & support compact dans Q;)

3. Comparaison entre les deux applications exponentielles. — La comparaison entre
I’exponentielle de Perrin-Riou et ’application construite au §1 du chapitre VI repose sur le théo-
réme X.3.2 ci-dessous qui permet de donner une description de Dry, (V') en termes de distributions
tempérées.

Soit D un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni d’un automorphisme u. Si r € Q, on
dit que D est de pente —r si toutes les valeurs propres de u sont de valuation —r. Cette condition
équivaut a ce que la famille d’endomorphismes (pZ(")u"),cz de D est bornée dans End(D). Si
u est quelconque et r € Q, on note DIl le plus grand sous-espace de D stable par u de pente
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—r. D est alors la somme directe des DI, r décrivant Q et on note pr, la projection de D sur
Dl parallélement & GB,J#D[T/].

Lemme IX.3.1. — Siz est un élément de (B, )75~ @k D stable par ¢ @u, alors yu appartient

max
a (B(—:tmt)gxoo ®K D.
Démonstration. — Soit (eq, ..., eq) une base de D et soit 2?21 z;e; la décomposition de z dans

cette base. Si z est stable par ¢ ® u, alors z est stable par ¢™ ® u"™ quelque soit n € N.
On obtient donc, si (ef,...,e}) désigne la base duale de la base (e1,...,eq), I'égalité z; =
S (eX|u™(e)) ™ (zj) € " ((Bif ) ¥¥<) qui permet de conclure.

7j=1 max

Si z = 3%, zie; appartient a ((Bjh,, )%~ @ D)¥®¥=! on définit ZL (2) € Zeont(Qp, D)
par la formule .Zk (2) = >0 | ZoL (20)ei, formule qui a un sens en vertu du lemme IX.3.1 et

du corollaire VIII.3.2.
Soit Ay : Deont(Zyy, D) — D /(1 — pFu)D l'application qui & p associe 'image de Sz 2¥ 1, dans
p

D/(1 — p*u)D et soit A = SpsoAy.

Théoréme 1X.3.2. — Soit D un Qyp-espace vectoriel de dimension finie muni d’un endomor-
phisme injectif u. Alors

(i) Uapplication qui o z associe Foi(2) induit un isomorphisme de ((Bi, )75~ @

D)*E =L sur @, ZL(Q,p, DIM)¥$2%u=1 " oa 9/(Q,, DI') désigne le sous-espace des éléments de
Dremp(Qps DM) dont la restriction a Qy est d’ordre r™.

(ii) Si on munit (Bf,. )%~ @x D)¥2%"=L d’une norme induite par || ||max sur B, et

P, (Zy, DU de la norme || ||, alors la suite

—1
ReSZ; O‘g.cont
—

(Bihax) 7 @i D)7 =1 & 7,-(Zy, D)
reQ
7 !
0— @ thpv=r~" ®D/(u—p D —0
k>0 k>0

est une suite exacte d’espaces de Banach p-adiques et les Qp-espaces vectoriels & tkpu=r~" ¢
k>0

® D/(u—p~*)D sont tous les deur de dimension finie et ont la méme dimension.
k>0

Démonstration. — Quitte & appliquer pr, & chacun des espaces et morphismes considérés, on

peut supposer que D est de pente —r, ce que nous ferons. Si z € (B, )9k~ @x D est fixe par

max
¢ ® u, alors quel que soit I'ouvert compact X de Q,, on a

" (Resx (2)) = Res,-nx (9" (2)) =Res, -y (u"(2))
—p 0 Res, - x (pP0u"(2)).

La suite d’opérateurs pZ(")y" étant bornée dans End(V), on en déduit l'existence d’une
constante C' > 0 telle que l'on ait

9067 (Resi (2))lmax < CResy-nx (2) mas

quels que soient X et n € Z. Appliquant ceci & X = Z, (resp. X = Z;) et utilisant le fait
que [[Resp-nz, (2)lmax < [z|lmax si n > 1 (resp. HRespfnZ;(z)Hmax < ||2]|max i n = 2 et
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lim Res,-nzx(z) = 0) et la proposition VIIL3.1, on en déduit le fait que Reszp( L(2)

n—-+00 cont

est d'ordre r (resp. Reszs (FoL(2)) est dordre 7~ et I'application Reszs o Z, L est conti-

con
nue). Comme de plus, I'invariance de z par ¢ ® u entraine celle de 9cont( ) par g @ u et que

Q, = nLeJNp "Zyp (resp. Qp = nLeJZ p~"Zy), on en déduit le fait que Fook(2) est d’ordre r sur Q,

(resp. d’ordre r~ sur Qp ). On a donc déja vérifié que Reszs o ﬁzcom est continue et que I'image

de Z.,L. est bien incluse dans @’(Qp7 D)pou=l,

Le fait que I'image de Reszs o 7, t se trouve dans le noyau de A est une réécriture du (i)

con

du lemme IX.2.8. Réciproquement, si A est dans le noyau de A, alors d’apreés le (ii) du lemme

o =1 .
IX.2.8, il existe p € .@mnt(Qp,D[r])@@@u dont la restriction a Zy; est égale a A. Comme p est
fixe par 9o ® u, quels que soient I'ouvert compact X de Q,, et I'entier n, on a

Res, - x (1) = Res,-nx (95" © u" (1)) = " ® u™" (Resx (1)),

Appliquant ceci & X = Z7, on en déduit formellement la formule

ﬁcont (M) r/Cont ReSZp + Z 90 ® U Jcont()\))

—E(nr)y=n est bornée dans

D’autre part, comme u est de pente —r, la suite de terme général p
End(D) et comme A est d’ordre 7, la suite de terme général p(")o="(Foni(N)) tend vers
0 quand n tend vers +o0o. On en déduit la convergence de la série, ce qui permet de montrer,

I'exactitude en & Z,- (Z;,D[”]) et le fait que Z.(Q,, D)¥2®%=! est dans I'image de Z.,., et
reQ

cont

donc de terminer la démonstration du (i) et d’une grande partie du (ii).
La surjectivité de A étant une trivialité ainsi que le fait que les Qp-espaces vectoriels
@ thDu=r~" ot EB D/(u — p~*)D sont tous les deux de dimension finie et ont la méme dimen-

k>0
sion, il ne reste plus qu’a déterminer le noyau de Reszx o # (. Si 2 € (B o) 750 @5 D)PEu=1

est tel que Reszs (Fk(2)) = 0, alors .FL (2) est a support {0} a cause de I'invariance de

o‘* 1
cont

Cont

FL(2) par vy @ u. Ceci implique que .%ol (2) est une somme de dérivées de la masse de

cont
Dirac en 0 et donc que z est une somme d’éléments de la forme tkdy, avec dj, € D. L’invariance

de z par ¢ ® v implique que dj, € D“:pik, ce qui permet de conclure.

Nous allons appliquer le théoréme précédent au cas o D = D(V') est muni de "automorphisme
de Frobenius ¢. Si r € Q, on note DI'/(V) le sous-espace de D(V) de pente —r et on note (V)
la plus grande pente de ¢ agissant sur D(V'), ce qui fait que (V') est aussi 'opposé du minimum
des 7 € Q tels que DIl £ {0}. On obtient alors la proposition suivante.

Proposition I1X.3.8. — (i) Fcont induit un isomorphisme
®reqZ)(Qp, DI (V))?2@¢=1 = FY(Dyy (V).

(ii) Sih € N et sip€ HY (K, Dy~ (L, V)) est dans Uensemble de dfinition de Loggl), alors il
eziste k € N et F € t=*D(V)[[T]] de rayon de convergence 1 tel que l’on ait

Trn(Logl) = p"o " (F([e] — 1))

quel que soitn > 1.
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Démonstration. — Le (i) est une conséquence immeédiate du théoréme précédent. Passons au (ii).

Il existe £ € N tel que Logg})( ) € FY (k)DIW(V), ce qui implique d’aprés le (i), lexistence de
A € Diemp(Qp, t ¥ D(V))?22¢=1 tel que l'on ait Logv fQ ZI\. D’autre part, la formule

i) de la proposition VIIL.3.1 et le fait que Tq,» = p "Res,-ngz,, (cf. démonstration de la
QP7 P
proposition V.4.5), nous donnent la formule

TKAhg@):pm/1 [ﬁsz”@”{/[ﬁM)
pfn Zp Zp

car \ est fixe par ¢y ® ¢. On peut donc prendre pour F' la transformée d’Amice de A.

~ =1
Lemme IX.83.4. — Sip € .@temp(Qp,D(V))@@(gw est d’ordre r(u), alors ﬁ a une trans-
formée de Fourier continue quel que soit i > r(u) +r(V).
Démonstration. — Soit rg € R strictement supérieur & l'ordre de . On a donc

1€ Erely @y DIV 7 et (o € Greq (@ DIV ()77
quel que soit i € Z. D’apreés le (i) de la proposition 1X.3.3, la transformée de Fourier de ﬁ
converge dés que rg < 7+ i quel que soit r € Q tel que DUI(V) # {0}, c’est a dire dés que
i =19+ (V). On en déduit le résultat.

Proposition IX.3.5. — Si yi € Dremp(Qp, D(V))SDWW:1 et 1> r(p) +r(V), alors

7 (h+1) 1% o
X() B (Feom () ) ) = Expny (1) 0)
Démonstration. — Sii > r(p)+r(V), soit z; = Jcont(( iy :).Siyelg,n>1etk € [0,i+h—1],
on a

e (e hti—1—k)k!
[er x(y) kTayi,J))(zi)(y):( X ) Oy % Oy (ie )OTKJL(Zi)

~(hri-1-kp [ )

t.%')i_k
i— h
=/ W)
g
x(7)+p"Zp
la premiére égalité venant de la définition de Taygl(;i), la seconde étant une conséquence du
lemme VIII.3.4, de 'isomorphisme

@temp(va D(V)) = @temp(pr Qp) ® D(V)

et de I'identité Tk, =id ® Tq, n et la derniére venant de la définition de %, (

) . Composer ces
égalités avec I'exponentielle de Bloch-Kato permet de montrer que x(y)~ "Exp(h(Jr )Z) (ﬂcont(ﬁ))

et Expy, (i) prennent les mémes valeurs sur les fonctions de la forme 17FKn(y)X(l/)k pour
v€Tk, n>1et k€ [l—h,i. Dautre part, d’aprés la démonstration du théoréme IX.2.1, si p
est d’ordre () sur Zy, alors Expy, v (11) est d’ordre h+r(u) +7(V) < h+i [seul le cas h = 1 est
traité dans cette démonstration, mais le cas général s’en déduit en utilisant la formule (IX.2.7)

de la remarque IX.2.6] ; de méme, Expgzr )l)(,jcont(( é‘x) )) est d’ordre (h+1)~ et il suffit d’utiliser
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le fait que Papplication naturelle de H' (Koo, Z(p44)- (T, V)) dans H (Ko @gg il (Tk,V)) est
injective pour conclure; cette injectivité se déduit du corollaire 11.2.2 en multipliant tout par

x(y)'~" pour se ramener a @a[(l]g’;hﬂfl] (I'k, V) au lieu de .@iigh7i] Tk, V).

Remarque IX.3.6. — (i) On aimerait bien sir pouvoir prendre ¢ = 0, mais ce n’est pas tou-
jours possible, la transformée de Fourier des distributions que 1’on considére ne convergeant pas
forcément. D’autre part, la proposition IX.3.5 fournit une réponse au probléme soulevé dans la
remarque VI.2.3.

(ii) Tout ce que 'on a fait dans ce chapitre se généralise a la situation au cas ou V est de de
Rham et K quelconque en remplagant Diy (V) par son sous-espace (BmaX ®q, Deris(V))¢=1. La
seule différence est que dans le cas général, cet espace est plus petit que Diy (V).

4. La loi de réciprocité explicite de Perrin-Riou.

Proposition IX.4.1. — Soient h € Z et ji € Dremp(Qp, D(V))So@@(p:l. Alors

J e R O A A))

st k> 0.

Démonstration. — Soit r € N suffisamment grand pour que z, = Feont( = fx) ) existe. Commen-

cons par supposer que Fil™"D(V) = D(V); on a donc z, = Log(h;r;) o Exp(hj;)(z,n) modulo le

noyau de Exp( V(r )). Utilisant le théoréme VII.1.1, on en tire

(_1)h+T * r— h+r
Ov(-k) © Trolzr) = T+ k — i) eXpV*(1+k)( . x(@)~ kEXP( Vir ))(Zr))a
=0 K
h+r)

si k> 0, ce qui permet, utilisant la formule Expy, (1) = x(z)~ ”Exp( Vir) (zr) |cf. proposition
IX.3.5], d’obtenir la formule

(_1)h+r
T+ k-

D’autre part, z, est la transformée de Fourier continue de W et le lemme VIII.3.4 nous fournit

la formule
(t )r—i—k 1/ r+k L
T r) =
b 2 o) = [ T, GBI

_ 1 k
:“4)1f1;f(/1(é+1) )

le passage de la premiére ligne a la seconde résultant du calcul du §1 du chapitre IX.
Il suffit alors de comparer les 2 formules donnant la valeur de dy(_g) 0T K.,0(2r) pour conclure

Sv—ky o Tko(zr) = ) eXDYrs (11k) (/1“ X(x)_kEXPh,V(H))
K

dans le cas Fil™"D(V) = D(V). Le cas général se déduit, par récurrence descendante sur h, de
ce cas particulier et de la formule Expy, , = £, 1Expj,_; .
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Soit W une représentation p-adique de ¥k . Soient p € Dremp(I'x X I', W) et f une fonction
localement analytique sur Zy. Si o € 9, alors

/F Fay™) 0o x =05 % (/F f(ﬁfﬁ(ﬁy)_l)u) = 65 (/F f(wy_l)u)

XDk XTIk kK XI'k

On en déduit le fait que si p(o,7) est un 2-cocycle (resp. 2-cobord) sur ¥k a valeurs
dans Ziemp(I'x X T, W) et si f est une fonction localement analytique sur Z;’;, alors
fFKXFK f(zy=YHu(o, ) est un 2-cocycle (resp. 2-cobord) sur ¥ a valeurs dans W, d’ot l'exis-
tence d'une application naturelle de H?(K, Zremp(T'x X T, W)) dans Zremp (T i, H2 (K, W)).
On peut appliquer ceci en particulier & W = Q,(1) et, utilisant I'isomorphisme canonique entre
H?*(K,Q,(1)) et Qp, on obtient une application naturelle de H*(K, Ztemp(l'x % T, Qp(1)))
dans Zremp (T, Qp).

Maintenant, si V' est une représentation p-adique de ¥, le cup-produit composé avec la
projection de V' ® V*(1) sur Qp(1) induit une application bilinéaire

Hl(Kv @temp(rl{a V)) X Hl(Kv gtemp(FKa V*(l))) - HQ(K7 gtemp(FK X FKv Qp(l)))

et, composant avec I'application naturelle de H%(K, Ziemp(I'x Tk, Qp(1))) dans Zremp (T'i, Qp),
un accouplement

('a ')V : HI(K7 -@temp(rKyv)) X HI(K7 -@temp(rK,V*(l))) - -@temp(FKa Qp)

Lemme IX4 2. — Sip € HY(K, Dremp(Tk,V)), u e HY (K, Dtemp(Ti, V*(1))) et i € Z,
alors fFK x)(p, 1)y est égal au cup-produit de fr You € HY K,V (i)) et de fFK x(z) 7t €
HY (K, V*(1—1)).

(ii) Si la restriction de p ou ' & Koo est nulle, alors (u, 1)y = 0.
Démonstration. — (i) Si 0 — p, (resp. 7 — pl) est un l-cocycle représentant p (resp. p),
la classe de p U i/ dans H?(K, Dremp(Tk X T,V @ V*(1))) est représentée par le 2-cocycle

fo @ (5 * p1l) et son image A dans Zremp (i, H?(K,V ® V*(1))) est par construction telle que
fr )X est représenté par le 2-cocycle

/I‘erK X(@)'X(Y) " po ® (65 % ) = /FKX (/FK X(y)fi(sa*ui)
x(@ ®5 *(/F (X(U)y)‘iué)

x(@ ® So * ((/F X(y)_’ﬂ;) (—i))-

K

On en déduit la formule

[ xtea= (L xrm)u ([ @) e s v e via )

ce qui, utilisant I'isomorphisme V(i) @ V*(1—1) = V®V*(1) et projetant tout sur Q,(1) permet
de démontrer le (i).

Le (ii) est une conséquence du fait que si la restriction de p & Ko est nulle, alors p est de
A g-torsion ((iii) de la proposition I1.1.4) et fFK x ()% est nul pour presque tout i, ce qui permet
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de déduire la nullité de (p, ')y du (i) et du fait que la nullité de fFK x(2)\ pour i assez grand
entraine celle de A.

Corollaire IX.4.3. — (-,-)v s’étend en un accouplement
H' (Koo Zremp(Tx, V)T % H (Koo, Zremp (i, V) = Zremp(Tie, Qp)
qui sera encore noté (-,-)y.

Démonstration. — Si W € {V,V*(1)}, Papplication de restriction induit une surjection de
HY (K, Diemp(Z5, W) sur HY (Koo, Dremp (2, W)))'x car T est procyclique et le (ii) du lemme
IX.4.2 montre que si fi (resp. fi') est un relévement de p (resp. '), alors (fi, i)y ne dépend que
de p et p' et pas des choix des relévements.

On étend l'accouplement [, |peyy @ D(V) x D(V*(1)) — Q, en un accouplement

Drewnp(Qu DV % Draanp(Qp, DVH)) 7™ Deanp (225, Q)

encore noté [, |p(y) par la formule

z F(@)p, 1 1pvy = Trpwevs1)) (/ fla ly)p® u’),

VA Y/
ot Trp(ygy+(1)) est la projection de D(V)@D(V*(1)) sur Q,, utilisée pour définir I'accouplement
entre D(V') et D(V*(1)). En particulier, si i € Z, alors

xi,’ :/a:i,/xi’ .
/Z [ ] povy [ 29 It ;u]D(V)

Remarque IX.4.4. — Cet accouplement n’est pas exactement le méme que celui utilisé par
Perrin-Riou qui est construit a partir du produit de convolution sur Z7, c’est-a-dire obtenu
en remplacant f(x~ly) par f(zy) dans la formule définissant | , | p(v)- Cela explique la petite
différence de formulation entre le théoréme suivant et la conjecture Réc(V') de [23].

*
p

Théoréme IX.4.5. — Soit V une représentation cristalline de 9. Si p et ' sont des éléments
de QZ»DQmP(Qp,D(V))S%@pr1 et @temp(Qp,D(V"‘(l)))tp@éw*1 respectivement, alors

(Expo,y (1), Expy v« 1) (1)v = —[0-1 % 1, 1] pvy-

Démonstration. — D’aprés la formule (IX.1.2), si ¢ > 0, alors

/FK X(x)iEXpo,V(M) = €XPy ;) (bfl_t;fl ((2 - 1)!/2 (_?x)z»

*
p

D’autre part, d’aprés la proposition IX.4.1 utilisée pour V*(1) au lieu de V, si i > 0, alors
1,1

[ @ Bsm ) = i) ().

P
Lemme IX.4.6. — Soit W une représentation cristalline. St x € D(W) et y € D(W*(1)),
alors
(i) expy, () U (expjy) " (y) = [, ylpaw).
(i) (1 =)o, 1= p o™ ylpaw) = [ —p~ o™z, (1 = ©) ylpw) = [, ylpaw)-
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Démonstration. — Le (i) est une conséquence de la définition de l'application expj;,. D’autre
part, l’accouplement entre D(W) et D(IWW*(1)) s’obtient par projection de D(W)® D(W*(1)) =
D(W @W*(1)) sur D(Q,(1)) = t~1Q,. Comme ¢ agit par multiplication par p~! sur D(Q,(1)),
on en tire la formule [p(z), ()] pav) = p Yz, ylpew) et le fait que 'opérateur adjoint de ¢ est
ple7!

Ce lemme nous permet, posant A = Exp y (1) et X' = Expy y«(1)(#'), d’obtenir la formule

(@) u (] xer) _[/z;; G oy oo

b
—[[ o]
V/ V/
qui montre que 'on a

/F (@) (Expoy (1), Expy e 0y (1)) = — /F @) 6t % 1, i vy
K K

et celuide 1 —p~lo=test 1 — .

xiﬂ/}
5 H bv)

si ¢ > 0 et permet de conclure.

Références

[1] Y. Amice, Interpolation p-adique, Bull. Soc. France 92, 117-180, 1964

[2] Y. Amice, Duals. Proc. of a conf. on p-adic analysis (Nijmegen 1978), 1-15, Nijmegen, Math. Institut
Katholische Univ., 1978

[3] Y. Amice et J. Vélu, Distributions p-adiques associées aux séries de Hecke. Astérisque 24-25, 119-
131, 1975

[4] S. Bloch et K. Kato, L functions and Tamagawa numbers of motives. Dans “The Grothendieck
Fesschrift’, vol. 1, 333-400, Prog. Math., vol. 86, Birkhaiiser 1990
[5] F. Cherbonnier, Représentations p-adiques surconvergentes, thése de l'université d’Orsay, 1996

[6] F. Cherbonnier, P. Colmez, Théorie d'Iwasawa des représentations p-adiques d’un corps local, pré-
publication du LMENS-97-27, 1997

[7] J. Coates et A. Wiles, On p-adic L-functions and elliptic units, J. Australian Math. Soc., A 26,
1-25, 1978
[8] R. Coleman, Division values in local fields, Inv. Math. 53, 91-116, 1979
[9] R. Coleman, The dilogarithm and the norm residue symbol, Bull. Soc. Math. France 109, 373-402,
1981
[10] P. Colmez, Théorie d’Iwasawa des représentations de de Rham d’un corps local, Prépub. du
L.M.E.N.S. 96-18, http ://www.dmi.ens.fr/dmi/preprints
[11] J.-M. Fontaine et J.-P. Wintenberger, Le corps des normes de certaines extensions algébriques de
corps locaux, C.R.A.S. 288, 367-370, 1979
[12] J.-M. Fontaine, Sur certains types de représentations p-adiques du groupe de Galois d’un corps local ;
construction d’un anneau de Barsotti-Tate. Ann. Math. 115, 529-577, 1982
[13] J.-M. Fontaine et G. Laffaille Construction de représentations p-adiques. Ann. Sci. E.N.S. 15, 547-
608, 1982
[14] J.-M. Fontaine, Représentations p-adiques des corps locaux, dans “ The Grothendieck Festschrift’, vol
II, Birkhauser, Boston 249-309, 1991.

[15] J.-M. Fontaine, Le corps des périodes p-adiques. dans “Périodes p-adiques’ exposé 11, Astérisque
223, 59-102, 1994



74

[16]
[17]
[18]
[19]

[20]
[21]

[22]
[23]

[24]
[25]

[26]
[27]

28]
[29]
[30]
[31]
[32]

[33]
[34]

PIERRE COLMEZ

J.-M. Fontaine, Sur un théoréme de Bloch et Kato (lettre a B. Perrin-Riou), Appendice & [23],
Invent. math. 115, 151-161, 1994

K. Iwasawa, On explicit formulas for the norm residue symbol, Math. Soc. Japan 20, 151-164, 1968
U. Jannsen, Continous étale cohomology, Math. Ann. 280, 207-245, 1988

K. Kato, Lectures on the approach to Iwasawa theory for Hasse-Weil L-functions via Bggr, dans
“Arithmetic Algebraic Geometry’, Lecture Notes in math. 1553, 1993

K. Kato, M. Kurihara et T. Tsuji, preprint 1996

B. Mazur, J. Tate et J. Teitelbaum, On p-adic analogues of the conjectures of Birch and Swinnerton-
Dyer, Inv. Math. 84, 1-48, 1986

B. Perrin-Riou, Théorie d’Iwasawa et hauteurs p-adiques, Inv. Math. 109, 137-185, 1992

B. Perrin-Riou, Théorie d'Iwasawa des représentations p-adiques sur un corps local. Inv. Math. 115,
81-149, 1994

B. Perrin-Riou, Fonctions L p-adiques des représentations p-adiques, Astérisque 229, 1995

B. Perrin-Riou, Fonctions L p-adiques, dans Proc. Int. Congress Math. Ziirich, 400-410, Birkh&user,
1995

S. Sen, Continuous cohomology and p-adic Galois representations. Inv. Math. 62, 89-116, 1980

J.-P. Serre, Endomorphismes complétement continus des espaces de Banach p-adiques, Pub. Math.
ITHES 12, 69-85, 1962

J.-P. Serre, Cohomologie galoisienne, cinquiéme édition, révisée et complétée, Lecture Notes in math.
5, 1994

C. Soulé, On higher p-adic regulators, Algebric K-theory Evanston 1980, Springer Lect. Notes 854,
375-401, 1981

C. Soulé, Eléments cyclotomiques en K-théorie, Journées arithmétiques de Besangon, Astérisque
147-148, 225-257, 1987

J. Tate, p-divisible groups. Dans “ Proc. of a conf. on local fields’, Nuffic Summer School at Drieber-
gen, 158-183, Springer 1967

M. Vishik, Non-archimedian measures connected with Dirichlet series, Math. U.S.S.R. Sb. 28, 216-
228, 1976

A. Wiles, Higher explicit reciprocity laws, Ann. of Math. 107, 235-254, 1978

J.-P. Wintenberger, Le corps des normes de certaines extensions infinies des corps locaux ; applica-
tions, Ann. Sci. E.N.S. 16, 59-89, 1983

PIERRE COLMEZ, Laboratoire de mathématiques, Ecole normale supérieure, Paris, France

Institut de mathématiques de Jussieu, Paris, France



