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par

Pierre Colmez

Résumé. — Cet article est le résultat d’une relecture de la démonstration de la conjecture « fai-
blement admissible implique admissible » par J-M. Fontaine et auteur [5]. On donne une version
renforcée de I'un des ingrédients (le « lemme fondamental ») de cette démonstration, ce qui nous
améne A introduire un corps non commutatif gigantesque %, de centre Qp et contenant un corps
C' algébriquement clos et complet pour la norme p-adique comme sous-corps commutatif maximal.
Un peu « d’algébre linéaire » sur ce corps méne & l'introduction de la catégorie des Espaces (avec
un E majuscule) de Banach de dimension finie et la conjecture « faiblement admissible implique
admissible » se réduit alors & un calcul de dimensions d’objets de cette catégorie.

Abstract. — This paper comes from a rereading of the proof of the conjecture « weakly admissible
implies admissible » by J-M. Fontaine and the author. We give a strengthened version of one of the
ingredients (the « fundamental lemma ») of that proof which leads us to the study of a gigantic
skew-field ¥, whose center is Q, and which contains an algebraically closed field C' complete for
the p-adic norm as a maximal commutative subfield. Some « linear algebra » over this field leads
to the introduction of the category of finite dimensional Banach Spaces (with a capital S) and the
conjecture « weakly admissible implies admissible » is reduced to the computation of the dimension
of some objects of this category.
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§1
Introduction
Notations. — Dans cette introduction (et a partir du §8), K est un corps de caractéristique 0,

complet pour une valuation p-adique discréte vy, de corps résiduel kg parfait. Si K est une cloture
algébrique de K, la valuation v, (supposée normalisée par v,(p) = 1) s’étend de maniére unique

A~

a K et on note C le complété K de K pour cette valuation; c’est un corps algébriquement
clos complet pour la valuation v, (plus exactement, pour la valuation obtenue & partir de v,
par continuité) dont le corps résiduel k¢ est un corps algébriquement clos de caractéristique p
contenant k.

On note % le groupe de Galois Gal(K /K) ; c’est aussi le groupe des automorphismes continus

de C dont la restriction a K est 'identité.

1. Un dréle de corps. — En creusant un peu la démonstration [5| de la conjecture « fai-
blement admissible implique admissible », on est naturellement amené & introduire la notion de
correspondance analytique Qp-linéaire de rang fini sur C, ou

« correspondance sur C' » est synonyme de fonction multivaluée sur C' (si f est une corres-
pondance, on note {f(z)} ensemble des valeurs de f en x et plus généralement, {f(E)} =
Uer{f(x)} si B C C), .

« Qp-linéaire » veut dire que le graphe I' 7 de f est un sous-Q-espace vectoriel de C' x C,
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« analytique » signifie que la restriction de f a la boule unité est une limite uniforme de
fonctions algébriques (voir §6.2 pour une définition en bonne et due forme)
« de rang fini » traduit le fait que le sous-Qp-espace vectoriel Uy = {f(0)} de C est de

dimension finie sur Q,; le rang de f étant alors cette dimension.

On note € l’ensemble des correspondances analytiques Q,-linéaires de rang fini sur C. Les
correspondances analytiques Qp-linéaires de rang 0 sont de la forme x — cx avec ¢ € C (leur
graphe est de la forme {(z,cz) | z € C}), ce qui permet de voir C' comme un sous-ensemble de €.
Il n’est d’ailleurs pas totalement évident a priori qu’il existe d’autres exemples de correspondances
analytiques additives de rang fini, mais on peut en construire (cf. n® 10.5) en utilisant les anneaux
de Fontaine.

Théoréme 1.1. — (i) Si f et g sont deuz éléments de €, il existe des éléments f + G et f - §
de € uniquement déterminés par les inclusions {(f +§)(z)} € {f(2)} + {g§(2)} et {(f-§)(z)} C
{f({g(x)})} quel que soit z € C.

(ii) Muni de l’addition et de la multiplication définies ci-dessus, € est un corps dont C' est un
sous-corps commutatif maximal et dont le centre est réduit au sous-corps Q, de C.

(iti) Si f € € — {0}, alors f est surjective (i.e. {f(C)} = C) et les Qp-espaces vectoriels Uj
et Vi={x € C [ (2,0) € ';} ont la méme dimension.

On dispose d’autre part (cf. th. 10.5) d’une suite exacte naturelle de C-espaces vectoriels

0 c G C@q, C —=C—=0

permettant de décrire ¥ en tant que C-espace vectoriel, mais il semble assez délicat (et pas
forcément trés utile) de définir la multiplication dans % en utilisant cette description.

Remarque 1.2. — Le (iii) de ce théoréme et plus précisément 1’égalité des dimensions de U et
Vi permet de démontrer la forme forte du « lemme fondamental » (cf. [5], prop. 2.1 et remarque) ;

la forme faible n’utilisant que la surjectivité de f . Pour ce faire, il suffit de constater que le
apparaissant dans la démonstration ([5], p. 19) est un élément de € (cf. la construction d’éléments
de € via les anneaux de Fontaine donnée au n° 10.5).

Remarque 1.3. — La théorie ci-dessus a un analogue galoisien développé par Fontaine [8].
Au lieu de correspondances Qp-linéaires de rang fini, on peut considérer les endomorphismes
Q,-linéaires de C' « a des Qp-espaces vectoriels de dimension finie prés », i.e. les applications
Q,-linéaires f : C/U — C/V ou U et V sont des sous-Q,-espaces vectoriels de dimension finie
de C (dépendant de f). Si U’ est un sous-Qp-espace vectoriel de dimension finie de C/U et
V' est un sous-Q,-espace vectoriel de dimension finie de C'/V contenant f(U’), on dispose par
passage au quotient de f': C'/U" — C/V’ et on considére la relation d’équivalence engendrée par
les équivalences f ~ f’. On note 2 'ensemble des classes d’équivalence ; ¢’est naturellement un
anneau (pour l'addition et la composition) et on dispose d’un morphisme naturel de € dans 2
(si f € ¢, si U est un sous-Q,-espace vectoriel de dimension finie de C' et V' est sous-Q,-espace
vectoriel de dimension finie de C' contenant {f(U)}, alors f induit une application Q,-linéaire
C/U — C/V) compatible avec les structures d’anneaux, et qui est injectif.
Fontaine montre alors, dans le cas ou le corps résiduel ki est fini, les résultats suivants :
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(i) si U et V sont des sous-Qp-espaces vectoriels de C' stables par ¥k et si f: C/U — C/V
est une application Q,-linéaire non nulle continue et commutant a laction de 9k, alors f est
surjective et dimq, ker f = dimq, V — dimq, U ;

(ii) le sous-ensemble Zk de Z image des f du type ci-dessus est un corps (non commutatif) ;

(iii) on dispose d’une suite exacte naturelle de K-espaces vectoriels

0 K D (C ®Qp C)gK — K ——0.

L’une des étapes pour obtenir ce résultat consiste & montrer que Zx est inclus dans 'image
de %, ce qui permet d’utiliser le théoréme 1.1.

2. Les Espaces de Banach de dimension finie. — Une algébre sympathique A est une
C-algébre de Banach spectrale (i.e. munie de la norme spectrale), connexe et p-close (i.e. tout
élément A de A vérifiant ||\ — 1|, < 1 a une racine p-iéme dans A). Un Espace de Banach
est un foncteur covariant de la catégorie des algébres sympathiques (les morphismes dans cette
catégorie sont les morphismes continus de C-algébres) dans celle des Q,-espaces de Banach (on
définit de méme un Anneau, un Module etc). La catégorie des Espaces de Banach contient deux
sortes d’objets particulierement simples : d’'une part, si V' est un Q,-espace vectoriel de dimension
finie, le foncteur V' qui & toute algébre sympathique associe V' et a tout morphisme entre algébres
sympathiques associe I'identité et d’autre part le foncteur V¢ qui, a toute algébre sympathique A
associe A? et & tout morphisme A; — Ay associe le morphisme évident de A¢ dans Ag. Un Espace
de Banach est dit de dimension finie s’il ne différe d’un V¢ que par des Q,-espaces vectoriels de
dimension finie (cf. n® 7.2 pour une définition précise). Si W ne différe de V¢ que par un Q,-
espace vectoriel de dimension a, le couple (d, a) |resp. U'entier d, resp. entier relatif a| s’appelle
la dimension [resp. la dimension principale, resp. la dimension résiduelle] de W. Il est a noter
que la dimension d’'un Espace de Banach de dimension finie dépend a priori de la maniére dont
on le présente, mais le (iii) du théoréme 1.1 permet de montrer que cette dimension est, en fait,
bien définie. La dimension principale est toujours positive, mais la dimension résiduelle peut étre
positive ou négative suivant que ’on fait une extension ou que ’on quotiente par un Q,-espace
vectoriel de dimension finie. Toutefois, comme il est difficile d’enlever quelque chose de rien, la
dimension résiduelle est positive si la dimension principale est nulle. Les résultats principaux
concernant les Espaces de Banach de dimension finie sont résumés dans 1’énoncé suivant :

Théoréme 1.4. — Si ¢ : Wi — Wy est un morphisme d’Espaces de Banach de dimension
finie, alors Ker et Im1 sont des FEspaces de Banach de dimension finie et

dim W; = dim Ker ¢ + dim Im ).

Ces constructions devraient pouvoir se faisceautiser et donner naissance & la notion de « fais-
ceau non algébrique cohérent » sur la catégorie des espaces analytiques p-adiques munie de la
topologie (pro)-étale. Nous ne ’avons pas fait, l'article étant déja suffisamment long sans cela.

Remarque 1.5. — L’analogue galoisien de la théorie des Espaces de Banach de dimension fi-
nie est la théorie des « presque C-espaces vectoriels » de Fontaine [8] (un « presque C-espace
vectoriel » est un Qp-espace de Banach muni d’une action continue de % ne différant de C?
que par un Q,-espace vectoriel de dimension finie). Les résultats de Fontaine mentionnés dans la
remarque 1.3 permettent de montrer que cette théorie fonctionne bien (du moins quand le corps
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résiduel est fini). La théorie des « presque C-espaces vectoriels » réserve aussi quelques surprises
comme le fait que C et C(1) « ne différent que par des Q) -espaces vectoriels de dimension finie ».

3. Les anneaux de Fontaine. — L’étude des représentations de ¥k provenant de la géométrie
a conduit Fontaine & construire, a partir de C, des anneaux By (ou Beyris), Bst et Bgr contenant
les périodes p-adiques des variétés algébriques propres et lisses définies sur K ayant un modéle
sur I'anneau des entiers Ok de K qui est respectivement lisse, semi-stable et arbitraire. Ces
anneaux contiennent en particulier un analogue p-adique t de 2i7. Les constructions de Fontaine
s’étendent sans probléme en remplagant C' par une algébre sympathique quelconque (et méme par

une Q,-algebre de Banach quelconque) et on obtient de la sorte des Anneaux B, C IB%;; C ]B%;{R
et

1 1 1
Bmax = BI—iI—laXI:E:I C By = B;ﬂg] C Bar = BIR[E]
On a alors Biax = Bmax(C), Bst = Bt (C) et Bgr = Bar (C).
De plus, Bg est muni d’un Frobenius ¢ et d’un opérateur de monodromie N vérifiant la
relation Ny = ppN et Byr est muni d’une filtration définie par Fil"Bgg = t”Bj{R sin € Z. Ces
structures donnent naissance aux suites exactes

(SEF 1) 0 — Brnax By, — > By 0.
(SEF 2) 0—— ng}l IBgmax - IB%max — 0.
(SEF 3) 0 — Q) — Bfrax — Bqr/Fil’ — 0.

dites « suites exactes fondamentales » et qui rassemblent, sous une forme condensée, une grande
partie de 'information « utile » concernant les Anneaux de Fontaine.

Ces Anneaux contiennent en outre une multitude d’Espaces de Banach de dimension finie non
triviaux : en particulier, si m € N, alors B,,, = IB%IR /Fil™ est un Espace de Banach de dimension
finie et, si a,h € N, alors Uy, = (B}

h_ a . . .
Tax)? P est un Espace de Banach de dimension finie et :

Proposition 1.6. — Les Espaces de Banach B, et Uy, sont de dimension respectives
dimB,, = (m,0) et dimU,, = (a,h).

D’autre part, Uespace U = U1 = (B,

T ax)?—P joue un role privilégié dans la théorie; en effet

on a la proposition suivante

Proposition 1.7. — Toute extension non triviale de V' par Q, (dans la catégorie des Espaces
de Banach de dimension finie) est isomorphe a U.

Cette proposition, qui fait de U « I’extension universelle » de V! par Q,, montre que U est la
« piéce de base » pour construire des Espaces de Banach de dimension finie.
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4. Application aux (¢, N)-modules filtrés. — Si D est un (¢, N)-module filtré sur K et
n € N, on peut associer a D les Espaces Vectoriels X[ (D) et X7 (D) définis respectivement par

X% (D) = (t "B, @k, D)V et Xip(D) = (t "Bji ® D)/Fil’.

D’autre part, 'injection BJ; C BJ; nous fournit une application naturelle X% (D) — X (D)
dont on note V% (D) le noyau. Ces Espaces Vectoriels sont des Espaces de Banach de dimension
finie et on a le résultat suivant :

Proposition 1.8. — Sin est assez grand, alors
dim X3 (D) = (ndim D — tn(D),dim D) et dimX(jg(D) = (ndim D —ty(D),0).

Les résultats précédents permettent de démontrer sans douleur la conjecture (1) « faiblement
admissible implique admissible ». Un argument galoisien (cf. [5, prop. 4.5] ou prop. 11.11 de cet
article) permet de montrer que, si D est faiblement admissible, alors V(D) est de dimension
(0, ay,) avec a,, < dim D et que, pour vérifier que D est admissible, il suffit de démontrer que a,, =
dim D si n est assez grand. D’autre part, si D est faiblement admissible, alors t (D) = t (D) par
définition ; on en déduit le fait que le conoyau Y,, de I'application naturelle X[} (D) — X[z (D)
est de dimension principale 0 si n > 0 puisque XY, (D) et X} (D) ont méme dimension principale
et VI (D) est de dimension principale 0. La dimension résiduelle b,, de Y,, est donc > 0 et d’autre
part, 'additivité de la dimension résiduelle montre que 'on a a,, = dim D + b,,. Si on injecte les
inégalités a, < dim D et b, > 0 dans cette égalité, on obtient a,, = dim D et b, = 0, ce qui
permet de montrer a la fois que D est admissible et que Y, = 0 (i.e. que X} (D) — X[ (D) est
surjective).

5. Organisation de I’article. — Le théoréme 1.1 est démontré par petits bouts dans le texte ;
c’est la réunion de prop. 6.12 (existence du produit), prop. 6.18 (structure d’anneau), prop. 6.19
(surjectivité), prop. 6.21 et cor. 6.22 (égalité des dimensions de Uy et V), th. 6.28 (existence
d’un inverse), prop. 6.30 (maximalité de C' comme sous-corps commutatif) et prop. 10.22 (dé-
termination du centre).

Le théoréme 1.4 est un peu moins éparpillé ; ¢’est la réunion de prop. 7.16 et cor. 7.17 (existence
de la dimension et dimension d’un noyau), prop. 7.22 (dimension d’un quotient) et prop. 7.24
(passage des Espaces Vectoriels aux Espaces de Banach).

Finalement, la proposition 1.6 correspond aux corollaires 9.21 et 9.23, la proposition 1.7 fait
I’'objet du n® 10.4, et la proposition 1.8 est la réunion de la proposition 11.1 et du corollaire 11.8.

La plupart des paragraphes comportent une petite introduction expliquant leur contenu.

6. Remerciements. — Cet article doit beaucoup & J-M. Fontaine : la démonstration de la
conjecture « faiblement admissible implique admissible » donnée au n° 4 est celle qu’il avait en
vue quand il a introduit les « presque C-espaces vectoriels » dans son cours au centre E. Borel [8].
Il m’a d’autre part suggéré, lors de la conférence de Venise de septembre 1999, 'idée selon laquelle
les « correspondances analytiques Q)-linéaires de rang fini » devraient étre des morphismes dans
une catégorie du genre de celle des « presque C-espaces vectoriels ».

1. Voir 'introduction de [5] pour un historique des travaux concernant cette conjecture.
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La rédaction de cet article a bénéficié de la contemplation des couchers de soleil sur la baie
de San Francisco depuis la terrasse du M.S.R.I. et d’un séjour & 'université de Padoue, ou j’ai
eu l'occasion de présenter les résultats de cet article en détail; je voudrais remercier ces deux
institutions pour leur hospitalité.
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§ 2
Algébres de Banach p-adiques

Ce § contient des résultats de base sur les algébres de Banach ultramétriques ; il ne prétend a
aucune originalité ; la plupart des résultats pouvant se trouver dans |2] ou [3].

2.1. Notations et généralités. — Soit C un corps algébriquement clos complet pour une
norme ultramétrique p-adique | | vérifiant [p| = p~! et soit v, la valuation de C' définie par
lz| = p~%®) si x € C; en particulier, vy(p) = 1. Sid = 1, a € C% et p € |C|, on note By(a, p)
(resp. Bg(a, p~)) la boule fermée (resp. ouverte) de C¢ de centre a et de rayon p. (D'un point de
vue topologique, ces boules sont a la fois ouverte et fermées.) En particulier, By(0, p) et By(0,p™)
sont des sous-groupes de C%.

Sid =1, on le supprime de la notation et B(0,1) est 'anneau ¢ des entiers de C et B(0,17)
est I'idéal maximal m¢ de O¢. Le corps résiduel ko = O¢/me est un corps algébriquement clos
de caractéristique p et, si p € |C|—{0}, B(0, p)/B(0, p~) est un kc-espace vectoriel de dimension
1; en particulier, c’est un ensemble infini.

2.2. Espaces de Banach p-adiques. — Soit L un corps complet pour une valeur absolue
ultramétrique p-adique normalisée par [p| = p~! (par exemple L = Q, ou L = C). Un L-
espace vectoriel normé E est par définition un L-espace vectoriel muni d’une norme || ||g de
L-espace vectoriel (i.e. |Az||g = [M||z|lg si A € L et © € E) ultramétrique (i.e. ||z + y|lg <
sup((les, lylz) st 7,y € E).

Un L-espace de Banach est un L-espace vectoriel normé complet pour la norme, ce qui équivaut
a la convergence des séries dont le terme général tend vers 0. Un L-espace vectoriel normé de
dimension finie est un L-espace de Banach. Un sous-L-espace vectoriel d’'un L-espace de Banach
est de Banach si et seulement si il est fermé.

Si E est un L-espace vectoriel normé et F' est un sous-L-espace vectoriel fermé de E, la fonction
lyllz/F = infzsy [[2]| est une norme sur E/F'; si E est L-espace de Banach, il en est de méme
de E/F.

Soit F un L-espace de Banach. Si F' est un sous-L-espace de Banach de F et U est un sous-
L-espace vectoriel de dimension finie de E, alors F' 4+ U est un sous-L-espace de Banach de E et
F/(UNF) est un sous-L-espace de Banach de E//U. 1l faut faire attention au fait que la somme
de deux sous-L-espaces de Banach n’a aucune raison d’étre fermée en général.

Les L-espaces de Banach forment une catégorie (les morphismes étant les applications L-
linéaires continues). Le noyau d’un morphisme entre L-espaces de Banach étant fermé est encore
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un L-espace de Banach, mais I'image d’un tel morphisme n’a aucune raison a prior: d’étre com-
pléte. Par contre, si cette image est compléte (et donc est un L-espace de Banach), alors 'appli-
cation naturelle de E/Ker sur Im est un isomorphisme de L-espaces de Banach (théoréme
de I'image ouverte).

2.3. (C-algébres normées. — On appelle C-algébre normée la donnée d’une C-algébre com-
mutative A munie d’une norme || ||, de C-algébre, c’est-a-dire que A muni de || ||, est un C-espace
vectoriel normé et que l'on a ||AN||, < [[Al4- [N, st A, A € A. On note alors € «’anneau
des entiers » de A : i.e. 'ensemble {\ € A | [[A||, < 1}; c’est une O¢-algébre sans p-torsion et
A = O\[1/p]. L’ensemble mp des A € A vérifiant ||A|, < 1 est alors un idéal de € et on note
kx = Opn/mp «Panneau résiduel » de A ; ¢’est une kc-algébre et le résultat suivant est immédiat :

Proposition 2.1. — La norme || ||, est multiplicative (i.e. |[A-N|y = [[Al[5 - IV |[4 quels que
solent A\, \' € A) si et seulement si kp est intégre.

Lemme 2.2. — Si A est une C-algébre normée et s : A — C est un morphisme de C-algébres,
les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) s est continu,

(i) |s(A)] < [|A[[y quel que soit A € A.

Démonstration. — Si s est continue, il existe § > 0 tel que 'on ait [s(A)| < 6 | A]|, quel que soit
A € A. Maintenant, si [|[A||, < 1, alors [|A"]|, < 1 quel que soit n € N et la suite de terme général
s(A") = s(A)™ est bornée dans C et donc [s(A)] < 1, ce qui démontre I'implication (i)=-(ii); la
réciproque étant immeédiate, cela permet de conclure.

Si A est une C-algébre normée, on note Spec(A) I'ensemble des morphismes continus de C-

algebres de A sur C'. On munit Spec(A) de la topologie de la convergence simple : ¢’est la topologie
la moins fine rendant continues les applications s — s(\). Une base d’ouverts pour cette topologie

est constituée des ouverts de la forme U(n, A\, x,¢), ot n décrit N et A = (Aq,...,\,) [resp.
x = (x1,...,%y), resp. € = (e1,...,&,)| décrit les parties & n éléments de A [resp. de C, resp. de
R | et

+

U(n, A\, z,e) = {s € Spec(A), [s(\i) — x;| < & pour tout 1 < i < n}.
L’application (s,A) = s(A) de Spec(A) x A dans C' est alors continue. Si ¢ : A — A est un
morphisme continu de C-algébres normées, alors 'application s — s o 1) définit une application
continue “¢) : Spec(A2) — Spec(Aq).

Lemme 2.3. — Si vy : Ay —> Mg est une application surjective de C-algébre de Banach spec-
trales, alors 1 identifie Spec(A2) a un fermé de Spec(Aq).

Démonstration. — Comme v est surjective, ’égalité s1 o 1) = s9 0 ¢p implique s1 = s9, ce qui
montre que % est une injection. D’autre part, s est dans 'image de % si et seulement si on a
s(A) = 0 quel que soit A € Ag vérifiant ¥(A) = 0; ceci nous donne une description de 'image de
%) comme intersection de fermés (la condition s(A\) = 0 est une condition fermée) et permet de
conclure.

Une C-algébre de Banach est une C-algébre normée et compléte. Si A est une C-algébre
normée, sa complétée A est une C-algébre de Banach.
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Proposition 2.4. — L’application naturelle (de restriction) *¢ : Spec(A) — Spec(A) est un
homéomorphisme.

Démonstration. — Si s € Spec(A), comme |s(A)| < |[A||, quel que soit A € A, on peut prolonger
s par continuité (uniforme) & A, ce qui prouve que %t est surjective. D’autre part, comme A est

dense dans A, si s1 et sp sont deux éléments de Spec(A) ayant méme restriction a A, la continuité
de s1 et so implique que 'on a s; = s et donc ®¢ est injective et induit une bijection de Spec(K)
sur Spec(A) qui est continue par définition des topologies (A C jAX) Finalement, comme tout
élément A de A est limite d’une suite (A, )nen d’éléments de A, Papplication s — s(\) est limite
uniforme de la suite (s — s(A\,))nen et donc est continue pour la topologie de Spec(A); ceci

permet de conclure.

Plus généralement, si A est une C-algébre normée et A’ est une C-algébre normée contenant
A, on note Specy (A’) I'ensemble des morphismes continus de A’ dans A dont la restriction a A
est I'identité. On munit Spec, (A’) de la topologie de la convergence simple, ce qui en fait un
espace topologique séparé.

2.4. Quelques exemples. — Si d > 1, on munit C[Xy,..., X | de la norme de Gauss || ||g
définie par

| Z ail:'-'vidXi'l "'X;dHG = sup |@ir i |-

. . B1,eenyd
11 5eeesld rentd

L’anneau des entiers de C[X7, ..., X ] est alors O¢[X7,..., X ] et son anneau résiduel est 'an-
neau kc[X1,. .., Xy des polynomes a coefficients dans k¢ ; comme ce dernier anneau est intégre,
la norme de Gauss est multiplicative.

On note C{Xy,..., X4} la complétée de C[X71,. .., X4] pour la norme de Gauss; c’est 'anneau
des séries de la forme zil,...,id aih__,idX{‘l . -Xéd, ou a;,,..;, tend vers 0 si i1 + --- + iq tend
vers +00. L’anneau des entiers de C{X7,..., X} est noté indifferemment Oc{X;,..., X4} ou
Ocix1,..Xq}-

Un élément de s de Spec(C{X1,...,Xq}) = Spec(C[X1, ..., Xq4]) est déterminé par les valeurs
qu’il prend sur Xy, ..., X et la continuité de s équivaut a |s(X;)| < 1si 1 < i < d. L’application
s — (s(X1),...,8(Xg)) induit donc une bijection de Spec(C{X1,...,X4}) sur By(0,1); cette
application est un homéomorphisme car, C[X7, ..., X4] étant engendré par Xi,..., X4, les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) s — s(f) est continu quel que soit f € C[Xq,..., X4,

(ii) s — s(X;) est continu quel que soit 1 < i < d.

Soit A une C-algeébre de Banach. Soit A{X} la A-algébre des séries entiéres de la forme

;ri% ap X™, o (an)nen est une suite d’éléments de A tendant vers 0 quand n tend vers 400
on munit A{X} de la norme || [[5;x, définie par Hz;:i% anX"HA{X} = sup,, ||ax||, ce qui en fait
une C-algébre de Banach. L’anneau des entiers de A{X} est noté indifféremment OA{X} ou
Op{xy-

Le méme genre d’arguments que ci-dessus permet de montrer que l’application s — s(X) est
un homéomorphisme de Specy (A{X}) sur 4.
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Soit S(A{X}) 'ensemble des morphismes continus ¢ de A{X } dans C{X} vérifiant ¢)(X) = X
et ¥(A) = C'; lapplication qui a 1 associe sa restriction & A est une bijection de S(A{X}) sur
Spec(A). Le résultat suivant est évident.

Proposition 2.5. — Si A € A{X}, alors

sup oMoy = Magp = sup— [0(N)]4 -
YeS(A{X}) YESpecy (A{X})
2.5. Algébres spectrales. — Une C-algébre normée A est dite spectrale si elle est munie de

la norme spectrale, c¢’est-a-dire si
Spec(A) # 0 et [| Al 4 = supsegpec(a) [S(A)], 81 A € A

Si A est une C-algébre spectrale, alors sa complétée A est une C-algébre de Banach spectrale.

Lemme 2.6. — (i) Si A est spectrale, alors ||A\"||, = ([[A|[,)" quels que soient X € A et n € N.
(ii) St A est spectrale et si || || est une norme sur A équivalente a la norme spectrale || ||, telle
que Uon ait ||X"|| = ||A[|™ quels que soient n € N et X € A, alors || || = |-
(i) Si ¢ : Ay — Ao est un morphisme continu de C-algébres normées spectrales, alors 1) est
1-lipshitzien (i.e. ||[¢(N)||a, < [[A]Ja, quel que soit A € Ay).

Démonstration. — Le (i) et le (iii) sont des évidences. D’autre part, Si A est une C-algébre et si
|| [|1 et | ||2 sont deux normes de C-algébres sur A qui sont équivalentes et vérifient |[A"||; = [|A||?
quels que soient i € {1,2}, n € N et A € A, alors il existe ¢ > 1 tel que 'on ait ¢ 1|} <
IAll2 < c||All1 quel que soit A € A. I suffit d’utiliser ces inégalités pour A\ puis prendre la racine
n-iéme et faire tendre n vers +o0o pour en déduire || ||; = || ||2. Ceci permet de démontrer le (ii)
et termine la démonstration du lemme.

La plupart des algébres considérées dans cet article sont spectrales; c’est en particulier le cas
de C{Xy,..., X4} comme le montre la proposition ci-dessous.

Proposition 2.7. — L’algébre C{X1,..., X4} (munie de la norme de Gauss) est spectrale.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que C[X1,..., X4 est spectrale et, pour ce faire, il suffit
de prouver que si P € C[Xy,..., Xy est de norme 1, il existe x € By(0,1) tel que l'on ait
|P(z)| = 1. Si ||P||q = 1, sa réduction P modulo m¢ est un élément non nul de ko[Xi, ..., Xq4]
et on peut trouver (Zy,...,%q) € k& tel que P(F1,...,Tq) # 0; il suffit alors de prendre pour
x = (z1,...,xq) n'importe quel élément de By(0, 1) dont la réduction modulo m¢ est (Z1, ..., ZT4).

Proposition 2.8. — Si A est une C-algébre de Banach spectrale, alors A{ X} munie de la norme
I HA{X} est spectrale.

Démonstration. — Un morphisme continu s de A{X} dans C est équivalent & la donnée de sa
restriction a A et d’un élément z = s(X) de B(0,1). Le spectre de A{X} est donc naturellement
en bijection avec Spec(A) X O¢ et la norme spectrale de :i% an, X™ est donnée par
+o0
sup  sup | Y s(an)z”| = sup sup|s(an)| =sup sup |s(an)| = sup [lan|,
s€Spec(A) z€B(0,1) ,, seSpec(A) neN neN seSpec(A) neN

ce qui permet de conclure.
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2.6. Propreté de certains morphismes. — Rappelons qu’une application continue ¢ : X —
Y entre deux espaces topologiques est dite propre si 'image inverse o~ (M) de tout compact M
de Y est compacte.

Soient A une C-algébre spectrale et A’ = A[X]/P, ot P(X) = X" + X\ 1 X" L4+ + X\
est un polynéme unitaire a coefficients dans &5 et soit *v : Spec(A’) — Spec(A) I'application
de restriction. Si s € Spec(A), I'ensemble % ~1(s) est en bijection avec les racines dans C' du
polynome Py(Y) = Y™ 4+ s(Ay_1)Y™ L + -+ + 5(N\o); en particulier ®71(s) est non vide et %
est surjective; de plus, % 1(s) contient au plus n éléments et I’hypothése selon laquelle P est
a coefficients dans & implique que Ps est & coeflicients dans O et donc que les racines de P;
appartiennent & O¢. Soit alors so € Spec(A) et soient tq,...,t, les éléments de .= (sq).

Lemme 2.9. — Quels que soient 61,...,0, > 0, il existe V woisinage de so dans Spec(A) tel
que lon ait “wY(V) C U_,U(t;, X,68;) (ot U(t, X,68) = {s € Spec(A), |s(X) —t(X)| < 6, si
t € Spec(A’) et § > 0).

Démonstration. — Soit 6 = min; §; et soit V l'ensemble des s € Spec(A) tels que l'on ait
|s(Ai) —so(Ai)] < 0" si0 < i< n—1;c’est un voisinage de sp dans Spec(A). Soient alors s € V' et
t € %7 Y(s). Le polynome Py, (Y 4t(X)) a pour terme constant Py, (t(X)) = Py, (t(X)) — Ps(t(X))
qui est de norme < §" par construction de V' (et parce que |t(X)| < 1); il a donc une racine de
norme < J. Comme les racines de ce polyndéme sont les ¢;(X) — t(X), cela permet de montrer
que le voisinage V' construit ci-dessus convient.

Lemme 2.10. — L’application ®v est fermée (i.e. 'image d’'un fermé est un fermé)

Démonstration. — Si Ay € {A, A}, si sp € Spec(A1), si A € Ay et si § > 0, soit U(sp, \,d) =
{s € Spec(A1) | |s(A) — s0(A)| < 0} c’est un ouvert de Spec(Aq).

Comme A’ est engendrée par A et X, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) quel que soit A € A/, Papplication s — s(\) est continue sur Spec(A’) ;

(ii) quel que soit A € AU {X}, application s — s(\) est continue sur Spec(A’).
On en déduit le fait que les .~ *(V) N U(sp, X, d) forment une base d’ouverts pour la topologie
de Spec(A’) si V' décrit les ouverts de Spec(A) et si (sg,d) décrit Spec(A’) x R

Soit M un fermé de Spec(A’) et soit sg dans le complémentaire de ®¢(M). Soient ty,...,t, les
éléments de “fl(so) ; ce sont des éléments du complémentaire de M et, M étant supposé fermé,
si 1 < i < r, il existe un voisinage V; de sp dans Spec(A) et §; > 0 tel que le complémentaire
de M contienne *~*(V;) N U(t;, X, 6;). D’aprés le lemme 2.9, il existe Vj voisinage de s dans
Spec(A) tel que 4.1 (V) € UI_ U (t;, X, §;). Mais alors V = N?_,V; est un voisinage de so dans
Spec(A) inclus dans le complémentaire de (M) car on s’est débrouillé pour que “~ (V) soit
inclus dans le complémentaire de M. Ceci permet de montrer que le complémentaire de %.(M)
est ouvert dans Spec(A) et permet de conclure.

Corollaire 2.11. — *1 est propre

Démonstration. — Soit M un compact de Spec(A) et soit (Z;);er une famille de fermés de
@, ~Y(M) telle que 'on ait NjesZ; # (0 pour toute sous-famille finie J de I. Soit ¢ l'’ensemble
des sous-ensembles finis de 1. Comme les fibres de *¢ sont des ensembles finis, on a “(N;erZ;) =
Nse 7*(NjesZ;) et comme M est compact et “ fermée d’aprés le lemme 2.10, I'hypothése
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NjesZ; # 0 pour tout J € ¢ implique que 'on a Nye #%(NjesZ;) # O et donc que NierZ; # 0.
Ceci permet de conclure.

Proposition 2.12. — Soient A C A deuz algebres de Banach spectrales telles que A’ soit entiere
sur A ; alors Uapplication naturelle (de restriction) % : Spec(A’) — Spec(A) est une application
surjective et propre.

Démonstration. — La combinaison du lemme 2.3 et du corollaire 2.11 permet de montrer que
si A’ est entiére et monogene sur A (i.e. est quotient d’une algébre du type A[X]/P, ot P est
unitaire), alors les conclusions de la proposition sont vérifiées (la surjectivité a été vérifiée en
passant). Le cas général s’en déduit en remarquant qu’une algeébre A’ entiére sur A est une limite
inductive d’algebres monogénes et entiéres et donc que I'application % : Spec(A’) — Spec(A)
est une limite projective d’applications surjectives et propres ce qui permet de conclure, car une
limite projective de compacts est compacte d’aprés le théoréme de Tikhonov.

2.7. Algébres connexes. — On dit qu'une C-algébre normée A est connexe si elle ne contient
pas d’idempotent non trivial. Comme C' est algébriquement clos, A est non connexe si et seule-
ment si il existe P € C[X] séparable de degré > 2 ayant des racines dans A — C.

Sid > 1, Palgébre C{Xy,..., X4} est connexe et A{X} est connexe si et seulement si A est
connexe.

Lemme 2.13. — Soit M un compact de C' contenant au moins deuzr éléments xo # x1. Alors
il existe une suite P, d’éléments de C[X| convergeant uniformément sur M vers une fonction
(continue) f: M — {0,1} vérifiant f(xo) =1 et f(x1) = 0.

Démonstration. — Soit § €]0, |xg — x1|[. Comme M est compact, on peut le recouvrir par une
réunion finie disjointe (car la norme est ultramétrique) de boules fermées de rayon ¢ et il suffit
de montrer le résultat pour un tel ensemble M’ = Hje ;7 B(x;,60), ot J est un ensemble fini
contenant 0 et 1. Considérons le polynéme P(X) = J[;c; 1oy % Soit n = infj4j |z; — x;]. On
an>det|P(x)— P(z;)| < % si z € B(z;,6). Comme P(xg) =1 et P(z;) =0sij #0, la suite
de terme général PP" converge uniformément sur M’ vers la fonction caractéristique de B(zg, §)
et donc posséde les propriétés voulues.

Proposition 2.14. — Soit A une C-algébre de Banach spectrale connexe, A une C-algebre
normée, et S un sous-ensemble des morphismes continus de A dans N’ vérifiant la condition (x)
suwivante

(%) zug o)A = [|Ally quel que soit A € A.
€

Les deux conditions suivantes sont équivalentes pour un élément \ de A :
(i) Ae C,
(ii) 4l existe un compact M de C' tel que (X)) € M quel que soit ¢ € S.

Démonstration. — L’'implication (i)=-(ii) est immédiate ; montrons la réciproque. Soit donc M C
C' compact et A € A tel que ¥(\) € M quel que soit 1) € S. Nous allons montrer que si A ¢ M,
alors A n’est pas connexe. Commengons par remarquer que, si A ¢ M, alors il existe 1y, ¥ € S
tel que ¥o(A) # ¥1(A) [sinon Y(A—1p(A)) = 0 quel que soit ¢ € S et donc A —1)9(A\) = 0 puisque
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S vérifie la condition (x)]. D’aprés le lemme 2.13, il existe une suite (Pp,)nen d’éléments de
C[X], une suite (9, )nen de réels positifs tendant vers 0 et une fonction continue f: M — {0,1}
vérifiant f(1o(N)) = 1 et f(p1(N)) = 0, tels que on ait |f(z) — Py (z)| < §,, quel que soit x € M.

Comme S vérifie la condition (x), on a || Py (A) — Poam(A)|[y < sup(dp, 0ptm), ce qui prouve
que la suite de terme général P,()\) est de Cauchy dans A. Comme A est compléte, cette suite
converge vers une limite £ et on a ¥(¢) = f(1(N)) si ¢ € S et comme f est a valeurs dans {0, 1}
et S vérifie la condition (x), cela implique que ¢2 = £; comme d’autre part, 1o(¢) = f(o(¢)) =1
et 1) = f(1(£)) = 0, cela montre que £ est un idempotent de A distinct de 0 et 1 et donc
que A n’est pas connexe. Ceci permet de conclure.

2.8. Algébres p-closes. — Si A est une C-algébre normée spectrale, soit O3* = {\ €
0% | |Ix—1]], < 1}; c’est un sous-groupe de O%. Si A est une C-algébre de Banach (ou une
limite inductive de C-algébres de Banach) spectrale et ||z — 1||, < 1, alors la série 7% (1 — )"
converge dans A vers un élément de y vérifiant ||y —1]|, < 1 et zy = 1; autrement dit, tout
élément vérifiant ||A — 1], < 1 est inversible et O}* est I’ensemble des éléments de A vérifiant
o — 1, < 1.

Une C-algébre normée est dite p-close si tout élément de O3* a une racine p-ieme dans O3F*.
On peut réexprimer cette condition en introduisant le Fp-espace vectoriel G(A) = OX* /(OX*)P -
une C-algébre normée est p-close si et seulement si G(A) = 0.

Lemme 2.15. — (i) Si ¢ : Ay — Ay est un morphisme de C-algébres normées spectrales, alors
H(OT) C H(O7).

(ii) Si A est spectrale, alors A est p-close si et seulement si tout élément de OX* a une racine
p-ieme dans A.

(iii) Si A est p-close, alors x — xP induit une surjection de Op[pOy sur O /pOy.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence du (i) du lemme 2.6. Pour prouver le (ii), il suffit
de prouver que si A est spectrale et x € A vérifie 2P € O)*, alors v € O}, ce qui, étant donnée
la définition de la norme spectrale, est une conséquence du fait que si x € C vérifie |2P — 1| < 1,
alors | — 1| < 1. Reste le (iii) a prouver. Soit a € 0. Soit o € C' vérifiant vy, (a) = % et soient
b € O%* une racine p-itme de 1+ aPa € OF* et x = a1 (b—1). Un calcul immédiat montre que
l'on a z=2aP —a € pa™ PO\ = /pOx. Mais alors 1 + 2z € OF* et, si c est une racine p-iéme de
(14 2) dans O3, on a (¢ —1)? —z € pOy et donc (x — c+ 1)P — a € pOy, ce qui permet de
conclure.

Proposition 2.16. — Si A est une C-algébre normée p-close et est une limite inductive de
C-algébres de Banach, alors sa complétée A est p-close.

Démonstration. — Comme A est une limite inductive d’algébres de Banach, tout élément de A
vérifiant ||z — 1], < 1 est inversible dans A et donc appartient a &x*. Soit maintenant y € 03
vérifiant |ly — 1[|5 < 1. Il existe 2 € O vérifiant ||z —y|lz < p~2
et x € O}, ce qui implique, comme A est p-close, que x a une racine p-iéme dans O3*. D’autre

; en particulier, ||z — 1], <1

part, on a ‘x_ly — 1HK < p~?; la série Z:i% (17/3’) (z71y — 1) converge dans A vers une racine

p-iéme de 7'y, On en déduit le fait que y = x - ™'y a une racine p-iéme dans jA\, ce qui permet
de conclure (cf. (ii) du lemme 2.15).
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§3
Algébres affinoides

—

Ce § est consacré a I’étude un peu détaillée de l'algébre C'{X} des « limites uniformes de
fonctions algébriques sur la boule unité ».

3.1. Rappels sur les algébres affinoides. — Si f € 0c{X1,..., X4}, on note f son image
dans kco[X1,...,Xg]. On dit que f € Oc{X1,..., X} est réqulier en X4 de degré n si le degré
de f en X  est n et le coefficient de X dans f est un élément inversible de kc[X1,. .., X4 1],
c’est-a-dire une constante. Le résultat suivant est un des résultats de base concernant les algébres
« de Tate ».

Proposition 3.1. — Si f € Oc{X1,...,Xq} est réqulier de degré n en Xg, alors il existe QQ €
Oc{X1,...,Xq_1}[Xa] unitaire et de degré n (en Xg) et g € Oc{X1,..., Xy} inversible tels que
Uon ait f = Qg. De plus, ces propriétés déterminent le couple (Q,g) de maniére unique.

Démonstration. — [9], Chap. II (cf. démonstration de 11.3.2).
Sid =1, I’énoncé précédent devient

Proposition 3.2. — Soit [ =312 a,X" € Oc{X} vérifiant || f||lc = 1 et soit r le plus grand
entier n tel que |a,| = 1. Alors il existe un unique polynome P unitaire de degré r tel que P~1f
soit une unité de Oc{X}.

et admet comme corollaire

Corollaire 3.3. — C{X} est principal et tout idéal non nul de C{X} est engendré par un
(unique) polynéme unitaire & coefficients dans Oc.

3.2. Le corps F et la norme spectrale.— Dans cette section et les suivantes, on s’intéresse
au cas d = 1. Soit F le corps des fractions de C{X}. La norme de Gauss étant multiplicative, elle
s’étend en une norme sur F et on note F' la complétion de F' pour || ||g. Comme F' est complet,

la norme || || s’étend de maniére unique a la cloture algébrique F' de F. Maintenant, si L est
une extension finie de F' et € L, on pose ||x[|sp = sup,cy, [|o(z)]|a, ot Hp, est I'ensemble (fini)

des plongements de L dans F dont la restriction a F coincide avec I'injection naturelle de F' dans
F C F. Cette quantité ne dépend évidemment pas du choix de l'extension L de F' contenant x
et donc || ||sp est une fonction bien définie sur la cloture algébrique F' de F. D’autre part, les
propriétés suivantes sont évidentes sur la définition de || [|sp.
(1) llzllsp = l[zllc siz € F
(ii) ||z||sp = O si et seulement z = 0.
(iil) |z + yllsp < sup((|zlsp, lyllsp) si z,y € F.
(iv) [lzyllsp = llzllcllyllsp siz € F et y € F.
(V) llzyllsp < llzllspllyllsp si 2,y € F.
(vi) [|z"||lsp = l|z||%, siz € F et n € N,
(vii) [lo(2)llsp = l|zllsp si 0 € Gal(F/F).
(viil) [lz]lsp € [C].
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En particulier, || ||sp est une norme de F-algébre. Le lien entre la norme des racines d’un polynéme
et son polygone de Newton montre que, si X™ + a,_1 X" ' 4 --- + ag est le polynéme minimal
de x sur F', alors

(ix) [[zllsp = supo<icp-1 "V llaillc-

3.3. Le groupe Tc et I’espace topologique B/(O,\l) — Notons ﬁC{X} le groupe de Galois
Gal(F/F). Soit T¢ le sous-groupe des automorphismes 7 de F dont la restriction a C{X} est un
automorphisme continu de C{X} induit par une translation par un élément de B(0, 1) ; il existe
donc z(7) € B(0,1) vérifiant 7(X) = X + (1) et Papplication 7 — z(7) est un morphisme de
groupes de T ¢ dans B(0,1) qui donne naissance, d’aprés la théorie de Galois, a la suite exacte
de groupes
0— ﬁC{X} — Te — B(0,1) — 0.

Soit C{X} la cloture intégrale de C{X} dans F. Soit C{X} la complétée de C{X} pour la
norme || ||sp-

Comme T¢ respecte C{X}, il respecte aussi le sous-anneau C{X} de F. D’autre part, si
reTeet feC{X}, ona

I7(Nlle = sup [flz+=z(7))|= sup [f(z)]=]flc,
z€B(0,1) z€B(0,1)

ce qui prouve que 7 est une isométrie de C{X} et donc de F' a cause de la multiplicativité de
| [lc et aussi de F grace a la propriété ix) de || ||sp. L’action de Te sur C{X} se prolonge donc

par continuité en une action sur C{X}. Si 7 € T¢ et f € C{X}, on note parfois f7 'élément

o —

7(f) de C{X}.

Lemme 3.4. — Sis: C{X} — C est un morphisme de C-algébres, les deuz conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) s est continu,

(ii) la restriction de s a C{X} est continue.

Démonstration. — L’implication (i)=-(ii) est immédiate. Réciproquement, si f € C{X} et
P(Y) = Y" 4+ a, 1Y" ! + ... + ag est le polynéme minimal de f sur C{X}, alors s(f) est
une racine du polynéme Y™ + s(a,—1)Y"™ 1 + -+ s(ao) et donc [s(f)| < supgcicp_1 "V/|s(ai)l-
D’autre part, si la restriction de s & C{X } est continue, on a |s(a;)| < ||a;||q d’aprés le lemme 2.2
et donc [s(f)| < || fllsp d’aprés la propriété (ix) de la norme || ||sp. Ceci permet de conclure.

—
o —

Notons B(0,1) I'espace topologique Spec(C{X}) = Spec(C{X}); d’apreés le lemme 3.4, c’est
aussi 'ensemble des morphismes de C{X} dans C dont la restriction & C{X} est continue.

Proposition 3.5. — L’application naturelle de B/(O,\l) dans B(0,1) = Spec(C{X}) est surjec-
tive et propre.

Démonstration. — C’est un cas particulier de la proposition 2.12.

Choisissons un élément s¢ de ﬁ) « au-dessus de 0 » (i.e. vérifiant s¢(X) = 0).
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Lemme 3.6. — Si s € lﬂ),\l) vérifie s(X) = 0, alors il existe T € ﬁC{X} tel que l'on ait
s=scor.

Démonstration. — Les noyaux m et mg de s et s¢ sont deux idéaux maximaux de C{X } au-dessus
de l'idéal (X) de C{X}. D’autre part, C{X} étant principal, C{X} est une limite inductive
d’anneaux de Dedekind et la transitivité de l'action du groupe de Galois sur les idéaux montre
qu’il existe 7 € ﬁC{X} tel que l'on ait 7(m) = mg, ce qui implique s = s¢ o 7 et permet de

conclure.

SiTeTeetse B(0,1), alors s o7 € B(0,1), ce qui nous fournit une action naturelle de T¢
sur B(0,1).
Proposition 3.7. — L’action de T¢ sur B(0,1) définie ci-dessus est transitive.

Démonstration. — Soit s € B(0,1) et soit & = s(X) € B(0,1). Il existe 71 € T¢ tel que (1) =
—z et alors s o 71(X) = 0. Ceci implique, d’aprés le lemme 3.6, qu’il existe T2 € Hoyxy C To tel
que 'on ait soT = sg o™ et donc s = s¢g o 7271_1, ce qui permet de conclure.

Remarque 3.8. — Bﬁ),\l) s'identifie a T /Dy, 00t Dy C ﬁc{ x} est le groupe de décomposi-
tion de my groupe qui s’identifie au groupe de Galois absolu du corps des fractions C((X)) du
complété C[[X]] de C{X} en l'idéal (X); C étant algébriquement clos, ce groupe est d’ailleurs
isomorphe au groupe des racines de 1'unité.

SiTeTeet feC{X}, notons f(7) I'élément s¢ o 7(f) de C.

—

Proposition 3.9. — Si f € C{X}, alors f(ﬁC{X}) est compact.

Démonstration. — Si f € C{X}, lapplication 7 — f7 est localement constante par définition

—

de la topologie de ﬁC{X}- Comme un élément f de C{X} est une limite uniforme d’éléments

—

de C{X}, l'application 7 — f7 est continue si f € C{X} comme limite uniforme d’applications
continues; il en est donc de méme de I'application 7 — f(7) = sc(f7) ce qui, Hoyxy étant
compact, permet de conclure.

—

On définit le graphe I'y d'un élément f de C{X} comme I'ensemble des couples (z(7), f(7)
de C' x C, ou 7 décrit T Clest en fait un sous-ensemble de B(0,1) x C' (et méme de B(0, 1) x
B(0, || fllsp) d’apreés le lemme 3.11 ci-dessous).

Proposition 3.10. — Soient f € C{X} et P = Y" + Y"1 b Y € C{X}[Y] son polynome
minimal. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un couple (x,y) de B(0,1) x C :

(i) Il existe T € T¢ tel que x(7) = x et f(T) =y,

(i) I existe s € ﬁ) tel que s(X) =z et s(f) =y,

(ii) P(z,y) = 0.

(ili) (x,y) € T'y.

Démonstration. — L’équivalence de (i) et (i') et de (i) et (iii) est une évidence. Pour démontrer
I'implication (i)=-(ii), il suffit d’appliquer s¢ o 7 a la relation P(X, f) = 0. Réciproquement, si
P(z,y) = 0, le morphisme s de C{X}[Y] dans C envoyant X sur z et Y sur y se factorise en
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un morphisme de B’ = C{X}[f] envoyant X sur z et f sur y. Comme C{X} est entier sur B’,
ce morphisme s’étend en un morphisme § : C{X} — C et, la restriction de § & C{X} étant

continue, on a § € %ﬁ) d’aprés le lemme 3.4, ce qui permet de conclure.
Lemme 3.11. — Si f € C{X}, alors || fllsp = SUp_ 7. lf(n)] = SUP_ 5GT) s(f)]-

Démonstration. — D’aprés la proposition 3.10, si on fixe x € B(0, 1), les valeurs que peut prendre
f(7), pour 7 € T vérifiant 2:(7) = , sont les racines de Péquation P(x,y) = 0. D’aprés la théorie
des polygones de Newton, les racines de cette équation sont toutes de module inférieur ou égal
a SUPycicy v/ |bn—i(z)| et il y en a au moins une dont le module est égal & cette quantité. On a
donc

sup |f(r)] = sup sup ¥/|by—i()| = sup ¥/llbn-illc;

reTo z€B(0,1) 1<i<n <isn

ce qui, compte tenu de la propriété (ix) de la norme || ||sp, permet de conclure.

—

Corollaire 3.12. — Les algebres C{X} et C{X}, munies de la norme || ||sp, sont des algébres
spectrales.

Comme nous ’avons vu plus haut, I’application 7 — s¢ o 7 induit une application *s¢ :
TC — B/(O,\l) qui est surjective. On munit To de la topologie pour laquelle les ouverts sont
les ensembles de la forme ®sc~1(U), ott U est un ouvert de B/(Oﬁ) Ceci fait de T un espace
topologique non séparé : par construction, une suite 7, converge dans TC si et seulement si la
suite s¢ o T, converge dans B/(Oj)

Lemme 3.13. — Si (Tp)neN est une suite d’éléments de Tc telle que la suite de terme général
x(7y) converge, alors la suite (T,)nen admet une valeur d’adhérence dans Tc.

Démonstration. — C’est une conséquence de la définition de la topologie de T ¢ et du fait que

—

I'application naturelle de B(0,1) sur B(0,1) est une application propre (prop. 3.5).

—

3.4. L’image d’un élément de C{X}

Lemme 3.14. — Soit P(X,Y) =Y"+a, 1(X)Y" 1+ +ao(X) € Oc{X}[Y], avec a;(X) =
::Of] a; X k vérifiant les conditions suivantes :
a) lajp] <1lsik>1et0<i<n—1,
b) |aoo| <1 et il existe i tel que |a; 0| =1;

alors P n’est pas irréductible.

Démonstration. — Soit m le plus petit entier i tel que |a;o| = 1. On a donc par hypothése
1 <m < n—1 Modulo mgyx3[Y], on a P = QR, ou 'on a pos¢ Q(Y) = Y™ et R(Y) =
ynr—m4 Z?:_Om_l Ej+m70Yj et @jym,0 désigne la réduction de a4, 0 modulo me. Les polynémes
Q et R étant premiers entre eux, on est dans les conditions d’application du lemme de Hensel
et, Oc{X} étant complet, il existe des polyndomes @) et R (uniques) appartenant & Oc{X }[Y]
dont les réductions respectives sont Q et R et dont le produit est P ; ceci permet de conclure.
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Lemme 3.15. — Si f € C{X} vérifie f(0) = 0, alors il existe m strictement inférieur au degré
de f sur C{X} et ai,...,am € B(0, || fllsp) tels que, siy € B(0, || fllsp) — Uy Blau, || fllsp), alors
il existe T € T tel que f(1) =y.

Démonstration. — Le cas f = 0 étant sans intérét, on suppose f # 0 et, quitte a diviser f par
un élément de C, on peut supposer ||f|lsp = 1; en particulier, f est alors entier sur Oc{X}.
Soit P(X,Y) = Y™ + ap1(X)Y" L+ + ag(X) € Oc{X}[Y], avec a;(X) = Y125 a; p XF,
le polynéme minimal de f sur Oc{X}. Comme f(0) = 0, le polynéome P(0,y) admet 0 comme
racine et donc agp = 0. D’autre part, I'hypothése || f|lsp = 1 se traduit par I'existence d’un
couple (i,k) tel que |a; x| = 1 et l'irréductibilité de P entraine alors, d’aprés le lemme 3.14,
qu’il existe kg > 1 et 0 < ¢ < n —1 tel que |ai,k0| = 1. Maintenant, si aq,...,q,, sont les
solutions dans B(0,1) de 'équation Z?:_ol airY' = 0ety € B(0,1) — UL, B(aj,17), alors
]Z?:_Ol airyl =1 = [y" + Z?:_ol aioy'| et la théorie des polygones de Newton nous donne
Pexistence de 2 € B(0,1) solution de Péquation Y25 X* (X0 asxy?) + (v + S0y aioy?).
D’aprés la proposition 3.10, il existe alors 7 € T¢ tel que x(17) =x et f(7) =y, ce qui termine
la démonstration.

Corollaire 3.16. — (i) Si f € C{X} vérifie f(0) =0 et est tel qu’il existe p > 0 et S compact
tels que f(1) € S+ B(0,p) si T € T, alors || fllsp < p.

(i) Si f € C{X} est a valeurs dans un compact, alors f € C.

Démonstration. — Si f = 0, il n’y a rien a faire, sinon, on a [|f|lsp > 0 et on peut trouver
go € C{X} verifiant ||f — gollsp < [|f|lsp- Posons g = go — ¢(0) de telle sorte que g(0) = 0,
1f = gllse < IFllsp et llgllsp = [fllsp- Comme [|f = gllsp < [[fllsp, on a f(7) = g(7) modulo
B(0, || f[lsp) et le lemme 3.15 implique que I'image de f modulo B(0, || f[|5,) est infinie. Or, si S
est compact, S + B(0, p) est une réunion finie de translatés de B(0, p) et, si p < || f]|sp, 'image
de S+ B(0, p) dans B(0, || fllsp)/B(0, || fll5,) est un ensemble fini. On en déduit le (i).

Le (ii) est une conséquence immédiate du (i) appliqué a f — f(0) et p = 0.

§ 4

Autour du théoréme d’Ax-Sen-Tate

Le n° 1 de ce §, reproduit la démonstration d’Ax [1] du « théoréme d’Ax-Sen-Tate » et le n° 2
est une variation sur la non existence p-adique de 2im (théoréme de Tate [10]). Une des raisons
pour reproduire ces résultats est que nous aurons besoin de variantes de ceux-ci dans la suite du
texte.

4.1. Le théoréme d’Ax-Sen-Tate. — Soit L un corps complet pour une norme p-adique
(normalisée comme d’habitude par ]£| = p~1). La norme sur L s’étend de maniére unique a la
cloture algébrique L de L et on note L le complété de L. Si M est une extension algébrique de L,
soit %y = Gal(L/M). Si a € L, on pose Apf() = sup,eq,, |o(a) — a|. La proposition suivante
exprime le fait que si un élément de L elrst presque fixe par ¢y, alors il n’est pas trés loin d’un

élément de M. Sii € N, soit ¢,; = pr'™'—r" et soit ¢, = H;r:og Cpi =pP-D7.
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Proposition 4.1 (Ax [1]). — (i) Si [M(«) : M] = n et £(n) est le plus grand entier £ tel que
p’ < n, il exviste a € M vérifiant |a — o] < (Hf(nl) Cpi—1) A

(a).
(ii) Si « € L, il existe B € M vérifiant |3 — a| < cpApr(a)

Corollaire 4.2 (Théoréme d’Ax-Sen-Tate). — Si H est un sous-groupe fermé de 9, alors
~H —H
L est l’adhérence de L

Démonstration. — Le corollaire suit facilement du (ii) de la proposition qui, lui-méme, est une
conséquence immédiate du (i) dont la démonstration repose sur le lemme suivant.

Lemme 4.8. — Soit P € L[X] unitaire de degré n dont toutes les racines vérifient |a| < &

(1) Sin = pFd avec (d,p) =1 et d > 0 et si ¢ = p¥, alors le polynéme PV, dérivée g-ieme de
P, a au moins une racine 3 vérifiant || <

(i) Sin = p**t! et ¢ =p*, alors P\ a au moins une racine 3 vérifiant 5| < Cp, 0.

Démonstration. — On a P(X) = X" 4+ a, 1 X" L+ -+ + ag, avec |a,_;| < 8% et 1P(‘J)( ) =

n

S (" )an_ . X"~i=4 En particulier, le produit des racines de P@ est au signe pres a(n’)".

q
La norme de ce produit est donc inférieure ou égale a |( )| 710" et il existe B vérifiant 8] <

](Z)\_"%qd D’autre part, on a (”) = Hq ! n=i 6t comme ¢q = pF et vp(n) =k, on a |t =1
sil<i<qg—1etdonc ](Z)\ = |7l On en dedult le résultat.

Nous allons utiliser le lemme précédent pour démontrer le (i) de la proposition 4.1 par récur-
rence sur n, le cas n = 1 étant évident. Il y a deux cas. Si n n’est pas une puissance de p, d’aprés
le lemme précédent appliqué & P = Q(X + «), ou @ est le polyndéme minimal de « sur M, il
existe ¢ € N tel que le polynome Q{9 ait une racine 3 vérifiant |8 — a| < Aps(a). D’autre part,
si o € H, alors

|0(8) = Bl =lo(B) — o) +o(a) —a+a = f
<sup(|o(f — o), |o(a) —al, |5 - af),

(

et comme |o(f — )] = | — o] < Ap(a) et |o(a) — a| < Ap(a) par définition, on en tire
I'inégalité Ap(5) < Apnr(ar) et comme [M(B) : M] < n, cela permet de conclure en utilisant
I’hypothese de récurrence.

F+1 est une puissance de p, on peut trouver une racine § de Q(pk) vérifiant |8 — o] <
cp A () et on obtient par le méme raisonnement l'existence de B € L vérifiant Ay (8) <
cprAnr(a) et [M(B) : M] < n = pF*tL. On tire de I'hypothése de récurrence I'existence de
a € M vérifiant | — a|] < (Hle Cpi—1)An(B) < (Hk+11 Cpi—1)An () et comme |a — 8| <
(Hk+11 Cpi—1) A (), cela permet de conclure.

Sin=p

4.2. log2iw. — Dans ce n° , on suppose de plus que L est le corps des fractions de I'anneau
des vecteurs de Witt d’un corps parfait de caractéristique p. Si M est une extension finie de L,
on note O I'anneau de ses entiers.

Sii € p "4, soit (i) = b ; alors £(7) ne dépend que de I'image de 7 modulo Z et pas du choix
de n; on obtient ainsi un morphisme de groupes de Q,/Z, = p~*>°Z/Z dans pp~. Si g € 91, on
a g(e(i)) = e(x(9)i), ot x : 91, — Z;, est le caractére cyclotomique.
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Choisissons un systéme compatible 1 = gg,€1,...,€n,... de racines de 'unité avec 1 # 1 et
eﬁﬂ =g, sin € N. Soient L,, = L(g,) sin € N et Loo = UpenLn, et soit Ly 'adhérence de

Lo dans L.

)l
Sin € N, soit [, = p™"Z N[0, 1= {0, #,...,@U;finl} et soit I = Upenly = p~®Z N

0,154

Lemme 4.4. — Tout élément x de Ly, s’écrit de maniére unique sous la forme ), ai(z)e(i),

ot a;(x) € L et, de plus, on a
pLsup|ai(z)| < |z| < sup |ai(z)].
i€l 1€l
Démonstration. — L’extension L, /L est totalement ramifiée de degré (p — 1)p" ! et g, — 1 en
est une uniformisante, ceci implique que 0, = Op[e, — 1] = OL[e,] et donc que tout élément de
1yl

01, —p071, peut s’écrire sous la forme x = ,g’;ol)p ! are® otles ap, 0 < k< (p—1)p"~ -1
sont des éléments de O, n’appartenant pas tous & pOrp, ; on en déduit le résultat.

Corollaire 4.5. — Tout élément x de Log s'écrit de maniére unique sous la forme Y ier ai(z)e(i),
ot a;(x) € L et, de plus, on a
p~'suplai(z)| < |z] < sup la;(z).
i€l el
En particulier, x — ag(x) est une forme linéaire continue sur Loo.

Lemme 4.6. — (i) Sii € p~Z — p~'Z, alors ap(c(i)) = 0.
(ii) Sii e I —{0} et g € Yy vérifie x(g) € 1 + pZy, alors ag(g(e(7))) = 0.

Démonstration. — Sii € p~*Z — p~'Z, il y a deux cas : soit le représentant j dans [0, 1] de i
modulo Z appartient a I et le résultat est évident, soit j € [%, 1] et il suffit d’utiliser la formule

Zg;é e(i — 5) =0, pour démontrer le (i).
Passons au (ii). On a g(e(i)) = (x(g)i) et il y a deux cas : soit i € p~'Z et I'hypothése
x(g) € 1+ pZ, entraine que l'on a g((z)) = (i) et donc ag(g(e(z))) = ao(e(i)) = 0, soit

i ¢ p~'Z et alors x(g)i ¢ p~'Z et le (i) permet de conclure.
Corollaire 4.7. — Si g € 9y, vérifie x(9) € 1 +pZy, et six € Loo, alors ag(g(x)) = ao(x).

Proposition 4.8. — Le corps L ne contient pas d’analogue p-adique de log2im : si M est une
extension finie de L, il n’eviste pas d’élément x de L tel que 'on ait g(x) = x + log(x(g)) quel
que soit g € Gar.

Démonstration. — Commencons par regarder le cas M = L. Comme L est le corps fixé par
le noyau de log x, le théoréme d’Ax-Sen-Tate montre qu'un élément x de L, vérifiant g(x) =
x + log(x(g)) quel que soit g € ¥y, appartient a Loo. Mais alors, on devrait avoir ap(g(x)) =
ap(z) + log(x(g)), ce qui est en contradiction avec le corollaire 4.7.

Dans le cas général, on peut, quitte a faire une extension de M, supposer que M est une
extension galoisienne de L. Soien/t\ alors hy,...,h, des représentants dans ¥; de ¥;/%y. Un

petit calcul montre que, si x € L vérifie g(z) = = + log(x(g9)) quel que soit g € ¥y, alors
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= 130 hi(z) g(z) = z +log(x(g)) quel que soit g € ¥, ce qui permet d’utiliser le cas
M L pour conclure.

4.3. Une application. — Nous allons utiliser les résultats du n® 1 dans le cas L = F pour
approximer des éléments de F. Soient M une extension finie de F et 9y = Gal(F/M). Sia € F,

on pose Ap(a) = sup,cg,, [|o(a) — alsp.
Proposition 4.9. — Si o € F, il existe B € M vérifiant || — allsp < cpApr(a)

Démonstration. — Si M est une extension finie de F', on note Hys I'ensemble des plongements
de M dans F au-dessus de F. On dit que deux éléments o, 7 de H,; sont équivalent s’il existe
g € 95 tel que l'on ait 7 = goo. Cette relation d’équivalence est notée ~ et o ~ 7 si et seulement
si o et 7 induisent la méme norme sur M, c’est-a-dire si et seulement si on a |o(x)||c = ||7(2)|lc
quel que soit © € M. L’ensemble Sjs des normes sur M induisant || ||g sur F est alors ’ensemble
des classes d’équivalence pour la relation ~.

Soit N une extension finie galoisienne de F' contenant M et «. Soit o € Hyy et soient M\ et N,
les adhérence respectlves de M et N dans F. Cec1 fait de M et N des extensions finies de F.
D’autre part N est une extension galoisienne de Fet Gal(N / F ) s’identifie au sous-groupe des
éléments g de Gal(N/F) tels que l'on ait 0o g ~ o et Gal(Na/MU) = Gal(N,/F) N Gal(N/M).
D’aprés la proposition 4.1 et la densité de M dans M\g, il existe B, € M tel que l'on ait ||o(5s) —
o(@)ll6 < ez (0(0) < cpAar(a).

D’autre part, si o et 7 induisent la méme norme sur M, il existe g € 95 tel que l'on ait
7(x) = g o o(x) quel que soit z € M. Ceci nous donne

I7(Bs) = T(@)llc = llg(0(Bs) —o(a)) + goo(a) = m(a)|c
< sup([lo(By) — a(a)la lgoa(a) = 7(a)llc)
<sup(cpAp(a), Ay (a)) < cpAnr(a).
On peut donc prendre 8, = 3, si 7 et 0 ont méme image dans Sjy;.
Finalement, le théoréme d’indépendance des normes implique que M est dense dans le produit

de ses complétés en les éléments de Sy et donc qu'il existe § € M vérifiant ||o(8) — o(5s)|lg <
cpApr () quel que soit o € Sy et donc aussi quel que soit 0 € Hy. On a alors

16 = allsp = sup [lo(8) —o(a)|a

o€H),

Sgse%p sup([|o(8) — o (Bo)llc, lo(Bs) — a(a)lla) < cpAn(a),

ce qui permet de conclure.

§5
Les algébres sympathiques
Une algébre sympathique est une C-algébre de Banach spectrale, connexe et p-close. Le but de

ce § est de montrer que toute C-algébre de Banach spectrale et connexe posséde une « cloture
sympathique » jouant un peu le réle de la cloture algébrique pour un corps (ce n’est pas trés
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sorcier; il suffit de rajouter suffisamment de racines p-iémes et de compléter). On démontre
ensuite un certain nombre de résultats techniques sur la cloture sympathique de A{X} si A est
une algébre sympathique; ces résultats seront utilisés abondamment dans le § sur les Espaces
Vectoriels de dimension finie.

5.1. Exemples. — (' est une algébre sympathique et nous verrons plus loin que toute C-
algébre de Banach spectrale et connexe se plonge naturellement dans une algébre sympathique.

—

Proposition 5.1. — C{X} est une algebre sympathique.

—

Démonstration. — C{X} est spectrale d’aprés le corollaire 3.12. D’autre part, C{X} est p-close
par construction et est une limite inductive d’algébres de Banach ; sa complétion C{X} est donc

p-close d’aprés la proposition 2.16. Finalement, si f est un idempotent de C{X}, alors f vue

comme fonction sur B(0,1) est a valeur dans I'ensemble (compact car fini) {0,1} est donc est

constante d’aprés le corollaire 3.16, ce qui, comme C{X} est spectrale, prouve que f € {0,1} et
permet de conclure.

5.2. Extensions élémentaires. — Si A est une C-algébre spectrale, on dit qu'une extension
algébrique A’ de A est élémentaire il existe x € OX* n’ayant pas de racine p-iéme dans A tel que
A = A[X]/(XP —z). Comme un élément de O3* est inversible dans A, une extension élémentaire
de A est étale. Si e € pp, on note o, 'élément de Aut(A’/A) défini par o.(X) = eX.

Proposition 5.2. — Si A est intégre et intégralement close dans son corps des fractions L, alors
A est integre et intégralement close dans son corps des fractions L.

Démonstration. — Par hypothése, x n’est pas une puissance p-iéme dans A et donc pas non plus
dans L puisque A est supposée intégralement close dans L ; ceci implique que L[X]/(XP — x)
est intégre et donc que A’ est intégre de corps des fractions L' = L[X]/(XP — x); de plus, L’
est une extension galoisienne de L dont le groupe de Galois est constitué des o., ot € décrit fip.
Maintenant, soit x4 € L’. On peut écrire p de maniére unique sous la forme N = Ao+ A X +-- -+
/\p_lprl, ol Ag, ..., Ap—1 sont des éléments de L. Si X est entier sur A, il en est de méme de
o-(X') pour tout & € p,, et donc aussi de méme, si 0 < i < p—1,de (Y e o:(N))” = pPaiAl, ce
qui implique que A est entier sur A et donc que \; € A puisque A est intégralement close dans
L. Ceci permet de conclure.

Proposition 5.3. — Si A est connexe, alors A’ est conneze.

Démonstration. — Soit e un élément non nul de A’ vérifiant e? = e et, si € € p,, soit e. = o-(e).
Il s’agit de montrer que I'on a e = 1. Soit I une partie de u, maximale parmi les parties telles
que fr =J].cres #0. 1y a deux cas : soit I = pp, soit I est strictement inclus dans .

Dans le premier cas, fr est un élément non nul de A vérifiant f7 = f; et donc f; = 1 car A
est connexe ; on en déduit le fait que e est inversible puis que e = 1.

Dans le second cas, posons f. = 0.(fr) si € € . Par construction, les f. sont des éléments de
A vérifiant f2 = f. et f.fo = 0sie # ¢'. Ecrivons f; sous la forme f; = Zf;ol a; X" avec a; € A
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s10<i<p—1. On a alors d'une part ) __ el f. = pa; X" et d’autre part
i p
(Z€ Zfa) :Zfa:pao
g g

et donc pag = pPal z'. Comme pay = > . fe est un idempotent de A, on a soit ag = 0, ce qui
implique (pa;)? = 0 et donc a; = 0 pour tout ¢ car une algébre spectrale est réduite, et conduit
a une contradiction, soit pag = 1, d’ou 'on tire pPal 2! =1, ce qui implique que x est inversible
dans A (ce que I'on avait effectivement supposé) et est une puissance p-iéme (ce que l'on avait
interdit). En conclusion, le second cas est impossible et donc e = 1, ce qui permet de conclure.

Soient A une C-algebre spectrale et A’ = A[X]/(X? — x) une extension élémentaire de A.
SiA=X+MX+ -+ X1 XP L avec Ag,..., \p—1 € A est un élément de A, soit [|A]|oc =
SUPg<icp—1 ||Aillo- Alors || [|oo est une norme de C-algébre sur A’ mais cette norme n’est pas la
norme spectrale ; la proposition 5.5 ci-dessous montre qu’elle n’en est pas trés loin.

Lemme 5.4. — Soient A" une C-algebre spectrale, connexe et p-close, ¢ : A — A" un mor-
phisme continu de C-algebres normées et S(v) l'ensemble des morphismes ¢ : N — A" de
C-algébres dont la restriction a A est égale a 1. Alors

(1) S(¢) est non vide et tout élément de S()) est continu pour la norme || ||co-

(i) 5 supocicp—1 [¥N)llar < supyres(y) 19/ (N llar < supocicy 1 1(N)llar-

Démonstration. — Un morphisme 1)’ de A’ dans A” est équivalent a la donnée de la restriction de
Y" a A et du choix d’une racine p-iéme y de ¢)(z). Comme z € O3*, on a ¢(z) € O} d’apres le (i)
du lemme 2.15 et comme A” est supposée p-close et connexe, 1)(x) a exactement p racines dans
A qui sont toutes inversibles et de norme 1. Si i est une de ces racines, on dispose d’une bijection
de p1, sur S(1) qui a € associe 1. donné par la formule 1z (Mg + A1 X +- -+ A1 XP71) = h(Xo) +
Y(A1)ey + - +¥(A\p—1)(ey)P~ L. En particulier, S(¢)) est non vide et comme [[{(A\;)||ar < ||\l 5
et |lyllar <1, on a [|the(N)[[ar < supgcicp—1 [¥0(Ai)]|ar. On en déduit la continuité de 1. et I'une
des inégalités du (ii). Finalement, si0 < i < p—1,ona¢(\;) = % > (ey) " (N), ce qui permet
de démontrer 'autre inégalité du (ii) et termine la démonstration du lemme.

Proposition 5.5. — Soient A une C-algébre normée spectrale connexe et A’ une extension élé-
mentaire de A ; alors il existe sur A’ une unique norme || ||o dont la restriction a A est || ||, et
qui vérifie les conditions suivantes :

(i) si A" est une C-algébre normée, alors b : ' — A" est continu pour || ||a si et seulement
si la restriction de v a A est continue,

(i) [IA™[|ar = || M|}, quels que soient A € A" et n € N.

De plus,

(i) || ||ar est équivalente a la norme || ||so,

(iv) A" muni de la norme || ||or est une algébre spectrale (connexe, si A est connexe),

(v) si A est une C-algébre spectrale, conneze et p-close, si S est un ensemble de morphismes
continus de A dans A" tel que l'on ait supyeg [|[V(N)lar = A5 quel que soit X € A et si
S’ est l'ensemble des morphismes de N’ dans A" dont la restriction a A appartient a S, alors
supyess 6w = [Alar quel que soit X € A’
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Démonstration. — Soit || || une norme sur A’ vérifiant les conditions de la proposition. On doit
avoir | X||P = || XP|| = ||z||, = 1 et donc || X?|| = 1 quel que soit 0 < i < p — 1; on en déduit
I'inégalité ||A|| < ||A]|so. D autre part, la propriété (i) implique que tout élément de Aut(A’/A) est
continu et donc que, si e = 1, il existe Cz > 0 tel que I'on ait [[Ag+AeX +- -+ A1 (eX )P <
Ce|[M||oo- Comme A; = %ngzl(sX)_ias()\), on obtient ||A|o = sup; [|Aillx < p(sup, Co)||A ]| oo-
En bref, une norme vérifiant les conditions de la proposition est équivalente a la norme || ||« €t
deux normes vérifiant les conditions de la proposition sont équivalentes et donc égales d’aprés le
(ii) du lemme 2.6.

Réciproquement, une norme équivalente a la norme || ||« vérifie la propriété (i). Or, si S(A)
est ’ensemble des morphismes de A’ dans C' dont la restriction & A est continue, prenant le sup.
sur s € Spec(A) dans le (ii) du lemme 5.4, on obtient I’encadrement %H)\Hoo < supgegan Is(A)] <
[Mloo qui montre que [[Aar = supseg(ary [S(A)] est une norme sur A" vérifiant la propriété (ii)
et équivalente a la norme || ||oo. Comme 'ensemble des morphismes continus de A’ dans C' est
S(A") d’apres la propriété (i), la norme || ||os est la norme spectrale par construction et, si A est
connexe, alors A’ est connexe d’aprés le lemme 5.3.

Finalement, comme un morphisme continu d’algébre spectrales est 1-lipschitzien, on a
supyes [P (A)lar < [|M||ar. D’autre part, d’aprés le lemme 5.4, si A’ = A[X]/(X? — ),
si A = A+ MX + oo+ X1 XP7 et si ¢ est un morphisme de A dans A”, alors
%Supogigp,l [(Ai)llar < supyreg) 1¥(A)|[a7. Prenant le sup. sur les éléments ¢ de S,
on obtient 'inégalité %H)\HA/ < %supogigp_l [Aillx < supyreg [¥(A)|la7. On peut utiliser cette
inégalité pour \"* & la place de A puis prendre la racine m-iéme et faire tendre m vers +oo pour

obtenir [[Al[ar < supyregr [[¥(A)]|av, ce qui permet de conclure.

Lemme 5.6. — Si A est une C-algébre normée spectrale conneze, si A’ est une extension élé-
mentaire de A, si

A,

P2 l l g

A2 2 A

est un diagramme commutatif de C-algebres normées, ot Ay, Ay et A" sont sympathiques et si
Py A — Ay est un prolongement de 1, alors il existe un unique prolongement 1 : A" — Ay de
Yo rendant commutatif le diagramme suivant

wl
N — Ay

o

A2 _r2 A

Démonstration. — Ecrivons A’ sous la forme A[X]/(X? —x) avec z € OF*. On a 1(z) € Oy et
donc Y5 (x) a une racine p-iéme y dans Ag. Comme A” est sympathique et ] o)1 (z) = 15 ot)e(x),
il existe une unique racine p-iéme de 1'unité e dans C tel que 'on ait ¢ o ¢} (X) = ey)f(y) et on
peut (et doit) définir ¥, en posant ¥4 (X) = ey.
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5.3. p-Extensions. — Si A est une C-algébre normée spectrale connexe, on appelle p-extension
de A toute algebre A’ telle qu’il existe un ensemble bien ordonné I et une famille (A;);c; de C-
algébres normées spectrales connexes vérifiant les conditions suivantes :

(i) N = UserA; et Ag = A,

(i) si @ est le successeur de j, alors A; est une extension élémentaire de A; munie de I'unique
norme vérifiant les conclusions de la proposition 5.5,

(iii) si ¢ est un élément de I n’ayant pas de prédécesseur, alors A; = Uj<;A;.
Une telle famille est appelée une présentation de A.

Un morphisme entre algébres spectrales est 1-lipschitzien [(iii) du lemme 2.6 et donc une limite
inductive d’applications continues entre algébres spectrales est encore 1-lipschitzienne et donc
continue. Ceci permet, via une récurrence transfinie immédiate d’étendre aux p-extensions ce que
nous avons montré pour les extensions élémentaires et donc d’obtenir les résultats suivants.

Proposition 5.7. — Soient A une C-algébre spectrale conneze et A’ une p-extension de A. Alors

(i) A" est une C-algebre spectrale connexe

(ii) Spec(A’) est l’ensemble des morphismes de A dans C' dont la restriction a A est continue.
Plus généralement, si A" est une C-algébre normée, un morphisme ¢ : N — A" est continue si
et seulement si sa restriction a A est continue.

(iii) Si A" est une C-algébre normée sympathique et si ) : A — A est un morphisme continu,
alors 1 se prolonge en un morphisme continu )’ : A’ — A”.

(iv) Si A" est une C-algébre normée sympathique, si S est un ensemble de morphismes continus
de A dans A" telle que 'on ait sup,eg [V (N)||ar = [|All 4 quel que soit X € A, et siS" est I’ensemble
des morphismes de A’ dans A" dont la restriction a A appartient a S, alors supycgr [[(A)|[ar =
Ao quel que soit A € A.

(v) Si

A ¥ Aq
2 i lw'f
AQ 2 A
est un diagramme commutatif de C-algebres normées, ot Ay, Ay et A" sont sympathiques et si
Py A — Ay est un prolongement de v, alors il existe un unique prolongement 14 : A" — Ay de
o rendant commutatif le diagramme suivant

wl
N —= Ay

o e

D’autre part, la proposition 5.2 admet comme corollaire le résultat suivant :

Proposition 5.8. — Si A est une C-algébre normée connexe intégre et intégralement close dans
son corps des fractions et si A est une p-extension de A, alors A’ est intégre et intégralement
close dans son corps des fractions.
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Proposition 5.9. — Soit A" une algebre sympathique. Si A est une C-algébre spectrale
contenant A" et N est une p-extension de A, alors lapplication naturelle (de restriction)
@ : Specpn(A') — Specyn(A) est une application propre.

Démonstration. — Cette proposition se démontre par le méme genre d’arguments (en plus
simples) que la proposition 2.12.

Lemme 5.10. — Si A est une C-algébre normée spectrale connexe et si x1,...,Tnt1 Sont des
éléments de OX* dont les images dans G(A) forment une famille libre sur ¥y, alors xn41 n’est
pas une puissance p-ieme dans A, = A[X1, ..., Xp]/( XV —z1,..., X} — xp).

Démonstration. — C’est un exercice classique de théorie de Galois. Supposons que ;11 n’est pas
une puissance p-iéme dans A; si i < n—1 mais que x,+1 = AP avec A € A,,. Une petite récurrence
utilisant le lemme 5.3 montre que A,, est connexe, ce qui implique que, si 0 € Aut(A,/A), alors
x(0) = A7to()\) € pp et ¢ — x(o) est un morphisme de groupes. Or Aut(A,/A) contient un

sous-groupe isomorphe & py (en fait il lui est égal), & savoir celui des o¢, ot € = (£1,...,&n) € iy
et 0.(X;) = &;X; et un élément de A,, fixé par ce sous-groupe appartient & A comme on le
voit en considérant la base de A, sur A formée des Xfl coo Xk avee 0 < Ky ky < p— L
Maintenant, il existe 0 < kq,...,k, < p — 1 tels que l'on ait x(o.) = 5]1“ . 62", ce qui implique
que X, ki X, kn ) € A et donc que z,41 = x]fl . a;fln & multiplication prés par une puissance
p-iéme. Comme ceci est en contradiction avec I’hypotheése selon laquelle les images de x1, ..., Tp41

dans G(A) sont linéairement indépendantes sur F,, cela permet de conclure.

Corollaire 5.11. — Si A est une C-algébre normée spectrale connezxe, si A’ est une extension
élémentaire de A et si b € N est tel que y = bP € OF*, alors de deux choses l'une : soit b € A et
alors A[b] = A, soit b ¢ A et alors le morphisme de A-algébres iy, : A[Y]/(YP —y) — A défini

par Yp(Y) = b est un isomorphisme.

Démonstration. — 1l est clair que si b € A, alors A[b] = A ; supposons donc b ¢ A. Comme A’ est
une extension élémentaire de A, il existe a € A’ tel que x = aP € O}* et tel que le morphisme de
A-algebres 1, : A[X]/(XP —x) — A’ défini par ¢,(X) = a soit un isomorphisme. Comme y est
une puissance p-iéme dans A’ cela implique que les images de z et y dans G(A) (qui sont non
nulles car x et y ne sont pas des puissances p-iémes dans A) sont linéairement dépendantes sur
F,, et donc quil existe ¢ € {1,...,p — 1} et z € OX* tels que l'on ait y = 2°2P. Comme A’ est
connexe cela implique 'existence de € € p, tel que I'on ait b = za® et donc, si {d}, désigne le
reste de la division par p de d, sii € {0,...,p—1}, il existe u; € O tel que l'on ait b' = uzalcity,
ce qui permet de conclure car les al“? forment une base de A’ sur A.

Lemme 5.12. — Soient A une C-algebre normée spectrale connexe, A" une p-extension de A
et b e N tel que y = WP € OF*, alors de deux choses l'une : soit b € A et alors A[b] = A, soit
b ¢ A et alors le morphisme de A-algébres ¢y, : A[Y]/(YP —y) — A[b] défini par p(Y) = b est
un isomorphisme ; en particulier A[b] est une extension élémentaire de A.

Démonstration. — Le cas b € A étant sans intérét, supposons b ¢ A; il suffit alors de prouver
que Yy est injectif ou, autrement dit, que si Zﬁ:& Aibt = 0 avec A, .. S, Ap—1 € A, alors tous
les \; sont nuls. Soit (A;);c; une présentation de A” et soit i1 le plus petit élément i de I tel
que b € A;. Par construction, i; a un prédécesseur ig et b ¢ A;,. Le lemme 5.11 appliqué & A;,
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montre alors que si ¥y, @ Aig[Y]/(Y?P —y) — A;, est le morphisme de A; -algébres défini par
iy (Y) = b, alors 1y 4, est un isomorphisme. En particulier 1 ;, est injectif et il en est de méme
de sa restriction a A[Y]/(YP — y) qui n’est autre que v, ce qui permet de conclure.

Lemme 5.13. — Soient A une C-algébre normée spectrale connexe, A" est une p-extension de
A et (A;)icr une présentation de A”. Si A est une extension élémentaire de A contenue dans A",
si A} pour i € I est la sous-algébre de A" engendrée par A" et A;, et si k < j sont deux éléments
successifs de I, alors soit N = A, soit A est une extension élémentaire de A}, .

Démonstration. — Comme A’ est une extension élémentaire de A, il existe b € A” tel que
y=bl € OF* et tel que A’ = A[Y]/(YP —y) via le morphisme envoyant Y sur b et on a A, = A;[b]
siiel.

Sik € I et sijest le successeur de k, il y a trois cas : soit b € Ay, soit b ¢ Ay mais b € A;, soit
b ¢ Aj. Dans le premier cas, on a A} = Ay, et A;- = A; et donc A;- est une extension élémentaire
de Aj. Dans le second, on a A} = A; = A’ d’apres le lemme 5.11 et dans le troisieme, on a
Aj = Ag[X;]/ (X7 — 2;) par hypothese, A% = Aj[Y]/(YP —y) et A} = Ag[Y]/(Y? —y) dapres le
lemme 5.11 et donc A} = Ag[X;, Y]/(Y? —y, X7 — a;) = AL[X;]/(X] — 2;), ce qui montre que
A; est une extension élémentaire de Aj.

Remarquons que le second cas se produit pour exactement une valeur ig de k.

Lemme 5.14. — Si A est une C-algébre normée spectrale conneze et si A C A’ sont deux
p-extensions de A, alors A" est une p-extension de \.

Démonstration. — Soit (A;)ier une présentation de A” et (A})jes une présentation de A’ Si
i € Iet j€J,soit A;; la sous-algebre de A" engendrée par A; et A%. Si j est fixé et si iy et
io sont deux éléments de I, disons que 'on a i1 ~; ig si A;; j = Ay, ;; ceci définit une relation
d’équivalence sur I et on note I; I’ensemble des classes d’équivalences ; la relation d’ordre sur I
passe de maniére évidente au quotient et I; est un ensemble bien ordonné pour tout j. D’autre

’’ ce qui montre que 'identité induit une application

part, on a i1 ~j ig = i1 ~j i2 Sl j < J
croissante de I; dans I si j < j'. Nous allons démontrer par récurrence (transfinie) sur j que
(Aij)ier; est une présentation de A” comme p-extension de A}. Il y a deux cas : soit j a un
prédécesseur j’, soit j n’a pas de prédécesseur.

Dans le premier cas, on peut utiliser le lemme précédent pour A;-, a la place de A et I a la
place de I, ce qui permet de conclure. Dans le second cas, si i; est un élément de I; ayant un
prédécesseur i;, alors le plus petit élément ¢ de I dans la classe de ¢; a un prédécesseur i’ dans I et
ce prédécesseur est dans la classe de z; Il existe alors a; € A” tel que z; = af € Ay et Aj = Ayrfay)
et I’hypotheése selon laquelle ¢’ ¢ i; se traduit par a; ¢ Ay j. On a donc aussi a; ¢ Ay j» quel que
soit j/ < j et 'hypotheése de récurrence implique que A; j = Ay [ X;]/(XP — 2;) quel que soit
j' < j. Par passage a la limite inductive, on en tire 'isomorphisme A; j = Ay j[X;]/(X? — z;), ce
qui montre que A;; ; est une extension élémentaire de AZj j et permet de conclure.

Proposition 5.15. — Si A est une C-algebre normée spectrale connexe, si A’ et A” sont deux
p-extensions de A et si 1 : N\ — A" est un morphisme de A-algebres, alors 1) est une isométrie
de A" sur son image.
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Démonstration. — Commengons par considérer le cas ou A" = A[X]/(XP — z) est une extension
élémentaire de A. Si b = ¥ (X), le lemme 5.11 permet de montrer que v induit un isomorphisme
de A’ sur Afb] et le lemme 5.14, que A” est une p-extension de A[b]. En particulier, I'application
de restriction induit une surjection de Spec(A”) sur Spec(A[b]) = Spec(A’), ce qui permet de
montrer que, si A € A/, on a
[WpMllar = sup  |s(@A)[ = sup [s(¥(A))| = sup [s(A)] = [[A]la
seSpec(A’) seSpec(A[b]) seSpec(A’)
et termine la démonstration dans le cas ou A’ est une extension élémentaire de A.
Le cas général s’en déduit par récurrence transfinie.

5.4. La p-cloture A(®) d’une C-algébre spectrale connexe A. — Si A est une C-algébre
normée spectrale connexe, on note A Palgébre obtenue en rajoutant a A les racines p-iémes des
¢léments de O3*. De maniére précise, AWM est le quotient de I'algebre des polynomes A[X,, a €
O%*] par I'idéal engendré par les polynomes du type Xo5 — XoXg pour o, 8 € O3* et Xo» —
pour a € Ox*. Si (¥);er(a) est une famille d’éléments de 3* dont les images dans G(A) forment
une base de G(A) sur F,,, on a aussi

AW = A[X;, i€ I(N)]/(XP — a;, i € I(A)).

Lemme 5.16. — Si ¢ : AY) — AW est un morphisme de C-algébres dont la restriction a A est
une isométrie de A, alors 1 est une isométrie de A,

Démonstration. — Si la restriction de ¥ & A est une isométrie, alors v induit une bijection de
Ox* sur O)* et donc v est un automorphisme. D’autre part, 1) et son inverse sont continus
(prop. 5.7 (ii) ; leurs restrictions a A le sont), donc 1-lipshitiziens (prop. 2.6 (iii)), ce qui permet
de conclure.

Lemme 5.17. — Si A est une C-algebre normée spectrale connexe, alors AY est une p-
extension de A.

Démonstration. — 11 suffit de mettre un bon ordre sur I(A), de définir A; comme la sous-A-algebre
de A engendrée par les X pour j <1 et d’utiliser les lemmes 5.3 et 5.10.

D’aprés le (i) de la proposition 5.7, si A est une C-algébre normée spectrale connexe, alors AD
est une C-algeébre normée spectrale connexe, ce qui permet d’itérer la construction et de définir
par récurrence une suite d’algébres A pour n > 1 en posant A*+D = (A(™)(1) Finalement,
soit A(>®) = U,enA™. Par construction, chacune des algébres A pour n € N U {oo} est une
p-extension de A; c’est donc une C-algébre spectrale connexe. Maintenant, soit x € O3l 11
existe n € N tel que l'on ait z € 077, ce qui implique que z a une racine p-iéme dans A1)
on en déduit le fait que A(®) est p-close.

?

Si A est une C-algébre normée spectrale connexe, on appelle p-cloture de A toute p-extension
A de A qui est p-close.

Théoréme 5.18. — Si A est une C-algébre normée spectrale connexe, alors A posséde une p-
cloture A qui est unique a isométrie pres. De plus, si P A 5 A() est un morphisme de
C-algebres dont la restriction a A est une isométrie de A, alors ¢ est une isométrie de A,
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Démonstration. — On vient de construire une p-cloture A de A. Montrons que c’est la seule
& isométrie prés. Si A” en est une autre, on peut prolonger I'inclusion de A dans A(>) en un
morphisme ¢ : A” — A(®) de A-algebres d’aprés le (iii) de la proposition 5.7. Ce morphisme
est une isométrie de A” sur son image d’apreés la proposition 5.15 et donc en particulier, ) (A”)
est une p-extension de A, ce qui implique d’aprés le lemme 5.14 que A(®) est une p-extension
de ¢(A”), mais comme 1(A”) est p-close, cela implique que A®) = 1(A”) et donc ¥ est une
isométrie de A” sur A(®). On en déduit Punicité, a isométrie pres, de la p-cloture; le reste de
I’énoncé se démontre via une récurrence immeédiate utilisant le lemme 5.16.

Lemme 5.19. — Si A est une C-algébre normée spectrale conneze, si A et A" sont deuz p-
extensions de A et si 1) : N — A" est un isomorphisme de C-algébres dont la restriction a A est
une isométrie de A sur A, alors 1 est une isométrie de A sur A”.

Démonstration. — Si la restriction de ¥ & A est une isométrie, alors 1 et 1) ~! sont tous les deux
continus (prop.5.7 (ii)) et donc 1-lipshitziens, ce qui permet de conclure.

5.5. La cléture sympathique d’une (C-algébre de Banach spectrale connexe

Si A est une C-algébre de Banach spectrale connexe et A’ est une extension élémentaire de A,
le (iii) de la proposition 5.5 permet de montrer que A’ est compléte et donc est une C-algébre
de Banach spectrale connexe. Une récurrence immédiate montre que, de méme, une p-extension
finie d'un C-algebre de Banach spectrale connexe est encore une C-algébre de Banach spectrale
connexe. Par contre, algébre A(®) construite ci-dessus est, en général, une extension infinie de
A et n’est, en général, pas compléte ; on note A sa complétée ; c’est une C-algébre de Banach.

Proposition 5.20. — (i) Si A est une C-algébre de Banach spectrale connexe, alors A est une
algebre sympathique.

(i) Siyp : A = A est un morphisme de C-algebres de Banach, si A est spectrale connezxe et A’
est sympathique, alors il existe {Z;: A — N dont la restriction a A est Y.

(iii) Si

AP A

P2 l lWl
¥

Ay —— N

est un diagramme commutatif de C-algébres de Banach, ou Ay, Ao et A’ sont sympathiques et si
1 1 A — Ay est un prolongement de 11, alors il existe un unique prolongement s : A — Ao de
o rendant commutatif le diagramme suivant

AP

A
V5

AQHA,

(iv) Si v : A — A est un morphisme continu de C-algébres dont la restriction ¢ A est une
isométrie de A, alors 1 est une isométrie de A.
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Démonstration. — L’algébre A est compléte par construction et spectrale car A Dest: la
proposition 2.16 montre qu’elle est p-close. Pour terminer la démonstration du (i), il suffit donc
de vérifier que si A est connexe et donc si A(®) est connexe, alors A est connexe et, pour ce
faire, il suffit de vérifier que toutes les racines p-iémes de 'unité de A sont contenues dans C.
Soit donc y € A vérifiant y” = 1; on a en particulier lyllx = 1 et il existe x € O () vérifiant
|z —yllzx <p 2 Onaalors |27 —yP||z < p~? et donc |2 — 1||5 < p~3. Comme z appartient
a une p-extension finie A, de A qui est compléte, la série Z:;i% (17/1 p) (zP — 1)™ converge dans
A, vers une racine p-iéme z de zP appartenant a A(%) et vérifiant ||z — 1|| i< p~2. Comme par

“12)P =1, comme 27 'z € A et comme A(®®) est connexe, il existe e € C tel

-2

construction, (z
que l'on ait z7'z = . On a alors He_ly — 1H[~\ = Hz(w‘ly) — 1H/~\ < p~7, ce qui implique que
si s € Spec(A) = Spec(A)), alors |s(e ™y — 1)| < p~2; comme £y est une racine p-ieme de
I'unité et la seule racine p-iéme de I'unité o de C vérifiant |a—1| < p~2est 1,onas(e ly—1) =0
quel que soit s € Spec(]&) et comme A est spectrale, cela implique y = € et permet de conclure.

Les (ii) et (iii) de la proposition, quant a eux, résultent des (iii) et (v) de la proposition 5.7
et du (iii) du lemme 2.6. Le (iv) est une conséquence immédiate du lemme 5.21 ci-dessous et du
théoreme 5.18

Lemme 5.21. — Si Ay, Ay sont deuxr C-algébres de Banach spectrales connexes et si i : .7\1 —
As est un morphisme continu de C-algébres tel que (A1) C Ao, alors w(Agoo)) C Agoo).

Démonstration. — Comme KQ est connexe et Agoo) est p-close, toute racine p-iéme d’un élément

de 077, appartient a 07, ce qui permet de démontrer le lemme par récurrence transfinie en
A2 A2

partant d’une présentation (Aq;);cr de Ay et en utilisant le (i) du lemme 2.15.

5.6. L’algébre A{X} et le groupe Ty

—_—

Lemme 5.22. — Si A est une algébre sympathique, un morphisme A-linéaire continu 1 de A{X}
dans A{X} tel que Y(X) — X € A est une isométrie.

Démonstration. — Si ¢ est continu, on a ||(X)|;z < || X[z = 1 et donc ¥(X) = X + x avec
x € O); on en déduit le fait que la restriction de ¢ a A{X} est une isométrie (utiliser la
proposition 2.5 par exemple) ; sa restriction a A{ X }(°) est donc aussi une isométrie de A{X }(>°)
d’aprés le théoréme 5.18, ce qui permet de conclure par densité.

Si A est une/(\l’—/algébre de Banach sympathique, soit Tp le sous-groupe des isométries 7 de
A-algebres de A{X} tels que que z(7) = 7(X) — X € Op. Soit Hyyxy = Aut(A{X})/A{X});
c’est naturellement un sous-groupe de Tj. L’application 7 — z(7) est un morphisme de groupes
de Ty dans Oy et on a le résultat suivant :

Proposition 5.23. — L’application T — (1) donne naissance & la suite exacte
0—— HA{X} Ta O 0.
Démonstration. — Si 7 € T vérifie z(7) = 0, la restriction de 7 & A{X} est I'identité et donc

7 € Hpgx). D’autre part, si A € Oj, il existe un (unique) morphisme continu de A-algébres de
A{X} dans A{X} vérifiant ¢(X) = X + A et le (ii) de la proposition 5.20 permet de le relever
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—_—~—

en un morphisme de A{X} dans A{X} et donc de montrer que 7 — z(7) est surjective, ce qui
permet de conclure.

—
—_——

Remarque 5.24. — L’algébre C{X} est une sous-algébre de C{X} et T¢ est le quotient de

Te a travers lequel ce dernier agit sur C{X}.

—

Rappelons que 'on a choisi s¢ : C{X} — C vérifiant s¢(X) = 0. Si A est une C-algebre de

—_—~—

Banach sympathique, choisissons un morphisme continue sy : A{X} — A de A-algébres dont la

restriction & C{X} est s¢. On peut alors considérer un élément f de A{X} comme une fonction
sur Ty en posant f(7) = spo7(f) et on peut munir Ty de la topologie de la convergence simple.

—_—

Lemme 5.25. — L’application T — spoT induit un homéomorphisme de T sur Specy (A{X}).

Démonstration. — Soit s € Specy (A{X}) et soit x = s(X) ; c’est un élément de O)y. Soit 79 € Ty
vérifiant x(79) = x, ce qui nous fournit le diagramme commutatif

—_—~—

AMXY > A{X}

LI

AMX}—A

dans lequel ¢ est I'inclusion et 7y est la restriction de 79 & A{X}. D’aprés le (iii) de la proposi-

P e N

tion 5.20, il existe un unique relévement continu ¢ : A{X} — A{X} de ¢ vérifiant so7 = sp o7
et 7 est A-linéaire et vérifie 7(X) = X ; c’est donc un élément de Tp d’aprés le lemme 5.22. On
a alors s = s5 o (1o ') ; on en déduit la bijectivité. La bicontinuité étant alors immédiate, cela
permet de conclure.

Corollaire 5.26. — L’application 7 — x(7) de T dans Op est une application propre; en
particulier, si (Tp)neN est une suite d’éléments de Ty telle que la suite de terme général x(ty,)
converge dans Oy, alors on peut extraire de la suite (Tp)neN une sous-suite convergeant dans Ty .

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 5.9.

Corollaire 5.27. — Si f € X:{;(/}, alors sup, ¢, If(T)llp = HfH/({\X/}

Démonstration. — On a sup f(r = sup f d’aprés ce qui précéde, ce
TETA A A

seSpecy (A{X}) Is
qui permet de déduire la formule souhaitée par continuité en utilisant la proposition 2.5 et le (iv)

de la proposition 5.7.

—_—~— —_~ o/~

Proposition 5.28. — Si S(A{X}) est ’ensemble des morphismes 1 de A{X} dans C{X} vé-
rifiant Y(X) = X et p(A) = C et si f € A{X}, alors

sup_ [ (Hllsog = 1l

e~

YeS(A{X})
Démonstration. — Cela résulte, par densité, de la proposition 2.5 et du (iv) de la proposition 5.7.

Lemme 5.29. — N = MX} ®cqx)y C{X}(>) est une p-extension connexe de A{X}.
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Démonstration. — La seule chose a prouver est la connexité de A’. Soit (f;)jes une base de
C{X}>) sur C{X} vérifiant fo = 1 et soit e = ;€ ® fj un idempotent de A'. Si s € S(A{X}),
alors s(e) = 3, s(e;) @ f; est un idempotent de C{X}(>) et donc égal 4 0 ou 1. En particulier,
on a s(ej) = 0 quel que soit s € S(A{X}) si j # 0 et donc e € A{X}, ce qui implique, comme
A{X} est connexe, que e est égal & 0 ou 1 et permet de conclure.

—_—

Proposition 5.30. — Si T € T¢, il existe TA € Ty dont la restriction a C{X} est égale a 7.

Démonstration. — D’aprés le lemme 5.22; 7 est un automorphisme de C’{X}(OO). D’autre part,
soit 74 l'isométrie de A-algebres de A{X} déterminée par 74 (X) = X 4+ z(7). Soit 7§ =7\ @ T;
c’est une isométrie de A’. Comme A’ est une p-extension de A{X}, A{X}(*) est une p-extension

de A’ (prop. 5.14) et comme A{X}(*®) est p-close, on peut étendre TA en une isométrie 7 de

A{X}(*) puis, par continuité, en un élément (encore notée 75 ) de T dont la restriction a C{X}
est 7 par construction, ce qui permet de conclure.

§6

Un drole de corps

Ce § est consacré a 1’étude du corps € ; il y a un certain nombre de choses pas totalement
évidentes & vérifier pour montrer que 1’on obtient bien un corps. La premiére est que la loi de
composition est bien définie ; cela se fait en utilisant des techniques inspirées de la démonstration
du théoréme d’Ax-Sen-Tate qui permettent d’approximer une correspondance analytique par des
correspondances algébriques que I’on maitrise bien. La seconde est que tout élément a un inverse ;
cela se démontre en méme temps que I'égalité des dimensions de Uy et V; ; c’est malheureusment
le point le plus technique de tout ’article et c’est aussi la base de la théorie des Espaces Vectoriels
de dimension finie développée dans le §7.

6.1. Généralités sur les correspondances. — Soient p et p’ deux éléments de |C|U{+o0}.
On appelle correspondance f de B (0, p) dans B(0, p') une application qui a E C B(0, p) associe
{f(E)} € B(0,p) de telle sorte que on ait {f(Uicr Ei)} = User{ f(E;)} quel que soit 'ensemble
(E;)ier de parties de B(0, p). Une telle application est complétement déterminée par l'image des
singletons et on note {f(x)} au lieu de {f({z})} image du singleton {z}.

On appelle graphe de f I'ensemble I'¢ des couples (z,y) € B(0,p) x B(0,p') avec y € {f(x)}.
L’application qui, a une correspondance f , associe son graphe I 7 est une bijection de I’ensemble
des correspondances de B(0, p) dans B(0, p’) sur 'ensemble des parties de B(0, p) x B(0,p’), la

bijection réciproque étant donnée par I' — fr, ot fr est définie par
fr(E) ={y € B(0,¢) | 3z € E tel que (z,y) € '} = pa(p; (E) NT),

si E C B(0,p) et py [resp. pa| est la projection de B(0, p) x B(0, p') sur B(0, p) [resp. B(0,p')].

On appelle ensemble de définition d’une correspondance f de B(0, p) dans B(0, p'), I’ensemble
des éléments x de B(0, p) tels que {f(z)} # 0; c’est aussi la projection p; (I'f) du graphe de f
sur B(0, p). On dit que f est partout définie si son ensemble de définition est B(0, p).

On appelle image de f, 'ensemble {f(B(0,p))}; c’est aussi la projection p2(I'f) du graphe de
f sur B(0,p’). On dit que f est surjective si son image est B(0, o).
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Si T' est une partie de B(0,p) x B(0,p'), on note ‘I' = {(y,z) | (z,y) € I'} la partie de
B(0, ) x B(0,p) transposée de T. Si f est une correspondance de B(0, p) dans B(0, p), on note
tf la correspondance de B(0,p') dans B(0, p) transposée de f c’est la correspondance dont le
graphe est le transposé de celui de f. L’ application f = tf est inwolutive |i.e. t(*f) = f] et
ensemble de définition (resp. image) de *f est image (resp. I'ensemble de définition) de f.

Si f est une correspondance de B(0, p') dans B(0, p") et g est une correspondance de B(0, p)
dans B(0,p'), on note f®F la correspondance composée de f et § qui a E C B(0,p) associe
{f({3(E)})}. Le graphe de f®g est ensemble des couples (z, z) de B(0, p) x B(0, p") tels qu'il
existe y € B(0, o) avec y € {G(x)} et z € {f(y)}. Cest aussi le produit fibré des graphes de f et
g au-dessus de B(0, p'). L’application ® est associative, i.e si f, G et h sont des correspondances
pour lesquels les composées apparaissant ci-dessous ont un sens, alors (f©§)®h = fO(§OR).

On dit qu'une correspondance f de B(0, p) dans B(0,p') est additive si son graphe est un
sous-groupe de B(0, p) x B(0, p’). L’ensemble {f(0)} est alors un sous-groupe de B(0,p') et f
induit un morphisme de groupes de I’ensemble de définition de f dans B(0, p')/{f(0)}. On note
ker f le sous-ensemble des z € B(0, p) tel que {f(x)} contienne 0; c’est un sous-groupe de B(0, p)
qui est aussi égal a {{f(0)}.

On dit qu'une correspondance f de B(0, p) dans B(0,p) est propre si {f(E)} est compact
quel que soit le sous-ensemble compact E de B(0, p). Une composée de correspondances propres
est encore propre.

6.2. Correspondances analytiques additives. — Si f € C{X}, on note f., la correspon-
dance de B(0,1) dans C' dont le graphe coincide avec celui de f. Une telle correspondance est

dite analytique (si f € C{X}, elle est dite algébrique). Si f € C{X}, 'ensemble de définition de
feo est B(0,1) et I'image de fc, est incluse dans B(0, || f|lsp) ; en particulier, si || f||sp < 1, alors
feo Peut étre considéré comme une correspondance de B(0,1) dans B(0,1).

Lemme 6.1. — Une correspondance de B(0,1) dans B(0,1) qui est une composée de correspon-
dances analytiques est propre.

Démonstration. — Il suffit de prouver qu’une correspondance analytique est propre, ce qui résulte
de la proposition 3.5 et de la continuité de 'application s — s(f) de B(0,1) dans C, si f € C{X}.

Un élément f de C{X 7} est dit additif si on a f(o7) = f(0) + f(7) quels que soient o, 7 € Te.
Remarquons que si f est additif, alors { fco(0)} = f(Heyxy) est un sous-groupe compact de C' et

donc est un Zj,-module. On note % le sous-ensemble de C{X} constitué des éléments additifs et
€ le sous-ensemble de € des éléments additifs de rang fini, c’est-a-dire ’ensemble des f additifs
tels que f (HC{ X}) soit un Zy-module de rang fini; le rang de ce sous-module étant appelé le rang
de f.

Proposition 6.2. — Si f € C{X}, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est additif

(i1) f(0) =0 et la correspondance foo associée a f est additive.

(i) f(0) = 0 et il existe un compact M tel que, quels que soient xz,y € B(0,1), on ait
{feolr +y)} = {feo(2)} — {feo(y)} C M.



ESPACES DE BANACH DE DIMENSION FINIE 35

Démonstration. — Si f est additif, alors 7 — (x(7), f(7)) est un morphisme de groupes de T¢
dans C' x C, son image est donc un sous-groupe de C' x C' et f,, est additive, ce qui permet
de montrer I'implication (i)=-(ii). L’implication (ii)=-(iii) étant immédiate (il suffit de prendre
M = {f(0)} qui est compact en vertu du lemme 6.1), il ne reste que (iii)=-(i) a prouver. Si

7 € T¢, soit gr V'élément de C{X} donné par la formule g, = f™ — f — f(7). Sio € T¢, on a
alors

gr(0) = flor) = f(0) = f(7) € {feo(2(07))} = {feo((0))} = {feo(2(T))} C M,

et comme M est compact, g, est constante (cor. 3.16) et est nulle car on a supposé f(0) = 0. On
en déduit I'additivité de f, ce qui termine la démonstration de la proposition.

Remarque 6.3. — La nullité de g, montre que, si f € Cette TC, alors f7— f est « constant »
égal a f(7). Réciproquement, comme T¢ agit trivialement sur C, si f(0) =0et f7— f € C quel
que soit 7 € T, alors f € €.

Remarque 6.4. — La condition f(0) = 0 dépend du choix de s¢, ce qui fait que les sous-

ensembles € et € de C{X} en dépendent aussi. Pour obtenir une définition intrinséque de ces

—

ensembles, on peut définir ’ensemble %' des f € C{X} tels qu'il existe un compact M tel que
Pon ait { feo(# + )} — {feo (@)} = {feo(y)} C M quels que soient 2,y € B(0,1). Ona %’ = CoHE
et donc Vinclusion de % dans €’ induit un isomorphisme de % sur ¢’ /C' et ce dernier ensemble
est défini sans faire référence & s qui ne sert qu’a exhiber une section de 2 /C dans 2

On dit qu'une correspondance g de C' dans C' est Q,-linéaire si son graphe est un sous-Q,-
espace vectoriel de C' x C. L’ensemble {g(0)} est alors un sous-Q-espace vectoriel de C' et on
dit que g est de rang r si dimq,{g(0)} = r et de rang fini si dimq,{g(0)} est finie.

Si g est une correspondance additive de B(0, p) dans B(0, p’), on note jq, la correspondance
Q,-linéaire de C' dans C' dont le graphe est le sous-Q,-espace vectoriel de C' x C' engendré par
celuide getsi f € ‘g, on note feo,q, la correspondance Qp-linéaire (feo)q, -

Lemme 6.5. — Si g est une correspondance Qp-linéaire de rang fini sur C, il existe au plus un

—

élément f de C{X} vérifiant f(0) = 0 et dont le graphe est inclus dans celui de §. De plus, si f
existe, alors f € €.

o —

Démonstration. — Si f1 et fo sont deux éléments de C{X} dont les graphes sont inclus dans
celui de g, alors f; — fo est & valeurs dans {g(0)} car g est Qp-linéaire. Comme {gG(0)} est de
dimension finie sur Q,, par hypothése, {g(0)} N B(0, || fi — fa||sp) est compact, ce qui implique
(cor. 3.16) que f1 — fa est constante et la condition f1(0) = f2(0) = 0 implique que 'on a fi = fa,
d’ou 'unicité de f. Si f existe, alors

{feol + )} = Ueol@)} = Leolw)} ({5 +9)} = {50} = {30)}) 0B 1)
{3(0)} N B0, 1 f )

quels que soient x,y € B(0,1). On en déduit (prop. 6.2) 'additivité de f et {fe0(0)} est un
sous-Zp-module de {G(0)} et est donc de rang fini, ce qui montre que f € € et permet de
conclure.
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Le lemme 6.5 montre que I'application f — fco,q, est une injection de ¢” dans I’ensemble des
correspondances Qp-linéaires de rang fini sur C. Pour faire le lien avec le langage utilisé dans
I'introduction, disons qu'une correspondance Q,-linéaire de rang fini sur C' est analytique si elle
est 'image d'un élément de € par 'application f — feo q,. D’autre part, si f € %?, introduisons
les sous-Z,-modules de C

U = {feol0)} = f(Hexy): Ur = {feo.q,(0)} = Qp 02, U,
VJQ = ker f007 Vf = ker fco,Qp = Qp ®Zp VJP

6.3. Approximation des fonctions additives

Lemme 6.6. — Soit f € € et soient Hy le noyau de la restriction de f a ﬁc{X} et Ky le
sous-corps de F' fixé par Hy.

(i) Si H est un sous-groupe de ﬁc{x} contenant Hy, alors H est stable par conjugaison par
To (e siTe Tg, alors T LHr = H).

(ii) Si K est une extension de F' contenue dans Ky, alors K est stable par TC (ie.siT e TC,
alors 7(K) = K)

(iii) Si v - ﬁC{X} — C est un morphisme continu dont la restriction a Hy est nulle, alors
¥ est invariant par conjugaison par Te (ie. si 7 € Te, alors (7 'o7) = (o) quel que soit
o c HC{X})

Démonstration. — Comme f est additif sur TC tout entier et pas seulement sur ﬁc{ X}, on a
f(rlor)=f(o)site Teet o€ ﬁC{X}. On en déduit les faits suivants :

a) Hy est stable par conjugaison par TC,

b) I'action de T¢ sur ﬁC{X}/Hf = Gal(K/F) est triviale,
ce qui permet de démontrer le (i). Le (ii) se déduit du (i) grace a la théorie de Galois. Finalement,
un morphisme v : ﬁc{ x} — C trivial sur Hy se factorise & travers Gal(Ky/F'), groupe sur lequel

’TC agit trivialement ; on en déduit le (iii), ce qui termine la démonstration.

Lemme 6.7. — Si g € Oc{X} est de norme 1, alors il existe T € T¢ tel que Uidéal de Oc{X}
engendré par g et T(g) contienne 1.

Démonstration. — Comme on a supposé g de norme 1, on peut quitte & multiplier g par une
unité de A, supposer que g est un polynéme unitaire (cf. prop 3.1) et a coefficients dans O¢.
SiT e TC, alors 7(g) est encore un polyndme et, si g, ..., q, sont les racines de g répétées
avec leur multiplicité, celles de 7(g) sont a; — x(7), ..., — z(7). Maintenant, 'idéal engendré
par g et 7(g) contient le résultant des polynémes g et 7(g). Celui-ci est, au signe prés, égal a
[ j(0i —j —2(7)) et comme les o; sont des éléments de O, si 7 est un élément de Te tel
que z(7) ne soit pas congru modulo mg & un des a; — «;, ce résultant est une unité et I'idéal
engendré par g et 7(g) contient 1.

Si fe% cte>0, soit Hy. = ﬁC{X} N 1(B(0,e)) = {r € ﬁc{x} | 17— fllsp < €} Cest
un sous-groupe ouvert de ﬁc{ x} contenant Hy. On note K. le sous-corps de F fixé par H fe et

By, = C{X} N Ky, la cloture intégrale de C{X} dans K., ce qui fait de K. une extension
finie de F'.
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Proposition 6.8. — Si f € G ete> 0, il existe f. € By, vérifiant || f — fe|lsp < p’e.

Démonstration. — Par définition de Hy e, on a Ag, (f) < e et d’apreés la proposition 4.9, il existe
xe € Ky vérifiant || f — 2¢||spec < p?e. Ecrivons z. sous la forme ¢~ 'b., oil ¢ est un élément de
C{X} de norme 1 et b, est un élément de By.

D’aprés le lemme 6.6, K. et By, sont stable par TC. En particulier, si 7 € TC, alors 7(z¢) €
Ky, et T(be) € By,.

D’aprés le lemme 6.7, il existe 7 € Te et des éléments u,v de Gc{X} tels que L'on ait
ug + v7(g) = 1. Soit y. = 7(x.) — f(7) = f + 7(x- — f). Finalement, soit f. = ugz: + v7(g)ye.
Par construction, f. est un élément de By, et on a

f - fs =ug- (f - xs) +UT(9) ’ T(f - l’g),
ce qui implique ||f — f:|lsp < ||f — 7<|lsp < p?e car u, v, g et 7(g) sont de norme < 1 et 7 est une

isométrie de C{X}.

Lemme 6.9. — Si K est une extension galoisienne de F' de groupe de Galois Z/p"Z stable par
Tc, alors K est inclus dans le corps des fractions de C{X }(>).

Démonstration. — D’aprés la théorie de Kummer, le groupe H = ((K*)P" N F*) /(F*)P" est le
dual de Gal(K/F) et est donc cyclique. Choisissons f € (K*)P" N F* dont I'image dans H est un
générateur de H. On a alors K = F(?/f). D’autre part, T‘c agit sur H et, si 7 € TC, il existe
i(t) €{0,...,p" — 1}, i(7) premier a p et g, € F* tels que 'on ait 7(f) = f"(T)gfn.

Si D désigne le diviseur de f sur B(0,1), le diviseur de 7(f) est le translaté D © (1) de D par
—z(7) et comme on peut choisir 7 de telle sorte que les diviseurs D et D © x(7) soient étrangers,
on déduit de la relation ci-dessus le fait que D est divisible par p™ et donc qu’il existe un élément
g de F* tel que le diviseur de gP" soit égal & D. On peut donc, quitte & multiplier f par gP", se
débrouiller pour que f n’ait ni zéro ni pole sur B(0,1) et, quitte a diviser f par f(0), on peut
méme imposer a f d’appartenir a 1 + Xmo{X}, ce qui permet de conclure.

Proposition 6.10. — % est inclus dans C{X}.

Démonstration. — Soit f € €. Comme f induit un isomorphisme de Gal(Ky/F) sur un sous-
groupe de C, cela implique que toute extension finie de F' incluse dans Ky est abélienne de
groupe de Galois un p-groupe et donc est la composée d’extensions de F' de groupe de Galois
Z/p™Z. Comme d’autre part, toutes les extensions de F' contenue dans Ky sont stables par
TC d’aprés le lemme 6.6, le lemme 6.9 permet de montrer que Ky, est inclus dans le corps des
fractions de C{X}(*) quel que soit ¢ > 0. Comme de plus, C{X }(*) est intégralement clos dans
son corps des fractions (cf. prop.5.8), on a By, C C{X}(Oo) quel que soit ¢ > 0. Ceci implique

—_——

(cf. prop. 6.8) que f est une limite d’élements de C{X}(>) et appartient donc a C{X}, ce qu'il
fallait démontrer.

6.4. Composition des correspondances analytiques. — Si f et g sont deux éléments de

— —

C{X} de norme < 1, on dit que f et g sont analytiquement composables s'il existe h € C{X} tel
que I'y, C 'y g, Un tel h est appelé un composé analytique de f et g. Il n’est pas clair a priori

—

que l'on puisse composer analytiquement deux éléments quelconques de C{X} de norme < 1.
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Par exemple, si fP = X, un composé de f et g devrait étre une solution de I’équation YP = g et

— —

il n’est pas absolument clair que cette équation a une solution dans C{X} pour tout g € C{X}.
Nous allons donner ci-dessous (prop. 6.11) une condition suffisante pour pouvoir composer deux

o —

éléments de C{X }. Remarquons aussi que si f et g sont analytiquement composables, ils peuvent
trés bien avoir plusieurs composés analytiques. Par exemple, si ¢ = X2 et f2 = X, alors X et
—X sont des composés analytiques de f et g.

Proposition 6.11. — Si f € C{X} etg € C{X} est de norme < 1, alors f et g ont un composé
analytique.

—_—

Démonstration. — 1l est commode de changer de variable et de supposer f € C{Y'}. Soit 7 €

Tﬁ vérifiant y(7) = ¢ (un tel 7 existe en vertu de la proposition 5.23 puisque C{X} est

sympathique d’aprés la proposition 5.1). Si s € B(0,1) vérifie s(X) = x, alors

—_~—

X}OT:C{Y}—>C

t=s0s
cq{

vérifie t(Y)
s—=o7(f)

X}

s(g) € {geco(x)} et donc t(f) € {feo({geo(z)})}; on en déduit le fait que h =
f(7) est un composé analytique de f et g, ce qui permet de conclure.

6.5. Les anneaux ¢ et €. — Soit 40 = {f € ¢ | | fllsp < 1}

Proposition 6.12. — Si f et g sont deux éléments de ‘Jﬂ), 1l existe un unique composé analytique
f-g de f et g vérifiant f-g(0) =0. De plus, f-g € 0.

Démonstration. — L’existence d’un tel composé analytique est une conséquence des proposi-
tions 6.11 et 6.10. Si h et A’ sont deux composés analytiques de f et g, on a {heo(2)} —{hL,(z)} C

{fco®Geo(®)} — { feo®@Geo(®)} C {feo®Ggeo(0)} et donc h — h' est a valeurs dans { feo®geo(0)} qui
est compact. Ceci implique h — b’ € C et comme h(0) = h’'(0) = 0 on en déduit 'égalité h = b’
et I'unicité d’un composé analytique de f et g s’annulant en 0. De plus, si h est un tel composé,

on a {heo(z +y)} — {heo(2)} — {heo(¥)} C {feo®Feo( + Y)} — {feo®geo(®)} — { feo®geo(y)} C
{fc0®9e0(0)}, ce qui prouve que h est additif car {feo®geo(0)} est compact.

Lemme 6.13. — La loi - est associative.

Démonstration. — La composition des correspondances étant associative, on a, si x € B(0, 1),

{(f- (g )= (f-9)h) @}{(f (g-h) (@}={F 9 h) (@}
C{fCOQ.gCO@hCO(m)} - {fco®gco®hco (.’B)}
C{fCOG.gCO@hCO(O)}

et comme ce dernier ensemble est compact, on en déduit 1’égalité de f - (g-h) et (f-g) - h, ce
qu’il fallait démontrer.

Lemme 6.14. — La loi - est distributive a droite et a gauche par rapport a laddition.
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Démonstration. — On vérifie que si f et g, ¢’ sont des éléments de €, alors f(g+9)—f-9g—f-g est
a valeurs dans { feo({9eo(0)}) } +{feo ({90 (0)})} qui est compact et donc que f-(g+g')—f-9—f-g'
est identiquement nulle car constante et nulle en 0. De méme, si f, f’ et g sont des éléments de

60, alors (f+ f')-g—f-g— f g est avaleurs dans {feo({geo(O) 1)} + {f ({geo(0)})} et donc

est nulle, ce qui permet de conclure.
Rappelons que, si ¢ € C, on note [c] 'élément additif ¢cX de C{X}.

—

Lemme 6.15. — Si f € C{X} est additif et ¢c € Z, alors f - [c] =cf =[] - f.

Démonstration. — On a {feo(cz)} — c{feo(z)} C {feo(0)} qui est compact; on en déduit le
résultat.

Lemme 6.16. — L’application (f,g) — f - g est continue sur 0.

Démonstration. — Si f est un élément non nul de @, soit n(f) le plus grand entier n tel que
Dinégalité || f||lsp < p~™ soit satisfaite. Si fo = p™")f, on a fy € 20 et 1 £llsp = 27" follsp <
p~) pl| fllsp par définition de n(f). Si g est un autre élément non nul de 20 et go =p "9yg,
on déduit du lemme 6.15 Pégalité f - g = p™ 79 £y . gy et Pinégalité

1£ - gllsp < 779 <) Fllsp lgllsp
qui, compte tenu de la bilinéarité de 'application (f,g) — f - g, permet de conclure.
Corollaire 6.17. — Si f € C{X} est additif et ¢ € Zy, alors f-[c] =cf =][c]- f.
Démonstration. — Si ¢, est une suite d’éléments de Z ayant ¢ pour limite, il suffit de passer a la

limite dans l'égalité f - [c,] = cnf = [cn] - f-
Si f et g sont deux éléments de % et n,m € N sont tels que p" f et p”g appartiennent a %?D,

on peut poser f-g=p """ (p"f) - (p™g) et le lemme 6.15 permet de montrer que le résultat ne
dépend pas des choix de n et m.

Proposition 6.18. — % est une Qp-algebre dont € et C sont des sous-Qyp-algébres.

Démonstration. — Ce que nous avons démontré jusqu’ici dans ce n° suffit pour montrer que
¢ est une Qp-algeébre. Comme C' en est une sous-algébre de maniére évidente, il ne reste qu’a
vérifier que si f et g sont deux éléments de ¥ = €' N %ﬂ), alors f-g € €Y, ce qui est évident car

{(f - 9)ec0(0)} C {feo({geo(0)})} est de rang fini sur Zy, si {feo(0)} et {geo(0)} le sont.

6.6. Surjectivité des correspondances analytiques additives

Proposition 6.19. — Si f € %, alors f induit une surjection de T sur B(0, || flsp)-

Démonstration. — Pour alléger les notations, posons § = || f||sp. Si 6 = 0, le résultat est évident.
Dans le cas contraire, soient fio € C{X} tel que ||f — fiollsp <P 10 et fi = fio — f1,0(0). On
adonc f1(0) =0et ||f — fillsp < p 16 car f(0) =0et ||f— frollsp < p~ ' impliquent |f10(0)] <
p~15. D’aprés le lemme 3.15, il existe ar,...,q, € B(0,5) tels que si x n’est pas congru a un
des o;; modulo B(0,67), alors il existe 7 € T vérifiant f1(r) = = et donc f(7) —x € B(0,p16).
Maintenant, si z € B(0,d) est quelconque et a est un élément de B(0,d) non congru modulo
B(0,67) al'un des o; ou P'un des oy — 1, il existe 7, 75 € T¢ vérifiant f(m)—(z+a) € B(0,p~16)
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et f(r2) —a € B(0,p~18) et donc f(mi7y ') — 2 € B(0,p~16). On en déduit le fait que f induit
une surjection de T sur B(0,6)/B(0,p~16). Soit £ : B(0,8)/B(0,p~18) — T¢ une section de
f. Soit alors =g € B(0,6) et définissons par récurrence des suites (0, )nen d’éléments de Te et
(Yn)nen d’éléments de B(0,d) par les formules o, = £(x,) et 2,11 = p~H(zn — f({(zy))). Posons

finalement 7, = [, o7 " La suite de terme général z(7,) = S p'x(o;) converge et la suite

de terme général 7,, a donc une valeur d’adhérence 7 dans T (cf. lemme 3.13). On a alors

+oo “+00 +00
f(r)= Mo f(m) = 30" f(on) = D p" f(llwn)) = (0" = " i) = 20;
n=0 n=0 n=0

on en déduit la surjectivité de f.
Corollaire 6.20. — Si f € C et n € N, alors { feo(B(0,p™™))} D B0, p"||flsp)-

Démonstration. — Sixz € B(0,p™ " f||sp), on peut écrire x sous la forme p™y avec y € B(0, || f||sp)-
Il existe alors 7 € T¢ tel que 'on ait f(7) = y d’aprés la proposition 6.19 et o = TP" vérifie
z(o) =p"z(1) € B(0,p™™) et f(o) =p"f(7) = = ; ceci permet de conclure.

6.7. La transposée d’une correspondance additive. — Si V' est un sous-groupe de B(0, 1)
et n € N, on note V" le groupe V/(V N B(0,p~™)). On montre facilement que V est compact
si et seulement si il est fermé et chacun des V(™) est fini. Si I est un ensemble fini, on note |I|
son cardinal.

Proposition 6.21. — (i) Si f est un élément de & de norme 1, alors la transposée de f., est
analytique. Plus précisément, il existe un unique élément 'f de € de norme 1 tel que l’on ait
(tf)co = t(fCO)'

(ii) VJQ et Vt?c sont des groupes compacts et il existe des constantes C1, Co strictement positives
telles que, sin = 3, l'on ait

CLVH "D < JVH™] < Cal (V) ).

Corollaire 6.22. — Si f € € — {0}, alors

(i) dime Vf = dime Uf = dimQP Vip = dime Utf,

(i) if € €.
Démonstration. — Le (ii) est une conséquence du (i). Maintenant, si f # 0, il existe ¢ € C* tel que
llcfllsp =1 et ona Uy = cUy et Vop = V. On peut donc, quitte a remplacer f par cf, supposer
que l'on a || f||sp = 1. Dans ce cas, on a U](? = Vt?c et VJQ = U}} d’aprés le (i) de la proposition 6.21
et, comme un sous-Z,-module V' de C est de rang h sur Z,, si et seulement si p~""|V (™| a une

limite finie non nulle quand n tend vers +oo, on déduit du (ii) de la proposition 6.21 que les
Z,-modules U}) et VJ? ont méme rang, ce qui, tensorisant le tout par Q,, permet de conclure.

Lemme 6.23. — Soit f € €. Sin € N, soient H, = Hopxy 0 f7H ("2 0¢) et soit B, =
(C{X YN n = Alors il existe une suite f, d’éléments de C{X }(*) vérifiant les conditions sui-
vantes :

(i) fn € Bn;

(i) [If = fallsp <p7";

(iii) fn(0)=0;
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(iv) F(fn) = Kn, ou K, = Frac(B,,).

Démonstration. — L’existence d’un élément f, ; vérifiant les conditions (i) et (ii) est une consé-
quence de la proposition 6.8. Maintenant, si a,, € By, vérifie ||a,|[sp < 1 et est tel que F(ay,) = Kp,
il existe ¢ € O¢ tel que f 2 = fn,1 + p"cay, vérifie la condition (iv) tout en continuant & vérifier
les conditions (i) et (ii). Finalement, comme f(0) =0, on a f,2(0) € p"Oc et fp, = fn2— fn2(0)
vérifie toutes les conditions du lemme 6.23.

Dans toute la suite, on se fixe une suite f,, d’éléments de C{X} vérifiant les conditions du
lemme 6.23 et on note P, le polynéme minimal de f,, sur F'. Comme || f||sp =1, on a || fnllsp =1
et P, est un élément de O-{X}[Y] C Oc{X,Y}.

Lemme 6.24. — Sin € N, soit P, la réduction de P, dans kc|X,Y] et soit s le degré de Py
en X. Alors P, est réqulier en X de degré s[K,:Ki].

Démonstration. — Comme f, = f mod p" et o(f) = f + f(o) si 0 € Hoxy, les racines de
P, dans My sont les images des f + f(o) pour 0 € Hgyxy/Hp. Comme d’autre part, on a
f(o) € mg si 0 € Hy, les racines de P, sont les mémes que celles de P, chacune apparaissant
avec multiplicité |Hy/H,| = [K,:K1]. On en déduit la formule P,, = P[lK”:KI]. Pour conclure, il
suffit donc de prouver que P; est régulier en X.

Si 7 € T¢, les racines de 7(Py) sont les 7(o(f1)) pour o € ﬁC{X} et comme 7(o(f1)) =
f+ 7(f) + 7(¢) modulo p et donc aussi modulo m¢, on a 7(P1)(Y) = P1(Y — f(7)), ce qui se

traduit par I'identité Py(X +x(7),Y) = P1(X,Y — f(7)). Il suffit alors d’identifier les termes de

plus haut degré en X dans les deux membres et d’utiliser le fait que 'application 7 — f(7) est
une surjection de T¢ sur ko d’aprés la proposition 6.19 pour prouver que le coefficient du terme
de degré s est une constante et terminer la démonstration du lemme.

Lemme 6.25. — Sin € N, les conditions suivantes sont équivalentes

(i) z € VfO + B(0,p™™),

(i) 1l existe T € Te tel que x = z(7) et f(r) € B(0,p™™)

(ii") {feo(®)} CUY + B(0,p™").

(iii) 1l existe T € T¢ tel que z = x(7) et fn(r) € B(0,p~™)

(iv) Il existe y € B(0,p™") tel que Py(z,y) = 0.
Démonstration. — Si x € VJE) + B(0,p™"), il existe 71 € T¢ et ¢ € B(0,p™) tels que f(r1) =0
et x = x(m) + ¢. D’autre part, il existe 15 tel que z(m) = —p~"c et si 'on pose T = Tngn, on
axz(t) =z(n) +pe(n) =z et f(r) = f(r1) +p"f(r2) € B(0,p~™). On en tire 'implication
(i)=(ii). Réciproquement, si f(7) € B(0,p~"), comme f est une surjection de T¢ sur B(0,1), il
existe 7, € Te tel que Pon ait f(m1) = —p~™f(7). Si on pose alors o = TTfn, ona f(o) =0et
z(1) = z(o) — p"x(71), ce qui permet de prouver I'implication (ii)=-(i).

L’équivalence de (ii) et (ii’) vient de ce que, si y est n’importe quel élément de {fco(z)}, alors
{feolX)} =y + U}). Finalement, I’équivalence (ii)<>(iii) est une simple conséquence de 'inégalité
lf — frllsp < ™™ et (iii)«(iv) suit de la proposition 3.10.

Lemme 6.26. — VJQ + B(0,p™™) ne contient pas B(0,p'~").
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Démonstration. — Supposons le contraire. Le corollaire 6.20 montre que {f.(B(0,p'™™))}

1—n)

contient B(0,p et on déduit de I’équivalence entre les propriétés (i) et (ii’) du lemme 6.25,

que UJQ + B(0,p™™) contient B(0,p'~™), ce qui est absurde car U}J est compact.

Pour la suite de la démonstration de la proposition 6.21, nous allons avoir besoin de faire jouer
un role différent & X et Y et nous noterons T x (resp. Tcy) le groupe des automorphismes

—

de C{X} (resp. C{Y}) correspondant a T¢. La fonction 7 — 7(Y) — Y sera, quant a elle,

o —

notée y(7). Le graphe I'y d'un élément f de C{X} est, comme jusqu'ici, I'image de T¢ x par

I'application 7 — (2(7), f(7)) tandis que celui d’'un élément g de C{Y'} est I'image I'y de Tc )y
par l'application 7 — (g(7),y(7)) ; c’est donc le transposé du graphe de g vu comme élément de

C{X} via l'isomorphisme naturel de C{X} sur C{Y}.

Lemme 6.27. — (i) VJQ est compact.
(ii) Le cardinal de (Vﬁ)(”_l) est majoré par s[K,:Ki).

Démonstration. — Notons V' le groupe VJQ . Soit x,, une suite d’éléments de V ayant une limite
x dans Oc. Sin € N, il existe 7, € T¢ x vérifiant 2(7,) = =, et f(7,) = 0. Comme la suite
x(7,,) converge par hypothése, la suite 7, admet, d’aprés le lemme 3.13 une valeur d’adhérence 7
dans T¢ x. On a alors z(7) = limy, 400 (7)) = 2 et f(7) = limy 400 f(7) = 0, ce qui montre
que z appartient & V. On en déduit la complétude de V', ce qui fait que la compacité de V est
équivalente a la finitude de V™ pour tout n. Il suffit donc de prouver le (ii).

D’aprés le lemme 6.24, I'équation P, (X,p"Y) = 0 a s[K,:K] solutions dans C{Y} que nous
noterons hy,; pour 1 < i < s[K,:Ki]. Si 7 € Tey, les hy (1) sont les s[K,:K;] solutions
(avec multiplicité) de l'équation P, (X,p"y(7)) = 0. On déduit alors du lemme 6.25 le fait
que V 4+ B(0,p™") est la réunion des h, ;(Tcy) pour 1 < i < s[Kp:Ki]. Si yni = hni(0) et
Pni = ||Pn,i — Yn,illsp, d’aprés le lemme 3.15, hy, j(Tcy) contient la boule B(yp i, pn,i) privée d'un
nombre fini de boules ouvertes de rayon py ;. Si p, = sup; pn,i, comme V + B(0,p™") est un
sous-groupe de B(0,1), il contient la boule B(0, p,); on a donc p, < p'~™ d’aprés le lemme 6.26
et V1) est un quotient de dans V/(V N B(0, pn)) € (V4 B(0,p™))/B(0, p,) qui est un groupe
ayant au plus s[K,:K;] éléments. Ceci permet de conclure.

Passons a la démonstration de la proposition 6.21. Comme on a supposé f,(0) = 0, il existe
gn € C{Y} vérifiant ¢,(0) = 0 et P,(gn,Y ) = 0 (lemme 6.24 et prop. 3.2). Le polynéme minimal
de gy, est un élément de C{Y }[X] et, par construction, il divise P,, dans C{X,Y}. On en déduit
I'inclusion I'y, C T'j, ce qui se traduit, si 7 € T¢,y, par l'existence de o, € T¢ x vérifiant
z(0n) = gn(7) et fn(on) = y(7). Soit u,, = 0, opt1. Comme ||f — follsp < et || f — fatillsp <
p~ 1" < p" et comme fo(0n) = fri1(ont1), ona fun) = f(ont1) — f(on) € B(0,p™"), ce qui
implique x(up) = gn11(7) —gn(7) € V]9+B(O,p_”). D’autre part, comme VJQ est compact d’aprés
le lemme 6.27 et gp41(0) — g,(0) = 0 par construction, cela implique ||gn+1 — gnllsp < p~" d’aprés

le corollaire 3.16. La suite de terme général g,, a donc une limite g dans C{Y'}. Le polynéme P,
est unitaire en Y ; ce qui implique que le terme constant de P,,, vu comme polyndme en X, est
non nul et donc que toutes les racines de P, dans m sont de norme 1. En particulier, on a
llgnllsp = 1, ce qui implique, en passant & la limite, ||g||sp = 1.
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Soit 7 € Tey. Sin € N, il existe o, € T x tel que l'on ait z(oy,) = gn(7) et fr(on) = y(7).
Comme la suite de terme général z(o,,) converge vers g(7), la suite de terme général o,, admet,
d’apreés le lemme 3.13, une valeur d’adhérence o dans T¢ x. Un passage a la limite nous fournit
les formules z(0) = g(7) et f(o) = y(7); on en déduit I'inclusion I'y C I'y. Soit 0 € Tcy fixé

et soit h, 1'élément de C{Y'} donné par la formule h, = o(g9) — g — g(0). Si 7 € Tcy, on a
ho(T) = g(10) — g(7) — g(0). Comme I'y C 'y et I'; est un sous-groupe de B(0,1) x B(0,1), le
couple (hs(7),0) qui peut aussi s’écrire sous la forme (g(70),y(70)) — (9(7),y(7)) — (9(0), y(0))
est un élément de I'y. Ceci implique que h, est a valeurs dans VJ? et comme VJQ est compact
(lemme 6.27) et hy(0) = 0, on en déduit (corollaire 3.16) la nullité de h, et 'additivité de g.

Soit !f € C{X} l'image de g par un isomorphisme C{Y'} = C{X}. D’aprés ce qui précéde,
'f est un élément de € de norme 1 et vérifie Iy C . On peut faire le méme raisonnement
en partant de 'f et obtenir un élément *(’f) € € de norme 1 vérifiant T'e(epy C 'Tiy C T'y. Mais

alors {(f) — f est un élément de % a valeurs dans U}] qui est compact et donc {(*f) = f. On
en tire le fait que toutes les inclusions précédentes sont des égalités, ce qui démontre le (i) de la
proposition 6.21.

Finalement, on a Vt? = UJQ = f(Heyxy). Ceci nous donne

(Vt?)(n) = f(ﬁC{X})/(f(ﬁC{X}) NB(0,p™")) =2 Hoyxy/Hn—2

et le cardinal de (Vtg)c)(") est donc aussi égal a [K,_2:F]. On déduit alors du (ii) du lemme
6.27, I'inégalité \(VJQ)(")] < ﬁ](%g)(”w)\, ce qui nous fournit une des inégalités du (ii) de la

proposition 6.21, 'autre s’obtenant en échangeant les roles de f et 'f.
Théoréme 6.28. — € est un corps dont € et C sont des sous-corps.

Démonstration. — Comme on sait déja que % et € sont des anneaux, il ne reste plus qu’a vérifier
que tout élément non nul de % est inversible et que, si f € €, alors f~1 € €. Si f est un élément
de € de norme 1, d’aprés la proposition 6.21, il existe 'f € % de norme 1 dont la correspondance
associée est la transposée de celle associée & f. Le graphe de f.,®'f., contient donc la diagonale
de B(0,1) x B(0,1), ce qui implique que 'f - f = [1] et donc que f est un élément inversible de 2
admettant 'f comme inverse. De plus, si f € €, on a 'f € € d’aprés le corollaire 6.22. Dans le cas
général, si f € % est non nul, il existe ¢ € C tel que ||lcf||sp = 1, ce qui prouve que f = [c™1]-(cf)
est inversible comme produit de deux éléments inversibles et, si f € €, alors f~! € € car f~!
est le produit d’un élément de € et d’un élément de C' C €.

6.8. Correspondances de rang 0.

Proposition 6.29. — Si [ est un élément de € de rang 0, alors il existe ¢ € C tel que l'on ait

F=ld

Démonstration. — Si f est de rang 0, alors f(ﬁC{X}) = 0 et le sous-groupe Gy, = ﬁC{X} N
f~H(B(0,¢)) de ﬁC{X} est égal & ﬁC{X} quel que soit € > 0, ce qui permet d’utiliser la pro-
position 6.8 pour montrer f € C{X}. L’additivité de f est alors équivalente a la formule
f(X +2) = f(X)+ f(x) quel que soit x € B(0,1). Si on dérive cette formule par rapport
a X et qu’on évalue le résultat en X = 0, on voit que f’ est constante et le résultat s’en déduit.
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Proposition 6.30. — C est un sous-corps commutatif mazximal de € et 2

Démonstration. — Soit f € % commutant & tous les éléments de C et soit ¢ € O¢. On a

A feol@)} = {(cf)eo(®)} = {([c] - Fleo(®)} = {(f - [D)eo(®)} € {feolc)}

quel que soit € B(0,1). On peut en particulier utiliser ceci pour = 0 et, si on pose H = UJQ,
on en tire I'inclusion H C ¢~ H quel que soit ¢ € O¢ et comme H est compact (ce qui implique
en particulier que H ne contient pas p"0¢), on en déduit la nullité de H qui équivaut au fait
que f est de rang 0 et permet de conclure (prop. 6.29).

§ 7
Les Espaces Vectoriels de dimension finie

Ce § est consacré a I'étude de la catégorie des Espaces de Banach de dimension finie; les
arguments montrant que cette catégorie a de bonne propriétés consistent plus ou moins en la
résolution de systémes linéaires & coefficients dans le corps % par la méthode du pivot, les
complications venant de ce qu’il faut garder la trace des Q,-espaces vectoriels de dimension
finie.

7.1. Des trucs aux Trucs. — Si .7 est une sous-catégorie de la catégorie des groupes abéliens
dont les objets sont des trucs, on définit un Truc T comme un foncteur (covariant) de la catégorie
des algébres sympathiques dans .7 vérifiant, pour toute algébre sympathique A, les conditions
suivantes :

(T1) L’application (s, A) — s(A) de Spec(A) x T(A) dans T(C) est continue.

(T2) L’application de T(A) dans € (Spec(A), T(C)) ainsi obtenue est injective.
Si les trucs ne sont pas munis d’une topologie, la condition (T1) doit étre considérée comme vide
(on peut aussi, ce qui revient au méme, munir par défaut un truc de la topologie grossiére).

Les exemples que nous considérons dans cet article sont les Anneaux, les Anneaux Topo-
logiques, les Espaces Vectoriels et les Espaces de Banach obtenus respectivement a partir des
catégories des anneaux (en fait des Zj-algébres) commutatifs, des anneaux commutatifs topolo-
giques, des Qp-espaces vectoriels et des Q-espaces de Banach.

Les exemples les plus simples d’Anneaux (et méme d’Anneaux Topologiques) sont les foncteurs
A et B qui, a une algébre sympathique, associent respectivement A(A) = Oy et B(A) = A. Des
exemples nettement plus subtils sont fournis par les anneaux de Fontaine (cf. §8).

On peut toujours oublier la topologie sur un Truc et pour les Trucs sans topologie, les notions
habituelles s’étendent sans probléme. On définit le noyau, I'image et le conoyau d’un morphisme
f:T1 — T9 est un morphisme de Trucs de la maniére évidente : ker f (resp. im f, resp. coker f)
est le Truc qui, a algebre A, associe ker fy (resp. im fy, resp. coker fp) et on aim f = T/ ker f.

On dit qu'un morphisme f : Ty — To de Trucs est injectif (resp. surjectif, resp. bijectif) si
pour tout A, Papplication fj : T1(A) — To(A) est injective (resp. surjective, resp. bijective); un
morphisme bijectif a un inverse, a savoir la collection des f;l On dit qu’une suite

T, f1 T, f2 Jn T,
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de Trucs est exacte si et seulement si, on a ker f;11 =im f; si 0 < ¢ < n — 1. En particulier, si
f: Ty — Ty est un morphisme de Trucs, on a une suite exacte

0 ker f T Ty coker f —— 0.

Plus généralement, toute construction ou propriété homologique de la catégorie des groupes
abéliens (du style « lemme des 5 » ou « lemme du serpent » ou construction de produits fibrés
...) se transfére sans probléme a celle des Trucs.

Dans le cas des Trucs avec topologie, il faut bien évidemment faire attention & certains phé-
nomeénes ; en particulier, un morphisme bijectif n’est un isomorphisme que si les applications
inverses sont continues ; de méme, la topologie quotient peut s’avérer trop pathologique pour que
le conoyau soit encore un Truc.

7.2. Les Espaces Vectoriels. — Les Espaces Vectoriels forment une catégorie fourre-tout a
I'intérieur de laquelle nous allons découper des sous-catégories plus intéressantes. Commencgons
par donner quelques exemples triviaux d’Espaces Vectoriels et d’Espaces de Banach ; des exemples
plus intéressants sont fournis par les anneaux de Fontaine (cf. §9).

Ezxemple 7.1. — (i) N'importe quel Q-espace vectoriel V' peut étre considéré comme un Espace
Vectoriel : il suffit de poser V(A) = V pour tout A et V (s) = id pour tout morphisme s d’algébres
sympathiques. L’Espace Vectoriel associé a un Q-espace vectoriel V' sera encore noté V. Si V
est muni en outre d’une structure de Qp-espace de Banach, alors I’'Espace Vectoriel associé est
naturellement un Espace de Banach.

(ii) Si d € N —{0}, 'Espace Vectoriel V¥ défini par V¢(A) = A9 pour tout A et les morphismes
évidents ; c’est un Espace de Banach.

(iii) Si W est un Espace Vectoriel et si L est un sous-Qj-espace vectoriel de W(C'), on définit
le sous-Espace Vectoriel L. de W engendré par L en associant & A le sous-Q,-espace vectoriel
de W(A) constitué des A vérifiant s(\) € L quel que soit s € Spec(A). Si W est un Espace de
Banach et L est fermé dans W(C), alors L est un Espace de Banach.

Un Espace Vectoriel est dit de dimension finie s'il ne differe d'un V¢ que par des Q,-espaces
vectoriels de dimension finie ; de maniére précise, on dit qu’un Espace Vectoriel W est de dimen-
sion finie s’il a une présentation de la forme

00—V

\

0 U Y yd 0

.

W ——-0

ot U et V sont les Espaces Vectoriels associés a des Q,-espaces vectoriels de dimension finie et
les suites
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sont des suites exactes d’Espaces Vectoriels. Pour économiser le papier, nous mettrons la présen-
tation de W ci-dessus sous la forme

1% U Y Ve .

On appelle dimension de la présentation le couple (d,dimq, U — dimq, V) élément de N x Z ou
plutot de ({0} x N)U((IN — {0}) x Z). Notre but dans le reste de cette section est de montrer que
cette dimension posséde de bonnes propriétés, en particulier que la dimension d’une présentation
d’un Espace Vectoriel de dimension finie W ne dépend que de W et pas de la présentation
(cor. 7.17) et que la dimension est additive dans les suites exactes courtes (prop. 7.22).

Lemme 7.2. — Soit W = V % Y V9] un Espace Vectoriel de dimension
finie, U' C W(C) un Qp-espace vectoriel de dimension finie et A une algébre sympathique. Les
deux conditions suivantes sont équivalentes pour un élément A de W(A) :

(i) s(A) € U’ quel que soit s € Spec(A) ;

(i) e U'.

Démonstration. — (ii)=(i) de maniére évidente et pour montrer la réciproque, il suffit de prouver
que la condition (i) implique A € W(C') car, dans ce cas, s(A) = A quel que soit s € Spec(A).
Soit A € Y(A) relevant A et soit (f1,..., fq) 'image de X dans A%, Si U” est I'image inverse de U’
dans Y(C) et U" est 'image de U” dans C?, alors U" est un Q,-espace vectoriel de dimension
finie contenant (s(f1),...,s(f4)) quel que soit s € Spec(A). On en déduit 'appartenance de
(f1,-..,f4) & C? [utiliser la prop 2.14 avec S = Spec(A) et M = U”’ﬁ]_[?:1 B(0, || fillsp)] et donc
celle de \ & Y(C), ce qui permet de conclure.

Lemme 7.3. — Soit 0 A W1 Wy 0 wune suite exacte d’Espaces Vecto-
riels, ot A est un Espace Vectoriel de dimension finie sur Q. S’il existe i € {1,2} tel que W;
est un Espace Vectoriel de dimension finie admettant une présentation de dimension (d;,a;),
alors Ws_; est un Espace Vectoriel de dimension finie admettant une présentation de dimension
(d3—i,a3—;) avec di = da et ay = az + dimq, A.

Démonstration. — Le cas ¢ = 1 est immédiat ; en effet, si

1% U Y \&

est une présentation de Wy et si V'’ est I'image inverse de A dans Y, alors

Vv’ [U Y V4]
est une présentation de Wy de dimension (d,dimqg, U — dimq, V'), ce qui permet de conclure
car dimq, V' = dimq, V + dimq, A.
Passons au cas i = 2. Soit

1% U Y V]

une présentation de Wy et soit Y =Y Xy, Wi. On a une suite exacte

0 v Y’ Wy 0
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et si 'on note U’ le noyau de I'application de Y’ dans V¢ composée des applications Y — Y et
Y — V4, alors la suite

0 A U’ U 0

est exacte et
v [’ Y’ V]

est une présentation de Wy possédant les propriétés requises.

7.3. Eléments additifs

Proposition 7.4. — Si f € € et si A est une algébre sympathique, alors
(i) f(ro) = f(7)+ f(o) quels que soient o, 7 € Ty
(ii) o(f) — f = f(o) € A quel que soit 0 € Ty.

~—— e~ e~

Démonstration. — Soit S(A{X}) le sous-ensemble des morphismes de A{X } dans C{X } introduit

dans la proposition 5.28. Si 7 € Ty et ¢ € S(A{X}), la restriction 7, de po7 & C{X} C A{X}
est un élément de T¢ et on a x(7y) = Y(x(7)) et f(1y) =Y o7(f) — f (cf. remarque 6.3). En
particulier, si 0,7 € Ty, alors 8 = (7‘0‘)1/,7'1; IU; 10¢ est un ¢lément de Hoyy) et donc

fB) = f((r0)p) = f(rp) = flow) + f(0y) = (7o (f) = 7(f) —o(f) + f) € f(Hegxy)-

Comme f(Heyx)) est compact, la proposition 5.28 permet d’utiliser la proposition 2.14 pour en
déduire 'appartenance de 7o(f) — 7(f) — o(f) + f & f(Hogxy)- Si on fixe o et que I'on pose
fo=0(f)—f—f(o),onaspy(to(f)—71(f)—o(f)+[f) = f-(T), ce qui montre que 'application
T — fo(7) est & valeurs dans f(Hgyxy) et le corollaire 5.27 permet d’utiliser la proposition 2.14
pour en déduire I'appartenance de f, a f(Hogxy). En particulier, f5(7) = f5(0) = 0 quel que
soit 7 € Tx et donc f, = 0 d’aprés le corollaire 5.27; on en déduit le (ii). Finalement, on a
f(ro) = f(r) = f(o) = sa ((t — 1)(fs)) = 0, ce qui permet de conclure.

—_—~—

Lemme 7.5. — St W est un Espace Vectoriel de dimension finie et £ € W(C{X}), les deuz
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (o) = £(0) + £(7) quels que soient o, 7 € T,

(i) £(0) =0 et o(¢) — £ € W(C) quel que soit o € Te.

Démonstration. — Si ¢ vérifie la premiére condition, on a ¢(0) = 0 de maniére évidente et
sco(t(a(0) = 0)) = sc(ra(l) — 7(€)) = (r0) — £() = £(5) quel que soit T € T¢, ce qui implique
o(l)—¢=10(c) e W(C) d’apres la propriété (T2) des Trucs.

Réciproquement, si o({) — ¢ € W(C),ona 1o({) —7({) —o(l) + L= (1 —1)(c({) —¢) =0 et
donc, appliquant s¢ a cette égalité, £(70) = ¢(o)+£(7) —£(0) et si on a de plus supposé £(0) = 0,
on voit que £ vérifie la premiére condition.

Un élément ¢ de W(C{X}) qui vérifie 'une des conditions du lemme précédent est dit additif.
Remarquons que 'on a alors £(0) = () — ¢ si ¢ € T¢ d’aprés la démonstration du lemme
en question. Un élément additif £ est dit de rang fini si £(Hoqx)) engendre un sous-Q-espace
vectoriel de dimension finie de W(C'). Dans le cas de V! on retombe sur des objets déja définis :

I'ensemble des éléments additifs de rang fini de de VI(C/’{B(/}) = C% est le corps ¢ étudié au
§6.
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Lemme 7.6. — Soit 0 U W, i Wo 0 wune suite exacte d’Espaces Vecto-

riels de dimension finie, ot U est de dimension finie sur Q. Si l1 est un élément additif de rang
fini de Wl(C/'{\)?}), alors 1 (l2) est un élément additif de rang fini de WQ(C/Y{\)_(/}) et, réciprogque-
ment, si ly est un élément additif de rang fini de WQ(C/'{\X/}), il existe un unique élément additif
de rang fini €1 de Wl(C/’{\)?}) tel que l'on ait by = 1p(l1).

Démonstration. — L’additivité de 1)(¢1) est une évidence si ¢ est additif. Réciproquement, si

Uy € W(C{X}) est additif et si ¢ et £ sont deux relévements additifs de o dans W, (C{X}),
alors 1 — ¢} est un élément additif de U € W1 (C') et donc est nul, d’ot I'unicité. D’autre part,
si £ est un relévement quelconque de ¢5 dans Wi et si on pose ¢1 = ¢ — £(0), alors ¢; est un
relevement de ¢1 vérifiant ¢1(0) = 0 et ¥ (o(l1) — £1) = o(le) — by € Wo(C) si o € Tc, ce qui
implique que o(¢1)—¥¢; € W1 (C) et donc que ¢; est additif. Finalement, I'hypothése selon laquelle
U est de dimension finie sur Q,, implique que ¢; est de rang fini si et seulement si 1(¢3) l'est, ce

qui permet de conclure.

P

Proposition 7.7. — Si W est un Espace Vectoriel de dimension finie et si £ € W(C{X}) est
un élément additif de rang fini, alors quelle que soient [’algébre sympathique A et les éléments o
et 7 de Tp, on a l(1o) =L(0) + £(T).

Démonstration. — Soit
%4 U Y Vd]

une présentation de W et soient fy le relévement additif de £ dans Y(C/’{\)_(/}) et (f1,..., fq) 'image
de fy dans Vd(C/'T{\X/}). Les f; sont des éléments de €, ce qui implique, d’aprés la proposition 7.4,
que o(fi) — fi € Asi o € Ty et donc que o(ly) — ly € Y(A) et finalement que o(£) — £ € W(A).
Or, si 7 € Ty, on a l(1o) — l(o) — £(1) = sp ((T—1)(c(£) — €)) = sA(0) = 0, ce qu'il fallait
démontrer.

7.4. Le sous-Espace Vectoriel engerﬁfé/ par un élément additif. — Si W est un Espace
Vectoriel de dimension finie et £ € W(C{X}) est un élément additif de rang fini, on note Ly
le sous Qp-espace vectoriel de W(C') engendré par £(T¢) et Ly le sous-Espace Vectoriel de W
engendré par Ly (cf. ex 7.1 (iii)). L’Espace Vectoriel Ly est appelé le sous-Espace Vectoriel de W
engendré par £.

Si f € €, on appelle Graphe de f le sous-Espace Vectoriel Ly ¢ de V? engendré par I’élément

additif (X, f) de V2(C{X}). Le Qp-espace vectoriel Lx s = Lx f(C) est le Qp-espace vectoriel
engendré par le graphe I'y de f, oil
Ty ={(scor(X),scor(f)) | T €T} ={(s(X),s(f)) | s € Spec(C{X})};

c’est aussi le graphe de la correspondance feoq, du n® 6.2. Rappelons que, si f,g sont deux
¢léments de €, leur produit f - g est caractérisé par l'inclusion de Lx ., dans le produit fibré
Lx,g xcLx,f de Lx 4 et Lx  au-dessus de C, c’est-a-dire I’ensemble des couples (z, z) de C' x C
tels qu’il existe y € C avec (x,y) € Lx 4 et (y,2) € Lx y. D’autre part, si f € ¢ — {0}, I'inverse
f~! de f est caractérisé par I’égalité Lx -1 = Ly x; autrement dit, le Graphe de f~1 est le
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transposé de celui de f. D’autre part, le résultat suivant (combinaison de la proposition 6.19 et
du corollaire 6.22) sera fondamental pour la suite.

Proposition 7.8. — Soient f € € et p1 : C x C — C [resp. pa: C x C — C| la projection sur
la premiere [resp. seconde| coordonnée. Soient Uy et Vi les noyauz respectifs des restrictions de
P1 et P2 a LXJ. Alors

(i) dimq, Uy = dimq, V;.

(ii) Les suites suivantes sont des suites exactes de Qp-espaces vectoriels :

0 ULy o0,

0—=V; —> Ly —>C—>0.

Corollaire 7.9. — Soient f € € et p1 : V2 — V! [resp. pa : V2 — V! la projection sur la
premiére |resp. seconde| coordonnée. Alors les suites suivantes sont des suites exactes d’Espaces
Vectoriels :

Démonstration. — Soit g 'inverse de f dans 4. Comme Lx ; = Ly x, on a aussi tILXVf =Ly x
et 'exactitude de la seconde suite se déduit de 'exactitude de la premiére pour g; il suffit donc
de prouver que la premiére suite est exacte.

Si A est sympathique et (X,0) € Lx f, on a s(\) € Uy quel que soit s € Spec(A) et, Uy
étant de dimension finie sur Q,, cela implique, d’aprés la proposition 2.14, que A € Uy ; on en
déduit I'exactitude a gauche. Il reste a démontrer que p; induit une surjection de L x y sur V; et,
grace a la Q,-linéarité de p1, il suffit de prouver que, si A est sympathique et A € O}, il existe
(x,y) € Lx ¢(A) avec & = X. Or, si 7 € T vérifie 2(7) = A, alors (x(7), f(7)) est un élément de
Lx ¢(A) dont I'image par p; est A par construction. Ceci permet de conclure.

7.5. Espaces Vectoriels de dimension principale 1

Lemme 7.10. — Soit W un Espace Vectoriel de présentation

0 U W —2s ! 0.

Sil e W(C/'J_[\)?}) est le relevement additif de X et U' = U N Ly, alors la suite

0 U’ L, —= V! 0
est une suite exacte d’Espaces Vectoriels.
Démonstration. — La seule chose & prouver est la surjectivité de a. Soit A € O et soit 7 € Ty

vérifiant x(7) = A. Alors £(7) est un élément de W(A) relevant X et il reste a vérifier que son

e~

image par tout élément s de Spec(A) appartient bien a Ly. Soit 5 : A{X} — C{X} rendant le
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diagramme
AMxy—2 A
l’sv s
c{x} —=¢ C
commutatif (I'existence de s est assurée par le (iii) de la proposition 5.20). Alors la restriction

de sy =scosoT a C{X} C A{X} est un élément de Spec(C{X}) et s(sa(7(¢))) = sr(£) € Ly,
ce qui permet de conclure.

Proposition 7.11. — Soit W un Espace Vectoriel admettant une présentation du type

0 U W —2> V! 0,

ot U est un Espace Vectoriel de dimension finie sur Qp et soit ¢ : W — V! un morphisme
d’Espaces Vectoriels, alors de deux choses l'une : soit ¢ est surjectif et kerw est un Espace

Vectoriel de dimension finie dimq, U sur Q,, soit Im ) est un Qy-Espace Vectoriel de dimension
finie sur Qp,

«

0——=UnNkery ker ¢ \%A 0
est une présentation de ker1p et dimq, (U Nkery) = dimq, U — dimq, (Im ).

Démonstration. — Soit £ € W(C/’{\X/}) le relévement additif de X et soit f = ¥(f); c’est un
élément de €. Il y a deux cas : soit f = 0, soit f # 0.

Commencons par regarder le cas f = 0. On a alors L, C kert et comme « induit une
surjection de L, sur V! d’aprés le lemme 7.10, si U’ est un supplémentaire de ker+ N U dans U,
on a W = kervy @ U’. On en déduit le fait que Im1 est un Espace Vectoriel de dimension finie
sur Q, isomorphe a U’ et que

«

0 —— UnNkery ker ¢ \& 0

est une présentation de ker ¢ et dimq, (U Nkert) = dimq, U — dimq, (Im1)).

Passons au cas f # 0. On a par construction («,v)(¢) = (X, f), ce qui nous fournit le
diagramme commutatif

0 U’ L, = 2 0
oo
0—>U; —>Lxj —— A 0

dans lequel les lignes sont exactes /(i_@rés la proposition 7.9 et le lemme 7.10. D’autre part, si y €
Uy, il existe n € N et s € Spec(C{X}) tels que l'on ait (0,y) = p~"s(X, f) = (o, 9)(p™"s({));
on en déduit la surjectivité de I'application («, 1)) : U" — Uy puis celle de (a, 1)) : Ly — Lx ¢. On
tire de la proposition 7.9 la surjectivité de ¢ et méme de la restriction de ¥ a Ly. Si ¢ € {«, 9},
comme ¢ est surjectif, on a la suite exacte suivante d’Espace Vectoriels de dimension finie sur
Qp :

0 —— (kerp) NLy ker ¢ W/L, ——0
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et comme L, — LLx ; est surjective, on a la suite exacte
0 ——ker(Ly — Lx s) — (ker¢) "Ly —— U, — 0,

ou U, = Us si ¢p =aet U, =V;sip= 1. Maintenant, les Q,-espaces vectoriels Uy et Vy
ont méme dimension d’aprés la proposition 7.9; il en est donc de méme de ker a et ker ¢, ce qui
permet de conclure.

7.6. Le noyau d’un morphisme d’Espaces Vectoriels de dimension finie

Lemme 7.12. — Soit W un Espace Vectoriel admettant une présentation du type

«

0 U W \' 0,

ot U est un Espace Vectoriel de dimension finie sur Qp et soit ¢ : W — V! un morphisme
d’Espaces Vectoriels, alors de deux choses l'une : soit 1 est surjective et ker1 est un Espace
Vectoriel de dimension finie admettant une présentation de dimension (r — 1,dimq, U), soit
Im1 est un Qp-Espace Vectoriel de dimension finie sur Q, et kerw est un Espace Vectoriel de
dimension finie admettant une présentation de dimension (r,dimq, U — dimq, Im1)).

Démonstration. — Si 1 < j < r, soit ID; la Droite de V" intersection des Hyperplans d’équation
X, = 0 pour k # j; c’est un Espace Vectoriel naturellement isomorphe a V!. Soit X; 'image
réciproque dans W de ID; par . Il y a deux cas d’aprés la proposition 7.11 : soit la restriction
de ¥ a X, a une image de dimension finie sur Q,, pour tout 1 < j < r, soit il existe 1 < j < r
tel que la restriction de ¢ a X; est surjective. Dans le premier cas, o induit une surjection de
(kerv) N X; sur D; et donc une surjection de ker+) sur V7. On a donc une suite exacte

0 —— (kery)) NU ker i) ——= V" 0

et Im est un Espace Vectoriel de dimension finie sur Q,, s’'identifiant a U/((kerv) NU). Dans
le second cas, on dispose des suites exactes suivantes d’Espaces Vectoriels de dimension finie :

0 U X; —= V! 0,

0 X; w yr-1 0,

et, si ¢ induit une surjection de X; sur V! (et donc de W sur V1), la suite exacte

0 —— (kervy) N X ker ) ——= V't — =0

nous fournit une présentation de kert) qui est de dimension (r — 1, dimq, U) d’aprés la proposi-
tion 7.11. Ceci permet de conclure.

Proposition 7.13. — Soit W un Espace Vectoriel de dimension finie admettant une présenta-
tion de dimension (d,a).

(i) Si A est un espace vectoriel de dimension finie sur Q, et ¢ : W — A est un morphisme
surjectif d’FEspaces Vectoriels, alors ker est un FEspace Vectoriel de dimension finie admettant
une présentation de dimension (d,a — dimq, 4).

(i) Si ¢ : W — V! est un morphisme d’Espaces Vectoriels et si (Im)(C) n'est pas de
dimension finie sur Qp, alors ¢ est surjectif et ker1) est un Espace Vectoriel de dimension finie
admettant une présentation de dimension (d —1,a).
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Démonstration. — Dans le cas (i), on peut composer 1 avec une injection Q,-linéaire de A dans
C et considérer 1) comme un morphisme de W dans V' dont I'image est de dimension finie sur
Q. ce qui permet de traiter les cas (i) et (ii) simultanément. Soit

1% % Y \4

une présentation de W avec dimq, U — dimg, V' = a et soit J : Y — V! la composée de la
projection de Y sur W avec 1. D’aprés le lemme 7.12, ou bien Im 1; = Im ¢ n’est pas de dimension
finie sur Q,, (on est donc dans le cas (ii)) et alors ¥ (et donc 1) est surjective et ker est un
Espace Vectoriel de dimension finie admettant une présentation de dimension (d — 1,dimq, U),
ou bien A = Im@Z = Im1 est de dimension finie sur Q, et kerqz est un Espace Vectoriel de
dimension finie admettant une présentation de dimension (d,dimq, U — dimq, A). On conclut
en utilisant le lemme 7.3 et la suite exacte

0 \%4 ker {/; ker ¢ 0.

Lemme 7.14. — Soient W un Espace Vectoriel de dimension finie, r > 1 et v : W — V" un
morphisme d’Espaces Vectoriels.

(i) Alors ker 1y est un Espace Vectoriel de dimension finie.

(i) Si, de plus, 1 est surjective et W admet une présentation de dimension (d,a), alors ker
admet une présentation de dimension (d —r,a).

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur r, le cas r = 1 ayant été traité
au cours de la démonstration de la proposition 7.13. On peut écrire V"+! sous la forme V" @ V1.
Notons 1 : W — V" le composé de ¢ et de la projection de V'*! sur V". L’hypothése de
récurrence implique que kert) est de dimension finie et admet une présentation de dimension
(d —r,a) si 9 est surjective. D’autre part, le lemme du serpent nous fournit la suite exacte

0 — kert) — ker1) —— V! —— coker 1) — coker ) — 0,

ce qui permet de montrer, en utilisant la proposition 7.13, d’une part que ker v est de dimension

finie et d’autre part que, si ¢ (et donc aussi ) est surjective, alors ker ¢ a une présentation de
dimension (d —r,a) — (1,0) = (d — (r + 1), a).

Lemme 7.15. — Soient W un Espace Vectoriel de dimension finie, W' un Espace Vectoriel de
dimension finie admettant une présentation du type

0 U’ W v 0

et : W — W un morphisme d’Espaces Vectoriels.

(i) Alors ker 1 est un Espace Vectoriel de dimension finie.

(i) Si, de plus, ¢ est surjective, W admet une présentation de dimension (d,a) et ' =
dimq, U’, alors ker v admet une présentation de dimension (d —r,a —a’).

Démonstration. — Notons 1) : W — V" le composé de 1) et de la projection de W’ sur V. Le
lemme du serpent nous fournit la suite exacte

0 — ker1) — kery) —— U’ —— coker ¢) —— coker 1) — 0,
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ce qui permet de montrer, en utilisant le (i) de la proposition 7.13, d’une part que ker est de

dimension finie et d’autre part, si ¢ (et donc aussi 1) est surjective, que ker ) a une présentation
de dimension (d —r,a) — (0,d") = (d —r,a — d’).

Proposition 7.16. — Si ¢ : W — W est un morphisme d’Espaces Vectoriels de dimension
finie, alors

(i) ker¢p est un Espace Vectoriel de dimension finie.

(i) Si, de plus, ¢ est surjective et si W et W' admettent des présentations de dimensions
respectives (d,a) et (d',a’), alors ker ¢ admet une présentation de dimension (d —d',a — a’)

Démonstration. — Soit
1% [’ Y’ A\l
une présentation de W avec dimq, U’ —dimq, V' = a'. Soit Z = Y’ Xy W. On a un diagramme
commutatif
0 v’ 7 W 0
Rt
0 % Y’ W’ 0

et donc ker 1) = ker @Z Utilisant la suite exacte du haut du diagramme précédent et le lemme 7.3,
on montre que Z est un Espace Vectoriel de dimension finie admettant une présentation de
dimension (d, a+dimq, V') puis, utilisant le lemme 7.15, que lier 1 est de dimension finie et, si ¥
est surjective (ce qui implique v surjective), que ker 1) 2 ker 1) a une présentation de dimension
(d,a +dimq, V') — (d',dimq, U’) = (d — d',a — d’), ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire 7.17. — La dimension d’une présentation d’un Espace Vectoriel de dimension finie
ne dépend que de I’Espace Vectoriel et pas de la présentation.

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer la proposition précédente a 1 = id et deux présentations
différentes d’un méme espace vectoriel en remarquant qu’une présentation de I’Espace Vectoriel
0 est de dimension (0, 0).

Définition 7.18. — Si W est un Espace Vectoriel de dimension finie, on appelle dimension de
W la dimension de n’importe laquelle de ses présentations. Si dim W = (d, a), I'entier a est appelé
la dimension principale de W et 'entier relatif a est appelé la dimension résiduelle de W.

7.7. Le quotient de deux Espaces Vectoriels de dimension finie

Lemme 7.19. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de dimension finie (d,a) de V", alors il
existe J C {1,...,n} de cardinal d tel que la projection de W sur ®;csD; parallelement a
DjesD; est surjective; le noyau W N (@;¢;D;) de cette projection est alors un Espace Vectoriel
de dimension a sur Qp.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur d. Si d = 0, le résultat est évident.
Sid > 1, il existe j tel que I'image de la projection de W sur ID; ne soit pas de dimension finie sur
Q, (car sinon W serait de dimension finie sur Q) ; cette projection est alors surjective d’apres
le (ii) de la proposition 7.13 et on a une suite exacte

0 —— W N (Drr;Dx) W D; 0.
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Il suffit alors d’appliquer '’hypothése de récurrence & WN (®y;Dy) qui est de dimension (d—1,a)
d’aprés la proposition 7.16 (ou le (ii) de la proposition 7.13).

Corollaire 7.20. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de dimension finie (d,a) de V™, alors
V" /W est un Espace Vectoriel de dimension finie (n — d, —a).

Démonstration. — En reprenant les notations de la proposition précédente, on a la suite exacte
0——Wn (@ﬁﬂ%) — B D — vV /W —— 0,
ce qui permet de conclure.

Lemme 7.21. — Si W est un Espace Vectoriel de dimension finie (d,a) admettant un présen-
tation du type

0 U W & 0,

avec a = dimq, U et si W' est un sous-Espace Vectoriel de W de dimension (d',a’), alors W/ W'
est un Espace Vectoriel de dimension finie (d —d',a — a').

Soit U' = UNW’; ¢’est un Espace Vectoriel de dimension finie sur Q, et d’aprés le lemme 7.3,
le sous-Espace Vectoriel W /U’ de V¥ est de dimension (d’,a’ — dimgq, U’). D’autre part, on a la
suite exacte

0 U/U’ W/W — Ve /(W /U") —= 0

et le corollaire 7.20 allié au lemme 7.3 permet de montrer que W/W’ est un Espace Vectoriel de
dimension finie (d,0) — (d',a’ — dimq, U’) + (0,dimq, U/U’) = (d — d’,a — a’), ce qu'il fallait
démontrer.

Proposition 7.22. — Si W' C W sont deuzx Espaces Vectoriels de dimension finie, alors W' =
W/W' est un Espace Vectoriel de dimension finie et on a dim(W”) = dim(W) — dim(W’).

Démonstration. — Soit

Vv U Y \4
une présentation de W. On a donc dim(W) = dim(Y) — (0,dimqg, V). D’autre part, si Y’ =
Y xw W, on a la suite exacte 0 \% Y’ W’ 0 et le lemme 7.3 nous fournit

la formule dim(Y’) = dim(W’) 4 (0,dimq, V) et d’autre part, W/W" = Y/Y’, ce qui permet
d’utiliser le lemme précédent pour conclure.

Corollaire 7.23. — SiW est un Espace Vectoriel de dimension finie et st W1 et Wy sont deux
sous-Espaces Vectoriels de dimension finie de W, alors W1NWy et W1+Wy sont des sous-Espaces
Vectoriels de dimension finie de W et on a

dim(W1 N Wg) + dim(W1 + Wg) = dim(Wl) + dim(Wg).

Démonstration. — C’est un argument standard : Wi N'Ws est le noyau de ’application naturelle
de Wy dans W/Wj et est donc de dimension finie d’aprés les propositions 7.22 et 7.16 et W1 +W,
s’identifie au quotient de Wy @& Wy par W1 N Wy, ce qui permet d’utiliser la proposition 7.22
pour conclure.
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7.8. Les Espaces de Banach de dimension finie. — On peut en particulier voir un Espace
de Banach comme un Espace Vectoriel et donc parler d’Espace de Banach de dimension finie (une
présentation v — [U — Y — V9] d’un Espace de Banach de dimension finie est un diagramme
dans la catégorie des Espaces de Banach, i.e. les applications Y(A) — A% et Y(A) — W(A) sont
continues quelle que soit I’algébre sympathique A). Si ¢ : Wi — Wy est un morphisme d’Espaces
de Banach, alors ker v est encore un Espace de Banach mais pas forcément im ¢ : Il n’y a aucune
raison a priori pour que im ), soit fermé dans Wa(A). Par contre, si im 15 est fermé dans
Wso(A) pour toute algébre sympathique A, alors im v est un Espace de Banach qui s’identifie
a Wy /kervy d’apres le théoréme de I'image ouverte (cf. n® 2.2). La proposition suivante montre
donc que la catégorie des Espaces de Banach de dimension finie est aussi agréable que possible.

Proposition 7.24. — Si ¢ : Wy — Wy est un morphisme d’Espaces de Banach de dimension
finie, alors Im 1 est un Espace de Banach de dimension finie.

Démonstration. — On sait déja que Im 1 est un Espace Vectoriel de dimension finie; il suffit
donc de prouver que tout sous-Espace Vectoriel X de dimension finie d'un Espace de Banach de
dimension finie W est un Espace de Banach, c¢’est-a-dire X(A) est fermé dans W(A) quelle que
soit l’algébre sympathique A.

Soit

1% U Y 4

une présentation de W et soit X I'image réciproque de X dans Y. Pour montrer que X(A) est
fermé dans W(A), il suffit (cf. n® 2.2, V' est de dimension finie sur Q,,) de montrer que X(A) est
fermé dans Y(A). On peut donc, quitte & remplacer W par Y et X par X, supposer que W a une
présentation de la forme

0 U A 0.

Soit r la dimension principale de X. Il existe une partie I de {1,...,d} a r éléments telle que la
composée 17 de 1 et de la projection de V¢ sur V! induise une surjection de X sur V/. Le noyau
U’ de ¢y : X — V! est de dimension finie sur Q,. Si i € I, soit ¢; 'élément additif de X(C{X})
dont I'image par ¢ est (0,...,0,X,0,...,0), le X étant a la i-iéme place.

Soit (Ap)nen une suite d’éléments de X(A) ayant une limite A\ dans W(A). Ceci implique
que la suite de terme général 17(\,) tend vers 1r(A\) et donc qu’il existe k& € N tel que I'on
ait P7(\,) € (p7%0)! quel que soit n € N. Si n € N, il existe alors (7,)ier € T tel que
Vr(An) = (07 *2(7in))icr. Sii € I est fixé la suite de terme général z(7;,,) converge et, quitte a
extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite de terme général (7;,,) a une limite 7, € Ty
quel que soit ¢ € I.

Soient N =Y., i(7) et X, = >, o1 li(Tim) sin € N. Montrons que = X — X € U’ € X(A),

ce qui permettra de conclure car X' € >"._; Ly, (A) C X(A), d’out 'on déduit appartenance de A

a X(A), ce que 'on veut démontrer. <

Si s € Spec(A), 'application t — sot de SpecA(/q\X/}) dans Spec(m) est continue; il en
est donc de méme de Papplication 7 — s o sy o7 de Ty dans Spec(A/{\)_(/}) (cf. lemme 5.25) ;
on déduit alors de la propriété (T1) des Trucs la continuité de application 7 — s(¢;(7)) de Ty
dans W(C).
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Par construction, pu, = A, — \,, appartient & U’ et la discussion précédente montre que s(fy,)
tend vers s(u) quand n tend vers +00 quel que soit s € Spec(A). Comme s(uy,) € U’ et comme
U’ est complet car de dimension finie sur Qp, on a s(u) € U’ quel que soit s € Spec(A) ; il suffit
alors d’utiliser le lemme 7.2 pour conclure.

§ 8

Les Anneaux de périodes p-adiques

Ce § donne la construction des anneaux de Fontaine du point de vue Anneaux Topologiques
et leurs principales propriétés (les suites exactes fondamentales sont repoussées au § suivant);
les démonstrations sont standard ([6] et [7]) mais sont faites en détails.

8.1. Notations. — Soit K un corps de caractéristique 0, complet pour une valuation discréte,
de corps résiduel ki parfait de caractéristique p et soit mx une uniformisante de K. On suppose
que K est un sous-corps de C'; kg est donc un sous-corps de k¢.

Pour tout anneau R de caractéristique p et parfait (i.e. © — 2P est un isomorphisme de
R), on note W(R) l'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans R. Si a € R, on note
la] = (a,0,...,0,...) € W(R) son représentant de Teichmiiller; tout élément de W (R) s’écrit

alors de maniére unique sous la forme Z:{i% p"[an], out (an)nen est une suite d’éléments de R.

Soit Ky = W(kK)[%] ; c’est le sous-corps maximal non ramifié¢ de K et K est une extension
finie totalement ramifiée de K. Sie = [K : Ko] et P € Ko[X] est le polynéme minimal de mx sur
Ky, alors P est un polynome d’Eisenstein, i.e. est de la forme P(X) = X¢+a. 1 X ' +---+aq,
ol les a; sont des éléments de pOy, et ag € pOr, — p*Ok, ; on a alors Ok = Ok,[X]/(P).

8.2. L’Anneau R. — Soit a un élément de mg — pme de telle sorte que I’Anneau A/aA est un
anneau de caractéristique p, non nul. Si [b| < |a|, on a une application naturelle de A/aA sur A/bA

et donc aussi de la limite projective {gﬂ A/aA, (les applications de transition étant données
neN

par le frobenius x — zP) sur lim A/bA et cette application naturelle est un isomorphisme de
neN
maniére évidente, ce qui montre que la limite projective ci-dessus ne dépend pas du choix de

a € mg — pmg ; elle sera noté R, ce qui fait de R un Anneau de caractéristique p.

Si A est une algébre sympathique, un élément z € R(A) peut donc étre considéré comme une
suite (2n)nen d’éléments de A(A)/mrA(A) vérifiant z? | = x, pour tout n.

Notons simplement R l'anneau R(C'); il contient de maniére naturelle ko (et donc aussi
kx) : lapplication qui, & x € k¢ associe la suite (zp)neN, 00 =, est I'image dans O¢/pOc
de [2P""] € W(kc) C Oc, est un isomorphisme de ko sur un sous-anneau de R. Si A est une
algébre sympathique, 'anneau R(A) est un anneau parfait de caractéristique p; c’est aussi une
R-algeébre (et donc aussi une kg-algébre).

Soient A une algébre sympathique et © = (2, )nen € R(A). Pour tout n € N choisissons un
relévement @, de z,, dans Ox. Si m € N est fixé, la suite des (Z,1,)P converge dans & vers
un élément (™) indépendant du choix des relévements. L'application z — (x(m))meN est une
bijection de R(A) sur ’ensemble des suites d’éléments de @ vérifiant (z(™TD)P = 2™ pour tout
m. Nous utilisons cette bijection pour identifier R(A) & I’ensemble de ces suites. Alors, si x =
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() en et y = (Y™ men € R(A), on a x4+ y = 2z, avec 2™ = limy,,_, o0 (z(M+7) 4 y(mFn) )"
zy = (2™y™) pen.

On munit R(A) d’une norme || || en posant ||z||p = ||z(?)]|. Remarquons que si 2 et y sont deux
éléments de R(A), on a ||z — y||p < p~*
seulement si Hx(o — y(O)HA < p~t; on en déduit le fait que si n € N et si Hx(”) — y(")HA <p 1

si et seulement si xg —yo = 0 dans O /pO, et dong, si et

n

— —n P _an
alors ||z —yllg = |27~ —9? [ <p™.
Proposition 8.1. — L’Anneau R est un Anneau Topologique.

Démonstration. — Si s € Spec(A) et A € R(A), alors ||s(A)[|g < [|A|g de maniére évidente et donc,
si s et sp sont deux éléments de Spec(A) et A, Ao deux éléments de R(A), alors ||s(A) — so(Xo)||g <
sup(||A — Xollg, [[s(Ao) — s0(Xo)||g). Maintenant, si n € N, il existe, par définition de la topologie

de Spec(A), un ouvert U, de Spec(A) tel que, si s € U,, on ait Hs()\(()n)) - SO(A(()”))“A <p';on

a alors ||s(Xg) — s0(Ao)||[g < p7P". On en déduit la continuité de I'application (s,\) — s(\) de
Spec(A) x R(A) dans R.

D’autre part, il est clair que si x € R(A), alors [|z]|g = sup,cgpec(a) [15(2)[|g: ce qui permet de
montrer que I'application de R(A) dans les fonctions continues de Spec(A) dans R est injective
et termine la démonstration de la proposition.

Lemme 8.2. — Soient A une algebre sympatique et x = (™) ey € R(A). Si oo = (™), en
est un élément de R vérifiant ||a|lg = ||z||g, alors il eviste un unique élément y = (y™)men de
R(A) tel que Uon ait x = ay.

Démonstration. — Par hypothése, on a [|2(9|| < |a(?)]. Comme A est spectrale, cela implique (cf.
(i) du lemme 2.6) que, pour tout m € N, ||z(™)|| < |a™)], ou encore que y™) = 2™ /a(™) € 0.
Comme (y(m+1))p = (x(m+1)/a(m+1))p = x(m)/a(m) = y(m)7 onay = (y(m))mEN c R(A) et

T = ay.

8.3. L’Anneau Ay x. — Soit Ajpr = W(R) I’Anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans
R et soit Ajpr = Ajne(C). Comme R est parfait, Ajs est sans p-torsion et tout élément z de
A peut s’écrire de maniére unique sous la forme x = Z:ﬁ% P"[xn], o0 (Tp)neN est une suite
d’éléments de R. Le frobenius x — 2P sur R se reléve en un morphisme d’Anneaux ¢ : Ajpr — Ajpr

donné par la formule
+oo +00
o (Zp"[xn]> => p"[h).
n=0 n=0
Comme R est une kx-Algebre, Ay, est une Wi(kx) = Ok,-Algébre et on pose A g =

Ok R0y, Aint et Aing k= Aing xk (C). Si A est une algébre sympathique, comme R(A) est parfait,
Aint k (A) est sans m-torsion et tout élément de Ajye x (A) peut s’écrire de maniére unique sous

la forme x = 3% 7% [2,], ot les x,, sont des éléments de R(A).
L’application 6 : Ay (A) — Oy , définie par 6 ( :{i% T lz,]) = = Tr?(xg)), est un homo-

morphisme d’anneaux et on peut donc voir 6 : Aj,f x — A comme un morphisme d’Anneaux ;
on note Jx I'Idéal de Ay g noyau de 6 et I D Jx l'image réciproque de 1'ldéal principal mx A
de A. Si K = Ky, les Idéaux I et Jx sont notés simplement I et J respectivement; comme
d’habitude, I(C), J(C), Ix(C) et Jx(C) sont notés simplement I, J, Ix et Jx respectivement.
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Proposition 8.3. — (i) L’application x — x¢ de R dans A/mA est surjective et son noyau est
un Idéal principal dont un élément & de R est un générateur si et seulement si ||a||p = |TK|.

(ii) L’application 0 est surjective et Ji est un Idéal principal dont o € Jg est un générateur
si et seulement si la réduction @ de o modulo T vérifie ||a|lp = |TK|.

Démonstration. — La premiére application est surjective d’apreés le (iii) du lemme 2.15 et le reste
du (i) est une conséquence du lemme 8.2.

Comme Ain g (A) et Op sont séparés et complets pour la topologie 7x-adique, pour vérifier la
surjectivité de 6, il suffit de le faire modulo mx et il suffit d'utiliser la surjectivité dans le (i) pour
ce faire. Finalement, soit o € Jg dont la réduction @ modulo 7w vérifie |@||g = |7k |. Comme Op
est sans 7 -torsion et Ains i (A) est séparé et complet pour la topologie mg-adique, il suffit, pour
terminer la démonstration de ii), de montrer que, si = [xo|+ 7 [z1]+- - -+7k[zn]+- - € Ik (A),
alors il existe y € Aing k(A) tel que & — ay € T Aing, i (A). Mais, d’apres le (i), il existe § € R(A)
tel que xg = @7 et il suffit de prendre y = [g].

En particulier, si Tx est un élément de R vérifiant 7?}}(0) = Tk, alors wx = [Tx] — Tk est un

générateur de Jx et I est 'Idéal engendré, au choix, par 7x et [Tx| — 7k ou par 7 et [Tx]. Le
lemme 8.4 ci-dessous nous fournit un grand choix de générateurs de Jx et, dans le cas out K est
une extension finie de Q,, nous construirons au n°® 9.2 un générateur {x de Jx ayant de bonne
propriétés.

Lemme 8.4. — Si K # Ky, si P € Ko[X] est le polynome minimal de T sur Kg et si Tg € Ajns
vérifie 0(Ti) = Tk, alors T — T est un générateur de Jx et P(Tg) est un générateur de J.

Démonstration. — Soit e = [K : Ky|; par hypothése, on a e > 1. On peut écrire Tx de maniére
unique sous la forme [mg] + p[m] + -+, ou les m; sont des éléments de R. D’autre part, on
a par hypothése mx = 0(7g) = 77(()0) + pﬂgo) + --- et 'hypothése K # K se traduit par
I'inégalité vy (mr) < vp(p) [et par I'égalité ev,(mr) = vp(p)| et on déduit de I’égalité précédente
’Up(ﬂ'(()o)) = vp(7mg). Comme T — T € Jx par construction, il suffit alors d’utiliser le ii) de la
proposition 8.3 pour montrer que Tx — T est un générateur de Jx.

Maintenant, on a (P(7g)) = P(rx) = 0, ce qui montre que P(7) est un élément de Jg.
D’autre part, on a P(7g) = T + e 1 TR+ -+ 4+ ag ot les a; sont des éléments de pOp, ce
qui montre que I'image de P(7x) dans R est 7§ et est de valuation evg(ug) = vp(p); le (ii) de
la proposition 8.3 permet alors de montrer que P(7x) est un générateur de J, ce qui termine la
démonstration.

On munit Aj¢(A) de la topologie I (A)-adique. Si ]I;L(’k désigne I'ldéal de Ajnt i (A) engendré
par p" et @k, la topologie de Ay i (A) peut aussi s’obtenir en prenant les I[}l(’k (A) comme base
de voisinages de 0. On note I?{’k I'idéal H%k(C) de Ajpr k-

Lemme 8.5. — (i) L’application qui a x € Aing k- associe sa réduction T modulo Tk est continue.
(ii) L’application x — [x] de R dans Ak est continue.

Démonstration. — Si x € I, alors T est divisible par 7mx" et donc || Z||g < p~™; on en déduit le

(i).
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D’aprés les formules explicites donnant I’addition des vecteurs de Witt, il existe des polynomes
Qn € Z[X,Y] tels que l'on ait

etal -l = Yo Qule”" )]
n=0

et @, est divisible par Y puisque [z 4+ y| — [z] = 0 si y = 0 (on peut aussi montrer que @, est
homogéne de degré p”, mais cela ne nous servira pas). On en déduit le fait que si ||y||g < |Tx[P",
alors [z + y] — [z] € T%™, ce qui permet de démontrer le (i) et termine la démonstration du
lemme.

+oo

o8 T[] est un homéomorphisme de RN

Proposition 8.6. — (i) L’application (zp)neNn — >
sur Aing i -
(ii) Ainf ik est un Anneau Topologique.

Démonstration. — L’application (xy,)neNn — Z:{i%

d’applications continues [cf. (ii) du lemme 8.5]. Dans I’autre sens, on récupére les z,, a partir de
1

x grace a Palgorithme suivant : on a 2, = @, ol ag = = et ap11 = E(a” — [zn]). Comme d’autre

- [zy] est continue comme limite uniforme

part, Tgx € ]I’;;rl implique = € I%, on en déduit le fait (en utilisant de maniére répétée les (i)
et (i) du lemme 8.5) que l'application z — x,, est continue pour tout n € N, ce qui termine la
démonstration du (i).

Le (ii) quant a lui est une conséquence du (i) et du fait que R est un Objet Topologique

(prop. 8.1).

Corollaire 8.7. — Si A est une algébre sympathique si X\ € Ais i (A) et si sg € Spec(A), alors
quels que soient n,k € N, il existe un ouvert U de Spec(A) tel que U'on ait s(\) — sg(A) € TVF s
seU.

Démonstration. — C’est une simple traduction de la continuité de s — s(A).

Lemme 8.8. — Six € H%kH(A) et a € Aine x(A) sont tels que lon ait 0(a) = 7"0(x), alors
(7] = )~ @ = whea) € TE(A).

Démonstration. — Par hypotheése, il existe b, c € Ajpr x(A) tels que l'on ait z = 7b + ([7x] —
i) He et O(b) = 6(a), ce qui implique qu’il existe y € Ajur x (A) tel que 'on ait b = a+ ([7x] —

TK)y. On a donc ([7x] — 7x) "z — 7%a) = 7%y + ([7k] — 7K )¥e, ce qui permet de conclure.

Proposition 8.9. — Si A est une algébre spectrale connexe, les deuzx conditions suivantes sont
équivalentes pour un élément x de Ant i (A) :

(i) = € I (A),

(ii) s(z) € I;L(’k quel que soit s € Spec(A).

Démonstration. — L’implication (i)=-(ii) étant immeédiate, il n’y a que (ii)=-(i) a prouver, ce qui
se fait par récurrence sur k. Si k& = 1, la condition (ii) équivaut a l’appartenance de s(f(x)) a
Ty Oc quel que soit s € Spec(A), ce qui implique 0(x) € 7} Oy car A est une algébre spectrale
et, 'application 6 : Ai, k — A étant surjective, il existe a € Ainr i tel que 0(a) = 7."0(x) et
on peut écrire x sous la forme m-a + b, ot b est un élément de kerf et donc est divisible par
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[7k] — mk. On en déduit 'appartenance de = a H?(’l (A), ce qui termine la démonstration du cas
k=1.

Maintenant, si s(x) € I;l{’k quel que soit s € Spec(A), alors le raisonnement fait ci-dessus montre
que l'on peut écrire  sous la forme 7} a + ([Tx] — k)b avec a,b € Ajys i (A). Le lemme 8.8
permet alors de montrer que s(b) € I?(’k quel que soit s € Spec(A) et donc, utilisant I'hypothése
de récurrence, que b € ]I}L(’k (A) et finalement que x € ]I?(’Hl(A), ce qui permet de conclure.

8.4. L’Anneau B&LR. — L’application 0 s’étend de maniére évidente en un morphisme surjectif,
encore noté 0, de Ajn¢[1/p] (resp. Aint,ix[1/7k]) sur B dont le noyau est I’Idéal principal engendré
par P([mk]) (resp. [Tx] — mk) et qui sera encore noté J (resp. Jx ). Pour tout entier m > 0,
on pose By, = Ain[1/p]/IJ™ (resp. By x = Aintx[1/7k]/J%). On note BIR = l(igﬂB%m resp.

EIR, K= {iian k) le séparé complété de Aine[1/p] (resp. Aing x[1/7k]) pour la topologie J-adique
resp. Jx-adique). Les anneaux By, (C), By x(C), B1, (C) et B, C) seront notés simplement
( ) dR dR,K

B, Bk, B:{R et BZ{R 5 Tespectivement.

Comme J (resp. Jx) est un idéal principal, on dispose d’une valuation discréte vy sur ]B%érR
(resp. IBSIR, ) et, par construction, IB%IR (resp. IB%:;R i) est séparé et complet pour cette valuation.
En particulier, B:{R et BIR 5 sont des anneaux de valuation discrete de corps résiduels C'; ils
sont donc intégres. 7

Si A est une algébre sympathique, on munit B,,(A) (resp. By, x(A)) de la norme || ||, (resp.
| ||m, k) définie par le fait que 'on a ||z||,;, = 1 (resp. ||z||m x = 1) si et seulement si x est dans
I'image de Aing(A) — pAing(A) (resp. Aing,x (A) — T Aing, i (A)). On déduit de la proposition 8.9
la formule [\l = SuDsespeca) 5O i

On munit B (A) et BIR,K(A) de la topologie de la limite projective.

Soit (e;)ier une famille d’éléments de O dont les images dans Oy /mx Op forment une base
de O\/mg Oy sur k. On peut alors écrire tout élément x de A de maniére unique sous la
forme ), ; xie;, ol ()i est une famille d’éléments de K tendant vers 0 suivant le filtre des
complémentaires des parties finies. Si i € I, soit €; € Aiur i (A) tel que 'on ait 6(e;) = e; et soit
s:A— Ainf,K[%] I'application définie par s(}_,;.; wie;) = D oy xi€;. Ceci fait de s une section
continue K-linéaire de 6 et on a s(Oy) C Ajur, ik (A).

Soit v un générateur de Jx. Si x € B:{R,K(A)v soient (an(z))nen et (bn(z))nen les suites
d’éléments de IB%:{R (A) et A respectivement définies par récurrence par :

(i) ap(x) = =z,

(ii) bn(2) = O(an(2)) et any1(z) = L(an(z) — 5(ba())).

Lapplication = — 6,(z) = SR by X (resp. x — O,(z) = S b, X™) est un isomor-
phisme de Qp-espaces vectoriels topologiques de B:R’ x(A) (resp. By, x(A)) sur A[[X]] (resp.
A[X]/(X™)), 'isomorphisme inverse étant celui qui, a 3.1 b, X" (resp. 7" b, X™) associe

Fo0 5(bp)v™ (resp. Z,T;Ol s(bp)v™) ; ce n’est pas un morphisme d’anneaux (il existe des isomor-
phismes d’anneaux de B}y sur C[[X]], mais il n’en existe pas de continu).

Nous aurons & utiliser le résultat suivant qui est immédiat

Proposition 8.10. — Si F € Q,[[X]] etz € IB%IR’K(A), alors 0y (zF(v)) = 0,(2)F.
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Il résulte de la discussion précédente que B,,(A) et B,, x(A) sont des espaces de Banach
p-adiques.

Proposition 8.11. — Les Anneaux B,,, By, k, IB%:{R et IB%:;RK sont des Anneauzx Topologiques
(et méme des Anneaux de Banach dans le cas de By, et By, ).

Démonstration. — Les cas de IB%:{R et B:{R K Se déduisent de ceux de By, et B,, x et, d’autre part,
B,, est un cas particulier (K = Kj) de B, k. Si A est un élément de Ajns g (A)[1/7x] vérifiant
s(A) € Ji quel que soit s € Spec(A), le lemme 8.9 permet de montrer que A € J(A); on
en déduit 'injectivité de I'application naturelle de By, x(A) dans les fonctions de Spec(A) dans
Bon. k.

Finalement, si A\g = 7" 1o € Aing k (A)[1/7k] et si sg € Spec(A), alors, quel que soit n € N, il
existe un ouvert U de Spec(A) tel que 'on ait s(uo) — so(u0) € I "™ (A) d’aprés le corollaire 8.7.
Ceci implique que 'on a s(\) —so(A) € T Aing g (A) + TR (A) si A= Xg € TEAing, k (A) + IR (A) et
s € U ; on en déduit la continuité de 'application (s, A\) — s(\), ce qui termine la démonstration.

On dispose d'une inclusion naturelle de Ain¢[1/p] dans Aie i [1/7Kk] et cette inclusion induit
une inclusion de J™ dans J% pour tout m, ce qui nous fournit des applications naturelles de B,,
dans B,, x pour tout m et de IB%IR dans IB%IR K

Proposition 8.12. — Les applications naturelles de B, dans B, i et de IEB:;R dans IB%IRK sont
des isomorphismes d’Anneaux Topologiques.

Démonstration. — Le cas de IB%XR se déduit du cas de B,, par passage a la limite. D’autre part,
comme Ajyr est inclus dans Aju¢ i, 'application naturelle de B,,, dans B,, x est continue et comme
B, (A) et By, xk(A) sont des espaces de Banach p-adiques, il suffit, d’aprés le théoréme de 'image
ouverte, de vérifier que 'application naturelle est un isomorphisme, ce qui se fait par récurrence
sur m, le cas m = 1 étant évident puisque By et By g sont toutes les deux isomorphes a B.

Comme P est le polynome minimal de mx sur Kj, il n’a qu’un zéro simple en g et donc
o( P([rx])
NGRS _ ]
diagramme commutatif suivant :

) = P'(7k) est non nul et on peut faire la récurrence en utilisant le lemme des 5 et le

a—(P([7k]))™ -z

0 \A Bt1 B, 0
z—P' ()™ x l J/
0 Vl IB3771,—‘,—1,[(' - Bm,K —0

= ([Tr]—7r)™

La proposition 8.12 permet d’identifier IB%(J{R’ K et IB%(TR, ce que nous ferons désormais.

8.5. Les Anneaux Ap.x et B} .. — On note Ay le séparé complété pour la topologie p-
adique de la Sous-Ajp¢-Algebre de Ainf[%] engendrée par p~ 1l et B 1"Algébre Amax[%]. Comme
+
max

d’habitude, les anneaux Ap.x(C) et B

T ax(C) sont notés simplement Ap.y et B

respective-
ment.

Comme ¢ respecte I, on peut étendre 'action de ¢ par continuité & Apax.
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On note Apax k le séparé complété pour la topologie mx-adique de la Ajy¢ x-Algébre engendrée
par 7y T et BF I’Algébre Amax,K[%] et on pose Amax K (C) = Amax, i €t BmaxK(C) =

B+

max, K"

max, K

Si A est une algébre sympathique, on munit IB%max x(A) d’'une norme de K-espace vectoriel
| [lmax définie par le fait que ||z||max = 1 si et seulement si € Amax, K (A) — T Amax k (A).

D’aprés la proposition 8.3, I est I'Idéal de Ajn¢ g engendré par mg et [Tx] — 7 ou par mx et
[Tk ; on peut donc écrire (de maniére non unique) tout élément de Apax g (A) (resp. Bmax i (A))

sous la forme

+oo [7?\1/(} — 7K n +oo [7?[}] n

Zan <> ou an <> ,
n=0 K n=0 K

ol (apn)neN €t (bp)nen sont des suites d’éléments de Ains g (A) (resp. Ainf’K(A)[%D tendant mx-
adiquement vers 0 quand n tend vers +o0.

Remarque 8.13. — Si e = [K : Ky, on passe de 7% a p (resp. de 7 & p) par multiplication
par une unité de O (resp. de R) et on passe donc de (%)e a % par multiplication par un

élément inversible de Ayt . On en déduit les inclusions

Ox Sox, m C A m]} : (g K ® 05, Aint [WD

et I'isomorphisme
K ®k, Bf  ~BF

max max, K"

Par définition de la topologie de B ,, une série de la forme Y72 a,([Tx] — 7x)™, ot les a,,

212 1 + ot . . .
sont des ¢léments de Ajyf, K[;], converge dans B dREK = Big, ce qui nous fournit un morphisme

naturel (continu) de K ®x, Bmax = IB%jT'laX & dans B,
Proposition 8.14. — Le morphisme naturel de K ®p, B, dans IBSdRK = BdR est injectif.

Démonstration. — Si v = @7:”(, I’application 0, définie plus haut (cf. n° 8.4) induit un
isomorphisme de Aing g (A) sur Op[[rxX]] et de Aine g (A)[v] sur Op[[rgX]][X]. (Encore une
fois, il s’agit d’isomorphismes de @x-modules et pas d’isomorphismes d’anneaux!) Passant aux
séparés complétés pour la topologie mi-adique, on voit que 51; induit des isomorphismes de
Apax k(A) et IBBIlaXK(A) sur Op{X} et A{X} respectivement (en particulier, Byax r(A) est
isomorphe & A{X} en tant que K-espace vectoriel normé; c’est donc un espace de Banach p-
adique). Comme 6, induit un isomorphisme de B (A) sur A[[X]], pour conclure, il suffit alors
d’utiliser la commutativité du diagramme

B (A)—" ALX)

max, K

|,

Bl e (A) —> A[[X]]

La proposition 8.14 ci-dessus permet de considérer IB%:;aX = K ®k, B,

hax comme un sous-

anneau de IB%IR, ce que nous ferons désormais.
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Corollaire 8.15. — Si A € B (A), alors Nk /ko(A) € B (A) est nul si et seulement si

max, K max
A=0.

L, . .. N . -1 4 N
Démonstration. — On peut écrire A de maniére unique sous la forme > 7" 7} A;, ou les \; sont

des éléments de B;f, (A). Si 01, ...,0. sont les e plongements de K dans C' au-dessus de Ky, on

a Ng/k,(A) = H§:1(Zf:_é (74 )Ai) dans BJ (A). Si s € Spec(A) et si N, (A) = 0, comme

B est intégre, il existe j tel que I'on ait Zf;& oj(mt)s(A;) = 0 et comme I'application naturelle
de K% @, B

ax dans BZILR est injective, ceci implique s(\;) = 0 quel que soit 0 < i < e — 1.
Comme ceci est vrai pour tout s € Spec(A), on en déduit la nullité des A; puis celle de A, ce qui

permet de conclure.

Proposition 8.16. — BT

max, K est un Anneau de Banach.

t i (A) est un espace de Banach p-adique si A est une

algebre sympathique (cf. démonstration de la proposition 8.14) et aussi que Byax i (A) s’identifie

Démonstration. — On sait déja que B

4 un sous-anneau de IBSIR(A), ce qui permet de montrer l'injectivité de ’application naturelle de
Bax, k (A) dans 'ensemble des applications de Spec(A) dans Byax, k- Reste & vérifier la continuité
de (s,A) = s(A).

Soit \g € BF (A) et sp € Spec(A). 11 suffit de prouver que quel que soit n € N, il existe

max, K
U voisinage de so dans Spec(A) tel que l'on ait s(Ag) — so(Ao) € T Amax,k si s € U (car alors

on aura S(A) — s9(Ao) € TEAmaxk si s € U et X € X + T Amax k(A)). 11 existe r € N et
une suite (ax)gen d’éléments de Ajus i (A) tendant mx-adiquement vers 0 tels que I'on ait A\g =

Nk
;;O‘S Ty Qg (%) . Comme la suite (ag)ren tend mx-adiquement vers 0, il existe kg tel que

lon ait a € TF?(—i_rAinf’ Kk (A) si k > kg. D’autre part, comme Ajn¢ i est un Anneau Topologique,
si k € N, il existe Uy voisinage de so dans Spec(A) tel que l'on ait s(ay) — so(ax) € It (A). Soit
U= ﬂzoonk; c’est un voisinage de so dans Spec(A) et comme I%"(A) C 7" Aax, ik (A), on a
s(ak([:—il)k) — 50 (ak([ﬂﬂ—?)k) € W?{Jr”AmaX,K et donc s(Ag) — s0(Ao) € T-Amax, Kk, ce qui permet
de conclure.

8.6. L’Anneau B. — Soit B}, = B

Fax[t]. On étend le frobenius ¢ & B, en posant ¢(u) = pu

et on munit B} d'un opérateur N défini par N = f%. On a alors Ny = ppN.
Soit B;K =K Qg, By = BEaXK[u]. On étend N en un opérateur K-linéaire de IB%;,K et on

a la suite exacte évidente

N
— =B, —> B}, —0.

+
0 B st, K s

max, K

+

max, K

On peut étendre le morphisme naturel de B dans B en envoyant u sur log[p], ou log[p]

est 'élément de Jgr défini par

p

Proposition 8.17. — Le morphisme naturel de IB:t x dans IBSIRK décrit ci-dessus est injectif.
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Démonstration. — Si a € IB%;;K est dans le noyau; il en est de méme de Ng/k (a) € IB%;; et,
comme on a Ng/k,(a) = 0 si et seulement si a = 0 d’aprés le corollaire 8.15, on peut se ramener
au cas K = K.

Soient donc ag, ..., a, € B, (A) tels que 'on ait a,(log[p])™ + -+ + ag = 0. Soit v = Pl=p

max ~ P
de telle sorte que log[p] = log(1 + v). Appliquant 6, a Iidentité a,(log[p])™ + -+ 4+ ag = 0, et
utilisant la proposition 8.10 et le fait que 6, induit un isomorphisme de B}, (A) sur A{X}, on
obtient

0 = By (an(og[p)™ + - - - 4 ag) = bn(X)(og(1 + X))" + - - + bo(X),

ou by, . .., b, sont des éléments de A{X}. Si s € Spec(A), on doit alors avoir s(bp)(z) = 0siz—1
est une racine de 'unité d’ordre une puissance de p, ce qui implique s(by) = 0 car un élément
non nul de C{X} n’a qu’un nombre fini de zéros sur O¢ ; une récurrence immeédiate permet de
montrer que s(b;) = 0 quels que soient i < n et s € Spec(A) et finalement, A étant une algébre
spectrale, que b; = 0 si 7 < n; on en déduit la nullité des a;, ce qui permet de conclure.

it P + OUS + !
La proposition 8.17 permet de considérer B  comme un sous-anneau de B3y, ce que nous
ferons dorénavant.

§9

Construction d’Espaces de Banach de dimension finie

Ce § tourne autour de la démonstration des suites exactes fondamentales. Chemin faisant, on
exhibe un certain nombre d’Espaces Vectoriels Topologiques de dimension finie non triviaux dont
on calcule les dimensions. (Jusque-1a, la théorie aurait trés bien pu étre vide et on aurait fort
bien n’avoir fait que vérifier, de maniére assez détournée, que C est un corps et que la catégorie
des C-espaces vectoriels de dimension finie posséde de bonne propriétés!) Les démonstrations
sont assez techniques mais parfaitement standard ([7], [4]). Comme on se place dans un cadre
un peu plus général que d’habitude, le role joué usuellement par 'analogue p-adique t de 2im est
ici joué par la période tg d’un groupe de Lubin-Tate (le lecteur n’aura aucun mal & reconnaitre
la trace de la théorie de Lubin-Tate dans la construction de tg).

Dans ce §, le corps K du § précédent est supposé étre une extension finie de Q,, et sera noté F
pour des raisons psychologiques (le corps F est censé jouer le role de corps des coefficients pour
les représentations p-adiques, alors que le corps K est le corps de définition : un des buts étant
I'étude des E-représentations continues du groupe ¥ ).

Soit donc E une extension finie de Q,, de corps résiduel kg. On note Eg = W (k E)[%] I'extension
maximale non ramifiée de Q,, contenue dans E. On note ¢ = ¢g le cardinal de kg et, si f = [Ep :
Q,l,onagqg= p!. On fixe 7 = 75 une uniformisante de E.

9.1. Action du groupe de Weil. — Soit pr I’endomorphisme « élévation a la puissance g »
de R. Par fonctorialité des vecteurs de Witt, le Frobenius ¢g s’étend en un endomorphisme de
I’Anneau Aj,¢ g. De maniere explicite, on a

“+oo +oo
op(d_ mhlea) = ) whlad]
n=0 n=0
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si les x,, sont des éléments de R(A) et A est une algébre sympathique. On peut aussi décrire g
comme ’endomorphisme id ® gof de Aint g = Ok ® 0, Ain¢. Bien évidemment, si F = Q, alors
Aint,. B = Ainr €t pp = ¢.

Lemme 9.1. — (i) R¥#=1 = k.
(ii) ALES = O

mn

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immédiate du (i). Si A est une algébre sympathique
et z = (), ey € R(A) vérifie pp(z) = 29 = z, on a ()7 = (") et la connexité des algebres
sympathiques assure que 2" est le représentant de Teichmiiller dans W(kg) C C d’'un élément
de kg, ce qui permet de conclure.

Comme @p respecte I, on peut étendre 'action de pg par continuité & Apax g et IB%IlaX p et

on a
Proposition 9.2. — (Apax,p)?5~ = O et (Bf  .)¢e=! = E.
Démonstration. — Soient A une algébre sympathique et z € Apax p(A) fixé par pp. Ecrivons

— I\
x sous la forme Z:ﬁ% b, (%) , oit (by)nen est une suite d’éléments de Ajy¢ p(A) tendant

mr-adiquement vers 0 quand n tend vers +oco0. On a aussi

+o0 (b 7?/ qkn
7= ghr) = 3 ehnmy " (Eﬂ)
n=0

et donc = — ¢¥(by) € W%Ic_lAma&E(A). On en déduit le fait que = est la limite de la suite de
terme général gp’ﬁ;(bo) qui est une suite d’éléments de Ajur p(A) et comme Ajn¢ p(A) est fermé
dans Apax, g(A), on a x € Ajpr g(A) et il suffit d’utiliser le (ii) du lemme 9.1 pour conclure.

Soit Wq, C Gal(Q,/Qp) le groupe de Weil de Q,. Tout élément w de Wq, agit par une
puissance entiére @dea(®)

Q,. L’application w — deg(w) donne naissance & la suite exacte de groupes

du Frobenius sur F), ou sur extension non ramifi¢e maximale Q)" de

0 deg
0—>Wg —=Wq, —>Z—=0,

ol WOQP est le sous-groupe d’inertie de Gal(Qp /Qp)-
Soit Wap I'ensemble des w € Wq, vérifiant deg(w) > 0. On dispose d’une action de Wap sur

Q, ®qur B}, donnée par la formule
w(a® z) = w(a) ® ¢ (2),

siw € W+p, a € Qp et z € B, .. On récupére B a partir de Qp Qqyr B} .. en prenant les
points fixes sous 'action de WOQP.

Soit Hg = Hom(E,Qp). Sioc € Hg et x € E, on note % I'image de x sous l'action de o et £
le sous-corps de Q,, image de E par 0. Si o € Hp, il existe un (unique) entier i(o) € {0,..., f—1}

tel que la restriction de o & Ej soit goi("). L’application

0: O ¢y, Aint = Obc @0y, Aint



66 PIERRE COLMEZ

qui, & e ® x, associe €7 ® wi(g)(a:) est un morphisme d’Anneaux. Ce morphisme s’étend par

continuité en un morphisme o de BLIX’ p dans IB%Itla)g Fo-
Si w € Wq,, l'application 0 — w(0) = w o o est une bijection de Hg dans Hg. Comme
les IB%I;&X’ po pour o € Hg sont des sous-anneaux de Qp Qqpr B} .., on peut faire agir Wap sur

chacun d’eux et, si w € W+p, si 0 € Hg et si n(o,w) et r(o,w) sont les entiers déterminés par
deg(w) +i(o) = f-n(o,w) + r(o,w) avec 0 < r(o,w) < f— 1, on a i(w(o)) = r(o,w) et

o o w(o) .
w(z?) = @TEL( w) (1:“’(0)) = ((p%( w) (:U)) six € IB%:;aX’E.
9.2. Les éléments {r et wp. — Si A est une algébre sympathique, soit Rg(A) 'ensemble

des suites (z(™),en d’éléments de Oy vérifiant (z(m*+1)? = 2™ Lapplication qui a z =
() pen € R(A) associe (x(/™),,cn est une bijection de R(A) sur Rg(A) et Rp est un Anneau
naturellement isomorphe & R ; nous ne l'introduisons que pour unifier les notations dans ce qui
suit.

Soit Pp(X) = X7+ XS, ou S € Op[X] est de degré < ¢ — 2 et vérifie S(0) = 1; en
particulier, Qg = X 'Pr = X97! 4 7S est un polynoéme d’Eisenstein. Si n > 1, soit Pgb] le
polynéme Pg o --- o Pg obtenu en composant n fois le polynéme Pg.

Lemme 9.3. — Si A est une algébre sympathique et v = (xy)neNn € Re(A), il existe un (unique)
élément {x}p de Aing,p(A) ayant pour image x modulo 7 et vérifiant la formule pp({z}E) =
Pp({z}Eg). De plus, si (vn)nen est une suite d’éléments de Oy telle que, si n € N, alors la
réduction de v, modulo wg est égale a x,, alors lim, sz} (vn) =0({z}E).

Démonstration. — Soit  un relévement quelconque de z dans Ajy¢ g(A). L’ensemble des re-
levements de x est alors T + mpAine g(A) et Pp étant congru a X9 modulo 7g, I'application
x — Pgo ngl (x) laisse T + mpAins g(A) globalement invariant.

D’autre part, si o et y sont deux éléments de Ajys,p(A) tels que 2 = y, modulo ﬂ'%, alors
Pg(x) = Pg(y) modulo ™
qui est complet pour la topologie mg-adique; elle y posséde donc un unique point fixe {z} g qui
répond & la question.

ce qui prouve que Pgo @El est une contraction de 7 + WEAing(A)

Finalement, soit (v,)nen est une suite d’éléments de Oy telle que, si n € N, alors la réduction
de v, modulo 7g est égale & x,. On peut prendre [z] comme relévement de z dans Ajns g(A)
et comme Pp o gogl est une contraction de [zx] + TgAins,p(A) et 0 et cpgl sont des morphismes
d’anneaux, on obtient

o((ate) =0 (tim_ (oo o) (o)) =0 (P (o5 (aD))

+ n—-+00

— lim P (6 (¢5"(2])))

n——4o00

= lim Pgl] (x("))

n——+oo

et comme (™ — v, € T, par hypothése, on a sz] (z() — Pj[sn] (vp) € W%Jrlﬁ/\, ce qui permet
de conclure.

Remarque 9.4. — Si E=Q,, simtg =petsi Pp(X)=(X+1)?—1,alors {z}p =[x +1] -1
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Soient wuy une racine du polynéme Qg et soit (u,)n,en une suite d’éléments de ¢ véri-

fiant Pgp(un4+1) = up si n € Nj on a en particulier vy(u,) = (l; (l)q) Si n € N notons
Uy la réduction de u, modulo 7g, ce qui fait de u = (Up)nen un élément de Rp vérifiant
=1 n _ vp(TE)
vr(w) = limy, 400 ¢"vp(up) = e
Sin € N, soit wg, = ¢ "({u}g) et posons wp = wp o et &g = Zf:? =Qp(wg1).
Remarque 9.5. — Soit ¢ = (1,e1,...,&p,...) avec 1 # 1 et b €n; c’est de maniére

+1
naturelle, un élément de R. Si E = Q,, si g = p et si Pg(X) = (X + — 1, on peut prendre
p 1

0%
un:&?n—letonaalorsw:pr:[e]—letgzgqp:1+[gp]+ P ]

Sin € N U {+oc}, soit JI” 'ldéal de A p défini par Ji) = (V5 (Jg). En particulier,
,]][0] = Jg et si A est une algebre sympathique et n € N U {+oc0}, on a

TE(A) = {2 € Aune,p(A) | 0(@(x)) =0 pour tout i < n}.

Proposition 9.6. — (i) Sin € N, alors Jgg] est un Idéal principal dont ﬁ est un généra-
teur; en particulier, g est un générateur de Jg.
(ii) JH =l et un Idéal principal dont wg est un générateur.

Démonstration. — Commengons par remarquer que §(wg 1) = limy, 400 Pgl] (upn) = ug d’apres
le lemme 9.3 et donc 6({g) = G(QE(wE 1)) = Qg(up) = 0, ce qui montre que £g est bien un
élément de Jg. D’autre part, si { r € RE est la réduction modulo g de £, on a § g =ul" Let
donc vr(€p) = vp(mE), ce qui montre que £g est un générateur de Jp d’aprés la proposition 8.3.

Démontrons alors le (i) par récurrence sur n. On vient juste de traiter le cas n = 0. Comme
JE;H] est contenu dans J n ] siz e Jp 1] (A), il existe grace a 'hypothése de récurrence, x,, €

[n] n]
Aing,p(A) tel que z = *E-xy, et donc pi(z) = MQOE(.%n) et comme 9(%) est la dérivée

en X = 0 du polynéme sz I'et est non nulle puisqu’égale a 7}, cela implique ¢}, (z,) € ker =

EElAinf’ g(A). Comme ¢ est bijectif sur Ajn¢ g, on peut écrire ¢'h(xy,) sous la forme % (z,) =

wWE n ] — L{JE
o ¢k (n41) et on obtient x = =

~Tni1, Ce qui permet de terminer la démonstration du (i).

]

Passons au (ii). On a wpAint g C J [+ et on cherche & montrer que cette inclusion est une

surjection et comme wrAiyr g et J sont complets et séparés pour la topologie wg-adique (car
fermés dans Aine g qui Uest), il suffit de le vérifier modulo 7g. Or on a Jj ool _ = Npe N.,]]Eg} et si

x € .,]]E;foo] (A) et T € Rg(A) désigne la réduction de = modulo g,

s - (35) 22 () - (- )

On en déduit, en passant a la limite, I'inégalité vg(T) > vr(WE) et, utilisant le lemme 8.2, le fait
qu’il existe 7 € Rg(A) tel que l'on ait T = Wgy. Soit z = x — wg[y]. D’aprés ce qui précéde, on

aze J[ "] NTrlAys = WEJ[E} pour tout n et donc z € WEJH o]

ce qui permet de conclure.

Remarque 9.7. — On a H(wal)q_l = —WES(U()) € ﬂEﬁ’o et donc w%_ll € Ig. Comme &g €

Jg C Ig, on en déduit 'appartenance de wE =& oJE 1 a I%. En particulier, si ¢ = 2, alors
WE € I2E'



68 PIERRE COLMEZ

9.3. L’élément tg. — Si k > 1, soit £4(k) le plus grand entier ¢ vérifiant ¢ < k.

Lemme 9.8. — La suite de terme général WE"P][;} converge dans E[[X]] vers une limite
Fr(X) =X+ 325 e XF avec vy(er) = —Ly(k)vy(ng) et on a Fgo Pg = mpFg.

Démonstration. — Posons P[n] (X) = ;“xi en kX" et montrons par récurrence sur n que l'on

a vplenr) = (n — Eq(k‘))vp(wE) quels que soient k,n > 1. Le résultat est immédiat pour n = 1.
D’autre part, on a

+oo k
P = 3 e (mpXS + X7 ZZ( ) ol X7+ =g
k=1 k=1 j=0

et il suffit de vérifier que 'on a j+n —lg(k) >2n+1—Ly(j +q(k—j))sik>1et 0 < j < k.
Utilisant la croissance de ¢, et la formule £,(q"s) = r+£,4(s), on se raméne & démontrer I'inégalité
@G+ (k—37)q) = gk qui est équivalente a (¢/ — 1)k > (¢7 — ¢?~1)j et cette derniére inégalité est
une évidence puisque j est un entier compris entre 0 et k.

En particulier, comme /,4(k) < k, on a Pg] € M Og[[= 1] et

_ _ X
ap PO pltll _ ponpltl _ (D R(PIY € o loy sl

car R = Pg — wgX est de valuation > 2 en X. On en tire la convergence de la suite WE”P][; ]

dans E[[X]] et I'inégalité v,(ex) > —£4(k)vy(mE) suit de I'inégalité vy (m5"en i) = —Ly(k)vp(TE).

Finalement,

(1) plnt1]

FrpoPr= lim FEnP[]OPE—ﬂ'E lim g, =ngFE.

n—+400 n—-4o0o

Remarque 9.9. — Si E =Q,, mg =pet Pp(X) = (X +1)? —1, alors Fg(X) = log(1 + X).

Proposition 9.10. — Soit tg = Fg(wg).

(i) tg est un élément de Amax g vérifiant pp(tgp) = Tptp et wEltE est une unité de Apax E ;
en particulier vy (tp) = 1.

(ii) JLT;;E ={z € BmaX’E | 0(¢’h(x)) = 0 Vn € N} est I'ldéal principal de B;ﬁaX’E engendré
partg.

Démonstration. — On a w, Yp=1+ Zk QekwE et e € 7TE€ alk )_lﬁE. Si g # 2 (resp. si ¢ = 2),
on a ly(k) < k—2 (resp. £y(k) < k—1)sik > 2 et I'appartenance de wg & Jg (resp. a 1%, cf.
remarque 9.7) entraine wgltE € 1 + mgAnax,e- On en déduit le fait que wgltE est une unité
de Apax,r et donc que tp appartient & Apax p. Finalement, on a ¢p(tp) = ¢p(Fp(wg)) =

Fr(vg(wg)) = Fe(Pe(wg)) = neFrg(wg) = mpte, ce qui termine la démonstration du (i).
[+00]

Passons au (ii). Compte tenu du (i), il suffit de démontrer que wg est un générateur de J, . 5.

[+o0]

max. g (A\) 3 en particulier, x est tué par 6 et il

Soit donc A une algébre sympathique et soit x € J
s’écrit donc sous la forme
-« e\ e (I AN
T = ap, [ =— ) === an | = ,
Ye() =5 ()

ol (an)neN est une suite d’éléments de Ajyf, E(A)[%] tendant mg-adiquement vers 0 quand n
tend vers +oo.
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Sin > 1, soit Q,(X) = %; c’est un polynéme & coefficients entiers; posons Qg = 0.
On a <pE(7r51§E) = ﬂngE(wE) =1+ wpA(wg) et un petit calcul montre que 1'on peut écrire
¢i(r) sous la forme pp (T, ¢R) ((Z:g ¢p(an)) + wppr(y)), ot on a posé

y = Alwp,) (f o <QE<°W - 1>)

s
n=1 E

+

et la série converge dans IB%maX’ )

(A) car qu_ll € Ig d’aprés la remarque 9.7, ce qui fait que

%EE’I) — 1 appartient & Apax 5.
Par hypothése, on a 0(¢k (z)) = 0 quel que soit k € N et comme (%' (wg)) = 0si k > 1,
cela implique que 6 (cple ( ;rg an)) = 0 quel que soit £ > 1. D’aprés le (ii) de la prop. 9.6, cela

—+00
n=1

implique qu’il existe b € AinﬂE(A)[%] tel que l'on ait ppg ( an) = wgb et on obtient

x =05 (soE <f;’z> (wib + wEsoE(w)) _ Spvm1 (y+ 95 (b)) = ‘;’f (y+ 95 (1),

TE

ce qui permet de conclure.

9.4. L’Espace Vectoriel U. — Dans ce n° , on se place dansle cas £ = Q, et 1g = p. Si A est
une algébre sympathique, soit R(A)** I'ensemble des éléments de R(A) vérifiant ||z — 1]|p < 1;
c’est un sous-groupe de R(A)*.

Lemme 9.11. — Six € R(A)**, la série 315 #([x] —1)" converge dans B, (A) vers un
élément noté log[x]. De plus, * — log|x] est un morphisme de groupes de R(A)** dans B, . (A)

et on a p(log[x]) = plog[z] si x € R(A)**.

Démonstration. — Si ||z — 1| < 1, il existe r € N tel que l'on ait [|(z — 1)"||g < p~!. On a alors
([x] = 1)" € I(A) et, si on écrit la série définissant log[z] sous la forme

- e O R A A
Z([x] -1 (Z kr+1 ( P )

i=1 k=0

1 kr+i—1_k
()kTP tend vers 0 dans

Qp, on en déduit la convergence de la série définissant log[z| dans B, (A). Le reste de la

max
proposition suit des propriétés habituelles de la série entiére Z:{i‘i ~——T" et de la continuité

et qu’on utilise le fait que, si i est fixé, la suite de terme général

(=p~—*
n
du morphisme de groupes x — [z] de R(A)** dans Aj¢(A)*. Finalement, on a ¢(loglz]) =
log(ip([2])) = log[2?] = plog[z].
Notons U I’'Espace de Banach (B, )?~" et posons U = U(C). Cet espace de Banach p-adique
contient ’élément ¢t = log[e] d’aprés le lemme 9.11 et cet élément est un générateur de JH;;]
d’aprés la proposition 9.10 et les remarques 9.4, 9.5 et 9.9.

Proposition 9.12. — U est un Espace Vectoriel de dimension (1,1) dont une présentation est
fournie par la suite exacte

0—>Q,t U 0.
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Démonstration. — Si z € R(A)**, on a 0(log[z]) = logz(®) ; en particulier A(t) = log1l = 0 et
Q, - t est inclus dans UNkerd. Si x € U(A) est tué par 0, alors ¢*(z) = p*x est tué par  quel
que soit k € N. D’aprés la proposition 9.10, cela implique que z est divisible par ¢ dans B;f, (A)
et donc, comme (t) = pt, que = peut s’écrire sous la forme t-y avec y € (B}, (A))?=1 = Q, [cf.
prop. 9.2].

Il ne reste donc plus qu’a établir la surjectivité de 6 pour terminer la démonstration de la
proposition. Soit A € A. Si n € N est tel que p"\ € p20y, alors P € 1 + pO) C O3* et, A
étant p-close, il existe z = (2(™),,en € R(A)** vérifiant 2(9) = eP"*. On a alors log[z] € U(A)
et O(log[z]) = logz(®) = p"\, ce qui, compte tenu de la Q-linéarité de 6, permet de conclure.

Remarque 9.13. — Nous montrerons au n° 10.4 que U est l’extension universelle de V! par
Q,, ce qui justifiera a posteriori les techniques employées dans le n°® ci-dessous.

9.5. L’Espace Vectoriel Ug ;. — Si s € N, notons Ug s le sous-Espace Vectoriel de IB%IflaXE
défini par Ug 4(A) = {z € B$3X7E(A) | pr(r) =nha}.

Lemme 9.14. — Siy € Ugs(A) vérifie 0(y) =0, alors y peut s’écrire de maniére unique sous
la forme y =tgx avec x € Ugs_1(A).

Démonstration. — L’existence de x résulte du (ii) de la proposition 9.10 et son unicité est une

conséquence du fait que tg n’est pas un diviseur de 0 dans IB%;;aX g(A).

Proposition 9.15. — Ugg = FE.
Démonstration. — C’est une simple reformulation de la proposition 9.2.

Lemme 9.16. — (B E)‘PE:pf est un Espace Vectoriel de dimension (dg,dg) dont une pré-

sentation est fournie par la suite exacte

Op

0—FE-t— (Bf

—pf
max,E)@E P

vHe 0,

ot Hp = Hom(E, C) et O : B

max,

1 — VHE est Uapplication qui a x associe (0(0(z)))rer,-

Démonstration. — Si z € (B E)WE:pf, soit T(z) = >, cn, p~ @z, Siw e W ,ona

w(T(@) = Y p 2" = T(a)
oceHg

car 0 — w(o) est une bijection de Hp et i(w(o)) = i(o) puisque degw = 0. On en déduit
I'appartenance de T(z) a B . Maintenant, si degw = 1, alors

f—2
w(T(x) =Y p" Y a4l > (pp(@)*.
=0 i(o)=i i(o)=f—1

Or on a i(w(0)) = i(o) +1sii(o) < f—2eti(w(o)) =0sii(o) = f—1et pp(z) =px
par hypothése. On en déduit la formule w(T(x)) = pT(z) si degw = 1, ce qui implique que
T(x) € U. Ceci permet de définir un morphisme d’Espaces Vectoriels

ag - (IBI—;aX,E

)7e=r = Bog, U
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grace a la formule ag(x) = fffl e;@T(efx), ol er,...,eq, est une base quelconque de E sur Q,,
et e],..., ey estlabase de E duale de ey, ..., eq, pour la forme bilinéaire (z,y) — Trg/q, (zy).
Ce morphisme est un isomorphisme ; I'isomorphisme réciproque g étant défini par fr(e ® x) =
ex. Comme U est un Espace Vectoriel de dimension (1, 1), on en déduit le fait que (IB%E&X E)“"E:pf
est un Espace Vectoriel de dimension finie et que sa dimension est égale a (dg, dg). 7

Maintenant, on a E -t C ker O de maniére évidente et réciproquement, si x € kerOpg
et e € E, alors §(o(ex)) = o(e)f(o(z)) = 0 quel que soit ¢ € Hg ce qui implique que, si
ag(r) = Effl u; ® e, alors O(u;) = 0 et donc u; € Qp -t quel que soit i. On en déduit
I'appartenance de ag(z) & E® (Qp - t) et celle de z & F-t. On a donc démontré kerOp = E - t;
en particulier, ker ©p est un Espace Vectoriel de dimension (dg,0) et coker O est un Espace
Vectoriel de dimension

dim(B  )?2=" —dim E — dim VY& = (dg, dg) — (0,dg) — (dg, 0) = (0,0);

max,F

on en déduit la surjectivité de ©f, ce qui permet de conclure.

Choisissons des uniformisantes m, de FE telle que 7g HGGHEfid 7, = p! et soit t, Pélément de

+ . 51 : . o
B ax go correspondant a I'uniformisante o(my) de E°.

Lemme 9.17. — Il existe u € E tel que 'on ait
te [[ t7 =ut
O’GHE—id
—1
oc€Hg tg
Op(v) =0 et pg(v) = [l en, o Yo (my))v = plv, ce qui permet d’utiliser le lemme précédent
pour conclure.

Démonstration. — Posons tg = tig et v = [] . Comme o(v) est divisible par ¢,, on a

Lemme 9.18. — SiT # o, alors 0(t7° ') # 0.

Démonstration. — Par construction, t7° ' est un élément de Bgax’ g vérifiant oF (o) =
T(?To-)tgo—71 et, si G(t;"fl) = 0, la proposition 9.10 permet de montrer que t;“i1 est divisible dans
IB%:I'laX g+ par tr. Utilisant le lemme 9.17, on en déduit la divisibilité de ¢ par t2 dans IB%:;aX B
qui est en contradiction avec la formule v (t) = v (t;) =1 (cf. (i) de la proposition 9.16). On

ce

en déduit le résultat.

Proposition 9.19. — Ug est un Espace Vectoriel de dimension (1,dg) dont une présentation
est fournie par la suite exacte

0—=E-tp —>Upy ——> V! —0.

Démonstration. — D’aprés le lemme 9.19, P'application O, : (BIlaX E)“’E:pf — VHe—{d} qui

a z associe ((0(x)))scHy—id st surjective et son noyau est un Espace Vectoriel de dimension

(1,dg).
Siz € ker ©, alors o(z) € Jgaoo] quel que soit o € Hg —id donc o(z) est divisible par ¢, dans

IBS:;aX go quel que soit 0 € Hg —id et une récurrence immeédiate (en numérotant les éléments de

Hp — {id}) utilisant le lemme 9.18 montre que z est divisible par s =[]
Bt

max, "’
on obtient y € Ug ;. On a donc établi I'inclusion ker ©% C s-Ug; et 'inclusion inverse étant

-1
(o)
seHp—id t?  dans dans

On peut donc écrire z sous la forme s -y et, si on compare Paction de ¢f des deux cotés,
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immédiate, on en déduit le fait que Ug ; est un Espace Vectoriel de dimension (1,dg). Comme
d’autre part, le noyau de la restriction de 6 : Ug; — V! est Ugote d’apres le lemme 9.14 et
donc égal a E - tp d’aprés la proposition 9.15, la dimension du conoyau de ¢ : Ug; — V! est
(0,0) et @ est surjective. Ceci permet de conclure.

Proposition 9.20. — Si ug € [UEJ(C) est un relevement de 1, on a la suite exacte sutvante
d’Espaces Vectoriels

r—(uy tp)w (m,y)—)th—ufE_ly

0 E Ugs—1®Uga Ug,s 0.

Démonstration. — Un couple (z,y) est dans le noyau de I'application de Ug1(A) @ Ug s—1(A)
dans Ug s(A) si et seulement si u3; 'y = —tpz. Mais alors y est un élément de Ug1(A) vérifiant
6(y) = 0 et donc de la forme tga avec a € Ug o(A) d’aprés le lemme 9.14 et comme ¢ n’est pas un
diviseur de 0, on a alors x = fusEfla, ce qui permet de vérifier 'exactitude au milieu. Finalement,
soit z € Ug s(A). D’apres la proposition 9.19, il existe y € Ug1(A) vérifiant 6(y) = 6(z). Soit
2 =z —ui ly; clest un élément de Up 4(A) vérifiant 6(z') = 0. On peut donc écrire 2’ sous la
forme 2z’ = tpx avec © € Ugs_1(A) et z sous la forme z = tpx + usEfly avec € Ugs_1(A) et
y € Ug 1(A), ce qui prouve I'exactitude a droite et termine la démonstration.

Corollaire 9.21. — Ug s est un Espace Vectoriel de dimension (s,dg).

Démonstration. — D’aprés la proposition 9.19, Ug 1 est de dimension (1,dg) et une récurrence
immeédiate utilisant la suite exacte ci-dessus montre que Ug ¢ est un Espace Vectoriel de dimension
(s,dg) comme quotient d’un Espace Vectoriel de dimension (s — 1,dg) + (1,dg) par un Espace
Vectoriel de dimension (0, dg).

9.6. L’Espace Vectoriel B,,,. — Dans ce n° , nous étudions I’Algébre B,,, introduite au n° 8.4
en tant qu'Espace Vectoriel Topologique.

Proposition 9.22. — Le morphisme naturel de IB%I:aX g dans BIR induit la suite exacte sutvante
d’Espaces Vectoriels Topologiques

T—tL T




ESPACES DE BANACH DE DIMENSION FINIE 73

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur s, le cas s = 1 correspondant a
la proposition 9.19. On dispose du diagramme commutatif

0 0
x%t%ﬁlz
0 E UE,S—]. Bs—1 0
r—tpx r—tpx
T—tLT
0 E.s B, 0
\%% %%
0 0

dans lequel la premiére ligne est exacte par I’hypothése de récurrence et les deux colonnes sont
exactes. Il s’ensuit que la seconde ligne est aussi exacte ce qu'’il fallait démontrer.

Corollaire 9.23. — Si s € N, alors Bs est un Espace Vectoriel de dimension finie et on a
dimB; = (s,0).

La suite exacte précédente montre que By est le quotient d’un Espace Vectoriel de dimension
(s,dg) par un Espace Vectoriel de dimension (0, dg) ; ¢’est donc un Espace Vectoriel de dimension

(s,0).

Remarque 9.24. — On aurait pu aussi calculer la dimension de B, par récurrence en utilisant
la suite exacte

0 vl 22 o B, 0,

mais cette suite exacte ne permet pas de démontrer par récurrence que B est un Espace Vectoriel
de dimension finie car on ne sait pas (c’est d’ailleurs probablement faux) quun Espace Vectoriel
extension de deux Espaces Vectoriels de dimension finie est encore de dimension finie.

9.7. Les suites exactes fondamentales. — On note Bgg I'’Anneau Bi;[1] = IB%IRE[%} et
Brax, Bst, Bmax, £, Bst, £ respectivement les sous-Anneaux Bl‘gax[%], B [%], B$aX7E[é] et ]B:;E[é]

Comme d’habitude, les anneaux Bqr(C'), Bmax(C), Bst(C), Bmax,2(C) et Bg g(C) sont notés
simplement Bgr, Bmax, Bst; Bmax,E €t Bgi p respectivement. Contrairement a ce qui se passe
d’habitude, Bmax £ et Bs g sont strictement (si E # Q) inclus dans E ® g, Brax et E @ g, B.

Comme ¢g(tg) = mptg, on peut étendre I'action du Frobenius ¢ & Bax £ et By g et comme

N(tg) = 0, l'action de la dérivation N sur IB%;E g s'étend a By .
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Proposition 9.25. — On dispose des suites exactes suivantes d’Espaces Vectoriels
(SEF 1E) 0 — Brax.& By, 5 —> By g — 0.

(SEF 2E) 0—— ng;g ——> Buax,E Lo Bmax,z — 0.

(SEF 3E) 0—E ——=BfE ) — Bar/Bj — 0.

Démonstration. — L’exactitude de la suite (SEF 1FE) est une évidence et celle de (SEF 3FE)
provient, en faisant tendre n vers +00, de la suite exacte

0——FE —— (t;"B}

max,F

)7 —— "B /B —= 0.

que 'on obtient en multipliant la suite exacte de la proposition 9.22 par t;". Il ne reste donc a
montrer que 'exactitude de (SEF 2F) et la seule chose non immeédiate est la surjectivité de pp—1.
On a Bpaxp = UL tE’]B%maXE et résoudre I'équation (1 — ¢p)(tp'z) = (t5'y) est équivalent a
résoudre I'équation (1 —7,"¢g)(x) = y. Il suffit donc de prouver que si i > 1, alors I'application
1-— ﬂEi(pE : B;ax’E — IBB;;aX’E est surjective.

1-— WEi(p £ a formellement deux inverses possibles, & savoir

—+00 —+00

2 : —ki, k 2 : ki, —k
7TE YgE Ou — q (pE .

k=0 k=1

D’autre part, tout élément de ]B%maxE peut s’écrire sous la forme Zn Oan([iﬁ])n, ou a, est
une suite d’éléments de Aj.¢ E[ ] tendant vers mg-adiquement vers 0 et quitte & multiplier

T par une pu1ssance de g, on peut supposer que les a,, sont dans Aj, g, auquel cas la série
- Z;O? o = (ao) converge dans Ajys g vers un élément yo vérifiant (1 — 75'¢E)(yo) = ao.

. — k_m—dik /751 ngk
De plus, on a q"“gok((%)n) =amy " dzk(%)nq youd=[E: Q] et o€ 0F. Comme la
suite double (pour n > 1,k > 1) de terme général ng® — n — dik est minorée par une constante

m(i) et tend vers +oo quand n + k tend vers 400, la série double

iwf‘% (an) j" <@>W

s
n=1 k=0 B

converge dans IB%IlaXE vers un élément y; de W;m(z)

+o0 [7E]
n=1 an ( TE

Apax,p verifiant (1 — 7r§i<pE)(y1) =
)n =2 —ap. On a donc (1 — ﬂgin)(yo + y1) = z, ce qui permet de conclure.

§ 10
Un drole de corps (suite)

Ce § est consacré a la détermination de la structure de % en tant que C-espace vectoriel ; les
résultats obtenus ne sont pas utilisés dans le §11. La démonstration utilise de maniére cruciale
I’Espace de Banach U = (B},)¥~" qui se trouve étre 'extension universelle de V! par Q, dans
la catégorie des Espaces de Banach de dimension finie; il est assez amusant de constater que la
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seule maniére que l'on ait pour construire des éléments non triviaux de & est de passer par les

anneaux de Fontaine, alors que la définition de ¥ n’en fait aucunement mention.

n—>Sp(n)
p—1

converge dans C{X} si et seulement si

10.1. Les C-espaces vectoriels ¢ et 4. — Comme vp(nl) =
X

, ot Sp(n) est la somme
des chiffres du développement de n en base p, la série e
aca={zeC|uvx)> zﬁ} De plus, si a € a, alors e*X € Z{'EX}, ce qui fait que, sin € N,

X

alors e®* a une racine p"-ieme f dans C{X} et X,-n, = f(0)"!f est I'unique racine p"-ieme

de X vérifiant X,-n,(0) = 1 [rappelons que I'on considére les éléments de C{X} comme des
fonctions sur T et que 0 désigne I'élément neutre de T¢]. On a donc construit une famille

(Xa)acco d’éléments de C{X} dont on vérifie les propriétés suivantes

(i) Xa_,_/g = XQXB sia,fpeC’,

(i) Xo =X € C{X} sia € a.

(i) Xo(0)=1sia e C.

D’autre part, si 7 € To et a € a, on a 7(X,) = e®*(1) X . Ceci implique que si 7 € T¢ et
o € C est tel que p"a € a, alors (X 17(X,))P" = e?"@*(7) € C* et donc qu'il existe yo(7) € C*
tel que lon ait 7(X,) = xa(7)Xq. L'application 7 — x4 (7) est un morphisme de groupes de T¢
dans C* et la théorie de Kummer montre que la restriction de xo a Heoyxy est a valeurs dans
ppeo et est triviale si et seulement si X, € F*, c’est-a-dire si et seulement si « € a.

Si « € a—paetn € N, notons Ky, l'extension de F' engendrée par X, -n, et posons
Ka,oo = UnGNKa,n-

Lemme 10.1. — Sia,f €aetsin>1, alors Koy, = Kgy, si et seulement si o et 3 on méme
image dans A, = Zy\a/p"a.

Démonstration. — D’aprés la théorie de Kummer, on a K, , = Kz, si et seulement si il existe
un entier i premier a p tel que e®X et (¢X)? aient méme image modulo les puissances p"-iémes

(a—iB)X

d’éléments de F™*, c’est-a-dire si et seulement si e est une puissance p"-iéme ou, autrement
) b

dit, si et seulement si a — i3 € p™a. Ceci permet de conclure.

Le résultat sur lequel repose la détermination de la structure de C-espace vectoriel de € est
le suivant.

Proposition 10.2. — Si K est une extension galoisienne de F' de groupe de Galois Z/p™Z telle
qu’il existe K' contenant K qui est stable par T et est galoisienne sur F avec Gal(K'/F) =
Z/p"YZ, alors il existe o € a tel que l'on ait K = Kaon.

La démonstration de cette proposition est assez technique et sera faite au n° suivant. Com-
mengons par en tirer quelques conséquences.

Proposition 10.3. — Si K est une extension galoisienne de F' de groupe de Galois Zj stable
par T, alors il existe o € a tel que l'on ait Koo = Kq o0-

Démonstration. — Si K est stable par T, si n € N et si K, est le sous-corps de K, fixe par
p"Zy, alors K, est une extension de F' galoisienne de groupe de Galois Z/p™Z qui est stable par
Te. Comme ceci est vrai pour n et n+ 1 et que 'on a K,, C K,,+1, on est dans les conditions
d’application de la proposition 10.2; il existe donc oy, € a—pa tel que 'on ait K, = K, . Mais
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Koy iint1 = F(X,-(n1),,,,) n'a quun sous-corps d’indice p, a savoir F'(X,-nq, ) = Ka,pin-
D’aprés le lemme 10.1, ceci implique que les a,, nous définissent un élément de la limite projective

des A, et, comme cette limite projective n’est autre que Zy \a, cela permet de conclure.

On a choisi au n°® 9.2 (cf. remarque 9.5) un systéme compatible (1,&1,...,&,...) de racines
de l'unité avec e 41 =¢ensin €Nete # 1, ce qui implique que g, est une racine primitive
p"-iéme de I'unité quel que soit n € N.

Sia€aetsiTe ﬁC{X}, il existe un unique élément v, (7) de Z;, tel que 'on ait x,,—n,(7) =
6%‘1(7—) quel que soit n € N. L’application («a,7) — 1), (7) de a x ﬁC{X} dans Z, est bilinéaire et
on I’étend par linéarité en une application de C' x ﬁc{ x} dans Qp, ce qui permet de donner un
sens & Y, si a € C. D’autre part, si & € a—pa, alors 1), induit un isomorphisme de Gal(Ky 00/ F)

sur Z,.

Proposition 10.4. — Si vy est un morphisme continu de ﬁC{X} dans Zy, (resp. Qp) invariant
par conjugaison par un élément de T, alors il existe un unique o appartenant a a (resp. C) tel
que lon ait ¥ = .

Démonstration. — Si 1 n’est pas le caractére trivial, le sous-corps de F fixé par le noyau de v
est une Z, extension de F' stable par T¢ et donc il existe 8 € a — pa tel que v se factorise a
travers Gal(Kg o /F) et il existe alors A € Q) tel que I'on ait ¢ = \ipg = g.

Sife (g, la restriction de f a Hoyxy est un morphisme de groupes continu et comme Heyxy
est compact, son image par f est un sous-groupe compact de C. Si cette image est de rang fini
sur Z, (ce qui signifie que f € €) et, si A\1,..., A, est une base de cette image sur Z,, on peut
décomposer f de maniére unique sous la forme >"._; 1;\;, oit ¢¥; est un morphisme continu de
ﬁc{ x} dans Z; invariant par conjugaison par un élément de T d’apres le lemme 6.6. 11 existe
donc ay,...,q, € a uniquement déterminés tel que 'on ait 1); = 1), et 'image de 2;21 A ® ay
dans C' ®z, a = C®q,C ne dépend d’aucun des choix que 'on a fait, ce qui nous fournit une
application naturelle 6 : ¢ — C ®q, C.

Sil'image de Heqx) par f n’est pas de rang finie sur Zy, il existe une famille (A, )nen d’éléments
de C avec limy,_, 100 A = 0, telle que tout élément de I'image s’écrive de maniére unique sous la
forme Z:{i% a;\;, ol les a; sont des éléments quelconques de Z,. Ceci permet, comme ci-dessus
de définir une application (encore notée §) de % dans le produit tensoriel complété C@)QPC’ ; la
restriction de cette application & % n’étant autre que ’application définie ci-dessus.

D’autre part, I'application qui & a@ ® [ associe af induit, par C-linéarité et continuité des
applications Tr : C®q,C — C et Tr: C@QPC — C.

Théoréme 10.5. — Les applications § et Tr définies ci-dessus donnent naissance aux suites
exactes
é Tr
0 C € C®q,C —=C——0

0 C ¢ 0

CBq,C —>C —=0
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Démonstration. — Si f est un élément de % vérifiant d(f) = 0, alors f est de rang 0 et donc
appartient & C' d’aprés le corollaire 6.29 ; on en déduit 'exactitude des suites du théoréme 10.5
en % et €.

Comme les applications Tr sont manifestement surjectives, leurs noyaux sont de codimension
1 (sur C) et pour terminer la démonstration, il suffit de vérifier que les applications d ne sont pas
surjectives, ce qui sera fait au n° 10.3 et que leurs images contiennent les noyaux des applications
Tr (cf. n° 10.5).

10.2. Démonstration de la proposition 10.2. — Cette démonstration va nécessiter un

peu de préparation. Soit 7 un élément de C vérifiant 77~ = —p (c’est le 7 de Dwork). Comme

vp(nl) = %ﬁ(n), ou Sp(n) est la somme des chiffres du développement de n en base p, si a € Oy

resp. a € my), la série enticre e X appartient & 1 + Xmu[[X]] (resp. 1 + Xmpa{X}). D’autre
P ) pPp P

T(X—XP)

part, la série e est de rayon de convergence > 1 et donc appartient a 1+ Xmc{X} (c’est

un des points de départ de la démonstration de Dwork de la rationalité des fonctions zéta).

Soient A une C-algébre de Banach spectrale et S un sous-ensemble de Spec(A) vérifiant la
condition (x) ci-dessous :

(%) Quel que soit A € A, il existe s € S tel que [|A[|, = [s(N)].

Si A est une algébre quelconque, un tel S n’existe pas forcément, mais dans I’application que nous
avons en vue, on a A = C{Y}, et on peut prendre pour S tout sous-ensemble de Spec(A) = O¢
dont l'image modulo mg est un sous-ensemble infini de ko (cf. démonstration de la proposi-
tion 2.7); en particulier, tout sous-groupe d’indice fini de ¢ convient.

Lemme 10.6. — Si f € 1+ X O\{X}, alors [ a une unique racine p-iéme g dans 1+ X A[[X]].
De plus,

(i) si f € 1+prXmp{X}, alors g € 1 + nXmp{X}

(ii) St s(f) a une racine p-ieme dans 1+ X Oc{X} quel que soit s € S, alors g € 1+ X O\[[X]].

Démonstration. — Si (1+ Y70 N XH)P = (1 + 3% 1 X*)P, une récurrence immédiate permet
de montrer que 'on a u; = A\; quel que soit ¢ > 1, d’ott 'unicité d’une racine p-iéme. D’autre
part, la série S0 (%p)(f — 1)* converge dans 1 + XA[[X]] (et méme dans 1 + 7 Xmy{X} si
f €14+ prXmp{X}) vers une racine p-iéme g = 1 + Z;r:olo XiX? de f. Finalement, l'unicité de
la racine p-iéme montre que la racine p-iéme de s(f) est s(g) =1+ Z;;Of s(A)) X et I'hypothése
implique donc que l'on a [s(A;)| < 1 quel que soit s € S sii > 1; comme S vérifie la propriété
(%), ceci implique que || ;]| < 1, et donc \; € &) quel que soit ¢ > 1. Ceci permet de conclure.

Lemme 10.7. — Si f € OA[[X]] a une puissance p-iéme appartenant ¢ Ox{X}, alors il existe
P € O\[X] tel que l'on ait f — P € mOA[[X]].

Démonstration. — Si f = >, a; X" et fP =3 .b; X", on a by = a’’ modulo p et comme, par
hypothése, b; tend vers 0 quand ¢ tend vers 400, il existe k tel que 'on ait v,(a;) > % sii > k.
Comme 2 > -1 on obtient la congruence suivante modulo pr

fP= (Z aiX’)p + Z anpi +p(z aiX’) (Z aiXZ).

i<k i>k i<k >k
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Il existe alors k' > pk tel que b; soit congru a 0 modulo pr si ¢ > k' ; on obtient donc

a? +p2ajam-,j =0 mod pm,

<k
sit > k. Comme pi—j > ksii > % et j < k, on tire de cette congruence l'inégalité vy, (a;) > %—I—p%
si i > k' et une récurrence immédiate permet de montrer que 'on a v,(a;) > }% + }% + o+ p%

quel que soit n > 1 si ¢ > k’. On peut donc prendre P = Zz<k’ a; X"

Lemme 10.8. — Si f € 1+ Xmy[[X]] a une puissance p-iéme appartenant & 1+ Xmpa{X},
alors il existe g € 1+ Xmp{X} et P € Ox[X] tels que l'on ait f = ge™

Démonstration. — D’aprés le lemme 10.7, il existe go € Op[X] tel que f — go € TOA[[X]].
Comme f € 14 Xmy[[X]] par hypothése, cela implique que gy € 1 4+ Xmy[X] et donc que
go a un inverse dans 1 + Xmp{X} et on a go'f € 1+ XnO,[[X]] et donc h = g;PfP €
1 +p7TXﬁA[[ ] N1+ Xmyp{X}. On en déduit l'existence de P € XO\[X] tel que l'on ait
pﬂ — P € Xmy[[X]]. Par construction, e P"Ph appartient a 1 + prXmp{X} et a donc (cf.
lemme 10.6) une racine p-iéme g; dans 1 +7Xmy{X}. Finalement, on a f = gog1e™" et il suffit
de poser g = gog1 pour obtenir une écriture de f sous la forme voulue.

Lemme 10.9. — Si P =N a;X? € XO\[X], les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe Q € X Op[X] tel que P(X) = Q(X) — Q(X)? modulo Xmy[X],

(ii) €™ € 1+ Xmp{X}.
(iii) Z+°° P e ka[X], ot P désigne la réduction de P modulo my.
(iv) e™) € 14 Xme{X} quel que soit s € S.
Démonstration. — L’implication (i)=-(ii) est une conséquence facile de 'appartenance de
e™X=X") 314 Xmp{X}. D’autre part, on a e™ € 147X G, [[X]] et la réduction de L(e™ —1)
—n n__ n—1
modulo 7 est égale a +f°i P", car ’T(I;n)!l = (_p)lz;)!ﬂ est congru & 1 modulo p (variante

immédiate du « théoréme de Wilson » (p — 1)! +1 = 0 mod. p) Si €™ € 1 + Xmp{X}, cette
réduction est un polynéme @Q ce qui montre que (ii)=-(iii). De plus, les applications R — R — RP
et R— R+ RP+---+ RP" 4 .. étant inverse I'une de I'autre sur Xkp [[X]], si Q € X Op[X] est
n’importe quel polynome dont la réduction est Q, ona P = Q— Q" et P — (Q—QP) € Xmy[X];
d’ou I'implication (iii)=(i).

L’implication (ii)=(iv) est vraie (et immédiate) méme si S ne vérifie pas la condition (x); il
ne reste donc plus qu’a vérifier que si S vérifie (), alors (iv)=-(iii). Soit @; la réduction de a;
modulo my et soit b; € ky le coefficient de X* dans >0 P = DR Dtied f XP"Si j n'est
pas divisible par p et r € N, on a b,rj = Zzzo(apkj)pr_k. Comme @; = 0 si ¢ > N, on tire de
la formule précédente 1'égalité bzn = bp sii> N et bj = 0 sipne divise pas j et 7 > NN, ce qui
permet de montrer que Z TDP est un polynéme si et seulement si b; =0si N +1 <7< pN.
Maintenant, si P vérifie la condltlon (iv), et N4+1< i< pN, on a s(b;) =0 quel que soit s € S
et la condition (%) implique alors que b; = 0 si N + 1 1 < pN, ce qui permet de conclure.

Lemme 10.10. — Si h € 1+ Xmp[[X]] vérifie
(i) s(h) € 1+ Xmc{X} quel que soit s € S,
(ii) 4l existe n € N tel que h?" € 1+ Xmp{X},
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alors h € 1+ Xmy{X}.

Démonstration. — Une récurrence immédiate permet de ramener le cas général au cas n = 1,
auquel cas la condition (ii) implique, d’aprés le lemme 10.8, I'existence de g € 1+ Xmp{X} et
P € XO)\[X] tels que 'on ait h = ge™ et la condition (i) implique que ™) € 1 + Xmc{X}
quel que soit s € Spec(A), ce qui implique ™ € 14 Xmp{X} d’aprés le lemme 10.9 et permet
de conclure.

Lemme 10.11. — Si f € 1+ X2C[[X]] est tel que g(X,Y) = % appartient a 1 +
XYmc{X,Y}, alors f? € 1+ X?mc{X}.

Démonstration. — Une récurrence immédiate montre que ;E}))i? € 14 X?mc{X} quel que soit

n € N; en particulier, ;E’;ﬁﬁ € 1+ X?mc{X}. D’autre part, si dy = %, on a %)’y)/) =
J;c(())((i;,/)) - ];((;/)) et donc f(X) = exp(/[ a;(g)(ég,)o)). Comme ¢(X,Y) € 1+ XYmc{X,Y}, on
Oy g(X.0) T%°a; X" avec a; € meo et donc >5°, aigirllX"H € pX’me{X} et f(pX) =

exp(>o0%, aﬂ;l: X)) €1+ X?mc{X}, ce qui permet de conclure.

9(X0) i=1 %

Venons-en a la démonstration de la proposition 10.2. La théorie de Kummer montre qu’il
existe f € F*/(F*)P""" tel que l'on ait K’ = F(*"V/f) et K = F(*/f); la démonstration
du lemme 6.9 montre que l'on peut supposer f € 1+ Xmc{X}. L’invariance de K par T¢
se traduit alors par I'existence, si a € B(0,1), de r(a) € {1,...,p"*!
fo € 14+ Xme{X} uniquement déterminés tels que 'on ait f(X 4 a) = f(a)f(X)"(@ f,(X)?
L’application a — 7(a), ot 7(a) désigne 'image de 7(a) dans (Z/p"T'Z)*, est un morphisme de
groupes et on note S son noyau, ce qui fait de S un sous-groupe d’indice fini de &¢ (en fait, on

— 1} premier a p et de

n—+1

a S = Oc¢ comme on le verra plus loin) et donc S, vu comme sous-ensemble de Spec(A) avec
A = C{Y'}, vérifie la propriété (x).

Soit g(X,Y) = %; c’est un élément de 1 + Xmp{X} tel que si s € S, alors s(g) a une

racine p"*l-iéme dans 1+ Xmc{X}. Les lemme 10.6 et 10.10 permettent de déduire de ceci
existence d’une racine p"*l-iéme h(X,Y) de g(X,Y) appartenant a 1 + XYm{X,Y} (et de
montrer que S = 0¢).

Soit alors f; = 14 327 ;X7 la racine p"*!-iéme de f dans 1 + XC[[X]] et fo = e~ X fy.
Par construction, on a fy € 1+ X2C[[X]] et, si on pose g;(X,Y) = % pour ¢ = 1,2, on
a g1(X,Y) = g2(X,Y) = h(X,Y) puisque toutes ces fonctions sont congrues a 1 modulo XY
et leurs puissances p"*!-iémes sont toutes égales & g(X,Y). Il résulte alors du lemme 10.11 que

L €1+ Xme{X} et donc que K = F(fP) = F("Ver"a1X), ce qui permet de conclure.

10.3. Correspondances de rang 1. — Si a € a — pa, soit B, la sous-C{X }-algebre de

—~—

C{X} engendrée par X, -n, ; c’est une p-extension de C{X} et la proposition 5.8 montre que
B, est la cloture intégrale de C{X} dans K, p,.

Sin e N, soit I, = p"Z N[0, 1[= {0, 1%’ e p;f}. Tout élément de B, ;, s’écrit de maniére
unique sous la forme ) 1, JrXra, ol les f. sont des éléments de C{X}.
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Proposition 10.12. — Si f € K, 5, alors

p~tsup || frlla < [ fllsp < sup || frllc-
rcl, rely,

. . o = : pnfl 71 N _ 2
Démonstration. Ecrivons  ; frX;a sous la forme } 0 " fiZ', ou Z = X,%na' L’inéga-
lité [|fllsp < supgeicpn—1 ||filla est une évidence; démontrons I'autre. Comme la majoration &

démontrer ne dépend pas de n, nous supposerons n > 4. Si 7 € T, soit u(7) = x o (7) et
P

h: = Zfia ! u(t) fiZ%. Si T1,...,Tpn sont p éléments de T dont les images par u sont toutes
distinctes, la méthode d’interpolation de Lagrange nous fournit la formule

pilTifX :ih HT_—U(T’?)
= =7 e ) —ulm)

Identifiant les termes de degré ¢ en T', on obtient I'existence d’éléments \; ; de C' vérifiant |\, ;| <
supy, (I Tpzr, [u(Te) — u(1y)| 1) tels que l'on ait f;Z° = E?:l Aijhr;.

Nous allons faire un choix judicieux pour les 7;. Les conjugués de X, -n, sont les E%prna,

oll £, est une racine primitive p”-iéme de l'unité et 0 < j < p™ — 1. 1l existe donc pour tout
0 <j <p"—1, et donc a fortiori pour tout 0 < j < p" — 1 premier a p, un élément 7; de

aX

Yr C T¢ vérifiant u(r;) = e). Comme X,,—n, est une racine p"-iéme de e**, on peut trouver

o € T¢ vérifiant x(o) = p" et u(o) = e Posons 7,; = o7pj41 si 0 < j < p"~ L. L’hypothése
1

1 < vp(a) implique que I'on a

op(t(ry) — u(me)) = {vp(al) 'l existe £ tel que (j,k) € {(pl,pl + 1), (pl + 1,pl)},

W sinon.

On obtient donc

p"—2
sup [ A 5| < sup([ ] [u(re) — u(m)| ™) < [af7pe=0rT" < ph

D’autre part, on a sup; [c(7;)| = p~". Ecrivant alors f;Z* sous la forme

" p" p"
Z NigfT+ Z Aij (Z w(r)* (fr = f Zk);
j=1 j=1 k=1

utilisant les majorations précédentes ainsi que la majoration ||¢g”—g||c < |z(7)|||gllg sig € C{X}
et la formule || f7||sp = || f]|sp, on obtient

sup [|fille = sup [ fiZ" |sp < sup(sup [ Aijl - [| fllsp, sup [Aigl - |2 (m)] - [l fullc)
7 2 1,7

1,3,k
< sup (p*|| fllsp, p* " Sup 1 felle),

et, comme on a supposé n > 4, on en tire la majoration souhaitée.
Notons B\a,oo l'adhérence dans C{X} ou C{X} de Bg,o; C'est aussi la complétée de By oo
pour la norme || ||sp. Soit I = Upenln = p~°Z N [0,1[; c’est un systéme de représentants de

Qp/Zp-
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Corollaire 10.13. — Tout élément f de Eapo s’écrit de maniére unique sous la forme
> et JrXra, ou les f. sont des éléments de C{X} tendant vers 0 suivant le filtre complémen-
taire des parties finies de I et on a p~*sup,¢; |frllc < 1fllsp < suprer | frllG-

Proposition 10.14. — Si f € % est de rang < 1, alors f est de rang 0.

Démonstration. — Si f est de rang < 1, il existe, d’aprés la prop. 10.4, A € C' et @ € a — pa
tels que 'on ait f(7) = M)o(7) ou, autrement dit, f7 — f = Apa(7), quel que soit 7 € Heyxy-
La proposition 6.8 permet alors de montrer que f peut s’approcher par des éléments de B, o et
donc appartient a Ea,oo- Ecrivant f sous la forme > rer JrXra, on obtient

Z (XOH”(T) - 1)f7"Xra = )\I/JQ(T),
rel—{0}

d’ott 'on tire A =0 (et f, =0sir eI —{0}), ce qui permet de conclure.
Corollaire 10.15. — Les applications 0 ne sont pas surjectives.

Démonstration. — D’aprés la proposition 10.14, 'image de § ne contient pas d’élément de la forme
A®@a avec A € C* et a € a — pa (ce serait 'image d’un élément additif de rang exactement 1).

10.4. L’extension universelle de V' par Qp,. — On peut voir U comme une exten-
sion de V! par Q, dans la catégorie des Espaces Vectoriels. Ces extensions forment un
groupe Extl(Vl,Qp), la loi de groupe étant donnée par la formule habituelle, & savoir : si

o
0 Q, E;
des E; est ’'Espace Vectoriel E; ¥ - - - FE,, quotient de

\%A 0 pour 1 < i < n est une extension de V! par Qp, la somme

{(z1,...,2p) €Ey x -+ x Ey, |oi(z;) = aj(z;) quels que soient i et j}

par I'ensemble des (z1,...,2,) € Qp X -+ x Qp vérifiant 1 + --- + x,, = 0. L’élément neutre
pour cette loi de groupe est 'extension triviale V! @ Q.

Si E est une extension de V! par Q,, soit £ € E(m) le relévement additif de X. La
restriction de £ & Hoyxy est un morphisme continu de Heoyxy dans Q, invariant par conjugaison
par Tc et donc (cor. 10.4) est de la forme 1, ) pour un certain élément a(E) de C. Il n’est pas
difficile de vérifier, en revenant & la définition de la somme de deux extensions, que 'application
E — a(E) est un morphisme de groupes de Ext(V!, Q,) dans C.

Proposition 10.16. — Le morphisme E — «(E) est un isomorphisme de Ext(V!,Q,) sur C.
De plus, on a a(U) = 1.

Démonstration. — Commencons par 'injectivité. Soit L, le sous-espace vectoriel de E engendré
par ¢ (cf. n° 7.4). Il s’agit de prouver que, si «(E) = 0, alors l’extension est scindée et il suffit de
prouver que I'on a E = L, ® Q,, ou encore, que L, N1 Q, = 0. Soit A élément de cette intersection.
Comme Q, C E(C), on a A € Ly(C) et comme Ly(C) est le Qp-espace vectoriel engendré par
UT¢), il existe n € N, a1,...,a € Zy et 71,..., 7, € Tc tels que 'on ait A =p™" Zle a; (7).
D’autre part, si, pour 1 < i <k, (a;)jen est une suite d’entiers tendant vers a;, alors A est la
limite quand j tend vers +o00 de p~"™¢(0;), ot 0 = Hle Tl-ai’j. Par construction, la suite de terme
général z(o;) tend vers 0 et donc la suite (0;)jen admet une valeur d’adhérence o dans T et



82 PIERRE COLMEZ

ona A =p "(o). D’autre part, A € Q, et donc son image dans V! est nulle, ce qui implique que
o € Hogxy et comme on a supposé que a(E) est nul ce qui équivaut au fait que la restriction de
¢ a Heyxy est nulle, on en déduit la nullité de A et I'injectivité de E — a(E).

Si a € C, soit E, = {(z,y) € Ux V! | () = ay}. Montrons que a(E,) = a, ce qui
terminera la démonstration de la proposition. Il s’agit de calculer le relévement additif ¢ de X
dans E,(C{X}). Par définition de E,, on doit avoir £ = (f, X) avec f € U(C{X}) vérifiant

—_~—

0(f) = aX ; autrement dit, f doit étre le relévement additif aX de aX dans U(C{Xx}).
Pour construire ce relévement, considérons l'élément X, = (Xo,...;Xpng,...) de

R(C{X})*™ et, si 7 € Tg, soit Xa(7) = (XalT), -1 Xp-ral(7),-..) € R**. On a alors

7(Xa) = Xa(7)Xa, ce qui, comme X,(0) = 1, prouve que log[X,] est un élément additif
de U(C/'{\X/}), et comme d’autre part 0(log[X,]) = log Xo = X, on a aX = log[X,]. Finale-
ment, comme Yo (7) = ¥ si 1 € Heqxy, on obtient 7(f) — f = 9a(7) -1, si 7 € Hogx;, ce qui
permet de conclure.

Remarque 10.17. — Si a # 0, la projection naturelle de [E, sur U est un isomorphisme d’Es-
paces Vectoriels et U joue le role de [’extension universelle de V! par Q,. D’autre part, on a fait
un choix pour identifier ker§ NU & Q,, a savoir le choix d’une base de Z,(1) ou, autrement dit,
d’un systéme compatible de racines de l'unité. Si on revient a la définition de v, on voit que
cette définition dépend du méme choix et que 'égalité o(U) = 1 ne dépend d’aucun choix.

10.5. Construction d’éléments additifs non triviaux. — Si « et 8 sont deux éléments de
a—pa, et si @ et f' sont deux éléments de Ainf[%] vérifiant (@) = ! et §(3) = 371, I'élément
a'aX — BBX de Amax((?[\)?})[%] est tué par ¢ et donc divisible par ¥ dans Amax(C/'{\)?})[%], et
on pose
ws=0(5 (@aX - BBX) ) = ————0 (2 (@aX - FBX)) € C{X}.
oo =0 (3 (@% - 35%) ) = - Lo (2 (aa% - #5X)) € O1%)

SiTe€ Te, on a T(a/)\() =aX + log[Xa(7)], et la proposition suivante est immédiate.

Proposition 10.18. — Si o et B sont deux éléments de a, alors fop est un élément de €
vérifiant 155 = fas +a Walo) — B~ 1(0), si 0 € Hopxy.-
Remarque 10.19. — f, g n'est bien déterminée qu’a addition prés d'un élément de la forme

[c] avec ¢ € C (c’est apparent sur la construction si on change &’ et B’ par des éléments de ker 6 ;
c’est aussi une conséquence de la proposition 6.29). D’autre part, si « et 3 sont des éléments de
a — pa, on peut imposer a &’ et 3’ d’appartenir & p~ 1 Ajus (ce que nous supposerons avoir fait) et
alors f, g vérifie || fa.llsp < 3.

Nous allons utiliser ce qui précéde pour prouver que I'image de § contient le noyau de Tr, ce qui
terminera la démonstration du théoréme 10.5. Tout élément x de C@QPC (resp. C®q,C) peut
s'écrire sous la forme ), ; \i®p;, ot (53;)icr est une famille (resp. famille finie) d’éléments de a—
pa et (\;);er est une famille d’éléments de C' tendant vers 0 suivant le filtre des complémentaires
des parties finies. Si on se fixe un élément a de a — pa, on a alors

v=Y nefi= (DN (57196 — a7 '®a)) + Tr(z) - (a”'@0)

el i€l
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et, si Tr(z) = 0, alors z est I'image par § de > ;c; Nif3i - f3,,a, la majoration | f3, llsp < p? (cf.
rem. 10.19) assurant la convergence de la série. Ceci permet de conclure.
Remarque 10.20. — 11 résulte de la démonstration du théoréme 10.5 que tout élément de

~

¢ (resp. €) est somme d’'un élément de C' et d’'une combinaison linéaire finie (resp. infinie
convergente) & coefficients dans C' de f, g, ot a et  décrivent a.

10.6. Le centre de ¢

Lemme 10.21. — Si«a, 3 sont des éléments de a non nuls et si c € Oc — {0}, alors fo5-[c] =
Cfca,cﬁ-

Démonstration. — Si ¢ € O¢ — {0}, il existe un unique morphisme ¢ : C{X} — C{X} tel que

P S N

Pon ait ¢ (X) = cX. On peut étendre ce morphisme en un morphisme ¢ : C{X} — C{X}
auquel on peut imposer la condition ¢ (Xa) = Xeo si a € C. Si on reprend la démonstration de
la proposition 6.11, on voit que, si g € C{X}, alors ¢|(g) est un composé analytique de g et [c].
—/ ~
Si ¢ est un élément de Ainf(c)[%] vérifiant 6(¢) = ¢!, on peut prendre ca’ = ¢a@’ et ¢ =7f';

on obtient
1/ ,— ~— 1/, —~—
cp[c](fa’g) = 0(; <o/caX — B’cﬁX)) = 0((3) 1; (co/caX —cf cBX)) = Cfea,cBs
ce qui permet de conclure.

Proposition 10.22. — Les centres de % et € sont réduits a Q,.

Démonstration. — D’aprés le lemme 6.17, les centres de % et € contiennent Z, et donc aussi
Q,. Réciproquement, la proposition 6.30 montre que ces centres sont contenus dans C'. Or, si
c € C — Qp, on peut trouver a, 3 de telle sorte que a™t, 71, (ca)™! et (¢f8)~! forment une
famille libre sur Z,. Comme v, est & valeurs dans Z,, la proposition 10.18 montre que la fonction
cfa,p— fap-lc] = c(fa,p — fea,cp) n'est pas fixe sous action de Hoyxy et en particulier n’est pas
nulle, ce qui montre que f, 5 et [¢] ne commutent pas, que [c] n’est pas dans le centre de % ou
%, et permet de conclure.

§ 11
, N)-modules filtrés et représentations semi-stables
(¢

Ce § contient les applications de la théorie des Espaces de Banach de dimension finie & I’étude
des (¢, N)-modules filtrés et en particulier une démonstration de la conjecture « faiblement
admissible implique admissible » un peu différente de celle donnée dans 'introduction. Cette
conjecture disant que tout (¢, N)-module filtré faiblement admissible est « galoisien » peut se
retraduire sans faire appel au groupe de Galois et nous avons essayé de réduire le role du groupe
de Galois au minimum au cours de la démonstration (il devrait étre possible de le supprimer
complétement).
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11.1. Espaces vectoriels filtrés. — Un K -espace vectoriel filtré A est un K-espace vectoriel
muni d’une filtration par des sous-K-espaces vectoriels Fil'’A pour i € Z qui est décroissante
(Fil'™' A € Fil'A), exhaustive (U;ezFil'A = A) et séparée (M;ezFil'’A = 0). Une telle filtration
définit une valuation vy sur A :si d € A — {0}, on définit v (d) comme le plus grand entier 4
tel que d € Fil'A et on pose vy (0) = +oo0.

Avec comme fléches les applications K-linéaires qui respectent la filtration, les K-espaces
vectoriels filtrés forment une catégorie additive K-linéaire.

Sif:A"— Aetg:A— A” sont des morphismes de K-espaces vectoriels filtrés, on dit que

0—-A"-A—=A"=0

est une suite exacte de K-espaces vectoriels filtrés si, pour tout ¢ € Z, la suite de K-espaces
vectoriels
0 — Fil'A’ — Fil'A — Fil'A” — 0
est exacte.
Si A est un K-espace vectoriel filtré, un sous-objet A’ (resp. un quotient A” de A est un
sous- K-espace vectoriel (resp. un K-espace vectoriel quotient) de A muni de la filtration induite.

Si A est un sous-objet de A et si A” = A/A/,
0—-A"-A-A" =0

est une suite exacte de K-espaces vectoriels filtrés.
Si A7 et Ay sont deux K-espaces vectoriels filtrés et si I'un d’eux est de dimension finie sur
K, on munit le produit tensoriel Ay ® g Ao d’une structure de K-espace vectoriel filtré en posant

Fil(A1® Ap) = > Fil"A; @ Fil?A, .
i1+i2=1

Si A est un K-espace vectoriel filtré de dimension 1, alors vy (d) ne dépend pas du choix de
d € A —{0}; cet invariant sera noté ¢tz (A). Si A est un K-espace vectoriel filtré de dimension
h > 2, APA est un sous-objet de dimension 1 de A®" et on pose t5(A) = t(A"A). On convient
aussi que tg({0}) = 0.

On dit qu’une base dy,...,d, de A sur K est adaptée & la filtration si, quel que soit n € N,
on a Fil"A = @, (4,)>n K - d;j; on a alors tg(A) = 2?21 ve(dj).
Proposition 11.1. — Si A est un K-espace vectoriel filtré de dimension h et n est un entier
tel que FiI"™'A =0, alors X1ip (A) = (t "Bl @k A)/Fil° est un Espace Vectoriel de dimension
finie égale a (nh —ty(A),0).
Démonstration. — Soit di,...,dy une base adaptée a la filtration et, si 1 < j < h, soit i; =
vi (d;). L’hypothése Fil"*'A = 0 se traduit par i; < n quel que soit 1 < j < h. On a alors

Fil’(Bar © D) = @l_yt B - d; et Xip(A) = &yt "B,y - d;.

Comme B,, est un Espace Vectoriel de dimension finie égale a dim(B,,) = (m,0) d’aprés le
corollaire 9.23, I'Espace Vectoriel X[}, (A) est aussi de dimension finie et on a

h

h
dim(Xig(A)) =Y (n—i;,0) = (nh = i;,0) = (nh — tg(A),0),
=0 j=1
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ce qu’il fallait démontrer

Remarque 11.2. — Comme B,,/tB,, 1 = V! ce qui précéde montre que l'on peut munir
Xig(A) d’'une filtration décroissante par des sous-Espaces Vectoriels X; avec Xy = Xgr(A)
de telle sorte que X;/X; 1 =2 V! si i < dimp, XTz(A) — 1.

Lemme 11.3. — Si W est un FEspace Vectoriel admettant une filtration décroissante par des
sous-Espaces Vectoriels W;, 0 < i <n—1, avec Wy =W et W; /W, = Visio<i<n—1 (W
est donc de dimension (n,0)) et si X est un sous-Espace Vectoriel de W, alors

(i) dimpes X >0

(ii) si, de plus, dimp, X = n, alors X = W.

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence du (i) car, si dimp, X = n = dim,, W et si,
dimyes X > 0 = dimyes W, les dimensions principale et résiduelle de W/X sont toutes deux < 0 et
donc sont nulles et X = W.

Le (i), quant & lui se démontre par récurrence sur n : il résulte du (ii) de la prop. 7.13 que les
seuls sous-Espaces Vectoriels de dimension finie de V! sont V! et les sous-Q,-espaces vectoriels
de dimension finie de V!(C); tous ces espaces ont une dimension résiduelle > 0. Pour passer de
n —1 an, soit X; = W; N X. On dispose du diagramme commutatif

0 X3 X X/X4 0
0 W, W %A 0

dans lequel les lignes horizontales sont exactes et les fléches verticales sont injectives. La di-
mension résiduelle de X est donc la somme de celle de X; (qui est > 0 grace a 'hypothése de
récurrence) et de celle de X/X; (qui est aussi positive puisque X/X; s’identifie & un sous-Espace
Vectoriel de V1). Ceci permet de conclure.

Corollaire 11.4. — Si A est un K-espace vectoriel filtré de dimension h, alors
(i) tout sous-Espace Vectoriel de dimension finie de X[ (A) est de dimension résiduelle > 0;
(ii) tout sous-Espace Vectoriel de dimension finie de Xjp(A) de dimension principale nh —
tr(A) est égal a X[p (A).

11.2. ¢-modules. — On appelle p-module sur Kj (ou p-module s’il n’y a pas d’ambiguité
sur Kj) la donnée d'un Ky-espace vectoriel D muni d’une application ¢ : D — D semi-linéaire
par rapport au Frobenius absolu sur Kj.

On appelle dimension d'un g-module sa dimension sur Ky. On dit qu’un @-module est fini
si sa dimension est finie et si en outre ¢ est bijectif (il revient au méme de demander que ¢
est injectif). Remarquons qu'un p-module fini n’est autre que ce que l'on appelle souvent un
F-isocristal (& condition de poser ¢ = F').

Les ¢-modules sur Ky forment, de maniére évidente, une catégorie abélienne Q,-linéaire, de
méme que la sous-catégorie pleine des ¢-modules finis.

La catégorie des ¢-modules est munie d’un produit tensoriel : si Dy et D5 sont deux p-modules,
le Ky-espace vectoriel sous-jacent & D1 ® Do est D1 ®g, D2 et on a p(di ® d2) = ¢di ® @ds.
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Soit D un p-module fini de dimension 1. Si d € D est non nul et si ¢d = A\d, avec A € Ky,
I'entier v,(A\) ne dépend pas du choix de d et se note tx(D). Si D est un p-module fini de
dimension h > 2, on pose ty (D) = tx(A"D). On convient de poser tx({0}) = 0. Si

0D —-D—=D"—0
est une suite exacte de p-modules finis, on a ¢t (D) = tn (D) + ty(D").

Rappelons que, lorsque kx est algébriquement clos, les p-modules finis ont été classifiés par
Dieudonné : Pour tout nombre rationnel «, posons a = r,/hy avec 74, hq € Z, hq = 1, 74 et
hq premiers entre eux. On note D, 'unique p-module fini sur Ko dont le Ko-espace vectoriel

sous-jacent est Kh‘*, avec, si dy, ..., dy, désigne la base canonique,
p(d;) = diy1 sl i # ha et p(dp,) =p™di .
Proposition 11.5. — Si ki est algébriquement clos, alors la catégorie des p-modules finis sur

ki est semi-simple. En outre, chaque Dy, est un objet simple et chaque objet simple de cette
catégorie est isomorphe a un et un seul de ces Dy,

Si ki est quelconque et k¢ est une cloture algébrique de kg, notons Py le corps des fractions
de l'anneau W (k¢) des vecteurs de Witt a coefficients dans kc. Si D est un ¢-module sur Ky,
alors Py ®k, D est un ¢-module sur Fy; il se décompose donc sous la forme @(XGQDF;]& avec
mq = 0 pour presque tout a. Les a pour lesquels m,, # 0 s’appellent les pentes de D et on a

dim D = Z moha et ty(D) = Z MaTa-

acQ aeQ
Proposition 11.6. — Soit D un p-module de dimension h sur Kg. St n est un entier supérieur
ou égal a la plus grande pente de D, alors X7, (D) = (t "B, ®K, D)?~! est un Espace Vectoriel

de dimension finie égale a (nh —tn(D),h)

Démonstration. — Si h € N — {0}, soit E}, l'extension non ramifiée de Q, de degré h et, si
s € N, soit Uy s 'Espace Vectoriel Ug, s correspondant & l'uniformisante p de Ej, (et pp, =
<ph). Un calcul immeédiat montre que, si a = ro/hy €t nhy — rq = 0, alors 'application qui
a z € Up, phy—r, associe t™"xd; + ot "x)dy + -+ + @M1 (t7"2)dy,, est un isomorphisme

n
max

d’Espaces Vectoriels de Up, nh,—ro SUr X3, (Do))- En particulier, ce dernier Espace Vectoriel
est de dimension finie égale & (nhy — ro, ha).

Maintenant, si D est un ¢-module quelconque, on a

tinBl’tlaX

®KO D= tin]Brtlax ®P0 (PO ®K0 D) = EBO(GQ (tinB;ZaX ®K0 D[a])ma

n

et on déduit de la discussion précédente le fait que X7,

(D) est isomorphe en tant qu'Espace
Vectoriel & @a<pn (Ung nhy—ra) ;i est donc de dimension finie égale a

Z Mo (Nha — Tay ha)-
asn

Si 'on suppose alors que n est supérieur ou égal & la plus grande pente de D, ce qui se traduit
par mqg =0sia>n,on a

Z Maoha = Z maha = h et Z Moo = Z MaTa = tn(D),

asn acQ asn acQ
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d’ot l'on tire la formule voulue pour la dimension de X7 . (D).

11.3. (¢, N)-modules. — On appelle (¢, N)-module sur Ko (ou (¢, N)-module s’il n’y a pas
d’ambiguité sur Kj) la donnée d'un p-module D sur Ky muni d’une application Ky-linéaire
N : D — D vérifiant Ny = ppN. Remarquons que tout ¢-module peut étre considéré comme
un (¢, N)-module en posant N = 0.

Un (¢, N)-module fini est un (¢, N)-module dont le ¢-module sous-jacent est fini. Pour un tel
module D, on note ty(D) le tnx du p-module fini sous-jacent.

On définit encore le produit tensoriel de deux (¢, N)-modules D; et Dj : le p-module sous-
jacent est le produit tensoriel des ¢-modules sous-jacents et N(dy ® d2) = Ndj @ da + di @ Nda.

Les (¢, N)-modules forment de fagon évidente une catégorie abélienne Q,-linéaire de méme
que la sous-catégorie pleine des (¢, N)-modules finis. La catégorie des ¢-modules finis s’identifie
a la sous-catégorie pleine de cette derniére formée des D sur lesquels N = 0.

Proposition 11.7. — Si D est un (¢, N)-module de dimension finie sur Ko, alors le p-Module
(t"B @k, D)N=0 est isomorphe a t "B, @k, D.

Démonstration. — Tout élément x de t*”IEB:; ®K, D peut s’écrire de maniere unique sous la

forme x = zo + uxy + - - - + u"x, avec xg, ..., T, € T "BE ® K, D et on note ap 'application

de t "B} @, D dans t "B,

max
commute a ’action de ¢ et d’autre part, si x € t*”IB%;; ®K, D, alors N(z) = 0 si et seulement si

®K, D qui & x associe xg. Un calcul immédiat montre que ap

(N(zg) — z1) + w(N(z1) — 2x2) + -+ - + u”_l(N(azn_l) —nxy)) +u"N(x,) =0,

ce qui équivaut a x; = %N (zg) quel que soit i € N. On en déduit le fait que ap induit un
isomorphisme de p-modules de (t_"IB%:t ®K, D)N7Y sur t7"Bf, ®k, D dont 'inverse 8p est

max

donné par la formule Sp(z) = 7% 4 Ni(z) si x € t "B, @k, D.

Corollaire 11.8. — Soit D un (¢, N)-module de dimension h sur Kg. Sin est un entier supé-
rieur ou égal a la plus grande pente de D, alors X% (D) = (t "B, @k, D)N="%=1 est un Espace
Vectoriel de dimension finie égale a (nh —tn(D),h)

11.4. (¢, N)-modules filtrés. — On appelle (¢, N)-module filtré sur K (ou (v, N)-module
filtré 'il n’y a pas d’ambiguité sur K) un (¢, N)-module D sur Ky tel que le K-espace vectoriel
Dyg = K ®g, D soit un K-espace vectoriel filtré. On pose alors (D) =ty (Dg).

La dimension d'un (@, N)-module filtré est la dimension du Ky-espace vectoriel sous-jacent.
Un (¢, N)-module filtré fini est un (¢, N)-module filtré dont le (¢, N)-module sous-jacent est
fini.

Avec comme fléches les morphismes des (¢, N)-modules sous-jacents qui respectent la filtration
lorsque 'on étend les scalaires a K, les (¢, N)-modules filtrés forment une catégorie additive Q-
linéaire que nous notons M.

Si D est un (¢, N)-module filtré, un sous-objet (resp. un quotient) est un sous-objet (resp.
quotient) du (¢, N)-module sous-jacent, avec la filtration induite sur le K-espace vectoriel cor-
respondant. On a une notion évidente de suite exacte courte (une telle suite induit une suite
exacte courte aussi bien des (g, N)-modules sous-jacents que des K-espaces vectoriels filtrés
sous-jacents).
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En utilisant les définitions de produit tensoriel déja données pour les espaces vectoriels filtrés
et les (¢, N)-modules, on voit comment définir le produit tensoriel de deux (¢, N)-modules filtrés
lorsque 1'un des deux est fini.

Un (¢, N)-module filtré faiblement admissible est un (¢, N)-module filtré fini D vérifiant
tg(D) =tn(D) et ty(D') < ty(D') pour tout sous-objet D' de D.

On note M la sous-catégorie pleine de M dont les objets sont les (¢, N)-modules filtrés
faiblement admissibles. C’est une catégorie abélienne. Si D est faiblement admissible, les sous-
objets de D dans M™ sont les sous-objets D' de D dans M qui vérifient tz(D') = ty(D');
de méme, les quotients D” de D dans M™ sont les quotients D” de D dans M qui vérifient
ty (D" =tn(D").

Lemme 11.9. — Si D est un (¢, N)-module filtré tel que ti (D) < tn(D') pour tout sous-objet
D’ de D, alors il existe un sous-objet D™ de D appartenant a M® et tel que tout sous-objet de
D appartenant a M® soit contenu dans D.

Démonstration. — Compte-tenu des hypothéses mises sur D, un sous-objet D’ de D appartient
a M si et seulement si tg (D) = ty(D’'). Il suffit de prouver que si Dy et Do sont deux sous-
objets de D appartenant a M alors Dy + Dy appartient & M. On dispose de la suite exacte
de (¢, N)-modules filtrés

0O——=DiNDy ——=D1® Dy ——D1+Dy ——=10

et, comme Dj N Dy et D; + Dy sont des sous-objets de D, on a tg (D1 N Dg) < tn(D1 N D2) et
tH(D1+D2) < tN(Dl—I-DQ). Comme d’autre part, tH(Dl—I-DQ)—HfH(DlﬂDQ) = tH(Dl)—l-tH(DQ)
et tny(D1+ Do) +tn(D1 N Dy) =tn(D1) + tn(D2) et que, par hypothése, ty(D1) = tn(Dq) et
ti(D2) = tn(D2), les deux inégalités ci-dessus sont des égalités, ce qui prouve que Dy N Dy et
D1 + Dy sont des objets de M2 et permet de conclure.

Soit Vg (D) le noyau de I’application naturelle de X (D) = (Bg ® D)¥=V=0 dans Xqr (D) =
(Bar ® D)/Fil°. Ceci fait de Vi (D), Xgt(D) et Xqr (D) des Espaces Vectoriels et on note simple-
ment Vg (D), Xgt (D) et Xqr (D) les Qp-espaces vectoriels Vi (D)(C), X (D)(C) et Xqr(D)(C).

D’autre part, sin € N, soit Vi (D) le noyau de 'application naturelle de X% (D) dans X (D) ;
c’est un Espace Vectoriel de dimension finie puisque X[ (D) et X7 (D) le sont et Vg (D) est la
réunion croissante des V7 (D) pour n € N.

11.5. Interméde galoisien. — Le groupe ¥x agit par continuité sur C' et donc aussi par
fonctorialité sur R, Ajnr, Bmax, Bst, Bar et sur le corps des fractions Cy; de Bgt. En particulier,
on a g(t) = x(g)t si g € Yi. Cette action commute a ¢ et N sur By et respecte la filtration sur
Bgr. Le résultat suivant est bien connu :

Proposition 11.10. — (i) Bfﬁ =K;
(i) BYx, = B = 0% = K,

max

Démonstration. — Soit = € Bfg — {0} et soit y = logf(t~*#@)z) € C. On a alors g(y) =
y — vg(z)log(x(g)) si g € ¥x. D’aprés la proposition 4.8, ceci implique vg(z) = 0 et donc
z = 0(z) est un élément de C¥% = K d’aprés le théoréme d’Ax-Sen-Tate (corollaire 4.2). Mais
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alors z — z est un élément de Bi‘fﬁ vérifiant vy (z — 2z) # 0; ce qui précéde implique x — 2z = 0 et
termine la démonstration du (i).

Le (ii) est, quant & lui une conséquence du (i) et du fait que application naturelle de K ®g,
Bmax dans Bggr est injective (proposition 8.14).

Proposition 11.11. — Soit D un (¢, N)-module filtré fini de dimension h > 1 tel que tyy (D) <
tn (D) pour tout sous-objet D' de D. Alors il existe un sous-objet D' de D faiblement admissible
tel que l'on ait V(D) = Vgt (D') et dimq, Vst(D) = dim D’ ; de plus lapplication naturelle By
de Bgt ® Vgt (D) dans Bgy @ D est injective.

Démonstration. — Commengons par démontrer le résultat si A = 1. Comme D est de dimension
1 et N est nilpotent, on a Nd = 0. On a ¢(d) = ad = p™apd avec m = v,(a) = tn(D) et ap € Ko
vérifie vy(ag) = 0. Il existe alors ap € W (k) non nul tel que Pon ait ¢(ag) = apayp et si I'on pose

o= o ~ly—m , alors « est un élément inversible de By« et

V(D) = {Bd | B € FilTPIB .y et o(8) = a '8} = {zad | x € Fillv(P)—ta(D)ge=11

est isomorphe a Fil'N (P)~ta(PIBE=L Or, d’aprés la suite exacte fondamentale (SEF 3), ce dernier
espace est nul si tx(D) > ty(D), et est égal & Q, si ty(D) = tg(D). On en déduit le résultat
quand h = 1.

Dans le cas h quelconque, il n’y a rien a démontrer si V' = Vg (D) = 0; supposons donc V' # 0.
On peut étendre N de maniére unique en une dérivation de Cy; et ¢ en un endomorphisme de Cg.
Soit L le sous Cg-espace vectoriel de Cg; ® D engendré par V. 1l est stable par G ; il existe donc
un sous-Ky-espace vectoriel D’ de D tel que L = Cy; ® D’. Comme V est fixe par ¢ et tué par
N, L est stable par ¢ et N. Il en est de méme de D’ = L% qui est donc un sous-(y, N )-module
de DetonaV C Vg(D') C V(D) =V et donc V = Vg (D).

Choisissons une base v1, ..., v, de L sur Cg constituée d’éléments de V' et une base dy, ..., d,
de D’ sur Ky ; on peut aussi considérer di,...,d, comme une base de L sur Cy;.

Pour 1 < j < r, on peut écrire v; = Z;Zl bijdj, avec les b;; € Bgt et le déterminant b de la
matrice des b;; est non nul. On voit que w = vy Ava A...Av, =b(di Adg A... ANd,) est un
élément non nul de W = Vg (A"D').

Par hypotheése, tg(A"D’) = ty(D') < ty(D') = ty(A"D') et la non nullité de W implique,
d’aprés la discussion du cas h = 1, que tg(D') = ty(D’) |en particulier, D’ est faiblement
admissible| et que W = Q,uw.

Siv €V, on peut écrire v = Z;ﬂzl ¢;v;, avec les ¢; € Cg. Pour tout 4, 'image de vi Avg A... A

Vi—1 AV A V41 A... Av, dans W oest ¢;w, donc ¢; € Qp. On en déduit que {vy,v2,...,v,} est une
base de V' sur Q,, donc que dimg, V' = dim D’. Comme de plus, le déterminant de vy, ..., v,
dans la base dy,...,d; est un élément non nul de By, 'application naturelle de Bs; ®q, V' dans

By ® D’ est injective, ce qui termine la démonstration de la proposition.

11.6. « Faiblement admissible implique admissible ». — La proposition 11.11 admet
comme corollaire le résultat suivant (pour ’appliquer au (ii), on pourra remarquer que les condi-
tions du (ii) impliquent que le seul sous-objet faiblement admissible de D est {0}).

Corollaire 11.12. — Soit D un (¢, N)-module filtré fini sur K.
(i) Sity (D) < tn(D') pour tout sous-objet D' de D, alors la dimension principale VI (D) est
nulle quel que soit n € N.
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(ii) Si tg(D") < tn(D') pour tout sous-objet non nul D' de D, alors V(D) = 0 quel que soit
n € N.

Remarque 11.13. — 1l devrait étre possible de démontrer ce corollaire directement (c’est-a-
dire en n’utilisant que des propriétés des Espaces Vectoriels et des (¢, V)-modules filtrés comme,
par exemple, le théoréme de Faltings-Totaro selon lequel le produit tensoriel de deux modules
faiblement admissibles est encore faiblement admissible) sans utiliser la proposition 11.11 et donc
sans utiliser 'action du groupe de Galois.

Proposition 11.14. — Si D est un (p, N)-module filtré fini sur K, alors il existe n(D) tel
que l'on ait V(D) = Vg (D) sin = n(D); en particulier, Vg (D) est un Espace Vectoriel de
dimension finie.

Démonstration. — Sim € N, soit D™ le (o, N)-module filtré dont le (¢, N)-module sous-jacent
est D et la filtration est définie par FiliDgn) = Fil'™™Dg (on a alors vy (z(™) = vy(z) —m
si 2™ désigne 1’éléement de D%n)
di,...,dp est une base de Dx adaptée a la filtration, on a

correspondant & x € Dy par l'isomorphisme identité). Si

Fil’(Bag ©x D) = @l t "1 @WBY, @d; et Fil'(Bar @x DY) = @l "1 @B, @ d;.

On en déduit un diagramme commutatif

0 —> Vgt (D) —— X (D)) —— Xqr(D™)
0 —— V(D) Xat (D) Xqr(D)
0

dans lequel les lignes et la colonne de droite sont exactes. D’autre part, si m est assez grand (par
exemple strictement supérieur au sup. vg(d;) moins la plus petite pente de D), alors tg(D') <
tn(D’) pour tout sous objet non nul D’ de D) D’aprés le corollaire 11.14, ceci implique
la nullité de Vst(D(m)) et Vg (D) s’injecte dans B, ®x Dk qui est un Espace Vectoriel de
dimension finie. La dimension principale de VI (D) est donc majorée par celle de B, ® x D
et est donc stationnaire pour n > ny(D). La dimension résiduelle de VI (D) est alors croissante
pour n > n;(D) et stationnaire & partir de ng(D) car, d’apreés le corollaire 11.4, I'image de X% (D)
dans X[ (D) est de dimension résiduelle > 0 et donc dimyes VI (D) < dimyes X3 (D) = dim D.
Ceci implique V(D) = V2 (D) si n > ny(D) et permet de conclure.

Théoréme 11.15. — Soit D un (¢, N)-module filtré fini de dimension h > 1.
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(1) S7il existe un sous-objet D' de D wvérifiant ty(D') > tn(D"), alors Vg (D) est un Espace
Vectoriel de dimension finie dont la dimension principale est strictement positive; en particulier,
V(D) est de dimension infinie sur Q.

(ii) Si D est faiblement admissible, la dimension principale de Vg (D) est nulle et Vg (D)
est l’Espace Vectoriel associé a V(D) qui est un Qp-espace vectoriel de dimension h. De plus,
Vapplication naturelle Bs; de Bgy ®q, Vst(D) dans Bgy ® D induit un isomorphisme de (¢, N)-
Modules filtrés de Bs; ®q, Vst(D) sur By @ D : la suite

0 —— V(D) — X4(D) — Xgr(D) —=0
est une suite exacte d’Espaces Vectoriels.

Remarque 11.16. — Dans le cas non couvert par ce théoréme [i.e. ty(D’) < ty(D’) pour tout
sous-objet D' de D et ty(D) < tnx(D)], le (p, N)module filtré D est strictement inclus dans
D et on a Vg (D) = Vg (D™), d’aprés la proposition 11.11, ce qui permet d’utiliser le (i) du
théoréme.

Démonstration. — Si D’ est un sous-objet de D, alors Vg (D') est un sous-Espace Vectoriel de
V(D) et si tyg(D') > ty(D') et n est assez grand, la dimension principale de X7 (D’) qui est
égale & ndim D' — ty(D') [cf. corollaire 11.8] est strictement supérieure a celle de X[ (D) qui
est égale & ndim D" — t(D’) [cf. proposition 11.1]. Comme la dimension principale est additive,
la dimension principale de V% (D’) est strictement positive et il en est a fortiori de méme de celle

de Vst(D)

Ceci termine la démonstration du (i) ; passons a celle du (ii). D’aprés le corollaire 11.12, V% (D)
est de dimension principale 0 et I'image X, de X[ (D) dans X[ (D) a donc pour dimension
principale

dimp, X§ (D) = nh — tn(D) = nh — tg (D) = dimp, X{i (D).

Le corollaire 11.4 montre que I'on a alors X,, = X} (D) ; autrement dit, la suite
0 —VE(D) — XL (D) —= X (D) —=0

est exacte et V(D) est de dimension dim X (D) — dim X}, (D) = (0,h). Ceci montre que
Vet (D) = Vg (D) est un Qp-espace vectoriel de dimension h.
Maintenant, si on pose V' = Vg (D), on dispose du diagramme commutatif

0—=V—>Bix@V)oBLROV) —>BraV —=0
lﬂst@ﬁdR 5dR
00—V —=Xu(D)@®Fil’(Bgr ® D) ——= Bgr ® D —= 0

dans lequel la premiére ligne est exacte (elle est obtenue en tensorisant par V' les suites exactes
fondamentales de la proposition 9.25 (avec £ = Q,)) et comme Sy est injective d’aprés la
proposition 11.11, les noyaux de Bqr dans BXR RV et Bgr ® V sont égaux et ils sont donc
tous les deux nuls car I'un est un Bggr-espace vectoriel et 'autre un B:{R—module de rang fini.
Finalement, comme dimgq, V' = dim D, I"application f4r : Bqr ® V' — Bgr ® D est bijective car
elle est injective et ces deux Bgr-espaces vectoriels ont la méme dimension, et le lemme des 5



92 PIERRE COLMEZ

permet de montrer que la fleche du milieu est un isomorphisme et donc que Sy : B ®V — B ®D
est un isomorphisme de (¢, N)-Modules filtrés.
Les mémes arguments montrent que dans le diagramme commutatif

0—>V — B V) BLOV) —=BreV —0

cris
lﬁst@ﬁdR BdR
0—V —— Xy(D) @ Fil’(Bggr ® D) —— Bgr ® D — 0

les fleches verticales sont des isomorphismes (pour celle de droite cela se fait en tensorisant par
Bgr au-dessus de Bgr) et donc que les deux lignes sont exactes, ce qui termine la démonstration.

Corollaire 11.17. — Soit D un (¢, N)-module filtré fini sur K. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) D est faiblement admissible.

(ii) Vg (D) est de dimension dim D sur Q.

Démonstration. — Si Vg (D) est de dimension dim D sur Q,, alors Vg (D) est, en particulier, de
dimension finie ce qui implique que ty(D’) < ty(D’) pour tout sous-objet de D d’apres le (i) du
théoréme 11.15. D’autre part, on a dimq, (Vs (D)) = dim D™ d’apres le (i) du théoréme 11.15
(et la remarque suivant ce théoréme) et donc D = D™ ce qui signifie que D est faiblement
admissible. La réciproque est incluse dans le (ii) du théoréme 11.15.

11.7. Représentations semi-stables. — Si B est une Q,-algébre topologique munie d’une
action continue de G, on dit qu’une représentation p-adique V de Gg est B-admissible si
ona B®q,V = BV en tant que ¥x-modules. Si tel est le cas, le B¢%-module Dg(V) =
(B ® V)YK est libre de rang dim V' et I'application naturelle ap : B ® g, Dp(V) = B®V est
un isomorphisme commutant & I'action de Gg. (Si vy, ..., v, est une base de V sur Q,, sia € B
et sid= Z?:l bj@vje Dp(V)C B®V,onaagla®d) = Z?:l ab; ® v;.)

Une représentation Bgi-admissible (resp. Bgr-admissible) est dite semi-stable (resp. de de
Rham). Comme Bg; est un sous-anneau de Bggr, une représentation semi-stable est a fortiori
de de Rham. Si V est une représentation semi-stable de dimension h, on note respectivement
Dy (V) et Dgr(V) les modules (Bg ® V)9K et (Bgr ® V). Comme G commute & I’action de
@ et N sur Bg, le module Dg (V') hérite naturellement de ces actions et Dg (V') est un (¢, N)-
module de dimension A sur K. De méme, comme la filtration sur Byr est respectée par G, le
module Dgr (V') hérite de cette filtration, ce qui en fait un module filtré sur K de dimension h.
Finalement, comme ’application naturelle de K ® g, Bgt dans Bggr est injective, I’application na-
turelle de K ® Dg (V') dans Dggr (V') est injective et est un isomorphisme de K-espaces vectoriels
pour des questions de dimension, ce qui permet de considérer Dy (V') comme un (¢, N)-module
filtré sur K de dimension h.

Lemme 11.18. — Si V est une représentation semi-stable de G, alors

(i) lapplication naturelle s : Bst ® K, Dst(V) — Bst ®q, V' est un isomorphisme de (¢, N)-
modules.

(ii) l’application naturelle aqr : Bar ®x Dar(V) — Bar ®q, V est un isomorphisme de
modules-filtrés.
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Démonstration. — On sait déja, car V est semi-stable et donc aussi de de Rham, que agt et agr
sont des isomorphismes ; il suffit donc de vérifier que les structures additionnelles sont préservées.
Sivi,...,v, est une base de V sur Q,, si a € By et sid = 2?21 bi @v; € Dg(V) C By @V, on
a ag(a®d) = Z?Zl ab; ® v; et le (i) découle des calculs suivants

h
ast(pla ® d)) =as(p(a) ® o(d)) = Z p(a)o(bi) @v; = Z o(ab;) ® v; = ¢(agt(a ® d)),
=1

ast(N(a® d)) :ozst(N(a) RAd+a® ];T(d))
—Z a)@bi+a® N(b)) @ v; = ZNab ®v; = N(ag(a® d)).

En ce qui concerne le (ii), on montre facilement, en utilisant inclusion Fil'Bgg - Fil/Bgr C
Fil"*/Bggr que

agr (Fil"(Bgr @ Dgr(V))) C Fil"Bgr @ V = Fil"(Bgr ® V).

Le probléme est de montrer la surjectivité. Soit dy,...,d; une base de Dgr (V') adaptée a la
filtration et soit i; = vg(d;). Si on écrit d; = Zzzl tlicj ) ® v, les conditions précédentes sont
équivalentes au fait que la matrice des (c; ) est inversible dans GLj,(Blg). Soit by ® v + -+ +
b, @ vy, € Bgr @ V et soit a1 @ dy + -+ - + ap, @ d, € Bgr @k Dgr (V') son antécédent par aqgg.
On a alors b, = Z?:l cj7ktiﬂ'aj et si b, € Fil"Bgr quel que soit 1 < k < h, linversibilité de la
matrice de c; dans GLh(B(‘fR) implique que tiiaj € Fil"Bggr quel que soit 1 < j < h. On a donc
a; € Fil" % Bgg et

h
a ®di+ -+ ap@dy € Y Fil"Bgg @ Fil"Dgr (V) C Fil"(Bar ® Dar(V)),
j=1
ce qui permet de conclure.
Théoréme 11.19. — (i) Si V est une représentation semi-stable de G, alors Dgt (V') est un

(¢, N)-module filtré sur K faiblement admissible dont la dimension est égale a celle de V et
Vet (Dst (V) = V.

(ii) St D est un (@, N)-module filtré sur K faiblement admissible, alors Vg (D) est une repré-
sentation semi-stable de G dont la dimension est égale a celle de D et Dg (Vg (D)) = D.

Démonstration. — Si V' est semi-stable, on déduit du lemme précédent des isomorphismes
ast : Xst(Dst (V) 2B ® Vet aqr @ Xar(Dst(V)) = (Bar/Bjr) ® V.

On a alors le diagramme commutatif

0 1% Bfat ® V — (Bar/Blp) © V —=0

Qst AdR T

0—— Vg (Dst(v)) - XSt(DSt(V)) - XdR(DSt(V))

d’ott T'on tire le fait que ag induit un isomorphisme de Vg (Dgt(V)) sur V et donc en parti-
culier que la dimension de Vg (Dgt(V)) est égale a celle de Dg (V) sur Ky, ce qui, en vertu du
corollaire 11.17 permet de démontrer le (i).
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Le (ii) a quant & lui pratiquement été démontré dans le théoréme 11.15. La seule chose a
rajouter est que l'isomorphisme naturel de (¢, N)-modules filtrés de By ® Vg (D) sur By, ® D
commute a ’action de Galois et donc

Dit(Vt(D)) = (Bst ®q, Vet(D))9% = (Bsy @, D)% =BG @, D = D.
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