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INTRODUCTION

Les mathématiques sont a la fois un outil d’'une puissance surprenante, utilisé a des
degrés divers par les autres sciences, et une des plus incroyables constructions collectives
de 'humanité, s’appuyant sur des bases consolidées génération aprés génération pour
permettre a I'édifice de monter toujours plus haut.

Ce cours est une introduction a trois des théories qui servent de socle aux mathéma-
tiques. La premiére (chap. I) est la théorie des représentations des groupes finis et de
leurs caractéres, développée dans les années 1895-1905 par F. Frobenius, W. Burnside
et I. Schur. Cette théorie est une extension de l'algébre linéaire (il s’agit de comprendre
I’action simultanée de plusieurs isomorphismes sur un espace vectoriel de dimension fini,
et donc 'action du groupe qu'’ils engendrent), mais la théorie des caractéres est aussi
une premiére approche de la transformée de Fourier dans un cadre fini ou les difficultés
analytiques sont absentes. La théorie des représentations des groupes joue un roéle central
en mathématiques, dans certaines branches de la physique (par exemple en physique des
particules) ou encore dans une petite partie de la chimie classique (cristallographie); le
cas des groupes finis sert souvent de guide pour deviner ce que 'on est en droit d’espérer
dans des cas plus compliqués.

La seconde (chap. II, III et IV) est I’analyse fonctionnelle des années 1900-1930 (es-
paces de Banach, intégration de Lebesgue, transformée de Fourier), dans laquelle se sont
illustrés R. Baire, S. Banach, M. Fréchet, H. Hahn, D. Hilbert, H. Lebesgue, M. Plan-
cherel, F. Riesz, H. Steinhaus... Cette théorie, née des préoccupations du siécle précédent
concernant les équations différentielles, les équations aux dérivées partielles..., forme la
base de l'analyse réelle moderne. Ses applications a 1’étude des équations aux dérivées
partielles provenant de la physique (équations de la chaleur, des ondes, de Schrédinger...)
sont innombrables.

La derniére partie du cours (chap V, VI et VII) est consacrée a la théorie des fonctions
analytiques d’une variable complexe, qui s’est développée entre les mains de A. Cauchy
dans les années 1820-1840, mais a été revisitée réguliérement depuis ; la présentation suivie
dans ce cours doit beaucoup aux apports de K. Weierstrass et de H. Poincaré datant de
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la seconde moitié du XIX® siécle. Cette théorie est probablement, avec la théorie générale
des groupes, celle qui est utilisée dans le plus grand nombre des autres branches des
mathématiques ou de la physique théorique. Par exemple, la représentation conforme des
ouverts du plan, & laquelle nous ne ferons qu'une bréve allusion (note 1 du chap. VI),
a des applications a I’étude de ’équation de la chaleur avec conditions au bord dans un
domaine plan, a l’aérodynamique (transformation de Joukovski), a ’étude du mouvement
brownien ou celle des polymeres, etc.

Le probléme majeur d'un cours de ce type est que l'on est conduit a privilégier les
résultats qui ont le plus d’applications futures et & reléguer en exercice tout ce qui fait
le sel des mathématiques, ce qui revient un peu a visiter une cathédrale en ne s’intéres-
sant qu’aux consolidations successives de la base de ses piliers. Pour essayer de lutter
contre cette tendance, nous avons privilégié des objets analytiques, issus de la théorie
des nombres, ayant la faculté étonnante d’interagir avec quasiment tous les domaines des
mathématiques (voire de la physique théorique) et, ce faisant, de contribuer fortement au
développement de ces domaines. Il s’agit des fonctions L, dont la fonction zéta de Riemann
(définie par ((s) = >.% L pour Re(s) > 1) est le prototype. L’un des premiers résul-
tats remarquables concernant ces objets est probablement la célébre formule ((2) = %2
de L. Euler (1734), répondant & une question posée en 1644 et connue sous le nom de
« probléme de Bale ». Le méme Euler a mis au jour un lien heuristique entre la fonction ¢
et la répartition des nombres premiers qui ne fut rigoureusement établi qu’en 1896 par
J. Hadamard et C. de la Vallée Poussin en suivant une stratégie suggérée par B. Riemann
en 1858. Entre-temps, G. Dirichlet avait introduit en 1837 les premiéres fonctions L pour
démontrer I'existence d’une infinité de nombres premiers dans les progressions arithmé-
tiques. L’annexe A, consacrée a ces résultats, fournit une illustration frappante de 'utilité
des fonctions holomorphes pour attaquer des problémes qui en semblent fort éloignés. De-
puis, le monde des fonctions L s’est enrichi au point de former un édifice imposant dont
I’annexe G essaie de donner une idée en partant de la constatation que, pour apprécier
I’élégance et la majesté de la votite de Notre-Dame, il n’est nul besoin de comprendre
pourquoi elle ne s’écroule pas ni, a fortiori, comment on a fait pour la construire sans
que tout tombe au fur et & mesure. Nous nous sommes restreint a ’aspect analytique des
fonctions L; celui-ci fait intervenir d’autres objets mathématiques ayant un don d’ubi-
quité assez époustouflant, a savoir les formes modulaires que nous avons reléguées dans
une série d’exercices en vertu du principe énoncé plus haut. Nous avons (presque) résisté
a la tentation d’explorer les propriétés arithmétiques de ces fonctions L : leurs valeurs aux
entiers cachent des trésors qui font 1'objet de conjectures générales de P. Deligne (1977,
dont la conjecture met en perspective le 72 de la formule d’Euler, et la non apparition
de 73 pour ((3)), de A. Beilinson (1985, qui vise, en particulier, a expliquer quels objets
interviennent dans (3)) et de S. Bloch et K. Kato (1989, dont la conjecture donne une for-
mule totalement générale fournissant, par exemple, une signification a ’apparition de 691

dans la formule ((12) = %) Un exemple de ces trésors cachés est la conjecture
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de Birch et Swinnerton-Dyer, qui date du début des années 1960, et a laquelle ’annexe F
est consacrée.

Bibliographie sommaire

Le lecteur désirant approfondir ) certains des thémes développés dans ce cours est
invité a consulter les ouvrages ci-dessous. Ces ouvrages partent a peu prés au méme
niveau que le présent cours, mais sont plus spécialisés, ce qui leur permet d’aller plus loin.

P. Biane, J-B. Bost et P. Colmez, La fonction zéta, Presses de 'Ecole Polytechnique.

Le lecteur y trouvera divers aspects de la fonction zéta en lien avec l'arithmétique ou les
probabilités.

J-B. Bost, Fonctions analytiques d’une variable complexe, Ecole Polytechnique.

Couvre les chapitres V a VII, et une partie de 'annexe A.

D. Bump, Automorphic forms and representations, Cambridge University Press.

Version développée de 'annexe G ; sa lecture demande un investissement non négligeable.

H. Cartan, Théorie élémentaire des fonctions analytiques d’une ou plusieurs variables
complezxes, Hermann.

Couvre les chapitres V et VI, et poursuit en direction de la géométrie (surfaces de Riemann,
et fonctions de plusieurs variables).

W. Ellison, Les nombres premiers, Hermann.

Couvre l'annexe A, et bien plus.

W. Fulton et J. Harris, Representation theory. A first course, GTM 129, Springer-Verlag.

Débute par le chapitre I et 'annexe C, et poursuit en direction des représentations des groupes
de Lie.

R. Godement, Analyse mathématique II, III et IV, Springer-Verlag.

Couvre 'essentiel du cours, et de ce que j’aurais voulu y mettre, en prenant son temps, ce
que son nombre de pages permet. Les formes modulaires y sont traitées avec le respect qu’elles
méritent.

N. Koblitz, Introduction to elliptic curves and modular forms, GTM 97, Springer-Verlag.

Offre un voyage a travers la théorie des nombres en prenant comme fil conducteur le probléme
des nombres congruents (annexe F).
S. Patterson, An introduction to the theory of the Riemann Zeta-function, Cambridge
University Press.

Couvre 'annexe A, et poursuit en direction des hypothéses de Riemann et Lindelof.
W. Rudin, Real and complex Analysis, Mc Graw-Hill

Un cours d’analyse qui couvre en particulier la partie analyse du cours (chapitres II a VI),
mais ne s’arréte pas 14, loin s’en faut.

J-P. Serre, Cours d’arithmétique, Presses Universitaires de France.

1. La maniére standard pour fabriquer des exercices est de prendre des résultats démontrés dans des
ouvrages plus spécialisés et de les découper en questions. Le lecteur trouvera donc dans ces ouvrages la
solution de la plupart des exercices de ce cours...
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Un fort joli livre pour en apprendre davantage sur les formes quadratiques & coefficients ra-
tionnels et les formes modulaires.
J-P. Serre, Représentations linéaires des groupes finis, Hermann.

Couvre le chapitre I et une partie de I'annexe C, et continue sur des sujets plus pointus
concernant les représentations des groupes finis.
A. Weil, FElliptic functions according to Eisenstein and Kronecker, Springer-Verlag.

Un livre semi-historique trés agréable a lire, illustrant & un niveau élémentaire les liens entre
les fonctions holomorphes et la théorie des nombres.

Enfin, voici deux livres portant sur I'histoire des idées mathématiques dont beaucoup
de notes de bas de page du présent texte sont issues. Les périodes couvertes par ces deux
ouvrages ne sont pas identiques bien qu’il y ait une intersection non vide ; celle du second
est plus récente et demande un bagage mathématique un peu plus solide.

A. Dahan-Dalmedico et J. Peiffer, Une histoire des mathématiques, routes et dédales,
Points Sciences, Editions du Seuil.
J. Dieudonné, Abrégé d’histoire des mathématiques, Hermann.
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Préface de la seconde édition

Le cours dont est issu ce livre a pris fin, et j'en ai profité pour inclure le matériel
pédagogique de la derniére année, et divers compléments (prés de 200 pages au total).

Le Vocabulaire Mathématique a vu sa taille doubler par rapport a la premiére édition,
et offre maintenant (si on lui adjoint un peu de I'analyse réelle des chapitres II, 1T et IV)
un survol assez complet d'un cours correspondant aux deux années de classe préparatoire
dans un lycée ambitieux @, avec plus d’une centaine d’exercices corrigés dont beaucoup
sont des classiques faisant partie de la culture de ces classes. Il ne s’agit pas d’un cours
organisé, et je ne pense pas que ce soit ’endroit parfait pour un premier contact avec les
sujets qu’il regroupe (les cours sont faits pour cela); son but est plutdt de rassembler et
de préciser, sous une forme compacte, les résultats d’usage constant ).

Le chapitre « Problémes corrigés » a été enrichi d’exercices posés lors des examens
finaux, et de quatre problémes : I'un (prob. H.12) propose une démonstration de I'irratio-
nalité de ((3) qui utilise la fonction I" dans le plan complexe, un autre (prob. H.11) vise a
démontrer I'identité /24 ], (1—¢") = 3,.cz(—1)"q®™*D*/24 due 4 Euler et en profite
pour passer en revue la plupart des techniques de transformée de Fourier et de fonc-
tions holomorphes, le troisiéme (prob. H.13) présente un résultat trés frappant de Borel
concernant la rationalité d’une série > a,z" a coefficients entiers, et le dernier (prob. H.4)
établit la table des caractéres du plus petit groupe simple aprés As. Les problémes de ce
genre sont une spécialité bien francaise, et je pense qu’ils expliquent en grande partie
les succés de 'Ecole Francaise de mathématiques : ils permettent d’illustrer 'unité des
mathématiques en montrant, & un niveau relativement élémentaire, I'intérét de combiner
des techniques différentes. Ils offrent une aide irremplagable pour assimiler les énoncés
du cours et apprécier leur puissance, et mon conseil serait de chercher a les résoudre (et
d’aller voir @ la solution en cas d’échec), avant d’essayer de maitriser les démonstrations
des théorémes fondamentaux (lire lesdites démonstrations peut toutefois étre utile pour

2. Cela correspond & peu prés a ce que j’ai eu la chance de recevoir comme cours en math. sup. (la
pénurie de professeurs de mathématiques n’avait pas encore été résolue par une diminution drastique des
heures d’enseignement au collége et au lycée et on arrivait en classe préparatoire nettement mieux armé
qu’a 'heure actuelle) ; je voudrais en profiter pour remercier D. Monasse du riche et beau cours qu’il nous
a offert cette année-1a, et dont j’utilise le contenu tous les jours de ma vie de mathématicien.

3. Avec des démonstrations en petits caractéres pour ceux qui aiment bien pouvoir vérifier que I'on
n’est pas en train de leur raconter des sornettes; certaines de ces démonstrations sont d’ailleurs assez
belles

4. Lire la solution d’une question a laquelle on n’a pas réfléchi est la recette idéale pour ne rien
apprendre ; par contre essayer de résoudre une question soi-méme est la meilleure maniére pour préparer
le cerveau a recevoir et assimiler la solution. Les puristes prétendront qu’il ne faut jamais aller voir la
solution et tout résoudre soi-méme (c’est la position des japonais en ce qui concerne les problémes de go;
celle des chinois est plutot qu’il faut réfléchir dix minutes et aller voir la solution si on ne trouve pas; il
y a 30 ans, les japonais étaient de loin les plus forts, mais ils se sont depuis fait dépasser par les chinois
et les coréens...).
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se faire une idée de la maniére dont les concepts s’articulent, mais s’acharner a les retenir
est plutot une perte de temps).

Les autres ajouts notables sont :

— un appendice (annexe E) démontrant la transcendance de 7 et l'existence d’une
infinité de ((2n + 1) irrationnels (en écho au prob. H.12),

— une construction compléte de la fonction zéta p-adique (§ D.4),

— des remarques sur les équations diophantiennes (§ F.2).

J’ai appris énormément de choses en écrivant ce texte, et j'espére que le lecteur y trou-
vera de quoi satisfaire sa curiosité. Etant arithméticien, j’ai privilégié les problémes issus
de la théorie des nombres pour illustrer I'unité ® des mathématiques: quelqu'un de plus
proche de la physique aurait probablement pu écrire autant d’appendices inspirés de pro-
blémes physiques et mettant en jeu les mathématiques du Vocabulaire et des chapitres I
a VII. La géométrie et les probabilités sont presque totalement absentes; ¢’est fort regret-
table car la vision que ces théories apportent est fondamentale (en particulier en théorie
des nombres ou en physique), mais c’est un reflet de I'organisation de 1’enseignement des
mathématiques dans notre pays.

5. Il est assez fascinant de voir comment les concepts se répondent d’une théorie ou d’un monde a
lautre. La note 50 du Vocabulaire en fournit une illustration assez frappante. De méme, le prob. H.9 m’a
été inspiré par le th. D.3.2 du monde p-adique, dont je me suis demandé ce qu’il pouvait bien devenir dans
le monde réel (ou complexe) ; j’ai réalisé par la suite qu’il s’agissait d’un résultat parfaitement classique
dans la veine du th. de Paley-Wiener.
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Notations standard

On note N 'ensemble {0,1,2,...} des entiers naturels, Z 'anneau des entiers relatifs,
Q le corps des nombres rationnels, R le corps des nombres réels et C le corps des nombres
complexes. On note Q*, R* et C* les groupes multiplicatifs de Q, R et C.

On note Ry (resp. R* ) I'ensemble des nombres réels positifs (resp. strictement positifs)
et R_ (resp. R*) 'ensemble des nombres réels négatifs (resp. strictement négatifs).

On note R = R U {400} la droite réelle achevée, et R, = R, U {+occ} la demi-droite
réelle achevée.

Sit € R, on note [t] sa partie enticre, et {t} =t — [t], sa partie fractionnaire.

Si X est un ensemble, on note |X| € N U {400} son cardinal; si Y C X, on note
1y : X — {0, 1} la fonction caractéristique de Y (elle est définie par 1y(z) = 1siz €Y,
et Iy(z) =0siz ¢ Y). Si X et Y sont deux sous-ensembles d'un ensemble E, on note
X —(XNY) ou simplement X — Y le complémentaire de X N'Y dans X.

Si I et X sont des ensembles, on note X! I’ensemble des applications de I dans X ; un
élément de X! est noté i — x; ou i — z(i) ou encore (z;);e1 (par exemple si [ = N).

On écrit tres souvent « a,b € X » pour «a € X et b € X », et on n’explicite pas tous
les quantificateurs : par exemple, on ecrit souvent « |f(z)| < e si x| < ¢ » au lieu de
«|f(z)| < e pour tout |z| <0 »

Si A est un anneau, et si n € N — {0}, on note M,,(A) 'anneau des matrices n x n a
coefficients dans A, GL,(A) C M, (A) le groupe des matrices inversibles (celles dont le
déterminant est inversible dans A), et SL,,(A) le sous-groupe de GL,(A) des matrices de
déterminant 1.

x> 0 (resp. x < 0) désigne un nombre réel suffisamment grand (resp. petit).

Si f, g sont deux fonctions d’un espace topologique X dans R ou C, la notation f = O(g)
au voisinage de z( signifie qu’il existe un voisinage V de z( et une constante C > 0 telle
que |f(z)] < C|g(z)| pour z € V; la notation f = o(g) au voisinage de x( signifie qu’il
existe un voisinage V de x( et une fonction € : V — R, tendant vers 0 en xg, telle que
|f(z)] < e(x)]g(x)], pour tout z € V.
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La nécessité de définir précisément les objets avec lesquels ils travaillent s’est imposée
graduellement aux mathématiciens confrontés a des contradictions d’ordre presque mé-
taphysique. L’avénement de la théorie des ensembles (a partir des travaux fondateurs de
G. Cantor datant des années 1870) et I’axiomatisation croissante des mathématiques ont
d’une part fait disparaitre un certain nombre d’obstacles psychologiques a la création d’ob-
jets nouveaux (9 et d’autre part débouché sur la création d’un vocabulaire extrémement
précis, qui a rendu possible I'explosion des mathématiques au cours du XX¢ siécle.

Ce mouvement a fini par atteindre 1’enseignement avec l'introduction des « maths mo-
dernes » au collége (et méme en grande section de maternelle). Dans les années 70, le
programme enseigné dans le secondaire et dans les classes préparatoires reposait sur le
slogan : « Dieu créa I’ensemble vide et ’homme fit le reste ». C’était un peu radical, mais
avait le mérite de présenter les mathématiques de maniére cohérente et de montrer que
I’'on pouvait créer de nouveaux objets a partir d’objets déja existants. La présentation en
était malheureusement extrémement dogmatique, et 'impression qu’on en retirait était
plutot que Dieu avait créé I’'ensemble vide et la théorie des ensembles, et sur sa lancée, les
entiers, les entiers relatifs, les nombres rationnels, puis les groupes, les anneaux, les corps
et les espaces vectoriels, puis les nombres réels, ensuite il avait introduit des € et des 9,
puis créé la topologie..., et quand il avait enfin été content du résultat, il avait fait don
aux hommes d’une théorie immuable et parfaite, & la beauté froide et lisse.

6. Les nombres complexes ont mis prés de deux siécles & étre acceptés (et méme les nombres négatifs
ont eu leurs détracteurs; un cas extréme est Augustus de Morgan qui continuait a les considérer, au mi-
lieu du XIX¢-siécle, comme dénués de tout fondement, et a passé une bonne partie de sa vie & essayer de
prouver qu’on pouvait fort bien s’en passer), alors que, de nos jours, des objets nettement plus compliqués
sont acceptés dés qu’ils ont fait la preuve de leur utilité pour résoudre, ou méme formuler proprement,
certains problémes; c’est par exemple le cas de 'anneau des « nombres complexes p-adiques » construit
par J.-M. Fontaine (1982). Les obstacles psychologiques n’ont toutefois pas complétement disparu; I’ap-
parition d’'un objet nouveau ne se fait pas sans heurt, et provoque des conflits parfois brutaux entre
les anciens, dont le point de vue « On a fait de trés bonnes maths pendant 2000 ans sans avoir be-
soin de ces horreurs » reflete I’appréhension devant la perspective de devoir étudier un nouveau sujet
“incompréhensible”, et les modernes qui voient dans le nouvel objet la solution & tous les problémes...
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Le dogme a changé vers le milieu des années 90, et on est reparti sur le mode : « Dieu
a créé les nombres réels, puis les nombres complexes, et envoyé Gauss sur terre pour
expliquer qu’il n’y avait pas besoin de chercher plus loin. ». Tout procédé de construction
a été soigneusement banni du programme officiel, et une grande partie du vocabulaire
mathématique de base a disparu ou a été vidé de sa substance (7). C’est fort regrettable
car la maitrise du vocabulaire mathématique demande du temps : il décrit des concepts
qui reposent souvent sur d’autres concepts, et il faut voir fonctionner ces concepts pour
saisir véritablement le sens des mots. Or ce temps fait cruellement défaut une fois passée
la période des classes préparatoires.

Ce chapitre essaie de pallier ces disparitions; la plus grande partie de son contenu n’est
pas utilisée dans le texte principal ®), mais est incluse car elle est susceptible de faire
son apparition dans n’importe quel domaine utilisant des mathématiques. Il ne prend
pas les mathématiques a leur début ), et le lecteur est supposé avoir déja des notions
méme vagues de la plupart des sujets qui suivent. Plutot qu'un cours organisé, il s’agit
d’une espéce de dictionnaire, et comme dans un dictionnaire, il n’est pas rare que certains
passages fassent appel & des notions définies ultérieurement.

1. Grammaire élémentaire

L’aziome du choiz postule quun produit d’ensembles non vides est non vide (i.e. si X; # &, pour
i €1, alors [[,.; X; # @). Autrement dit, on peut choisir simultanément un élément dans chacun des X,
si les X; sont non vides. Cet axiome a l'air évident, mais il est indépendant des axiomes de la théorie
des ensembles sur lesquels reposent les mathématiques modernes, ce qui veut dire qu’on peut choisir de
I'inclure ou non (en analyse, on peut difficilement se passer de axiome du choix dénombrable, qui est de
toute fagon assez raisonnable : on peut imaginer que face au probléme de choisir un nombre dénombrable
d’éléments, on devienne de plus en plus performant, et donc arriver a choisir tous ces éléments en un
temps fini; avec un nombre non dénombrable d’éléments, ceci est voué a ’échec, si on doit les choisir un

par un). L’inclure a d’énormes avantages pour démontrer des résultats d’existence, mais il a I'inconvénient

7. Le programme de la filiére PC est & cet égard assez catastrophique, puisque sa derniére mouture a
vu l'introduction de faux concepts, et méme de définitions fausses.

8. Les résultats exposés dans le cours sont en grande partie antérieurs a la mise en valeur des concepts
présentés dans ce chapitre, ce qui fait que I'on peut les présenter, en se contorsionnant un peu, sans
recourir & ces concepts. D’un autre coté, lire « Les misérables » ou les « Disquisitiones arithmeticae » a
la lumiére d’une lampe électrique est nettement plus confortable qu’a la lueur d’une chandelle, méme si
ces ceuvres datent d’avant 'invention de ’ampoule électrique et si la chandelle a un charme certain...

9. Il a été écrit de la maniére suivante. J’ai d’abord, pour chaque concept de base, fait une liste des
énonceés que j'utilise réguliérement sans me poser de question. C’est plus ou moins ce qui se trouve en gros
caractéres. J’ai ensuite rajouté les démonstrations (en général en petits caractéres). Une exception a ce
principe est le traitement de la réduction des endomorphismes, ou j’ai remplacé le point de vue enseigné
en classes préparatoires par une autre qui donne des résultats plus puissants. J’ai aussi rajouté, pour
les amateurs, une collection de monstres mathématiques, et quelques résultats plus culturels comme la
construction des nombres p-adiques, les théorémes de Sylow ou la simplicité de A,,.
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de rendre ces résultats d’existence ineffectifs, et on est toujours plus content quand on peut s’en passer.
J’ai essayé de signaler dans le texte les endoits ou utiliser ’axiome du choix fait une différence.
1.1. Coefficients binomiaux

On note ()kf) € Q[X], pour k € N, les polynomes binomiaux; ils sont définis par (?) =1
et (3) = XEX-D--X=k+D) gi k> 1; on a donc =X ()= XD ete.

I

e Sik>1, alors (XH) —
Ona: () = (%) = ((KAD—(X—k+ D) XK1 (X—h42)  X(X—1)o(Xhet2) _ (X)).

k
k k Kl = (k—1)! k—1

e Les nombres binomiaux (Z), pour k € N et n € Z sont des entiers vérifiant la relation

(nzl) = (Z) + (kfl) du triangle de Pascal.

La relation du triangle de Pascal résulte du point précédent. Montrons, par récurrence sur k,
que (Z) € Z pour tout n € Z. C’est clair si k = 0 puisqu’alors (Z) =1.Sik>1l,ona (2) =0,
et la formule ("Zl) - (Z) = (kfl) permet de déduire de I’hypothése de récurrence (kfl) ez
pour tout n, que (Z) € Z pour tout n > 0, par récurrence montante sur n, et (Z) € Z pour
tout n < 0, par récurrence descendante sur n. Ceci prouve que le résultat est vrai pour k et
permet de conclure.

e Si k,n € N, alors (Z) = (n+k'),k, est aussi le nombre CF de parties a k éléments dans un

ensemble a n éléments.

La formule (}) = (n%k'),k, est immédiate sur la définition. Maintenant, C¥_; = CF + Ck~!
car les parties a k éléments de {1,...,n + 1} se partitionnent en celles qui ne contiennent
pas n+ 1 (il y en a CF) et celles qui contiennent n + 1 et donc ne contiennent que k — 1
éléments de {1,...,n} (il y en a CE~1). Les Ck et les (}) vérifient donc les mémes relations de
récurrence. Comme C0 =1 = (g) pour tout n, et comme Ck =0 = (2), si k > 1, on en déduit,
par récurrence sur k, que CF = (Z) pour tout n € N (ce dernier énoncé se démontre, k étant
fixé, par récurrence sur n). On trouvera une démonstration plus conceptuelle dans I'ex. 3.8.

eOna ()= (-DFet (V)= (—1)"‘(7”,]:_1), si k,n € N.

I1 suffit de revenir a la formule.

1.2. L’anneau Z des entiers relatifs

e Si A est un sous groupe de Z (muni de +), il existe D > 0 unique, tel que A = DZ.

Si A = {0}, alors D =0. Si A # {0}, alors A contient des éléments > 0 puisque A est stable
par x — —x; soit D le plus petit de ces éléments. Une récurrence immédiate montre que A
contient nD, pour tout n € N, et donc aussi pour tout n € Z puisque A est stable par x — —x.
Autrement dit, A D DZ.

Maintenant, soit a € A, et soit r € {0,...,D — 1} le reste de la division euclidienne de a
par D. Alorsa —r € DZ C A, et donc r = a — (a —r) € A. Comme D est, par hypotheése, le
plus petit élément strictement positif de A, cela implique r = 0, et donc a € DZ. On en déduit
Iinclusion A C DZ et ’égalité A = DZ que l'on cherchait & démontrer.

On écrit a | b (pour a divise b) pour signifier que b est un multiple de a, et a t b pour
signifier le contraire. Si a,b € Z, on définit le plus grand diviseur commun pged(a,b) de a
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et b comme étant 0 si a = b = 0, et comme étant le plus grand entier d > 0 divisant a la
fois a et b, si a # 0 ou b # 0. On dit que a et b sont premiers entre euz, si pged(a,b) = 1.
Un élément p de N est premier, si p # 1 et si les seuls diviseurs de p sont 1 et p. On
note & = {2,3,5,...} 'ensemble des nombres premiers. Il est clair que si p € &, et si
a € N, alors soit p | a auquel cas pged(p, a) = p, soit p 1 a auquel cas p est premier a a.

Remarquons que aZ + bZ = {ax + by, x,y € Z} est un sous-groupe de Z; et c’est le
plus petit sous-groupe de Z contenant a et b (en effet, un sous-groupe de Z contenant a
et b contient ax et by et donc aussi ax + by, pour tous z,y € Z). On note (a,b), 'élément
de N tel que aZ+bZ = (a,b)Z; cet élément existe et est unique d’aprés le point ci-dessus.

e Sia,b € Z, alors (a,b) = pged(a,b) ; en particulier, a et b sont premiers entre eux si et
seulement si il existe u,v € Z tels que 1 = au + bv (théoréme de Bézout !9 ).

Sia =b =0, le résultat est immédiat. Suposons donc a # 0 ou b # 0. Par définition de (a, ),
a et b sont des multiples de (a,b), et donc (a,b) < pged(a, b). Réciproquement, si d > 1 divise
a et b, alors d divise ax + by, quels que soient z,y € Z; en particulier, d divise (a,b) et donc
d < (a,b). On en déduit I'inégalité (a,b) > pged(a, b) qui permet de conclure.

e Si a est premier avec b et ¢, alors a est premier avec bc; si a divise be et si a est premier
avec b, alors a divise ¢ (lemme de Gauss).
Si (a,b) = (a,c¢) =1, il existe uy, v1 tels que aug + bvy = 1 et ug, vy tels que aus + cvg = 1.
On a donc 1 = (auy + bvy)(aus + cve) = au+ bev, avec u = aujus + bvyus + cuivy et v = vy v,
ce qui prouve que (a,bc) = 1. On en déduit le premier énoncé.
Si be = ad et au + bv = 1, alors acu + adv = ¢, et donc a(cu + dv) = ¢, ce qui prouve que a
divise c¢; d’otul le second énoncé.

e Sin € Z — {0}, il existe des nombres premiers py,...,p, tels que n = sign(n)p; - p,;
de plus, les p;, pour 1 < i < r, sont uniquement déterminés a l’ordre prés. En d’autres
termes, n peut se factoriser de maniére unique comme un produit de facteurs premiers (V)
(théoréme fondamental de Parithmétique).

Le cas n < 0 se déduit du cas n > 0; on peut donc supposer n > 0.

L’existence se démontre par récurrence. C’est évident pour n = 1, auquel cas, on a r = 0
(un produit vide vaut 1 par définition). Maintenant, si n > 2 est premier, alors n = n est
une factorisation de n sous la forme voulue. Si n > 2 n’est pas premier, alors n = ab, avec
2<a<s<n—1let2<b<<n—1 On peut donc appliquer 'hypothése de récurrence a a et b,
ce qui permet d’écrire a sous la forme a = p;---ps, et b sous la forme b = psy1---p,, OU
P1,---,pr sont des nombres premiers. On a alors n = p; - - - p,., ce qui prouve que n admet une
factorisation sous la forme voulue.

10. Il est en fait di a C.-G. Bachet de Méziriac (1624) ; Bézout (1730-1783) a démontré I’énoncé analogue

dans 'anneau K[X].
11. Si n est le produit de deux nombres premiers ayant chacun un millier de chiffres, on peut prouver,

avec ’aide d’un ordinateur, que n n’est pas premier, mais il est impossible, a I’heure actuelle, de retrouver
les deux nombres premiers qui divisent n. Ceci est & la base de la sécurité du systéme RSA, datant de
1977, en vigueur pour les transactions sur Internet. C’est aussi une bonne illustration de la différence
entre la théorie et la pratique, qui en théorie sont la méme chose, mais en pratique...
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L’unicité se démontre en utilisant le lemme de Gauss. Si p1---p. = q1--- g5 ou les p; et les
g; sont des nombres premiers, le lemme de Gauss montre que p, divise I'un des g; et donc
lui est égal. Quitte a permuter les g;, on peut supposer que p, = gs, et en divisant les deux
membres par p, = ¢s, on se raméne a r — 1 et s — 1, ce qui permet de conclure par récurrence.

e Il y a une infinité de nombres premiers.

Supposons le contraire, et soient py,...,p, les nombres premiers. Soit n = (p1---p.) +1, et
soit p un nombre premier divisant n (il en existe grace au point précédent). Comme p ne peut
pas étre un des p; puisque le reste de la division par p; est 1, on aboutit & une contradiction
qui permet de conclure.

e Sin € Z — {0}, et si p est un nombre premier, on note v,(n) le nombre de fois que p
apparait dans la décomposition en facteurs premiers de n; alors p*»(™ est aussi la plus
grande puissance de p divisant n, et v,(n) est la valuation p-adique de n.

On étend cette définition & n € Z en posant v,(0) = +oo. On dispose alors d’'un
critére de divisibilité assez utile : a divise b si et seulement si v,(a) < v,(b) pour tout
nombre premier p. En revenant a la définition de pged(a,b), on en déduit la formule
pgcd(a, b) — Hp pinf(vp(a),vp(b))_

Ezercice 1.1. — Si a,b € Z, on définit le plus petit commun multiple ppcm(a,b) de a et b comme le plus
petit entier > 0, multiple & la fois de a et b.
(i) Montrer que aZ N bZ est un sous-groupe de Z, et que aZ N bZ = ppcm(a, b)Z.
ii) Montrer que ppcm(a, b) = PP (p(a) e () i g £ 0 et b # 0.
P

Ezercice 1.2. — (i) Montrer que vy,(ab) = v,(a)+v,(b) et v,(a+b) > inf(vy(a), vp(b)), pour tous a,b € Z.
(ii) Montrer que v, a un unique prolongement & Q tel que v,(zy) = v,y(z) +v,p(y), pour tous z,y € Q,
et que l'on a alors v, (x + y) = inf(vy(z),v,(y)), quels que soient z,y € Q.
(iii) Montrer que \/2 est irrationnel.

Ezercice 1.3. — (i) Montrer que v,(a + b) = inf(v,(a), vy(b)), si vp(a) # vp(b).
(ii) Montrer que v, (Y1 ; a;) = inf1<;<, vp(a;), si Iinf. n’est atteint que pour une valeur de i.
(iii) Montrer que 1+ § + 1 4 - + L n’est pas un entier, si n > 2.

n

Ezercice 1.4. — (i) Soient n > 1 et p un nombre premier. Montrer que vy(n!) = [2] + [J5] + [J5] + -+
En déduire que v,(n!) = n;s_pl(n)7 ol Sp(n) est la somme des chiffres de n en base p.
(ii) Montrer que [z] — [£] — [£] — [£] + [&] est toujours > 0. En déduire que % est un

entier(lg), pour tout n € N.
(iii) Montrer que vp((a:b)) est le nombre de retenues dans ’addition de a 4+ b en base p, si a,b € N.
(iv) Soit p un nombre premier. Montrer que (1;) est divisible par p, si 1 < 7 < p — 1. En déduire que
nP — n est divisible par p pour tout n € Z (petit th. de Fermat).

12. Cette observation, couplée avec la formule de Stirling, a permis & P. Tchebychev de montrer, en 1852,
que le nombre m(x) de nombres premiers < z vérifie (0,92 + o(1)) =% < w(z) < (1,05 + o(1))

T
logx ™ log x?
drement que ’on pourra comparer avec le th. des nombres premiers de 'annexe A. En 2005, F. Rodriguez-

Villegas a démontré que la série :ioo %

polynome P 4 coefficients dans Q(T) qui ’annule ; il a aussi prouvé que le degré minimal d’un tel polynome

enca-
T™ était algébrique, ce qui signifie qu’il existe un

est 483840, ce qui rend son explicitation problématique...
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1.3. Parallélisme entre logique élémentaire et langage ensembliste

Si p est un prédicat (i.e. une application & valeurs dans {vrai, faux} = {0, 1}), alors p
est aussi la fonction caractéristique de I'ensemble {x, p(x)} des z pour lesquels p(z) = 1.
e La négation p — p = 1 — p correspond au passage au complémentaire : {x, p(z)} est le
complémentaire de {x, p(z)}.

e A (“et”) correspond a l'intersection : {z, p(x) A q(x)} = {z, p(x)} N{z, q(x)}.

e V (“ou”) correspond a la réunion : {z, p(z)V q(x)} ={z, p(x)} U{z, q(x)}.

e La formule pV ¢ =P AG (resp. pAq =DV q) devient : le complémentaire de la réunion
(resp. l'intersection) est l'intersection (resp. la réunion) des complémentaires.

e = correspond a 'inclusion : p = ¢ si et seulement si {z, p(z)} C {z, q(x)}.

e V/ correspond a une intersection : {z, Vi € I, p;(x)} = Nier{z, pi(x)}.

e 3 correspond & une réunion : {z, 3i € I, p;(x)} = Ujer{z, pi(z)}.

Considérons, par exemple, deux espaces métriques X et Y, et une suite de fonctions (f,)nen de X
dans Y. Soit A 'ensemble des = € X tels que f,(z) converge. Alors A peut s’écrire sous la forme :

A={zeX, yeY,VjeN, INeEN, Vn>N, d(fu(z),y) <277}
=Uyey Njen Unen Muxn Sy ({y' €Y, d(y,y') <277}).
SiY est complet, on peut utiliser le critére de Cauchy au lieu de donner un nom & la limite, et on obtient
[en notant f,, , : X =Y x Y la fonction  — (f(z), fp(2))] :
A={zeX, VjeN, INeN,Vn,p >N, d(f.(2), f,(z)) <277}
= NjeN UNeN NnpeN frs({W,y) €Y x Y, d(y,y') <277}).

La seconde formulation a I'avantage de ne faire intervenir que des intersections et réunions indexées par
des ensembles dénombrables.

1.4. Ensembles dénombrables

Un ensemble est dénombrable s’il est fini ou s’il peut étre mis en bijection avec N.

e Un sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

Il suffit de démontrer qu’un sous-ensemble X de N, qui n’est pas fini, peut étre mis en
bijection avec N. Si z € X, soit p(z) = |{y € X, y < x}|. Si z¢ est le plus petit élément de X,
on a p(xg) = 0, ce qui montre que ¢(X) contient 0. Si ¢(z) = n, et 2’ est le plus petit élément
de X strictement supérieur a x, on a ¢(z’') = n + 1, ce qui prouve que ¢ est surjective. Par
ailleurs, ¢ est injective car strictement croissante (si z; < 2, alors {y € X, y < x5} contient
{y € X, y < x1} et x1). Ceci permet de conclure.

e Si v : X — Y est injective et si Y est dénombrable, alors X est dénombrable; si
p: X =Y est surjective et si X est dénombrable, alors Y est dénombrable.

Si ¢ : X =Y est injective, alors ¢ réalise une bijection de X sur p(X) qui est dénombrable
comme sous-ensemble d’un ensemble dénombrable, et X est dénombrable. Si ¢ : X — Y est
surjective, on peut choisir (cela demande l’axiome du choix), pour tout y € Y, un antécédent
s(y) € Y de y par ¢. Alors s : Y — X est injective car s(y1) = s(y2) implique y1 = p(s(y1)) =
©(s(y2)) = ya2, et donc Y est dénombrable si X 'est, d’aprés ce qui précede.



1. GRAMMAIRE ELEMENTAIRE

e Un produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Soient Xy, ..., X} des ensembles dénombrables, X = Xy x - - - x Xy, et p1, ..., pr des nombres
premiers distincts. Soit ¢; : X; — N injective, pour tout ¢ € {1,...,k}. Alors ¢ : X — N,
définie par p(x1,...,2x) = pfl(“) . ~pf’“<x’°) est injective d’aprés le « théoréme fondamental de
Parithmétique » (unicité de la factorisation d’un entier naturel non nul en produit de nombres

premiers).

e Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

o 7,

o R

Ezercice 1.5. — Montrer que Uensemble &(IN) des parties de N n’est pas dénombrable, mais que l'en-

Soit (X;)ie1, avec I dénombrable et chacun des X; aussi. Soient ¢; : X; — N, pour ¢ € I,
des applications injectives, et soit Y C I x N l’ensemble des couples (i, p;(x)), pour i € I et
x € X;. Alors Y est dénombrable comme sous-ensemble de ’ensemble dénombrable I x N, et
lapplication (i,y) — w;l(y) de Y dans U;1X; est surjective, ce qui prouve que U;erX; est
dénombrable.

N4, Z? sid e N, et Q sont dénombrables (13).

L’application (a,b) — a — b est une surjection de N x N sur Z, et comme N x N est dé-
nombrable, en tant que produit fini d’ensembles dénombrables, il en est de méme de Z. Les
ensembles N¢, Z¢ sont dénombrables puisque ce sont des produits finis d’ensembles dénom-
brables. Enfin, (a,b) — ¢ induit une surjection de Z x (Z — {0}) sur Q qui, de ce fait est
dénombrable, Z et Z — {0} I'é¢tant.

et I'ensemble {0, 1}N des suites a valeurs dans {0, 1} ne sont pas dénombrables.

Supposons que {0,1}N est dénombrable. Il existe donc une bijection n + x, de N
sur {0,1}N. Chaque z,, est une suite z, = (T x)keN, O T, € {0,1}, ce qui permet de
considérer la suite ¥ = (yx)ren, O Y = 1 — . Par construction, la suite y a sa n-iéme
valeur distincte de celle de x,,, pour tout n, et on a donc y # x,, quel que soit n € N, ce
qui est en contradiction avec ’hypothése selon laquelle n — x,, est surjective; c’est donc que
{0,1}N n’est pas dénombrable. Cet argument est [’argument diagonal de Cantor (1891).

Pour démontrer que R n’est pas dénombrable, il suffit de constater que si X désigne le
sous-ensemble de [0, 1[ des nombres dont le développement décimal ne comporte que des 0 et
des 1, alors X est en bijection avec {0, 1}, et donc n’est pas dénombrable. Il en est a fortiori
de méme de R, qui contient X.

semble des parties finies de N est dénombrable.

Ezercice 1.6. — On rappelle que = € C est algébrique s’il existe P € Q[X] non nul tel que P(z) =0, et
que = € C est transcendant s'il n’est pas algébrique. Montrer que ’ensemble Q des nombres algébriques

est dénombrable. En déduire qu’il existe des nombres transcendants.

Ezercice 1.7. — Soit (B;), er une famille de disques ouverts non vides de C. Montrer que si les B; sont

deux

13.

a deux disjoints, alors I est dénombrable.

Ces résultats, la non dénombrabilité de R et la dénombrabilité de I’ensemble des nombres algé-
briques sont le fruit d’un échange de lettres entre G. Cantor et R. Dedekind datant de la fin 1873. Cantor
prouvera en 1877 que [0, 1] et [0,1] x [0,1] peuvent étre mis en bijection; comme il I’écrit a Dedekind :

« Je le vois, mais je ne le crois pas ».
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Ezercice 1.8. — Soit f : R — R une fonction croissante.

(i) Montrer que f admet une limite & droite et une limite & gauche en tout point et que, si 2y € R,
alors f(z) = infysq, f(2) et f(zg) = sup,.,, f(x); en déduire que f(zg) < f(zo) < f(zg). A quelle
condition f est-elle continue en xq ?

(ii) Montrer que, si zg < z1, alors f(zg) < f(z7).

(iii) Montrer que ’ensemble D des points ou f est discontinue est dénombrable.

Ezercice 1.9. — Soient X un sous-ensemble dénombrable de R, dense (i.e. Ja, b[NX # @, pour tous a < b),
et n +— x, une bijection de N sur X. On définit, par récurrence, une suite n — ¢(n), en posant ¢(0) = 0,
©(1) = 1 et en prenant pour ¢(n) le plus petit entier i > p(n —1) tel que x; soit entre z,,—1) €t Ty(n—_2)-
Montrer que la suite (z,(n))nen a une limite et que cette limite n’appartient pas a X. En déduire que R
n’est pas dénombrable.

Ezercice 1.10. — (difficile) Un « huit » est la réunion de deux cercles dans le plan, de méme rayon (non
nul), tangents en un point. Montrer que 'on peut mettre dans le plan au plus un nombre dénombrable
de huit deux a deux disjoints.

Ezercice 1.11. — (difficile) Un « tripode » est la figure formée de trois segments [G, A], [G,B] et [G, C],
ot A, B, C sont les sommets d’un triangle équilatéral (non réduit & un point) et G est le centre de gravité
du triangle. Montrer que 1’on peut mettre dans le plan au plus un nombre dénombrable de tripodes deux
a deux disjoints.

2. Structures algébriques

Dans ce §, on réunit les définitions concernant les structures algébriques les plus cou-
rantes ; les exemples illustratifs utilisent des objets qui sont en général étudiés plus loin
dans le texte. Les structures algébriques se sont imposées graduellement aux mathémati-
ciens au cours du XIX® : le terme de « groupe » a été introduit par Galois (1830) dans son
étude de la solubilité des équations polynomiales par radicaux, mais il a fallu attendre
1854 pour que Cayley donne une définition axiomatique d’un groupe abstrait (ce que Ga-
lois appelle groupe correspond plutot a une orbite sous I’action d’un groupe fantoéme). De
méme, les calculs dans R?, R? remontent & assez loin, mais il a fallu attendre le dévelop-
pement de ’analyse fonctionnelle dans les années 1930 pour que la définition axiomatique
d’espace vectoriel |proposée par Grassmann (1862) et précisée par Peano (1888)] soit
universellement adoptée et que 1’on remplace avantageusement ) coordonnées et ma-
trices par vecteurs et applications linéaires. Une des grandes forces des mathématiques
réside dans ce processus en deux temps : identification de propriétés communes d’objets
a priori trés différents (comme les permutations de {1,...,n} o les isométries du plan,
ou comme 'espace R? et celui des fonctions continues sur [0, 1]), puis définition, a partir
de ces propriétés, d’'une catégorie d’objets (les groupes dans le premier cas, les espaces
vectoriels dans le second) que l'on peut étudier pour eux-mémes, ce qui fournit des outils

14. Nous encourageons le lecteur & essayer de résoudre directement 1’équation A? + 1 = 0 dans M3(R)
ou méme Ms(R).
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pour comprendre a la fois les objets initiaux ayant permis de dégager la notion et d’autres
que 'on n’avait pas forcément pensé a mettre sur le méme plan jusque-la.

2.1. Lois de composition

Soit X un ensemble. Une loi de composition ¢ sur X est une régle permettant de
fabriquer, a partir de deux éléments quelconques x,y de X, un élément xQy de X ; c’est
donc une application de X x X dans X. Les exemples ne manquent pas :

¢ Si E est un ensemble, I’ensemble des applications u« : E — E est muni de la composition o.

o L’ensemble des propositions logiques est muni des lois A (= et), V (= ou) et de I'implication =.

o L’ensemble & (E) des parties d’un ensemble E est muni de la réunion U, I'intersection N, la différence
symétrique A (A A B est le complémentaire (A UB) — (ANB) de ANB dans AUB).

o L’ensemble Z des entiers relatifs est muni de ’addition +, la multiplication x (ou -), la soustraction —.

La loi © est commutative ™ si zQy = yQx, pour tous z,y € X.

Elle est associative 19 si (zQy)0z = 20(yVz), pour tous z,y,z € X. Si la loi est asso-
ciative, on peut faire les opérations dans ’ordre que I’'on veut, ce qui permet de supprimer
les parenthéses : on écrira donc souvent xQyQz au lieu de (zQy)0z ou zQO(yVz), si la
loi © est associative.

On dit que e € X est un élément neutre ™ pour Q, si eQx = Qe = x, pour tout z € X.
Un élément neutre est unique car e = eQe’ = €’ si e et € sont des éléments neutres.

Si O admet un élément neutre, on dit que a est un inverse a gauche (resp. a droite)
de z si aQz = e (resp. z0a = e). Si © est associative, on dit que x est inversible s’il
admet des inverses a droite et a gauche '® ; ceux-ci sont alors uniquement déterminés et
égaux puisque a = aQe = aQ(20b) = (aVz)0Vb = eQVb = b, si a et b sont des inverses a
gauche et a droite de x.

Si © et & sont deux lois de composition sur X, on dit que # est distributive par
rapport 1 & Q. si (aQb)Mz = (adz)Q(bdhz) et rM8(aVb) = (zda)D(rMb), pour tous
a, b,z € X.

15. C’est le cas de toutes les lois ci-dessus & l'exception de la composition o, de = sur ’ensemble des
propositions logiques et de — sur Z.

16. C’est le cas de toutes les lois ci-dessus a I’exception de = et de —.

17. Les lois o, U, N, A, + et x possédent des éléments neutres, a savoir id, @, E, &, 0 et 1.

18. Dans le cas de la loi o, une application v : E — E admet un inverse a gauche si et seulement si elle
est injective; elle admet un inverse a droite si et seulement si elle est surjective (cela demande 'axiome
du choix dans le cas ou E est Uinfini), et elle est inversible si et seulement si elle est bijective; pour la
loi A, tout élément est son propre inverse; dans Z, tout élément n admet un inverse —n pour la loi +,
mais seuls 1 et —1 admettent un inverse pour la loi x.

19. Dans les exemples ci-dessus, A est distributive par rapport a Vv, et V l'est par rapport & A; U est
distributive par rapport & N et A, et N I'est par rapport & U; X est distributive par rapport a + et —.
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2.2. Exemples de structures algébriques

2.2.1. Groupes. — Un groupe G est un ensemble non vide, muni d’une loi (g, h) — gh,
associative, possédant un élément neutre e, et telle que tout élément ¢ soit inversible (on
note ¢! I'inverse de g).

Si la loi est commutative, on dit que G est commutatif ou abélien. La loi de groupe d’un
groupe commutatif est souvent notée +, auquel cas ’élément neutre est noté 0 et I'inverse
de x € G est noté —x et appelé ["opposé de x. Une loi notée + ou @ ou H est implicitement
commutative, & moins que 'auteur n’ait vraiment décidé de rendre son texte illisible.

Si la loi de groupe est notée multiplicativement, I’élément neutre de G est en général
noté 1 au lieu de e s’il s’agit d’un groupe de bijections d’un ensemble X, I’élément neutre
est l'identité de X, et est souvent noté id.

Comme groupes, citons le groupe pp, des racines D-iémes de I'unité dans C (alinéa 3.1.1), le groupe
symétrique S,, et son sous-groupe A,, (n°3.4), le groupe GL,, (A) des matrices nxn inversibles a coefficients
dans un anneau A et son sous-groupe SL,,(A) des matrices de déterminant 1 (n°7.7), le groupe des points
rationnels sur une courbe elliptique (prob. H.8 et annexe F). Notons aussi qu'un anneau (cf. ci-aprés) est

un groupe pour 'addition, et que ’ensemble de ses éléments inversibles (non nuls) est un groupe pour la
multiplication (par exemple (R, +), (Q,+), (R*, X), (Q*, x) sont des groupes).

2.2.2. Anneauxr. — Un anneau A est un ensemble non vide muni d’une loi d’addition +
qui fait de A un groupe commutatif (d’élément neutre 0) et d’une loi de multiplication x
ou -, associative, possédant un élément neutre 1, et distributive par rapport a 1’addition.
On dit que A est commutatif si la multiplication est commutative. On dit que A est intégre
siA#{0}etsizy=0= 2 =0o0uy =0; on dit que z € A est un diviseur de 0 s’il
existe y # 0 tel que zy = 0; un anneau A est donc intégre si et seulement si A # {0} et
le seul diviseur de 0 est 0.

Comme anneaux commutatifs, citons Panneau Z des entiers relatifs, lanneau Z/DZ des entiers mo-
dulo D (n°2.8), 'anneau Z, des entiers p-adiques, I’anneau A[X] des polynomes en la variable X & coeffi-
cients dans un anneau commutatif A (n°4.1), Panneau A[Xy,...,X,] des polyndmes en n variables (ali-
néa 4.3.1), 'anneau K[[T]] des séries formelles a coefficients dans un corps commutatif K (n°1 du § V.1);
comme anneau non commutatif, nous aurons surtout affaire & Panneau M,,(A) des matrices n x n a
coefficients dans un anneau commutatif A (n°7.7).

e Si A est un anneau, I’ensemble A* des éléments inversibles ?® non nuls de A est un
groupe pour la multiplication s’il est non vide ?V).

Il s’agit de prouver que le produit de deux éléments inversibles est encore inversible, mais

ona (zy)(y'zl) = a(yyH)z~!

qui prouve que xy est inversible d’inverse y~

=zt =1let (y o) (ay) =y e )y =y ly =1, ce
1271 si x et y le sont.

e Si A est un anneau,ona 0-z = -0 =0, pour tout x € A, et z-(—y) = (—z)-y = —(x-y)
pour tous x,y € A.

20. Pour la multiplication ; I'inversibilité pour ’addition est incluse dans la définition d’un anneau.
21. Si A = {0}, alors 0 = 1 et 0 est inversible, mais A* n’est pas un groupe car il est vide ; on remarquera
que inversibilité de 0 pour la multiplication implique A = {0} d’aprés le point suivant.
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y-x=0+y) -2 =0-2)+ (y-z), et donc 0 = 0z, comme on le voit en ajoutant
—(y - z) des deux cotés; de méme z -y =z - (y+0) = (x-y) + (z-0), et donc 0 = z - 0.
De méme - (—y)+z-y =z-(—y+y) = 2-0 =0, et donc z - (—y) = —(z -y), et
(—z) - y+2x-y=(—2r+2) - y=0-y=0, et donc (—x) -y = —(x-y).
2.2.3. Corps. — Un corps K est un anneau dans lequel tout élément non nul est inversible
(on note 27! ou 2 linverse de z # 0), et K* = K — {0} est non vide ®? (c’est donc un
groupe). Un tel corps est dit commutatif si la multiplication est commutative.

Comme corps, citons le corps Q des nombres rationnels (n° 20.2), le corps R des nombres réels (n° 20.3),
le corps C des nombres complexes, le corps Q, des nombres p-adiques (n°20.4), le corps K(X) des fractions
rationnelles & coefficients dans un corps K (alinéa 4.2.3), ou encore le corps F,; & ¢ éléments, si ¢ est une
puissance d’un nombre premier (n°8.7).

e Si A est un anneau commutatif intégre, on construit son corps des fractions Fr(A)

comme l’ensemble des classes d’équivalence de couples (a,b) € A x (A — {0}) pour la

relation 3 (a,b) ~ (a', ') si et seulement si ab’ —a’b = 0, muni des lois + et - définies par

(a,b) + (a',0") = (ab' 4 a'b,bb') et (a,b) - (a/, V') = (aa’,bb’). La classe de (a,b) est notée ¢,

celle de (a,1) est simplement notée a, ce qui permet de considérer A comme un sous-

ensemble de Fr(A), et on a ¢ = b~'a dans Fr(A). Les lois d’addition et de multiplication
a __ ab/+ad'db aa __ aad

prennent alors les formes plus habituelles § + & = Y= W

Par exemple, on a Fr(Z) = Q, Fr(K[X]) = K(X) et, plus généralement, le corps des fractions de
K[Xy,...,X,] est le corps K(Xy,...,X,,) des fractions rationnelles en n variables.

2.2.4. Modules et espaces vectoriels. — Si A est un anneau, un A-module M (ou un
module sur A) est un groupe commutatif pour une loi + (d’élément neutre 0), muni d’une
action (a, ) +— ax de A, vérifiant :

lr =z, alz+y) =ar+ay, (a+bz=ar+br, (ab)r=a(bx),

quels que soient z,y € M et a,b € A. On a alors 0z = 0, a0 = 0 et (—a)r = —(az) =
a(—z), st a € A et x € M pour les mémes raisons que ci-dessus.

Si K est un corps commutatif, un K-module est en général appelé un K-espace vectoriel
ou un espace vectoriel sur K.

L’analyse fournit une pléthore d’espaces vectoriels sur R ou C, par exemple les espaces de fonctions
¢ (R™), € (R™), L (R™), L{(R™), continues, €>°, de Schwartz (§ IV.3, n° 3), sommables (§ II1.2, n° 1)
sont des C-espaces vectoriels. Il est souvent profitable de considérer un K-espace vectoriel de dimension
fini muni d’un endomorphisme u comme un K[X]-module (n°10.2).
e Une différence fondamentale entre les espaces vectoriels et les modules sur un anneau
qui n’est pas un corps est que Ax = 0 et X\ # 0 impliquent x = 0 dans un espace vectoriel
(car z = A™'Az = A7!'0 = 0), mais pas dans un module sur un anneau qui n’est pas un
corps (par exemple, on a 2-3 = 0 dans le Z-module Z/6Z sans que 3 soit nul dans Z/6Z).

22. On impose donc 1 # 0 dans un corps; anneau {0} n’est pas un corps.
23. Cf. n° 2.7. La transitivité résulte de la relation b'(ab” — a”’b) = bv"(ab’ — a'b) — b(a"b — a'b"”") qui
implique, car A est intégre et b’ # 0, que ab”’ — a”’b=0si ab' —a’b=ad"V —a'b”’ = 0.
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e Tout groupe commutatif (et donc tout anneau, tout corps, tout module sur un anneau,
etc.) est naturellement un Z-module, en définissant nz par récurrence sur n, par 0z = 0,
(n+ 1)z =nx+xsineN,et ne=—((—n)x), sin <0.
Montrer que ceci définit bien une action de Z est un exercice fastidieux qui n’est pas sans
rappeler la démonstration du fait que Z est un anneau en partant des axiomes de Peano.

2.2.5. Algébres. — Si A est un anneau commutatif, une A-algébre A est un A-module
muni d’une multiplication notée -, associative, distributive par rapport a ’addition, et qui
vérifie a (z-y) = (ax)-y = x-(ay), pour tous a € A et z,y € A (i.e. 'action de A commute
a la multiplication). Une algébre est commutative si la multiplication est commutative,
unitaire si elle posséde un élément neutre pour la multiplication (c’est alors un anneau).

e Tout anneau est naturellement une Z-algébre ; toute A-algébre est une Z-algébre, si A
est un anneau commutatif.

Il s’agit de vérifier que la structure de Z-module définie ci-dessus satisfait les relations
n(zy) = (nx)y = x (ny), ce qui se démontre par une récurrence sans mystére pour n > 0, et
par passage a ’opposé pour n < 0.

1

Si A est une Z-algébre, et si z € A, on définit 2™, pour n > 1, par 2! = z et 2" = 2",

sin > 1, et on vérifie, par récurrence sur m, que "™ = z"z™, si n,m € N. Si A est
unitaire, on pose z° = 1 pour tout x € A (y compris x = 0), et si z est inversible dans A,
on pose " = (1:_1)_”, sin < 0; on vérifie que "™ = z"x™ pour tous n,m € Z, et donc
que n — x" est un morphisme de groupes de Z dans A*.

e Sia,b € A commutent, alors :
oa—b"=(a—"b)(a" ' +a" 20+ +b"1), sin est un entier > 2,
o (a+b)" = (5)a"+ (1)a" o+ (5)a"2b*+ - - - (7)b", si n est un entier > 1 (formule du
binéme qui peut se condenser en (a+b)" = Y7 (")a" b, pour n € N, si A est unitaire).
La premiére formule se démontre en développant le membre de droite, la seconde se prouve
par récurrence : elle est immédiate si n = 1, et on passe de n & n + 1 en utilisant I'identité

(" = (%) + (,",), et en traitant directement les termes a™** et b"FL.

Si A est une Z-algébre, on dit que x € A est nilpotent s’il existe m € N tel que 2 = 0,
et si A est unitaire, on dit que x est unipotent si x — 1 est nilpotent.

e Siz € A est unipotent, alors x est inversible et 2" = 3", (2) (x—1)*, pour tout n € Z,
oil la somme dans le membre de droite est finie car (z — 1)* = 0 si k est assez grand ; en
particulier, si A est une Q-algebre, x™ est un polynoéme en n .

Il suffit de vérifier que (14 (z — 1)) (X1 (1) —1DF) = S0 ("5 (@ — 1)F, sin e N,
et si m € N est tel que (z — 1)™ = 0. En effet, une récurrence montante (la méme que ci-
dessus) permet d’établir la formule pour n € N, et pour n = —1 la formule prouve que x
est inversible (son inverse étant 1 + (1 — z) + --- (1 — 2)™~! puisque (_kl) = (=1)*) et une
récurrence descendante permet d’en déduire la formule pour n < 0. Comme (z — 1)™ = 0, le

membre de gauche se réécrit sous la forme 1 + 221:_11 () + (")) (@ — 1)%, et la formule est

donc une conséquence de l'identité (Z) + (kﬁl) = (”;:1) entre nombres binomiaux.
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Ezercice 2.1. — Soit A un anneau.

(i) Montrer que x + y est nilpotent si et y commutent et sont nilpotents; le résultat est-il encore vrai
si x et y ne commutent pas?

(ii) Montrer que ax est nilpotent si x l'est et si a et £ commutent ; le résultat est-il encore vrai si a et
y ne commutent pas?

(iii) On suppose A commutatif. Montrer que ’ensemble des éléments nilpotents est un idéal de A.

2.3. Sous-trucs de trucs

Un sous-truc d’un truc est un sous-ensemble non vide stable par les lois définissant la
structure de truc. Dans les cas considérés plus haut, cela se traduit de la maniére suivante.

Si G est un groupe, un sous-groupe H de G est un sous-ensemble de G contenant
I’élément neutre, stable par la loi de groupe (i.e. zy € H, si x,y € H) et par passage a
I'inverse (z7! € H si x € H); il suffit pour cela que H # @ et que xy~' € Hsi z,y € H.

Si A est un anneau, un sous-anneau A’ de A est un sous-groupe de A pour 'addition,
qui contient 1 et qui est stable par multiplication (i.e. -y € A’ si x,y € A').

Si K est un corps, un sous-corps K’ de K est un sous-anneau de K stable par passage
a l'inverse (ie. z7' € K' si z € K' — {0}).

Si M est un A-module, un sous-A-module M’ de M est un sous-groupe de M pour
I'addition qui est stable pour laction de A (i.e. az € M' si a € A et x € M'). Un
sous-A-module de A est appelé un idéal de A.

Si V est un K-espace vectoriel, un sous-espace de V est un sous-K-module de V.

Si A est une A-algebre, une sous-A-algébre de A est un sous-A-module de A stable par
multiplication.

Ezercice 2.2. — (Quaternions de Hamilton, 1843) Soit H = {(_‘%g), a,be C}
(i) Montrer que H est un sous-anneau de My(C), puis que c¢’est un corps non commutatif.

(ii) Résoudre I'équation 2 + 1 = 0 dans H ; le résultat est-il surprenant ?

Dans tous les cas ci-dessus, un sous-truc d’un truc est encore un truc (i.e. un sous-
groupe d’un groupe est un groupe, un sous-anneau d’un anneau est un anneau, etc.) avec
es lois et actions héritées de celles du truc initial.
les 1 t act hérit d lles du t tial

e L’intersection d’une famille quelconque de sous-trucs est un sous-truc; on définit le
sous-truc engendré par un sous-ensemble X d’un truc T comme l'intersection de tous les
sous-trucs de T contenant X ; c¢’est aussi le plus petit sous-truc de T contenant X.

Montrons par exemple (les autres démonstrations sont exactement du méme type) que
H = N;c1G; est un sous-groupe de G, si les G; sont des sous-groupes d’un groupe G.

o L’élément neutre e de G appartient a tous les G;, et donc e € N;e1G; et H #£ @.

o Si z € H, alors € Gy, pour tout 4, et donc x~! € G; pour tout i puisque G; est un
sous-groupe de G, et donc ~! € H.

o Sixz,y € H, alors z,y € Gy, pour tout 7, et donc zy € G; pour tout ¢ puisque G; est un
sous-groupe de G, et donc zy € H.

Ceci prouve que N;c1G; est un sous-groupe de G.
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2.4. Morphismes

Un morphisme entre des trucs est une application qui commute aux lois définissant la
structure de trucs. Dans les cas qui nous intéressent, cela se traduit de la maniére suivante.

Si Gi, Go sont des groupes, un morphisme de groupes ¢ : Gy — Go est une application
qui commute aux lois de groupe (i.e. p(xy) = ¢(x)p(y), pour tous z,y € Gy).

e Si p : G; = Gg est un morphisme de groupes et si e; est I’élément neutre de G;, pour
i=1,2, alors p(e1) = ey; si & € Gy, alors p(z71) = p(z)~L.
On a eje; = eq, et donc p(e1)p(er) = ¢(er). En multipliant les deux membres a droite par
¢(e1)~t, on obtient p(e;) = ep. Maintenant, p(zx~!) = p(x)p(z~1), et comme zx~! = ¢ et
©(e1) = ea, cela nous donne p(z)p(z71) = ey et p(x™1) = p(x)~L.

Si Ai, Ay sont des anneaux, un morphisme d’anneaur ¢ : A; — A, est une appli-
cation qui commute aux additions et multiplications (i.e. ¢(z + y) = ¢(z) + o(y) et
o(xy) = ¢(x)p(y), pour tous z,y € Ay), et qui vérifie p(1) = 1; c’est en particulier,
un morphisme du groupe (A, +) dans le groupe (Ag,+), et sa restriction a Af est un
morphisme de groupes (multiplicatifs) de A} dans Aj.

e Si v : Ay — A, est un morphisme d’anneaux, on dispose d’une action de A; sur A,,
a savoir celle définie par a - © = ¢(a)z, et donc Ay peut étre considéré comme une
Aj-algébre. Réciproquement, si A, est une Aj-algébre unitaire, alors a — a -1 est un
morphisme d’anneaux de A; dans A, ; en particulier, si A est un anneau, il existe un
unique morphisme d’anneaux de Z dans A a savoir le morphisme envoyant n € Z sur n -1
(que I'on note encore n € A).

Si Ky, K5 sont des corps, un morphisme de corps ¢ : K; — Ky est juste un morphisme
d’anneaux (mais il induit en prime un morphisme de groupes de K} dans K3).

Si My, My sont des A-modules, un morphisme de A-modules p : M; — My est une
application qui commute aux additions et qui est A-linéaire, ce qui signifie qu’elle commute
a l'action de A (i.e p(ax) = ap(x), pour tous a € A et x € My); c’est en particulier, un
morphisme du groupe (My, +) dans le groupe (Mg, +). Dans le cas particulier o A est un
corps commutatif, on parlera de morphisme d’espaces vectoriels ou d’application linéaire.

Si Ay, Ay sont des A-algébres, un morphisme de A-algébres ¢ : Ay — Ay est un mor-
phisme de A-modules qui commute aux multiplications.

e Si Ty, Ty, T3 sont des trucs, et si p; : Ty — Ty et g : Ty — T3 sont des morphismes
de trucs, alors @5 0 ¢y : Ty — T3 est un morphisme de trucs.
Montrons, par exemple (les autres démonstrations sont exactement du méme type), que le
composé de deux morphismes de groupes est encore un morphisme de groupes. Si z,y € Ty,

alors py0p1 (zy) = 2(1(2y)) = p2(P1(2)P1(y)) = w2(p1(2))@2(P1(y)) = P2001(x)P2001(y)-
(On a utilisé successivement la définition de o, le fait que ¢ est un morphisme de groupes, le

fait que o est un morphisme de groupes, et la définition de o.)

Un morphisme de trucs qui est en plus bijectif est appelé un isomorphisme de trucs.
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e Si ¢ : T — Ty est un isomorphisme de trucs, alors o' : Ty — T} est un isomorphisme
de trucs.

Considérons par exemple le cas d’un isomorphisme ¢ : A; — As d’anneaux.

ol z+y) = (@) ¢ (y) = vl (z+y) — (e~ (2) —p(p~ ! (y)) car ¢ est un
morphisme d’anneaux. Par ailleurs p(p~1(z)) = z pour tout z € Ay, par définition de p!.
On obtient donc p(p = (z+y) —p 1 (z) —p~1(y)) = x+y—2—y =0, et comme ¢ est injectif,
cela implique =1 (2 +y) — o~ 1(x) — ¢~ 1(y) = 0. Autrement dit, ¢! est un morphisme de
groupes de (Ag,+) dans (A1, +).

o (e Hay) = (@)™ (y) = ple~ (zy)) — (e~ (2))p(p ' (y)) car ¢ est un morphisme
d’anneaux. 11 s’ensuit que (¢~ 1 (xy) — o 1 (x)p 1 (y)) = vy —zy = 0, et comme ¢ est injectif,
cela implique =1 (zy) — o~ (z)p~1(y) = 0. Autrement dit, p~! commute aux multiplications.

o (1) =1 et donc (1) = 1.

Ce qui précéde prouve que ¢!
un isomorphisme d’anneaux.

est un morphisme d’anneaux, et comme il est bijectif, c’est

On dit que des trucs T;, Ty sont isomorphes, ce qui s’écrit T = Ty, §’il existe un
isomorphisme de trucs ¢ : Ty — T5. On fera attention au fait que cela dépend de la
structure considérée sur T; et Ts.

Par exemple, les anneaux R x R et C ne sont pas isomorphes (R x R n’est pas intégre puisque

(1,0) - (0,1) = (0,0)), par contre R x R et C sont isomorphes en tant que groupes additifs, ou que
R-espaces vectoriels (on peut prendre le méme isomorphisme dans les deux cas, a savoir (z,y) — = +iy).

Si T est un truc, un isomorphisme de trucs ¢ : T — T, s’appelle un automorphisme
de T; 'ensemble Aut(T) des automorphismes de T est un groupe pour la composition
d’aprés les deux points précédents. On fera attention que Aut(T) dépend de la structure
mise sur T.

Par exemple, le groupe Aut(C) des automorphismes du corps C (i.e. les bijections o de C vérifiant
o(1) =1, et o(z+y) = o(z)+0(y), o(zy) = o(x)o(y) pour tous z,y € C) est un groupe gigantesque >4
que ’on aimerait bien arriver a comprendre ; le groupe des automorphismes de C, vu comme un R-espace

vectoriel, est isomorphe au groupe GL3(R) des matrices 2 x 2 inversibles, a coefficients dans R.

2.5. Noyau et image

e Si ¢ : Ty — Ty est un morphisme de trucs, 'image Im p = {y € Ty, Jz € Ty, y = p(x)}
de ¢ est un sous-truc de Ts, et ¢ est surjectif si et seulement si Im ¢ = Ts.

Que ¢ soit surjective si et seulement si Im ¢ = T est une simple traduction. Maintenant,
montrons, par exemple (les autres démonstrations sont exactement du méme type), que 'image
d’un morphisme d’anneaux ¢ : A; — As est un sous-anneau de As.

¢ On a (1) = 1 par hypothese, et donc 1 € Im .

o Siyp,y2 € Imy, il existe x1,29 € Ap tels que y1 = (1) et yo = p(xz2). Mais alors
Y1 +y2 = o(x1+x2) et y1y2 = p(x122) appartiennent a Im ¢, qui est donc stable par addition
et multiplication.

24. Du moins si on accepte 'axiome du choix; dans le cas contraire, ce groupe peut fort bien ne
comporter que deux éléments : I'identité et la conjugaison complexe.
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o Siy € Img, il existe x € A; tel que y = (). Mais alors —y = ¢(—2) appartient a Im ¢
qui est donc stable par passage a 'opposé.

Il s’ensuit que Im @ est un sous-groupe de As pour 'addition, contient 1 et est stable par
multiplication ; c’est donc un sous-anneau de As.

e Si ¢ : G; — Gy est un morphisme de groupes, on note Kerp = {z € Gy, ¢(z) = 1}
le noyau de . Alors Ker ¢ est un sous-groupe de Gi et ¢ est injectif si et seulement si
Ker ¢ = {1} (on dit que le noyau est trivial, si Ker p = {1}).
o p(l)=1, et 1 € Kery qui est donc non vide.
oSixz,y € Kerp, onap(zy) = ¢(x)p(y) =1, et donc zy € Ker ¢.
o Enfin, si z € Kerp, on a p(z71) = p(z)~! = 1.
Ceci prouve que Ker ¢ est un sous-groupe de G;. Maintenant, si ¢ est injectif, Ker ¢ a au
plus un élément puisque c’est 'image inverse de 1 € Go, et comme il contient I’élément neutre
de G1, on a Kery = {1}. Réciproquement, supposons Keryp = {1}. Si p(z) = ¢(y), alors
o(zy™) = o(z)p(y) ™! =1, et donc zy~! € Ker p. Comme on a supposé¢ Kerp = {1}, on en

déduit zy~! = 1, et donc x = y. L’injectivité de ¢ s’en déduit.

e Plus généralement, le noyau d’un morphisme de trucs ¢ : Ty — T3 est le noyau de ¢ vu

(25)

comme morphisme de groupes en oubliant les structures additionnelles sur Ty et Ty ;

un tel morphisme est donc injectif si et seulement si le noyau est trivial.

e Sip: Ty — T est un morphisme d’anneaux, son noyau est un idéal de A ;si p : Ty — Ty
est un morphisme de corps, alors Ker ¢ = {0}, et donc un morphisme de corps est injectif;
si p : Ty — Ty est un morphisme de A-modules, de K-espaces vectoriels ou de A-algébres,
son noyau est un sous-truc de Tj.

Montrons, par exemple (les autres démonstrations sont du méme type), que le noyau d’un
morphisme d’anneaux ¢ : A; — As est un idéal de A; (i.e. un sous-Aj-module de Ay).

o Comme ¢ est un morphisme de groupes additifs, on a ¢(0) = 0, et donc Ker ¢ est non
vide puisqu’il contient 0.

oSiz,y e Kerp,onap(z—y)=p()—ely) =0-0,et donc x —y € Ker¢. (Ceci prouve
déja que Ker ¢ est un sous-groupe additif de A;.)

o Sia€ A etsix e Kerp, alors p(ax) = ¢(a)p(0) = p(a) -0 =0, ce qui prouve que Ker ¢
est stable par multiplication par un élément de Ay, et donc est un sous-Aj-module de A1, ce
que l'on cherchait a établir.

Enfin, si ¢ est un morphisme de corps, et si Ker ¢ contient un élément = non nul, alors il
contient 1 = zax~! d’aprés ce qui précéde, et comme on a ¢(1) = 1 par hypothése, on obtient
1 =0 dans T5 ce qui est en contradiction avec 'hypothése que T est un corps.

e Si ¢ : Ty — Ty est un morphisme de trucs, et si T est un sous-truc de Ty, alors =1 (Ty)
est un sous-truc de T}.

C’est une démonstration du méme type que celle prouvant que le noyau est un sous-truc.
La seule différence est que le résultat est aussi valable dans le cas des anneaux car T 5 1 et
donc ¢~ 1(T) > 1, et dans le cas des corps.

25. Tous les trucs autres que les groupes sont en particulier des groupes pour la loi +, ce qui fait que
Kery = {z € T1, ¢(x) =0} dans le cas d’'un morphisme de trucs plus riches que des groupes.
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e Si A est un anneau commutatif intégre, tout corps K contenant A contient aussi Fr(A) :
si ¢ est un morphisme d’anneaux injectif de A dans K, il existe un unique morphisme de
corps (automatiquement injectif) de Fr(A) dans K dont la restriction a A est «.

On doit avoir ¢(§) = iEZ;, et on vérifie que ceci définit bien un morphisme de corps.

2.6. Produits et sommes
2.6.1. Produits de trucs

Si (Ti)ier est une famille de trucs, on munit le produit J],.;T; des lois et actions
définies composante par composante [i.e. en posant (z;)ic1(vi)icr = (%iyi)icr dans le cas
d’une loi multiplicative, (z;)iec1r + (¥i)ier = (zi + vi)ier dans le cas d’une loi additive, et
a- (z;)ie1 = (a - x;)ie;r pour une action extérieure (dans le cas d’'un A-module ou d’une
A-algebre)|. Les éléments neutres et inverses s’obtiennent alors aussi composante par
composante (i.e. si y; est 'inverse de x; pour tout ¢ pour une loi de T, alors (y;);e1 est
I'inverse de (x;);e1 pour la loi produit).

e Un produit de trucs est encore un truc dans le cas des groupes, des anneaux, des A-
modules, des K-espaces vectoriels, ou des A-algébres; par contre, un produit de plus de
deux corps n'est pas intégre [(1,0)(0,1) = (0,0)] et donc est un anneau, mais pas un
corps. On dispose, pour tout i, d'une projection naturelle p; : [[;c; Ti — T; envoyant
(x;)ier sur z;, qui est un morphisme surjectif de trucs (d’anneaux si les T; sont des corps).

e Le produit vérifie la propriété universelle suivante : si T est un truc, et si f; : T — T}
est un morphisme de trucs pour tout ;7 € I, il existe un unique morphisme de trucs
f:T =T Ti tel que p;o f = f;, quel que soit j € L.
On doit poser f(z) = (fi(x))iecr- Il est alors évident que f est un morphisme de trucs, et
que p;j o f = f;, quel que soit j € L.

2.6.2. Somme directe de trucs

Si (M;)ier est une famille de groupes commutatifs (de loi notée additivement), on définit
leur somme directe ®;c1M; comme le sous-groupe du produit HieI M; des (z;);er vérifiant
x; = 0 pour presque tout ¢ (i.e. & 'exception d'un nombre fini de ). On dispose alors,
pour tout j, d’une injection naturelle ¢; : M; — @®;e1M;, envoyant a € M, sur (z;);e1, avec
rj=aet x; =0,sli# 7, qui est un morphisme de groupes.

Si les M; sont en plus des A-modules alors @;c1M; est stable par ’action de A et donc

est un sous-A-module de [[,.; M; (idem pour des K-espaces vectoriels).

i€l

Les M; n’ont pas de raison d’étre distincts : par exemple, si K = C, et si M; = My, = C, alors
M; @& My = C2, et 11(M;) (resp. to(Mz)) est la droite engendrée par ¢1(1) = (1,0) (resp. t2(1) = (0,1));
autrement dit, C @ C est égal & C2, muni de sa base canonique.

e Si I est fini, la somme directe est égale au produit, mais pas si I est infini ?5).

26. Le lecteur désireux de comprendre plus en profondeur la différence entre les notions de produit et
de somme est invité & se munir d’une loupe et & consulter ’alinéa 2.6.3.
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27)

e La somme directe de trucs ?" vérifie la propriété universelle suivante : si M est un

truc, et si f; : M; — M est un morphisme de trucs pour tout ¢ € I, il existe un unique
morphisme de trucs f : ®;e1M; — M tel que f o; = f;, quel que soit ¢ € 1.

On doit poser f((z)ic1) = D ;1 fi(2:), ce qui a un sens car la somme est en fait finie. II est
alors évident que f est un morphisme de trucs, et que f o¢; = f;, quel que soit i € 1.

e Si M est un truc, et si (M;);er est une famille de sous-trucs de M, on dispose d'un
morphisme naturel de trucs de &;c1M; dans M, induit par 'identité sur M;, pour tout .
On note . .; M; I'image de ce morphisme; c’est le sous-truc de M engendré par les M;.
On dit que les M; sont en somme directe dans M, si I’application naturelle de @;c1M;
dans M est injective. On dit que M est la somme directe des M; si cette application est
un isomorphisme, et on écrit alors que M = @;M;, ce qui signifie que tout x € M peut
s’écrire, de maniére unique, sous la forme x = ), | z;, avec x; € M, pour tout 4, et x; =0
pour presque tout z.

e Si M = M; & M,, on dit que M; et My sont supplémentaires; c’est le cas si et seulement
si My N My = {0} et tout x € M est somme d’un élément de M; et d’un élément de Ms,.

2.6.3. Produit et somme dans une catégorie

On définit la notion de catégorie pour mettre sous un méme chapeau les objets ayant les mémes propriétés. Le
lecteur connait déja, sans en avoir forcément conscience, un certain nombre de ces catégories (celle des ensembles,
celle des groupes ou celle des espaces vectoriels sur R ou C par exemple; il y en a beaucoup d’autres comme celle
des espaces topologiques, des espaces de Banach...).

Une catégorie C est une collection d’objets (les objets de la catégorie), et de fleches entre ces objets (les
morphismes de la catégorie) : si X et Y sont deux objets de C, on note Homc(X,Y) les morphismes de X
vers Y dans la catégorie C. On impose que l'identité idx soit un morphisme de X dans X, et que 'on puisse
composer les morphismes : si X, Y et Z sont trois objets de C, on dispose d’une application (f,g) — fog de
Homcg(X,Y) x Homc(Y,Z) — Homc(X, Z) vérifiant les propriétés évidentes :

foidx =f,idvof=/fet (fog)oh=fo(goh).

Les exemples les plus simples de catégories sont les suivants :

— La catégorie des ensembles ; les morphismes de X dans Y sont les applications de X dans Y.

— La catégorie des groupes; les morphismes sont les morphismes de groupes.

— La catégorie des groupes commutatifs ; les morphismes sont les morphismes de groupes.

— La catégorie des anneaux commutatifs ; les morphismes sont les morphismes d’anneaux.

— La catégorie des K-espaces vectoriels, K un corps; les morphismes sont les applications K-linéaires.

— La catégorie des espaces topologiques ; les morphismes sont les applications continues.

— La catégorie des espaces métriques ; les morphismes sont les applications continues.

— La catégorie des K-espaces de Banach, K = R ou K = C les morphismes sont les applications K-linéaires
continues.

Dans une catégorie, on définit les notions de produit et somme par les propriétés universelles suivantes (la
propriété universelle implique 'unicité d’un tel objet, mais pas son existence qui doit se démontrer cas par cas).

Si C est une catégorie et les (X;)ier sont des objets de C, le produit X = []. ; X; des X; est un objet de C muni

i€l
de morphismes p; € Hom¢ (X, X;), pour i € I, tel que, si Y est n’importe quel objet de C, et si f; € Homc (Y, X;),

pour tout ¢ € I, alors il existe f € Homc(Y, X), unique, tel que p; o f = f; pour tout 7 € I.

27. Ici truc signifie « groupe commutatif », « A-modules » ou « K-espaces vectoriels ».
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La somme X = [[,; X; des X; est un objet de C muni de morphismes ¢; € Homc (X, X), pour i € I, tel que, si
Y est n’importe quel objet de C, et si f; € Homc(Xs,Y), pour tout ¢ € I, alors il existe f € Homc (X, Y), unique,
tel que f ot = f; pour tout ¢ € 1.

Montrons par exemple 'unicité du produit. Si X (resp. X’), muni des p; : X — X; (resp. des p; : X' — X;), est
un produit des X;, alors en particulier, il existe f : X’ — X, unique, tel que p; o f = p} pour tout 4, et il existe
g : X — X/, unique, tel que p; o g = p; pour tout i. Alors fog: X — X vérifie p; o (f o g) = p; pour tout 3,
ce qui implique que f o g = idx puisque idx vérifie la méme propriété, et que par hypothése, il n'y a qu'un seul
morphisme de X dans X ayant cette propriété. Pour la méme raison, on a go f = idx, ce qui prouve que X et X’
sont isomorphes (& isomorphisme unique prés puisque f et g étaient uniques). Cette démonstration s’étend a tout
objet solution d’un probléme universel.

On dit qu'une catégorie admet des produits (resp. des sommes), si tout couple (et donc toute famille finie)
d’objets de la catégorie admet un produit (resp. une somme). Toutes les catégories ci-dessus admettent des
produits, car on peut munir le produit ensembliste de deux objets des structures additionnelles demandées. Elles
admettent aussi toutes une somme, mais celle-ci peut prendre des formes assez variées.

— Dans la catégorie des ensembles, la somme d’une famille (X;);e1r d’ensembles est leur réunion disjointe

T Xi = User({i} x Xo).

— Dans la catégorie des K-espaces vectoriels, ou dans celle des groupes commutatifs, la somme est la somme
directe, et la somme d’un nombre fini d’objets est isomorphe & leur produit comme on I'a vu ci-dessus.

— Dans la catégorie des groupes, la somme de deux groupes A et B est leur produit libre A x B : les éléments
de A x B sont les mots finis composés d’éléments de A et B modulo la relation d’équivalence selon laquelle on
peut remplacer toute lettre z dans un mot par deux lettres x1,x2 appartenant au méme groupe si x1x2 = x, et
réciproquement, on peut remplacer deux lettres consécutives appartenant au méme groupe par leur produit. La
somme de deux groupes commutatifs n’est donc pas la méme dans la catégorie des groupes que dans celle des
groupes commutatifs. Par exemple, on a (Z/2Z) & (Z/3Z) = (Z/6Z), alors que (Z/2Z) * (Z/3Z) est un groupe
infini, isomorphe au groupe PSL(Z), quotient de SL2(Z) par son centre { £ (§9)}.

2.7. Relations d’équivalence
2.7.1. Relations d’équivalence et partitions

Si E est un ensemble, une partition de E est une famille de sous-ensembles non vides
de E, deux a deux disjoints, dont la réunion est E.

Par exemple, {R* ,R*,{0}} est une partition de R. SiD € N—{0}, les r+DZ, pour r € {0,...,D—1}
forment une partition de Z.

Une relation R sur E est un sous-ensemble de E x E. Si (z,y) € E x E, on écrit souvent
xRy pour signifier (z,y) € R.

Une relation R sur E est une relation d’équivalence si elle est réflexive (xRx quel que
soit x € E), symétrique (rRy implique yRx) et transitive (xrRy et yRz impliquent xRz).

Si R est une relation d’équivalence sur E, et si x € E, la classe d’équivalence de x est
I'ensemble C, = {y € E, yRz}. Un sous-ensemble C de E est une classe d’équivalence
(pour R), s'il existe x € E tel que C = C,. Si z,y € E, alors C, N C, # @ si et seulement
si zRy, et on a alors C, = C,. Les classes d’équivalence forment donc une partition de E.

Réciproquement, si les (C;);e; forment une partition de E, alors la relation R définie
par 2Ry si et seulement si il existe i € I tel que {x,y} C C; est une relation d’équivalence
dont les classes d’équivalence sont les C;. En d’autres termes, il revient au méme de munir
un ensemble d’une relation d’équivalence ou de faire une partition de cet ensemble.
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Par exemple, la partition de R ci-dessus correspond a la relation d’équivalence « x ~ y si et seulement
si & et y ont méme signe » ; celle de Z correspond a la relation d’équivalence « a ~ b si et seulement si a
et b ont méme reste dans la division euclidienne par D ».

2.7.2. Passage au quotient par une relation d’équivalence. — Si R est une relation d’équi-
valence sur E, on définit le quotient E/R de E par la relation d’équivalence R comme 'en-
semble des classes d’équivalence. On dispose d’une application naturelle de E dans E/R,
a savoir I'application qui & x associe sa classe d’équivalence (souvent notée T) ; cette ap-
plication est surjective par construction de E/R. Un sous-ensemble S de E est un systéme
de représentants de E/R, §’il contient un et un seul élément de chaque classe d’équiva-
lence ®®. Autrement dit, S C E est un systéme de représentants de E/R si et seulement
si application naturelle de E dans E/R induit une bijection de S sur E/R.

Cette maniére de définir de nouveaux objets en passant au quotient par une relation

(29)

d’équivalence est une des plus universelles qui soit \“”). Pour le petit enfant, le nombre 5

est la classe d’équivalence des ensembles pouvant étre mis en bijection avec 1’ensemble
{un,deux,trois,quatre,cinq} (ce n’est pas une raison pour le lui définir de cette ma-
niére...). Pour le commun des mortels, un nombre réel est un nombre avec une infinité de
chiffres derriére la virgule, et comme certains nombres ont deux écritures, il faut passer

28. Si E/R est infini, l'existence d’un systéme de représentants peut demander I'axiome du choix,
mais celui-ci peut vous tirer de situations délicates. Par exemple, un dictateur démoniaque a enfermé
un ensemble infini I de mathématiciens et leur offre ’alternative suivante : je vais placer dans le dos
de chacun de vous un nombre réel tiré au hasard et demander a chacun de deviner quel est le nombre
qui se cache derriére son dos (vous verrez les nombres dans le dos des autres mais ne pourrez rien
dire) ; si tout le monde, sauf un nombre fini, a raison, je vous libére, dans le cas contraire, vous étes
condamnés a résoudre des systémes linéaires & perpétuité. La situation a l’air assez désespérée mais si nos
mathématiciens croient en I'axiome du choix, il leur suffit de choisir un systéme S de représentants de R!
modulo la relation d’équivalence (x;);e1 ~ (yi)ier si et seulement si z; = y; pour tout ¢ sauf un nombre
fini. Voir ce qu’il y a dans le dos des autres suffit & déterminer dans quelle classe d’équivalence on est,
et si (8;)ie1 € S est le représentant de cette classe d’équivalence, il suffit au mathématicien ¢ d’annoncer
qu’il a le nombre s; dans son dos pour qu’au plus un nombre fini d’entre eux se trompent.

29. L’expérience montre que les premiers passages au quotient que I’on rencontre sont un peu traumati-
sants, mais on finit par s’y faire... Il fut un temps pas si lointain, ot ’on définissait Z comme le quotient de
N x N par la relation d’équivalence (a,b) ~ (a’,b) si et seulement si a+ b = a’ +b, I'idée étant que (a, b)
représente lentier relatif ¢ — b. Au bout de 3 semaines, on avait enfin le droit d’écrire 2 -3 +5—7 = =3,
ce que n’'importe qui ayant regardé un thermomeétre comprend trés bien. Pour en arriver 14, il avait fallu
passer par (2,0)+ (0,3)+(5,0)+(0,7) = (7,10) = (0,3), puis par (+2) + (=3) 4+ (+5) + (—=7) = (=3). On
achevait de traumatiser les éléves (et leur parents) en définissant, en classe de 4°™°, un vecteur comme
une classe d’équipollence de bipoints (un bipoint (i.e. un couple de points) (A, B) est équipollent & (C, D),
si (A, B, D, C) est un parallélogramme). Dans une période plus récente, les aléas de la conjoncture ayant
provoqué un tarissement des vocations de professeurs de mathématiques, on s’est retrouvé avec une pé-
nurie que l'on a traitée en diminuant I’horaire de mathématiques dans ’enseignement, et on en a profité
pour jeter allégrement a la poubelle toutes ces horribles mathématiques modernes...
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au quotient... Une couleur aussi est définie par un passage au quotient nettement plus
délicat que les passages au quotient mathématiques...

En général, on aime bien que E/R hérite des propriétés que pouvait avoir E (i.e. on
aime bien que les propriétés de E passent au quotient), ce qui impose des contraintes aux
relations d’équivalence que 1’on peut considérer. Par exemple, une fonction f : E — X
passe au quotient si et seulement si on a f(x) = f(y) pour tout couple d’éléments de E
vérifiant 2Ry (si c’est le cas, on définit f : E/R — X par f(z) = f(x) pour n'importe quel
élément = de E ayant pour image z dans E/R. Si 7 : E — E/R est 'application naturelle,
ona f = for;ondit que f se factorise a travers E/R ou que f se factorise a travers T,
ce qui est une terminologie assez parlante puisqu’elle signifie que I’équation f = go 7w a
une solution g = f).

2.8. L’anneau Z/DZ des entiers relatifs modulo D

Dans tout ce qui suit, D est un entier > 1. On note DZ I’ensemble des multiples de D.
On définit une relation de congruence modulo D sur Z, en disant que a est congru a b
modulo D (ou modulo DZ), ce qui se note a = b [D] ou a = b mod D, si b—a € DZ.

e La relation de congruence modulo D est une relation d’équivalence sur Z. On note Z/DZ
I'ensemble des classes d’équivalence. L'image d'un entier dans Z/DZ est sa réduction
modulo D.

Cette relation est réflexive car 0 est un multiple de D, symétrique car si b— a est un multiple
de D, il en est de méme de a — b, et transitive car si b — a et ¢ — b sont des multiples de D, il
en est de méme ¢ —a = (¢ —0b) + (b — a).

e Un systéme naturel de représentants de Z/DZ dans Z est 'ensemble {0,1,...,D —1};
en particulier, Z/DZ est de cardinal D.
Sia,be{0,1,...,D — 1} sont distincts, et si b > a, alors 1 < b—a <D — 1. En particulier
b — a n’est pas un multiple de D, ce qui prouve que b et a sont dans des classes distinctes
modulo D, et donc que lapplication naturelle de {0,1,...,D — 1} dans Z/DZ est injective.
Par ailleurs, si a € Z est quelconque, et si r € {0,1,...,D — 1} est le reste de la division
de a par D, alors a — r est un multiple de D et a est dans la méme classe que r modulo D;
lapplication naturelle de {0,1,...,D — 1} dans Z/DZ est donc surjective.

e L’addition et la multiplication sur Z passent au quotient, et Z/DZ muni des lois d’ad-
dition et multiplication ainsi définies est un anneau commutatif 3%,
Siz —a' et y —y sont divisibles par D, alors (z +y) — (2' +¢') = (x —2') + (y — ¢/) et
zy—2x'y =x(y—y')+y (x— ') sont divisibles par D, ce qui prouve que le résultat modulo D
de I'addition et la multiplication de deux entiers ne dépend que de leurs réductions modulo D ;

30. La maniére qui est probablement la plus efficace pour penser a 'anneau Z/DZ est de le voir comme
étant 'anneau Z auquel on a rajouté la relation D = 0; on fait donc les additions et les multiplications
comme si on était dans Z, mais on se permet d’enlever le multiple de D que ’on veut au résultat. Par
exemple, dans Z/21Z,on a 6 x 14 =4 x21 =0et 4 x 16 =1+ 3 x 21 = 1, ce qui montre que 6 et 14
sont des diviseurs de 0, alors que 4 est inversible, d’inverse 16
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en d’autres termes, I’addition et la multiplication passent au quotient. Par ailleurs, les identités
a vérifier pour prouver que Z/DZ est un anneau sont déja vraies dans 'anneau Z ; elles le sont
donc, a fortiori, dans Z/DZ.

e a € Z est inversible (pour la multiplication) dans Z/DZ si et seulement si a est premier
a D. On note (Z/DZ)* I'ensemble des éléments inversibles ; ¢’est un groupe dont le cardinal
est traditionnellement noté ¢(D), et la fonction ¢ est la fonction indicatrice d’Euler.

Si a est premier a D, il existe, d’aprés le théoréme de Bézout (n°1.2), u,v € Z tels que
au + Dv = 1, ce qui prouve que a est inversible dans Z/DZ, d’inverse u. Réciproquement, si
ab = 1 dans Z/DZ, cela signifie que ab — 1 est divisible par D, et donc qu’il existe v € Z tel
que ab+ Dv = 1; d’apres le théoréme de Bézout, cela implique que a et D sont premiers entre
eux, ce qui permet de conclure.

e D est premier si et seulement si Z/DZ est un corps.

L’anneau {0} n’est pas un corps (si K est un corps, K — {0} est un groupe pour la multipli-
cation et donc est non vide) et 1 n’est pas un nombre premier; on peut supposer D > 2.

Si D > 2 n’est pas premier, on peut le factoriser sous la forme D = ab, aveca € {2,...,D—1}
etbe {2,...,D—1}. Donc a et b ne sont pas nuls dans Z/DZ alors que ab = D = 0 dans Z/DZ;
Panneau Z/DZ admet donc des diviseurs de 0 et n’est pas un corps.

Si D est premier, et si a n’est pas divisible par D, alors a est premier a D et donc inversible
dans Z/DZ d’aprés le point précédent. Ceci permet de conclure.

Un nombre premier a tendance a étre noté p, et si on veut insister sur le fait que Z/pZ
est un corps, on le note F,. Par exemple, on parlera d’espaces vectoriels sur Fy au lieu
d’espaces vectoriels sur Z/2Z pour parler des objets qui peuplent Internet (31) et dans
lesquels vivent les codes correcteurs d’erreurs.

e Tout corps de cardinal p est isomorphe & F,, et donc F,, est le corps a p éléments®?.

Soit K un corps a p élément. On dispose d’'un morphisme d’anneaux f : Z — K envoyant 1
sur 1. Ce morphisme d’anneaux est en particulier un morphisme de groupes additifs. Son image
est donc un sous-groupe du groupe (K, +), et son cardinal est un diviseur de |K| = p, d’aprés
le th. de Lagrange (n°3.3), et comme cette image a au moins deux éléments, a savoir 0 et 1,
c’est K tout entier. On en déduit que f induit un isomorphisme de Z/Ker f sur K, et comme
|K| = p, on a Ker f = pZ, et donc K = Z/pZ = F,,. Ceci permet de conclure.

31. Internet aime beaucoup Z/DZ. Non content de faire voyager des milliards de Fo-espaces vectoriels,
Internet est trés gourmand de grands nombres premiers, par exemple pour le systéme RSA de sécurité a
clé publique (1977). Ce systéme et la fabrication de grands nombres premiers reposent sur arithmétique
dans Z/DZ qui s’avére étre nettement plus subtile que ce que 'on pourrait attendre d’un objet aussi
petit. On peut saluer la clairvoyance de la commission ayant accouché des programmes actuels, qui a fait
disparaitre Z/DZ des programmes de la filiere PC au moment méme ou Internet prenait son envol...

32. Plus généralement (cf. n°8.7), si ¢ est une puissance d’un nombre premier, il y a, & isomorphisme
prés, un unique corps & g élément, et ce corps est noté F,. On a beaucoup fantasmé ces derniéres années
autour du corps F; «a 1 élément » dont on voit la trace dans plusieurs phénoménes sans comprendre
quel genre d’objet cela pourrait bien étre (pas 'anneau {0} en tout cas). Certains y voient la clef d’une
démonstration de I’hypothése de Riemann.
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e Si D’ est un diviseur de D, alors 'application naturelle Z — (Z/D’Z) se factorise a
travers une application naturelle (Z/DZ) — (Z/D'Z) qui est un morphisme d’anneaux.

Si D’ est un diviseur de D, alors un multiple de D est aussi un multiple de D’. On en déduit
que, si a = b mod D, alors a = b mod D ; autrement dit I’application naturelle Z — (Z/D’'Z)
se factorise a travers une application naturelle (Z/DZ) — (Z/D’Z). On obtient un morphisme
d’anneaux car les identités a vérifier sont déja valables en remontant a Z.

e Si a et b sont premiers entre eux, l'application naturelle Z/abZ — (Z/aZ) x (Z/bZ)
est un isomorphisme d’anneaux qui induit un isomorphisme de groupes de (Z/abZ)* sur
(Z/aZ)* x (Z/bZ)* (th. des restes chinois).
L’application naturelle Z/abZ — (Z/aZ) x (Z/bZ) est un morphisme d’anneaux d’aprés
le point précédent. Il est injectif car, si z € Z a une réduction modulo ab qui est dans le
noyau, c’est que x est divisible par a et par b, et donc par ab puisqu'on a supposé a et
b premiers entre eux; autrement dit, le noyau est réduit a 0. Comme les deux ensembles
considérés ont méme cardinal ab, une application injective est aussi bijective, ce qui montre
que Z/abZ — (Z/aZ) x (Z/bZ) est un isomorphisme. On conclut en remarquant que si A et
B sont deux anneaux, alors (A x B)* = A* x B*.
En fait, on peut décrire explicitement I’isomorphisme inverse. Comme a et b sont premiers
entre eux, il existe u,v € Z tels que 1 = au + bv. Si (x,y) € (Z/aZ) x (Z/VZ), et si T,7 € Z
ont pour image x et y dans Z/aZ et Z/bZ respectivement, alors 'image de bvZ + auy dans
Z/abZ ne dépend pas des choix de & et § et s’envoie sur (x,y) dans (Z/aZ) x (Z/bZ), comme
le montre un petit calcul immédiat. On remarque que x — bvZ induit un isomorphisme de
Z/aZ sur le sous-groupe bZ/abZ de Z/abZ et que y — aug induit un isomorphisme de Z/bZ
sur le sous-groupe aZ/abZ de Z/abZ. On en déduit le résultat suivant :

e Si a et b sont premiers entre eux, Z/abZ est la somme directe de ses sous-groupes
bZ /abZ et aZ/abZ; de plus, on a des isomorphismes de groupes additifs bZ/abZ = Z/a’Z
et aZ/abZ = Z/VZ, et donc Z/abZ = (Z/aZ) ® (Z/bZ), comme groupe additif.

Ezercice 2.8. — Montrer que si a # 0 et b # 0 ne sont pas premiers entre eux, les groupes additifs Z/abZ
et (Z/aZ) @ (Z/bZ) ne sont pas isomorphes.

Ezercice 2.4. — Résoudre les équations 4z +3 =0, 14z +2 =0 et 14z + 7 = 0 dans Z/21Z.

Exercice 2.5. — Résoudre I’équation 2% + x + 1 = 0 dans Z/91Z. (Comme 91 est relativement petit (33)

on peut tester chaque élément de Z/91Z et voir lesquels conviennent, mais c’est un peu fastidieux...)

33. Essayer de résoudre de la méme maniére I'équation 2% = 5 dans Z/DZ, avec D = 228022521 _ 92281 4
1 est voué & I’échec, méme avec ’aide d’un ordinateur. Par contre, en partant de D = (252! —1)(22281 —1),
= 2521 _ 1 et py = 22281 — 1 sont premiers (ce sont des nombres premiers de Mersenne
découverts par Robinson en 1952), alors on peut sans trop d’effort calculer le nombre de solutions de
I’équation et, avec I’aide d’un ordinateur et d’algorithmes astucieux, calculer explicitement ces solutions.
Le calcul du nombre de solutions repose sur la loi de réciprocité quadratique conjecturée par Euler en 1783

et démontrée par Gauss en 1801. Si p est un nombre premier, et si a € Z n’est pas divisible par p,
2

si on sait que p;

on pose (%) = 1, si a est un carré modulo p (i.e. si '’équation x

2

= a a des solutions dans F,) et
(%) = —1si a n’est pas un carré modulo p (si 'équation z* = a n’a pas de solutions dans F,). La loi

de réciprocité quadratique s’énonce alors ainsi : si p et q sont deur nombres premiers impairs distincts,
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Ezercice 2.6. — (i) Soit p € 2. Montrer que si p # 3, et si ’équation 22 + x + 1 = 0 a une solution
dans F,, alors elle en a deux.

(ii) (difficile) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers p tels que I'équation 22 + 2 +1 = 0
ait deux solutions dans F,,.

(iii) En déduire que quel que soit M > 0, il existe D € N tel que 22 + 2 + 1 = 0 ait plus de M solutions
dans Z/DZ.

Ezercice 2.7. — Montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4n — 1.

Ezercice 2.8. — (i) Soit X(p1,...,pr,x) P'ensemble des entiers < = dont tous les facteurs premiers ap-
partiennent a ’ensemble fini {p1,...,p,}. Montrer que |X(p1,...,pr, x)| = O(log" x).

(i) Montrer que tout nombre premier divisant 4k + 1 est de la forme 4n + 1. (On pourra utiliser le
petit th. de Fermat.)

(iii) En déduire que l'ensemble des nombres premiers de la forme 4n + 1 est infini.

Exercice 2.9. — Montrer que si p € £, alors Z/p"Z a p™ — p"~! éléments inversibles. En déduire que, si
D > 2, alors (D) =D - [[,p(1 - %), ol ¢ est la fonction indicatrice d’Euler.

2.9. Quotients d’espaces vectoriels et de A-modules

Soit E un espace vectoriel sur un corps K, soit R une relation d’équivalence sur E, et
soit F C E la classe d’équivalence de 0. Pour que la structure d’espace vectoriel de E
passe au quotient, on doit en particulier avoir Ax € F si A € K et x € F (puisque A0 =0
dans E/R) et x +y € F si 2,y € F (puisque 0+ 0 = 0 dans E/R) ; en d’autres termes, F
doit étre un sous-espace vectoriel de E. De plus, comme a + 0 = a dans E/R, les classes
d’équivalence doivent étre de la forme a + F.

Réciproquement, si F' est un sous-espace vectoriel de E, la relation ~p, définie sur E
par z ~p y si et seulement si z —y € F, est une relation d’équivalence. Le quotient E/ ~p
est traditionnellement noté E/F. Comme « x —y € Fy»= « Az — Ay € F » | et comme
«x—yeFetas —y eFr=«(r+2)—(y+vy) € F», lastructure d’espace vectoriel
sur E passe au quotient.

Si F/ C E est un sous-espace vectoriel supplémentaire de F, les classes d’équivalence pour ~p sont les
a+ F, pour a € F/, et Iapplication naturelle F/ — E/F est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En
d’autres termes, dans le cas des espaces vectoriels, un quotient est toujours isomorphe & un sous-objet,
mais il est trés souvent nocif de remplacer, dans les raisonnements, un quotient par un sous-objet qui lui
est isomorphe. Par exemple, si F' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E, le dual F* de F (i.e.
Pensemble des formes linéaires de F dans K) est naturellement un quotient du dual E* de E (on peut
restreindre & F une forme linéaire sur E, et F* est le quotient de E* par le sous-espace des formes linéaires
identiquement nulles sur F), et n’est pas, en général, un sous-espace de E*, de maniére naturelle.

e L’espace E/F vérifie la propriété universelle suivante : si v : E — E’ est une application
K-linéaire, et si Keru contient F, alors u se factorise a travers E/F (i.e. il existe une

alors (%) = (—1)(”_1)(‘1_1)/4(%). On applique ce qui précéde & p = p; et ¢ = 5. Comme p; = 2°?1 — 1 =
4130+ 1 = 2. (21130 —1 =2 -1 =1 dans F5, on a (B) = 1 et donc (p%) = 1, d’aprés la loi de

réciprocité quadratique. On en déduit que ’équation 22 = 5 a deux solutions dans F,,. Pour la méme
raison, elle en a aussi 2 dans F,, et donc 4 dans Z/DZ.



2. STRUCTURES ALGEBRIQUES 33

unique application linéaire w : E/F — E'| telle que u = wom ou 7 : E — E/F est la
projection canonique).

e Si u: E — E est une application linéaire, alors u se factorise a travers E/Keru, et
l’application induite u : E/Ker u — Imu est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Ce qui précéde s’étend au cas des A-modules, si A est un anneau : si R est une rela-
tion d’équivalence sur un A-module M, la structure de A-module passe au quotient si et
seulement si la classe d’équivalence de 0 est un sous-A-module N et celle de x est x + N,
pour tout x € M. On note M/N le A-module quotient ; il vérifie la propriété universelle
suivante : si v : M — M’ est une application A-linéaire, et si Ker u contient N, alors u se
factorise a travers M/N; en particulier u se factorise a travers M/Ker u, et 'application
induite @ : M/Keru — Imwu est un isomorphisme de A-modules.

Contrairement & ce qui se passe dans le cas des espaces vectoriels, le module M/N n’est pas, en général,
isomorphe a un sous-module de M. Par exemple Z/DZ n’est pas isomorphe a un sous-Z-module de Z.

2.10. Anneaux quotients, idéaux
Dans ce n°, les anneaux sont supposés commutatifs.

2.10.1. Quotient d’un anneau par un idéal

Soit A un anneau, soit R une relation d’équivalence sur A, et soit I C E la classe
d’équivalence de 0. Pour que la structure d’anneau de A passe au quotient, on doit en
particulier avoir A\x € Isi A € A et x € I (puisque A0 = 0dans A/R) et x+y € Isiz,y €1
(puisque 0 + 0 = 0 dans A/R); un sous-ensemble de A vérifiant ces deux propriétés est
un idéal de A. De plus, comme a 4+ 0 = a dans A/R, les classes d’équivalence doivent étre
de la forme a + 1.

Réciproquement, si I est un idéal de A, la relation ~p, définie sur E par z ~p y si et
seulement si x —y € I, est une relation d’équivalence. Le quotient A/ ~p est tradition-
nellement noté A/I. Comme «x —y € Tet 2’ —y € Iv=«(x+2)—(y+y) € 1», et
comme «x —y €let ' —y € Iv=«ar’ —yy =x(y—y)+y(x—2') € I», la structure
d’anneau sur A passe au quotient.

e L’anneau A /I vérifie la propriété universelle suivante : si f : A — A’ est un morphisme
d’anneaux, et si Ker f contient I, alors f se factorise a travers A/I (i.e. il existe un unique
morphisme d’anneaux f : A/I — A’ tel que f = fom, ot 7 : A — A/I est la projection
canonique).

e Si f: A — A’ est un morphisme d’anneaux, alors Ker f est un idéal de A, f se factorise
a travers A/Ker f et I'application induite f : A/Ker f — Im f est un isomorphisme
d’anneaux.

Le lecteur connait déja beaucoup d’anneaux définis de cette maniére. Par exemple :
— le corps F,, quotient de Z par I'idéal pZ (p étant un nombre premier),

— l'anneau Z/DZ quotient de Z par 'idéal DZ (D entier quelconque),
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—’anneau Z[X]/(10X—1) des nombres décimaux (prendre le quotient de Z[X] par (10X—1)
revient a rajouter a Z un élément X vérifiant 10X = 1, et a, X" + - - - + a9 € Z[X] devient

le nombre décimal {#& + -+ + {5 + ao),

— le corps des nombres complexes % C = R[X]/(X? + 1) (prendre le quotient de R[X]
par I'idéal ) (X2 + 1) revient a rajouter & R un élément X vérifiant X2 + 1 = 0, et donc
X devient une racine carrée de —1 dans le quotient).

On en rencontre beaucoup d’autres, par exemple les anneaux suivants.

— Z[X]/(X? 4+ 1), anneau des entiers de Gauss; en envoyant X sur i ou —i, cet anneau s’identifie au
sous-anneau Z[i| = {a + b, a,b € Z} de C.

— Z[X]/(X3 — 2). 1l s’identifie & un sous-anneau de C de trois maniéres différentes : on peut envoyer X
sur /2, ou sur €27/3:/2 ou sur e*"/3/2. Dans le premier cas, 'image est un sous-anneau de R, dans les
autres cas, elle n’est pas incluse dans R.

— L’anneau K[e]/(?) des nombres duauz, ott K est un corps; € est alors I’analogue algébrique d’un
infiniment petit (36).

— L’anneau C[X,Y]/(DY? — (X3 — X)) des fonctions rationnelles sur la courbe algébrique Cp d’équation
DY? = X3 — X dans C? (si f € C[X, Y], la restriction de f & Cp ne dépend que de I'image de f modulo
I'idéal engendré par P(X,Y) = DY? — (X3 — X), puisque P est identiquement nul sur Cp).

Ezercice 2.10. — Montrer que, si D’ est un diviseur de D, alors Z/D’Z est le quotient de Z/DZ par
l'idéal engendré par D’.

2.10.2. Idéal premier, idéal maximal

Rappelons qu’un anneau A est intégre s'il n’est pas réduit a 0 (i.e. si 0 # 1 dans A), et
s’il ne posséde pas de diviseur de 0 (i.e. zy =0 = x =0 ou y = 0). Un idéal I de A est
dit premier si Panneau A/I est intégre, ce qui équivaut, en remontant dans A, a « I # A
et zy €l = x € L ouy € I ». En particulier, I'idéal nul {0} est premier si et seulement si
A est integre.

e Si I est un idéal de A, distinct de A, les conditions suivantes sont équivalentes (I est dit
mazimal $'11 les satisfait) :

(i) A/I est un corps.

(ii) Si z € A — 1, I'idéal engendré par I et x contient 1.

(iii) Les seuls idéaux de A contenant I, sont A et I.

Si I vérifie (iii) et si « ¢ I, alors 'idéal engendré par I et = contient strictement I et donc
est égal & A ; en particulier, il contient 1, ce qui démontre I'implication (iii)=>(ii).

34. Cette définition de C est due & Cauchy (1847).

35. De maniére générale, si A est un anneau, et si a est un élément de A, on note souvent (a) l'idéal
de A engendré par A; on a donc (a) = aA.

36. On peut difficilement faire plus petit puisque ¢ # 0, alors que €2 = 0; si P € K[X] est un polynéme,
on a P(X+¢) = P(X)+P/(X)e dans K[e]/(£?), comme le montre la formule de Taylor pour les polynomes.
Peut-on réver de développements limités plus sympathiques ?
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Si I vérifie (ii), et si x ¢ I, alors il existe b € T et u € A tels que b+wux = 1. On en déduit que
x est inversible dans A /I d’inverse u, et donc que tout élément non nul de A/ est inversible;
autrement dit, A/I est un corps. D’ou I'implication (ii)=(i).

Enfin, si A/I est un corps, et si J est un idéal de A contenant I, alors J/I est un idéal de
A /1, et donc est soit réduit & 0 (ce qui implique J = I), soit égal & A/I (ce qui implique J = A).
On en déduit 'implication (i)=-(iii), ce qui permet de conclure.

e Un corps étant intégre, un idéal maximal est premier, mais la réciproque est fausse. Par
exemple, I'idéal (X) de Z[X] est premier puisque Z[X]/(X) = Z est intégre, mais il n’est
pas maximal puisque Z n’est pas un corps.

2.11. Groupes quotients

2.11.1. Groupe opérant sur un ensemble. — Soit G un groupe d’élément neutre 1, et
soit X un ensemble. On dit que G opére a gauche sur X ou que 1’'on a une action a gauche
de G sur X si on dispose d'une application (g,z) — ¢ -z de G x X dans X telle que
1-x =z, quel que soit = € X, et g- (¢ - x) = g¢' - =, quels que soient g,¢' € G et z € X.
On remarquera que si g € G, alors z — o,(x) = g - x est une bijection de X dans X, la
bijection réciproque étant z — o1 (x) = g~
soient g, g’ € G. Définir une action de G sur X revient donc & se donner un morphisme

-z, et que 'on a 04y = 0400y, quels que

de G dans le groupe des permutations de X (i.e. les bijections de X dans X) muni de la
composition.

On dit que G opére a droite sur X si on a une application (g,z) — x *g de G x X
dans X telle que z x 1 = x, quel que soit = € X, et (x x g) x ¢ = x % g¢’, quels que soient

9,9 € G et x € X. On peut toujours transformer une action a gauche en action a droite

(et vice-versa), en posant T x g = g~ ' - .

Par exemple, si K est un corps commutatif, le groupe GL,(K) opére naturellement (& gauche) sur
beaucoup d’objets :
— par définition, il opére sur I’espace vectoriel K™ ;
— comme 'action est linéaire, elle transforme une droite vectorielle en droite vectorielle et donc GL,, (K)
opére sur 'ensemble P"~1(K) des droites vectorielles de K" (espace projectif de dimension n — 1 sur K);
— il opére sur 'ensemble M,,(K) des matrices n x n a coefficients dans K, par multiplication & gauche
(i.e. A-M = AM), par multiplication a droite (i.e. A-M = MA~1) et par similitude (i.e. A-M = AMA~!
ce qui correspond & un changement de base).
— 11 opére sur les ensembles des matrices symétriques et antisymétriques par A - M = AMA,
— Le groupe GL,(C) opére sur l’ensemble des matrices auto-adjointes (i.e. vérifiant ‘M = M) par
A-M = AMA*, avec A* =*A.

Exercice 2.11. — Soit K un corps commutatif. On rajoute & K un élément oo, et on étend I'arithmétique
de K en posant § = oo, si @ # 0 (on ne donne pas de sens & %), et (C‘;’jis =2, sia#0ouc#0.

(i) Montrer que I'application qui & v = (z,y) € K2 — {(0,0)} associe \(v) = + € KU {oo} induit une
bijection de la droite projective P!(K), ensemble des droites vectorielles de K2, sur K U {c0}.

(ii) Montrer que l'action de GLy(K) sur K U {oo} qui s’en déduit est donnée par (¢}) -z = 2

cz+d”
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Si G opére (& gauche ou a droite) sur X, et si x € X, un translaté de x est un point de X
dans 'image de G x {z}, et l'orbite O, de z est 'ensemble des translatés de X (i.e. 'image
de G x {z} dans X). Une orbite pour I'action de G est un sous-ensemble O de X de la
forme O, pour un certain z € X.

e La relation ~g définie sur X par « x ~g y si et seulement si il existe g € G tel que
y = g - x (si Paction est a gauche) ou y = x x g (si 'action est a droite) » est une relation
d’équivalence sur X dont les classes d’équivalence sont les orbites.

On peut se contenter de traiter le cas d’une action & gauche. On a x = 1 - x, et donc ~¢g

L.y, et donc ~q est symétrique. Enfin, si y = g - x et

est reflexive. Si y = g - x, alors ¢ = g~
z = h-y, alors z = hg - x, et donc ~¢ est transitive. Cela prouve que ~g est une relation
d’équivalence sur X. La classe d’équivalence de = est O, par définition de O, ce qui prouve

que les classes d’équivalence sont les orbites.

L’espace quotient X/ ~¢, ensemble des orbites, est traditionnellement noté G\X si
laction est a gauche, et X/G si l'action est a droite. On dit que G agit transitivement
sur X s'il n’y a qu’une orbite. Un systéme de représentants de G\X ou X/G dans X est
parfois appelé un domaine fondamental.

e Si x € X, l'ensemble G, des g € G fixant x (i.e. g - & = x) est un sous-groupe de G,

appelé stabilisateur de x.

L. 2, et donc G est

Comme 1-z=x,0onal€G,. Sig-x=x,alorsz=g"'-(g-2)=9g"
stable par passage a U'inverse. Enfin, sig-x =x et h-a =z, alorsgh-x =¢g-(h-2) =g -z =z,

ce qui prouve que G, est stable par la loi de groupe de G, et donc est un sous-groupe de G.

On fabrique des tas de groupes intéressants en considérant les stabilisateurs d’éléments d’ensembles
munis d’actions de groupes.
— Si M est une matrice symétrique, le stabilisateur de M dans GL,,(K) pour I'action A - M = AM A est
le groupe orthogonal associé & M; si M = I,,, ce groupe est noté O, (K). SSIK=R,sip+¢g=mn, et si M
est la matrice diagonale avec p fois 1 et ¢ fois —1 sur la diagonale, le groupe obtenu est noté O(p, q) ; en
particulier O(n) = O, (R).
— Si M est une matrice antisymétrique, le stabilisateur de M dans GL,,(K) pour laction A-M = AM A
est le groupe symplectique associé & M ; si n = 2m est pair, et si M est la matrice par bloc (7?7” ), ce
groupe est noté Sp,, (K).
— Le stabilisateur de I,, pour l'action A - M = AMA* de GL,,(C) est le groupe unitaire U(n).

1 1

= {gzg~"', x € G,}. En déduire que, si

G est fini, le cardinal du stabilisateur est constant dans chaque orbite.

Ezercice 2.12. — Montrer que, si y = g - x, alors Gy = ¢G,g~

Ezercice 2.13. — (i) Montrer que le groupe Dy des isométries du carré de sommets A = (1,1),
B=(-1,1), C=(—1,—1) et D= (1,—1) est un groupe d’ordre 8, et expliciter ses éléments.

(ii) Soit O = (0,0), et soit S = {O,A,B,C,D}. Montrer que S est stable sous l'action de Dy, et
déterminer les orbites sous 'action de Dy, ainsi que le stabilisateur d’'un des éléments de chaque orbite.

(iii) Soit T ’ensemble des paires d’éléments distincts de S. Déterminer les orbites de T sous 'action
de Dy, ainsi que le stabilisateur d’un élément de chaque orbite.

(iv) Quel lien y a-t-il entre le cardinal d’une orbite et celui du stabilisateur dans tous les cas ci-dessus ?
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2.11.2. Classes de conjugaison

1

e Si G est un groupe, alors (g,x) — g -x = grg ' est une action (& gauche) de G sur

lui-méme.
Si g,h,x € G, alors gh - x = ghx(gh) ™' = ghah~ g~ =g - (hah™') =g (h- ).

L’action de G sur lui-méme ainsi définie est ’action par conjugaison. L’orbite de z € G
est alors la classe de conjugaison de x, les éléments de la classe de conjugaison de z
sont dits conjugués a x (et donc x et y sont conjugués dans G s'il existe h € G tel que
y = hzh™'), et I'ensemble Conj(G) des orbites est I’ensemble des classes de conjugaison
de G. Le stabilisateur Z, de x pour cette action est appelé le centralisateur de x; c’est
I’ensemble des g € G qui commutent a x.

e G est commutatif si et seulement si les classes de conjugaison sont réduites & un élément.

La classe de conjugaison de 2 € G est I'ensemble des gzg~!, pour g € G. Comme elle

contient x, elle est réduite a un élément si et seulement si grg~!' = z, quel que soit g € G, et
donc si et seulement si x commute & tous les éléments de G. Ceci permet de conclure.

e Le centre Z de G est I’ensemble des x € G commutant a tout élément de G ; ¢’est aussi
I’ensemble des x € G dont la classe de conjugaison est réduite a un point, et c’est un
sous-groupe de G.
Si xg = gz et yg = gy quel que soit g € G, alors zyg = zgy = gxy, ce qui montre que xy

commute & tous les éléments de G et donc que Z est stable par la loi de groupe. De méme, si

g = gz quel que soit g € G, alors gr~! =z lzgr™! = 2 gz~ = 27 1g, ce qui prouve que
7Z est stable par passage & 'inverse. Comme il contient 1’élément neutre ; c’est un sous-groupe
de G. Le reste ayant été démontré ci-dessus, cela permet de conclure.

Ezercice 2.14. — (i) Soient X un ensemble et G un groupe opérant sur X. Si g € G, on note X, I'ensemble
{z € X, g-x =z} des points fixes de g.

(a) Si g,h € G, quel lien y a-t-il entre les points fixes de g et ceux de hgh=!?

(b) Montrer que si X est fini et si g, ¢’ sont conjugués dans G, alors ils ont le méme nombre de
points fixes.

(ii) Soient V un espace vectoriel sur un corps K et G un groupe. On dit que G opére linéairement sur V
si G opére sur V et si v — ¢ - v est une application linéaire de V dans V, pour tout g € G (on dit alors
que V est une représentation de G).

(a) Montrer que, si c’est le cas et si g € G, lensemble des points fixes de g est un sous-espace
espace vectoriel de V.

(b) Montrer que, si V est de dimension finie et si g, ¢’ sont conjugués dans G, alors leurs points
fixes sont des espaces vectoriels de méme dimension.

2.11.3. Quotients de groupes. — Si G est un groupe, et si H est un sous-groupe de G,
on peut utiliser la multiplication dans G pour faire agir H sur G a gauche (h -z = hx)
et a droite (z x h = zh). Une classe a gauche est alors de la forme Hx = {hx, h € H},
pour z € G, et une classe a droite, de la forme zH = {xh, h € H}, pour x € G. Les
quotients H\G (a gauche) et G/H (& droite) de G par H ne sont, en général, pas des
groupes, mais la multiplication dans G les munit d’actions de G (a droite pour H\G et a
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gauche pour G/H). Réciproquement, si R est une relation d’équivalence sur G telle que
la multiplication dans G induise une action a gauche (resp. a droite) de G sur G/R, et
si H est la classe d’équivalence de e, alors H est un sous-groupe de G et G/R = G/H
(resp. G/R = H\G).

e Si G opére (& gauche) sur un ensemble X, si z € X, et si G, est le stabilisateur de x
dans G, alors g +— ¢ -z induit un isomorphisme de G/G, sur l'orbite O, de = (c’est un
isomorphisme de G-ensembles, i.e. d’ensembles munis d’une action de G).

Commengons par remarquer que, si g1, go ont méme image dans G/G,, alors il existe h € G,
tel que go = g1h, ce qui implique que go-x = (g1h)-x = g1 - (h-x) = g1 -x; Papplication g — g-x
passe donc au quotient et nous définit une application ¢ : G/G, — O, qui est surjective par
définition de O,. Maintenant, si g1 - * = go - x, alors g;lgl -x =z et donc g;lgl € G, ;onen
déduit que g1 € ¢g2G, et donc que g1 et g2 ont méme image dans G/G,, ce qui prouve que ¢ est
injective et donc bijective. Enfin, si h € G et g € G/Gy, alors h-1(g) = h-(g-x) = hg-x = 1(hg),
ce qui prouve que ¢ commute a 'action de G et donc est un morphisme de G-ensembles.

e La classe de conjugaison de z est isomorphe a G/Z,, ou Z, est le centralisateur de x.

C’est un cas particulier du point précédent.

Pour que la structure de groupe de G passe au quotient G/H, il faut et il suffit que,
quels que soient xz, 2’ € G et h,h’ € H, on puisse trouver h” € H tel que xhx'h’ = xx'h".
Comme A" (R/)~! = (2')~'ha’, on voit que la condition précédente est équivalente a ce que
H soit laissé stable par la conjugaison h — ghg™!, quel que soit ¢ € G. Si tel est le cas on
dit que H est distingué (normal en “franglais”) dans G.

Un groupe simple est un groupe dont les seuls sous-groupes distingués sont {1} et le
groupe lui-méme.

e Le groupe G/H vérifie la propriété universelle suivante : si f : G — G’ est un morphisme
de groupes, et si Ker f contient H, alors f se factorise a travers G/H (i.e. il existe un unique
morphisme de groupes f : G/H — G/, tel que f = fom, ot : G — G/H est la projection
canonique).

e Si u: G — G est un morphisme de groupes, alors Ker u est distingué dans G et u se
factorise a travers G/Keru et induit un isomorphisme de groupes de G/Keru sur Imu.
Si G est simple, alors u est soit injectif soit trivial (u(g) = 1, quel que soit g € G).

3. Groupes finis

3.1. Groupes cycliques

3.1.1. Structure des groupes cycliques, ordre d’un élément

Si G est un groupe d’élément neutre 1 et si x € G, on définit 2", pour n € Z, en posant

2 =1 et 2" = 2"z, sin € N, et 2" = (z71)™, si n < 0. On vérifie facilement que

sin € Z, alors 2"t = 2"z et 2! = 2"z~ !, ce qui permet de montrer, par récurrence

sur m, que ™" = ™" quels que soient m,n € N. Autrement dit, n — 2" est un
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morphisme de groupes de Z dans G. Si x et y commutent, on a (xy)" = z™y", mais s'ils
ne commutent pas, c’est en général faux (et si n = 2 ou si n = —1, cela n’est vrai que si
x et y commutent).

Si G est commutatif et si la loi est notée +, I’élément 2™ est noté nx, et on a 0x = 0 et
(=1)z = —=x.
e Si z € G, le sous-groupe (x) engendré par x est ’ensemble des 2™, pour n € Z.

En effet, d’'une part un sous-groupe qui contient x contient x™, pour n € N, comme le
montre une récurrence immédiate, et comme il contient 2!, il contient aussi 2", pour n < 0;
d’autre part, I’ensemble des 2", pour n € Z, est un groupe qui contient z, puisque c’est 'image
de Z par le morphisme x — z™.

Un groupe est cyclique s’il peut étre engendré par un seul élément. Autrement dit, G
est cyclique, s’il existe x € G tel que le morphisme = — 2" de Z dans G soit surjectif. Si
G est cyclique, un générateur de G est un élément x de G tel que le morphisme z — x™
de Z dans G soit surjectif.

e Le groupe Z est cyclique, et il admet deux générateurs 1 et —1. Si D > 1, le groupe
Z/DZ est cyclique et les générateurs de Z/DZ sont les éléments de (Z/DZ)*, c’est-a-dire
les (réductions modulo D des) entiers premiers a D.

L’énoncé concernant Z est immédiat. Il est aussi immeédiat que Z/DZ est cyclique et que
1 en est un générateur. Maintenant, si a € Z/DZ en est un générateur, alors il existe en
particulier b € Z tel que ba = 1, ce qui fait que la réduction modulo D de b est un inverse
de a, et donc que a est inversible. Réciproquement, si a est inversible, alors n — na est bijectif
de Z/DZ dans Z/DZ et donc n — na est surjectif de Z dans Z/DZ, ce qui prouve que a est
un générateur de Z/DZ.

e Le groupe pp, des racines D-iémes de 'unité dans C est cyclique, engendré par /P,

et n— e*™™/D induit un isomorphisme de groupes Z/DZ 2 pp. Un générateur de pp, est

une racine primitive D-iéme de ['unité, et les racines primitives D-iémes de 'unité sont,

2ima/D

d’aprés le point précédent, les racines de la forme e , pour a premier a D.

e Un groupe cyclique infini est isomorphe & Z; un groupe cyclique de cardinal D est

(37

isomorphe ®7) 4 Z/DZ. En particulier, un groupe cyclique est commutatif.

37. Un groupe cyclique est donc un objet parfaitement ennuyeux d’un point de vue théorique. La
situation est, en pratique, assez différente : il est trés difficile, étant donné un groupe cyclique G de
cardinal N trés grand (~ 10'%°), un générateur g de G et € G, de déterminer I’élément n de Z/NZ
tel que © = ¢g™ (probléme du logarithme discret), alors que calculer g™ se fait sans probléme. Ceci est
a la base des signatures électroniques : G, N et g sont publics et on attribue & chaque personne P un
code n(P) € Z/NZ (tenu secret), a partir duquel P fabrique une signature publique s(P) = g"(®). Deux
personnes P et Q peuvent s’assurer de leur identité mutuelle de la maniére suivante : P calcule S(Q)"(P)
et Q calcule s(P)*(Q), chacun de son coté; si les résultats sont les mémes (a savoir g™(")™(Q)  alors P
et Q sont bien P et Q (sinon, cela veut dire que quelqu’un a réussi a retrouver le code de I'un des deux a
partir de sa signature publique, ce qui est réputé étre impossible). Les groupes cycliques utilisés sont en
général construits a partir de courbes elliptiques sur les corps finis (cf. annexe F).
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Soit G un groupe cyclique, et soit x un générateur de G. Alors f : Z — G défini par
f(n) = 2™ est un morphisme surjectif, et il y a deux cas :
— f est injectif et alors G est isomorphe & Z;
— le noyau de f est non nul et donc de la forme DZ, avec D > 1, puisque c¢’est un sous-groupe
de Z; alors f se factorise a travers f : Z/DZ — G, et f est surjectif puisque f I'est et injectif
puisqu’on a factorisé modulo Ker f ; autrement dit f est un isomorphisme de Z/DZ sur G et,
en particulier, G et Z/DZ ont méme cardinal.

Ceci permet de conclure.

e Si G est un groupe quelconque et z € G, le sous-groupe (x) de G engendré par z est
cyclique par définition. On définit [’ordre de x comme le cardinal du groupe (z). Si z est
d’ordre D, le noyau du morphisme n — ™ de Z dans G est DZ d’apres ce qui précéde, et
lordre de x est aussi le plus petit entier n > 0 tel que x™ soit égal a [’élément neutre.

3.1.2. Sous-groupes des groupes cycliques

e Si D > 1, l'application d +— dZ/DZ est une bijection de I'ensemble des diviseurs de D
sur celui des sous-groupes de Z/DZ.
Si G est un sous-groupe de Z/DZ, on peut considérer son image inverse dans Z, qui est
un sous-groupe de Z contenant DZ; on obtient ainsi une bijection de 1’ensemble des sous-
groupes de Z/DZ dans celui des sous-groupes de Z contenant DZ, la bijection inverse étant
G—G /DZ. Comme un sous-groupe de Z contenant DZ est de la forme dZ, avec d diviseur
de D, cela permet de conclure.

e Si G est un groupe cyclique, tous les sous-groupes de G sont cycliques, et si G est de
cardinal D, alors G admet exactement un sous-groupe de cardinal D', pour tout diviseur D’
de D.

Si G est infini, alors G est isomorphe a Z, et tous les sous-groupes non nuls de G sont
isomorphes a Z, et donc cycliques.

Si G est fini de cardinal D, alors G est isomorphe & Z/DZ, et on sait que les sous-groupes
de Z/DZ sont de la forme dZ/DZ, pour d diviseur de D. Or n +— dn induit une surjection
de Z sur dZ/DZ dont le noyau est D'Z, ou D’ = D/d, ce qui montre que dZ/DZ = Z/D'Z.
Comme d — D’ = D/d est une permutation de 'ensemble des diviseurs de D, cela permet de
conclure.

3.2. Groupes abéliens finis

Soit & l'ensemble des nombres premiers. D’aprés le théoréme des restes chinois, si
D € N—{0}, alors Z/DZ = ®,c »(Z/p**P)Z). La somme ci-dessus est en fait une somme
finie car v,(D) = 0, sauf pour un nombre fini de nombres premiers. Ce résultat se généralise
a tous les groupes abéliens finis sous la forme (cf. n°10.3 du § 10 pour la démonstration).

Théoréeme 3.1. — (Kronecker, 1867) Soit G un groupe abélien fini et, sip € &, soit
G, Uensemble des €léments de G d’ordre une puissance de p.
(i) G, est un sous-groupe de G, nul pour presque tout p, et G = Gpe»Gy.
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(i) Sip € 2, il existe une suite finie d’entiers a,; > 1, décroissante et uniquement
déterminée, telle que U'on ait G, = &,(Z/p*+Z).

Remarque 3.2. — Avec les notations du théoréme, |G| = [, [[;p™, et donc |G| est un
multiple de p®, pour tous p et i, ce qui prouve que la multiplication par |G| annule tout
¢lément de G, puisqu’elle annule tous les Z/p?-iZ. Autrement dit, dans un groupe com-
mutatif, 'ordre d’un élément divise 'ordre du groupe (cas particulier du th. de Lagrange).

Ezercice 3.3. — Décomposer (Z/108Z)* et (Z/200Z)* sous la forme ci-dessus.

Ezercice 3.4. — (i) Soit K un corps fini commutatif (®®). Montrer que le groupe K* est cyclique (on
pourra considérer le nombre de solutions de 1’équation P = 1, pour p premier divisant |K*| et utiliser le
th. 3.1).

(ii) Soit p # 2 un nombre premier. Montrer que x est un carré dans Fj (i.e. z = Y2, avec y € Fy) siet
seulement si z(P~1/2 =1,

(iii) En déduire que —1 est un carré dans F}; si et seulement si p est de la forme 4n + 1.

(iv) Soit p de la forme 4n + 3. Montrer que I’équation a? + b*> = p n’a pas de solution avec a,b € Z.

Erercice 3.5. — (i) Soit p un nombre premier. Montrer que, si = 1+ pFa mod p**1 et sik > 1 (k > 2,
si p=2), alors 22 = 1 + p*™la mod p**+2. En déduire que (1 + p)?" ~ # 1 dans (Z/p"Z)*, si p # 2 et
n>2, et que (1+4)?" " #1 dans (Z/2"Z)*, si n > 3.

(ii) Soit N le noyau de la réduction modulo p de (Z/p"Z)* dans F} (dans (Z/4Z)*, si p = 2). Montrer
que N est isomorphe & Z/p"~1Z (a4 Z/2"72Z, si p = 2).

(ili) En utilisant le résultat de l'ex. 3.4, montrer que (Z/p"Z)* = (Z/(p — 1)Z) ® (Z/p" 'Z) en tant
que groupe commutatif, si p #2 et n > 1.

(iv) Montrer que (Z/2"Z)* = (Z/2Z) ® (Z/2"2Z), si n > 2.

3.3. Le théoréme de Lagrange et ses variantes

Si G est un groupe fini, et si H est un sous-groupe de G, alors h — xh induit une bijection
de H sur zH, ce qui fait que les classes a droite zH ont toutes le méme cardinal [H|. Comme
G est la réunion disjointe des xH, pour x € G/H, on en déduit la formule

|G| = [G/H] - [H].
En particulier, |H| divise |G|, ce qui se traduit par :

e Si G est un groupe fini, alors le cardinal de tout sous-groupe de G divise celui de G
(th. de Lagrange).

On peut spécialiser cela au sous-groupe engendré par un élément = de G : le cardinal de ce
sous-groupe est, par définition, ’ordre de z, ce qui nous donne :

e Dans un groupe fini 'ordre d’un élément divise le cardinal du groupe.

Enfin, |G/H| divise aussi |G|. Si X est un ensemble sur lequel G agit, si O est une orbite, si
x € O, et si H est le stabilisateur de z, on sait que O = G/H. On en déduit que :

e Dans un ensemble sur lequel agit un groupe fini, le cardinal d’une orbite divise le cardinal

38. Cette hypothése est en fait superflue car tout corps fini est commutatif (théoréme de Wedderburn).
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du groupe et, plus précisément, le produit du cardinal de I'orbite par celui du stabilisateur
d’un de ses éléments est égal au cardinal du groupe.

En particulier, en appliquant ceci a I'action de G sur lui-méme par conjugaison intérieure,
on obtient :

e Dans un groupe fini, le cardinal d’une classe de conjugaison divise le cardinal du groupe.

e Si X est un ensemble fini sur lequel agit un groupe fini G, on peut découper X en orbites
pour cette action. Si on choisit un élément par orbite, et si on utilise 'isomorphisme
O, =2 G/G,, ou G, est le stabilisateur de z, on obtient la formule des classes :

XI= S lod=161- 3 o

|G|

zeG\X zeG\X
Ezercice 3.6. — Montrer que tout élément z € Fy vérifie 2P~! = 1. En déduire le petit théoréme de
Fermat (3%) (si n € Z, alors n? — n est divisible 49 par p).
Ezercice 3.7. — (démonstration combinatoire du petit th. de Fermat). Soient n > 1 et X I'ensemble des

applications de Z/pZ dans {1,...,n}. Si g € Z/pZ et ¢ € X, on définit g - ¢ par (g- ¢)(z) = ¢(x + g),
pour tout x € Z/pZ (la loi de groupe de Z/pZ est notée additivement).
(i) Vérifier que ceci définit une action de groupe.

(ii) Quels sont les points fixes de cette action? Combien y en a-t-il ?
(iii) Combien d’éléments a une orbite non réduite & un point ?
(iv) Calculer le nombre de ces orbites, et en déduire le petit théoréme de Fermat.

3.4. Le groupe symétrique S,
3.4.1. Permutations

Sin € N — {0}, on note S, le groupe des bijections de {1,...,n}. Comme il y a n
maniéres de choisir I'image de 1, n — 1 de choisir celle de 2 une fois celle de 1 choisie, etc.
le cardinal de S,, est n(n — 1) ---1 = n!. Par définition, S,, opére sur {1,...,n}; il opére
donc aussi sur toutes sortes d’objets construits a partir de {1,...,n} comme l’ensemble
des parties de {1,...,n} (I'image d'une partie {iy,...,%,} par o est {o(i1),...,0(ip)}).

39. Enoncé dans une lettre a Frenicle du 18 octobre 1640.

40. Il n’y a pas de réciproque au petit théoréme de Fermat : il existe des entiers n dit de Carmichael
tels que a™ — a soit divisible par n pour tout a, et qui ne sont pas premiers. Le résultat le plus proche
est le test de primalité de Lucas (1876) généralisé par Lehmer (1927) : s’il existe a € {2,...,n — 1} tel
que @' = 1 mod n et a(»~1/? # 1 mod n pour tout diviseur premier p de n — 1, alors n est premier.
En effet, la premiére congruence montre que a est premier a n, et que son ordre m dans (Z/nZ)* est un
diviseur de n — 1; les non congruences montrent v,(m) = v,(n — 1) pour tout premier p divisant n — 1,
et donc m est un multiple de n — 1 et m = n — 1. Comme [(Z/nZ)*| est un multiple de 'ordre m de a et
est < n—1, il en résulte que [(Z/nZ)*| = n —1 et donc n est premier. Prendre a = 5 suffit & prouver que
2100131600 1 1 est premier (les calculs prennent une poignée de secondes sur un ordinateur; par contre
pour un entier n quelconque, il faut d’abord factoriser n — 1, ce qui est plus dur que de prouver que n
est premier par d’autres méthodes).
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Ezercice 3.8. — On fait agir S,, sur I’ensemble des parties de {1,...,n} comme ci-dessus.
(i) Si p < n, quelle est orbite de {1,...,p}?
(ii) Quel est le stabilisateur de {1,...,p}; quel est son cardinal 7

(iii) Retrouver la valeur ; pour le nombre de parties a p éléments d’un ensemble a n éléments.

n!
p! (n—p)

Un élément de S,, est une permutation. Si o € S,,, on définit le support de ¢ comme
I'ensemble des i € {1,...,n} tels que o(i) # i. Il est plus ou moins évident que deux
permutations de supports disjoints commutent entre elles.

On peut représenter une permutation o de S,, sous la forme d’une matrice a 2 lignes et
n colonnes en mettant les nombres de 1 & n sur la premiére ligne et leurs images par o
juste en-dessous. Cette représentation est trés commode pour faire le produit de deux
permutations (en n’oubliant pas que c’est la matrice de droite qui agit en premier).

Par exemple, si o et T sont les permutations de Sg définies par o(1) = 2, 0(2) =4, 0(3) =5, 0(4) = 6,
ob)=1leto(6)=3,et 7(1)=4,7(2) =2, 7(3) =1, 7(4) =6, 7(5) =5 et 7(6) = 3, alors

o= (332888). 7= (133439 o or= (312ID(ITELY = (13241

Une permutation o € S,, est un k-cycle s’il existe i, ..., 7 distincts, tels que

o(iy) =g, o(ie) =13,..., o(ix) =11, eto(j)=7g,sij¢& {i1,... i}
On note (i1, 149, ..., 1) le k-cycle défini ci-dessus; son support est 'ensemble {iq, ..., i} ;
il est d’ordre k. On remarquera que le k-cycle (iy,1i,...,14;) est aussi égal au k-cycle
(TayGat1s -« -5 lark—1), Sl on écrit les indices modulo k, et a est n'importe quel élément de
Z/EZ. Pour rétablir une unicité de I'écriture, il suffit d’imposer que i; soit le plus petit
élément de {iy,...,i}. Il est commode d’étendre la notation ci-dessus aux « cycles de
longueur 1 » (qui sont tous égaux a l'identité...).

e Si 0 est un k-cycle, alors o = id.

e Une permutation peut s’écrire comme un produit de cycles de supports disjoints.

Si o est une permutation, on fabrique une partition de {1,...,n} en prenant les orbites
O1,...,05 sous l'action de o (i.e. sous laction du sous-groupe cyclique de S, engen-
dré par o). Si O; est une de ces orbites, de cardinal k;, on peut considérer le cycle
¢ = (a,0(a),...,a%~1(a)), ot a est le plus petit élément de O;; c’est un cycle de longueur

k; et de support O;, et o est le produit des ¢;, pour i € {1,...,s}.

Comme des cycles ayant des supports deux & deux disjoints commutent entre eux, on
peut faire le produit dans n’importe quel ordre dans la décomposition d’'une permutation
en cycles de supports disjoints.

Par exemple, soit o € Sg la permutation définie par : (1) = 3, 0(2) = 2, ¢(3) = 5, 0(4) = 6,
o(5) = 1 et 0(6) = 4. Alors on a 0 = (1,3,5)(4,6)(2) = (4,6)(2)(1,3,5)... Trés souvent on omet les
cycles de longueur 1 de la décomposition ; on écrit donc plutoét la permutation précédente sous la forme
o=1(1,3,5)(4,6) ou o = (4,6)(1,3,5).

e Tout élément de S,, est conjugué & un unique élément de la forme

(1,...,61)(61+1,...,61—|—£2)"'(€1+"'—ng,l+1,...,€1+"'+€3,1—|—£8),
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ou (¢1,...,0s) est une partition de n (i.e. une suite décroissante d’entiers > 1 dont la
somme est n). Les classes de conjugaison de S,, sont donc en bijection naturelle avec les
partitions de n.

Soit o € S,. La conjugaison ¢ + aca™! par un élément o de S,, transforme un k-cycle
i1 > g > - > i > dq, en le k-cycle a(iy) — a(iz) — - = a(ix) — a(i1). Les longueurs
des cycles apparaissant dans les décompositions de deux permutations conjuguées sont donc
les mémes, ce qui implique 'unicité d’un conjugué de la forme voulue, puisque les ¢; sont les
longueurs des cycles apparaissant dans la décomposition de o rangées dans ’ordre décroissant.
Ecrivons donc ¢ comme un produit de cycles 7 ... 7, & supports disjoints. Soit ¢; la longueur
de 75. On a {; +---+/{, = n, et quitte & permuter les 7;, on peut supposer que {1 > fy--- > ;.

On peut alors écrire 7; sous la forme 7; = (i, 4.0, 41,590,440, 14¢;); €& k = i nOUS
définit une permutation a de {1,...,n}, car les supports des 7; forment une partition de
{1,...,n}. Alors a~'oa est un conjugué de o de la forme voulue, ce qui permet de conclure.

e Un 2-cycle est appelé une transposition, et S, est engendré par les transpositions ; plus
précisément, tout élément de S,, est produit de moins de n — 1 transpositions.

La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 1 (et n = 2), le résultat est
immeédiat. Sin > 2, et si o € S, vérifie o(n) # n, alors 7 = (0(n),n) est une transposition et
To fixe n, et donc peut étre vu comme un élément de S,,_1. D’aprés I’hypothése de récurrence,
7o est un produit de moins de n — 2 transpositions a support dans {1,...,n — 1}, et donc
o = 7(70) est un produit de moins de n — 1 transpositions. On en déduit le résultat, le cas
o(n) = n se traitant directement.

Ezercice 3.9. — Calculer (1,2)(2,3)(3,4)(4,5) dans Ss.
Ezercice 3.10. — Montrer que S,, est engendré par les transpositions (1,2), (2,3),...,(n —1,n).

Exercice 8.11. — Soit o € S,, dont la décomposition en cycles disjoints est 71 - - - 75, chaque 7; étant de
longueur 4;. Quel est I'ordre de o 7

Ezercice 3.12. — (i) Combien y a-t-il de cycles de longueur k dans S,,.
(ii) Montrer que le nombre moyen de cycles dans la décomposition d’un éléments de S,, tend vers
I'infini avec n. (On pourra se demander dans combien de permutations apparait un cycle donné.)

Ezercice 3.13. — (difficile mais trés surprenant) Le DGAE voulant tester le niveau de compréhension
des X a décidé de les mettre a ’épreuve. Pour ce faire, il réunit les 500 membres de la promotion dans
I’amphi Poincaré et leur tient ce langage : « J’ai disposé dans 'amphi Arago vos 500 noms dans des casiers
numérotés de 1 a 500, & raison d’un par casier. Je vais vous appeler un par un, et demander & chacun
d’entre vous d’ouvrir des casiers un par un & la recherche de son nom puis de les refermer sans changer
le contenu et de regagner sa chambre sans possibilité de communiquer quoi que ce soit a ses camarades
restés dans 'amphi Poincaré. Si tout le monde trouve son nom dans les 250 premiers casiers qu’il a
ouverts, vous pouvez partir en vacances. Si I'un d’entre vous ne trouve pas son nom, on recommence le
jour suivant (et je change le contenu des casiers bien évidemment). Voila, vous avez deux heures pour
concevoir une stratégie. » Désespoir des X qui se rendent compte que chacun a une chance sur deux de
tomber sur son nom, et qu’au total ils ont une chance sur 2°°° de partir en vacances au bout d’un jour,
et donc qu’ils ne partiront pas en vacances. Pourtant au bout d’un certain temps, I'un de nos X déclare :
« pas de panique, avec un peu de discipline, on a 9 chances sur 10 de partir en vacances avant la fin de
la semaine ». Saurez-vous retrouver son raisonnement ?
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3.4.2. Signature d’une permutation
Si o €8S, on définit la signature sign(o) de o par la formule
. (i) —o(j)
S = —_
ign(o) H "
1<i<g<n
e sign : S, — {£1} est un morphisme de groupes.

Sio,T€8S,,ona

: o7(i) — o7(j) o7(i) —o7(j) (i) — 7(j)
Slgn(UT) = H - . . = ( H 7)( H 7)
1<i<icn LY rciggen TO—TU) T G, T
Le second terme est égal a sign(7), et le premier a sign(o) car 018::&()3) = ”:8;:;‘_2(;), ce qui
permet d’écrire le produit sous la forme J[; <. ;)7 y<n % = sign(o).

e Si 7 est un k-cycle, alors sign(7) = (—1)"1.

On a sign(aca™1) = sign(a)sign(o)sign(a) =t = sign(o), ce qui prouve que la signature est
invariante par conjugaison et donc que tous les k-cycles ont méme signature. Cela permet de

prendre 7 = (n — 1,n) pour calculer la signature d’une transposition. On a alors

H 7(1) — T(j))( H 7(1) — 7(n — 1))( H 7(i) — T(n)) T(n—1) —7(n)

Sign(T):( i—j i—(n—1) i—n (n—1)—n

1<i<j<n—2

~(I1 =5 I =D =1

i<n—2 i<n—2

i<n—2 i<n—
ce qui prouve le résultat pour une transposition. Maintenant, le k-cycle o = (i1,...,0%) est

le produit des transpositions (i1,42) - - - (ik—1, %), et comme il y a k — 1 transpositions dans ce
produit, on a sign(o}) = (—1)*~1, ce qu’on cherchait &4 démontrer.

Ezercice 8.14. — Montrer que sign(c) = (—1)""“() ot w(o) est le nombre d’orbites de o.

Ezercice 3.15. — Si ¢ € S,, on note u, ’endomorphisme de C" envoyant un élément e; de la base
canonique de C™ sur e, ;).

(i) Montrer que ¢ — u, est un morphisme de groupes de S,, dans GL,,(C).

(ii) Montrer que si 7 est une transposition, alors u, est une symétrie par rapport & un hyperplan que
I’on déterminera. Que vaut det u, 7

(iii) En déduire que det u, = sign(o) pour tout o € S,,.

3.4.3. Groupe alterné

Le groupe alterné A, est le noyau de la signature. Comme sign : S, — {£1} est
surjective, on a |A,| = 1[S,| = %. Un k-cycle est dans A, si et seulement si k est impair.

e A, est engendré par les 3-cycles.

Cela se démontre par récurrence sur n. Le résultat est évident (et vide) si n < 2. Soit n > 3,
et soit o € A,,. Si o(n) # n, on peut choisir un 3-cycle (n,o(n),c), ou ¢ ¢ {n,o(n)}, et alors
7710 fixe n et peut étre écrit comme un produit de 3-cycles & support dans {1,...,n — 1}
d’aprés I'hypothése de récurrence; donc o = 7(7 10) peut étre écrit comme un produit de
3-cycles. On en déduit le résultat, le cas o(n) = n se traitant directement.
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n > 5, tous les 3-cycles sont conjugués dans A,,.

11 suffit de prouver qu’ils sont tous conjugués a o¢ = (1,2, 3). Soit ¢ un 3-cycle. Comme les
3-cycles sont tous conjugués dans S,, il existe o € S,, tel que o = acpa™ . Sia € A, on a
gagné. Sinon, 7 = (4,5) commute avec o puisque leurs supports sont disjoints, et 3 = ar € A,
vérifie BooB~ " = artogr ™! I = &, ce qui montre que ¢ est conjugué a oy dans A,,.

o T = aogo

e Le groupe Ay est un groupe simple.

e Si

Ezercice 3.16. — (i) Montrer que si G est un groupe fini abélien, et si d divise |G|, alors G a un sous-

Soit H un sous-groupe distingué de As non réduit a I'identité. On veut prouver que H = Ay
et il suffit de prouver que H contient un 3-cycle, car ceci implique qu’il contient tous les 3-cycles
puisque ceux-ci sont conjugués dans Ay, et donc H = Ay puisque les 3-cycles engendrent As.

Soit donc ¢ € H — {1}. Il y a trois possibilités : o est un 3-cycle et il n’y a rien a faire, ou
o est un 5-cycle ou c’est le produit de 2 tranpositions de supports disjoints.

e Si o est le 5-cycle (a,b,c,d,e), soit 7 = (a,b,c). Alors H contient 7= 1o~17 puisqu’il est
distingué et donc aussi h = o7 o717, Or 771 est le 3-cycle (¢,b,a) et o7 to~! est le 3-cycle
(o(c),0(b),0(a)) = (d,c,b). Donc h = (d,c,b)(a,b,c) laisse fixe e et a — b +— d, b+ ¢+ b,
c—arra, et d— d— c;c’est done le 3-cycle (a,d,c).

e Si 0 = 0109, avec 01 = (a,b), o2 = (¢,d), et a,b,c,d distincts deux a deux, et si
7 = (c,d,e), ot e ¢ {a,b,c,d}, alors H contient h = o771
donc h = o7 'oy 7. Maintenant, 7~ oy ' est la transposition (77 '(c),771(d)) = (e,c) et
donc h = (¢, d)(e, ¢) = (¢, e,d) est un 3-cycle.

o 17. Or oy commute & oy et 7,

n > 5, le groupe A,, est un groupe simple V).
Soit n > 5, soit H un sous-groupe distingué de A,, et soient ¢ #* id un élément de H et

7 = (a,b,c) un 3-cycle. Alors H contient h = o7~}

o~ qui est le produit des 3-cycles 7 et
or o™t = (0(c),a(b),0(a)). Soit alors b = o(a), et soit ¢ ¢ {a,o(a),c?(a)}, non fixé par o
si jamais o échange a et o(a) (un tel ¢ existe toujours, sinon o serait une transposition, ce
qui est impossible puisque ¢ € A,,). La condition mise sur ¢ fait que h # id, et celle mise
sur b implique que le support de h est inclus dans {a,c(a),0?(a),c,o(c)} et donc comporte
au plus 5 éléments. Soit X de cardinal 5 contenant le support de h, et soit Perm(X) le groupe
des permutations de X. Alors H N Perm(X) est un sous-groupe distingué de Perm(X), et donc
contient un 3-cycle d’aprés ’étude du cas n = 5. On en déduit que H = A,, comme-ci-dessus

puisque A,, est engendré par les 3-cycles qui sont tous conjugués dans A,,.

groupe de cardinal d. (On pourra utiliser le théoréme de structure.)

(ii) Montrer que si f : S5 — S3 est un morphisme de groupes, alors Im(f) a 1 ou 2 éléments.
(iii) Montrer que S5 n’a pas de sous-groupe d’ordre 40.

3.5.

Cauchy a démontré (cf. ex. 3.18) que, si G est un groupe fini d’ordre (I’ordre d’un groupe
est, par définition, son cardinal) divisible par un nombre premier p, alors G contient un
élément d’ordre p (et donc un sous-groupe (cyclique) d’ordre p). D’un autre coté, 1'ordre
d’un sous-groupe divisant l'ordre du groupe (théoréme de Lagrange), tout sous-p-groupe

41.

Les théorémes de Sylow

Ce résultat, conjugué avec la théorie de Galois, explique que I'on ne puisse pas trouver de formule

générale donnant les racines d’une équation de degré n, si n > 5.
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(un p-groupe est un groupe dont 'ordre est une puissance de p) de G d’ordre p* vérifie
a < v,(|G]). Un p-Sylow de G est un sous-groupe d’ordre p*»{GD. (Dans le cas v,(|G|) = 0,
un tel sous-groupe est donc réduit a I’élément neutre.)

e Si G est un groupe commutatif d’ordre divisible par p, alors G contient un sous-groupe
cyclique d’ordre p.

Si x € G, soit n, 'ordre de x. Par définition cela signifie que le morphisme de groupes
de Z dans G envoyant a € Z sur z® admet pour noyau n,Z, et donc induit un isomorphisme
de Z/n,Z sur le sous-groupe de G engendré par z. Soit alors X C G engendrant G (on peut
prendre X = G par exemple). Comme G est commutatif, Papplication @ex(Z/n.Z) — G,
envoyant (a;)zex sur [[,cx % est un morphisme de groupes, et comme X engendre G, ce
morphisme est surjectif. L’ordre de G est donc un diviseur de [],.x n,. Comme p divise |G/,
cela implique que p divise un des ng, et alors y = xz™=/? est d’ordre p et le sous-groupe de G
engendré par y est d’ordre p. Ceci permet de conclure.

Théoréme 3.17. — (Sylow, 1872) Si G est un groupe fini, l’ensemble des p-Sylow de G
est non vide. De plus :

(i) Tous les p-Sylow de G sont conjugués.

(i) Si Q est un sous-p-groupe de G, alors il existe un p-Sylow de G contenant Q ; en
particulier, tout élément d’ordre p est contenu dans un p-Sylow de G.

La démonstration se fait par récurrence sur |G|, le cas |G| = 1 étant évident (et vide). Soit
Z le centre de G, et soit k = v,(|G]).

e Si p divise l'ordre de Z, alors Z contient, d’aprés le point précédent, un sous-groupe
cyclique C d’ordre p. On peut appliquer 'hypothése de récurrence &8 H = G/C qui est
d’ordre mp*~!. Si Py est un p-Sylow de H, I'image inverse de Py dans G est un sous-groupe
d’ordre |Py| - |C| = p¥~1p = p”; c’est donc un p-Sylow de G.

e Si p ne divise pas |Z|, on fait agir G par conjugaison intérieure (g -2 = grg~!) sur G.
Par définition du centre, les orbites (qui ne sont autres que les classes de conjugaison de G)
ne comportant qu’un seul élément pour cette action, sont exactement les {c}, pour ¢ € Z.
Comme |Z| est premier a p et comme |G| est divisible par p, il y a une orbite O, non réduite
a un élément, de cardinal premier & p. Si x € O, et si H est ’ensemble des éléments de G
commutant a x, on a O = G/H. On en déduit que [H| = %. Comme v,(|O]) = 0, on a
vp([H|) = v,(|G|) = k, et comme |O] > 1, on a [H| < |G|. L’hypothése de récurrence montre
que H contient un sous-groupe d’ordre p¥, et donc que G aussi; d’ou I'existence de p-Sylow.

Maintenant, si P est un p-Sylow de G, et si Q est un sous-p-groupe de G, on peut faire
agir Q sur G/P par translation a gauche. Comme G/P est de cardinal premier & p, puisque
P est un p-Sylow, au moins une des orbites O a un cardinal premier a p. Mais O est de la
forme Q/H, ot H est un sous-groupe de Q, et comme Q est un p-groupe, on a |Q/H| premier
a p si et seulement si H = Q. 1l existe donc « € G/P fixe par Q tout entier. En prenant un
représentant & de x dans G, cela se traduit par QZP C ZP, ou encore par Q C Pz~ 1.

Si Q est un p-Sylow, on en déduit que Q = #PZ~! pour des raisons de cardinal, ce qui
démontre le (i). Si Q est un sous-p-groupe, cela montre que Q est contenu dans un sous-groupe
d’ordre p*, c’est-a-dire dans un p-Sylow. Ceci démontre le (ii) et permet de conclure.
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Ezercice 3.18. — Soient p un nombre premier et G un groupe fini de cardinal divisible par p. On fait
agir Z/pZ sur GP par i- (zo,...,2Zp—1) = (&i, Tit1,...,Ti—1) (i.e. on décale les indices de ¢, en identifiant
Z/pZ et {0,...,p —1}). Soit X le sous-ensemble de G? des (zo,...,2,—1) vérifiant z¢---z,-1 = 1.

(i) Montrer que X est stable par Z/pZ. Quels sont les points fixes de cette action ?

(ii) Montrer que |X] est divisible par p; en déduire que G admet des éléments d’ordre p.

4. Polynoémes

4.1. Polyn6mes en une variable
4.1.1. Polynomes

Si A est un anneau commutatif, on note A[X] l'ensemble des polynémes a coefficients
dans A, en la variable X, i.e. I'ensemble des expressions de la forme P = %"\ a,X", avec
a, = 0 sauf pour un nombre fini de n € IN; les a,, sont les coefficients de P, et on dit que
P est nul (ou P = 0) si tous ses coefficients son nuls.

On munit A[X] d’une structure d’anneau (et méme de A-algébre unitaire) en posant (42 :

o (Y hen @nX") = enlcan) X", si ¢ € A,

© (ZnGN aan) + (ZneN b"Xn) - ZnEN(a” + bn)Xn7

o (EneN anX”) ( Y neN an”) = nen Cn X", avec ¢, = ZiJrj:n a;b;.

L’anneau ainsi obtenu est I’anneau des polynémes a coefficients dans A en la variable X ;
on définirait de méme les anneaux A[T], A[Y], A[X;], etc. des polynomes a coefficients
dans A en la variable X, Y, X; etc. Tous ces anneaux sont isomorphes entre eux (3 de
maniére naturelle ¥ et donc sont « les mémes », mais il est commode de pouvoir changer
de variable.

Si P € A[X] est non nul, le degré degP de P est le plus grand n € N tel que a, # 0;
par convention (>, on pose deg0) = —oo. Si N > deg P, on peut se permettre d’ignorer
les termes de degré > N, et donc d’écrire P sous la forme axXN + - -+ 4 ag ou Z?I:o a; X",
Si deg P = d, le coefficient ay est le coefficient dominant et P est unitaire si ce coefficient
est 1; si c’est le cas, P s’écrit sous la forme X¢ + ag_1 X&' + -+ + qq.

42. Vérifier que ceci définit bien une structure de A-algébre unitaire est fastidieux mais sans difficulté

43. L’isomorphisme consiste & envoyer D an X" sur ) a, T, Y0 an, Y™, etc. En fait, on peut
d’éfinir 'anneau des polynomes & coefficients dans A, sans référence a une variable, comme l’ensemble
AM) des suites (a,)nen presque nulles (i.e. a, = 0 sauf pour un nombre fini de n), muni de I'addi-
tion (an)neN + (bn)nen = (an + bn)nen et de la multiplication (an)neN * (bn)neN = (¢n)nenN, avec
Cn =1, ti=n a;b;, mais ce point de vue n’est pas utilisé en pratique car on préfére I'autre écriture qui
suggére fortement qu’un polynéme est aussi une fonction.

44. Signalons le probléme suivant : soient A, B des anneaux commutatifs. On suppose qu’il existe
un isomorphisme d’anneaux ¢ : A[X] — BI[X]; est-ce-que cela implique que les anneaux A et B sont
isomorphes (I'isomorphisme ¢ n’est pas supposé envoyer A dans B ni X sur X)?

45. Une des raisons est que 'on veut que la formule deg PQ = deg P +deg Q ait une chance d’étre vraie.
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e Si P,Q € A[X], alors deg(P + Q) < sup(deg P, deg Q) et deg PQ < degP + deg Q avec
égalité si le coefficient dominant de P ou de Q n’est pas un diviseur de zéro; si A est
intégre, alors A[X] est intégre et deg PQ = deg P + deg Q, pour tous P, Q € A[X].
Les inégalités deg(P + Q) < sup(deg P, deg Q) et degPQ < deg P + deg Q sont immeédiates.

Maintenant, si P = @, X"+ - -+ag et Q = b,, X"+ - -4+bg sont de degrés n et m respectivement

(i.e. an # 0 et by, # 0), le coefficient de X" dans PQ est a,, by, ; il est donc non nul si a,, ou by,

n’est pas un diviseur de zéro et alors deg PQ = m+n = deg P +deg Q. C’est automatiquement

le cas si A est intégre, et donc PQ # 0si P # 0 et Q # 0, ce qui prouve que A[X] est intégre

si A Dest.
4.1.2. Fonctions polynomiales

Si B est une A-algebre unitaire (par exemple, si B = A), alors P =" a,X" € A[X]
définit une fonction polynomiale P : B — B par la formule P(z) = Y a,2™, ot la somme
est en fait une somme finie puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de termes non nuls, et 2° = 1
(unité de B) par convention. L’application P — P(z) est un morphisme d’anneaux (et
méme de A-algébres unitaires) de A[X] dans B.

La fonction polynomiale définie par P € A[X] sur B est aussi celle de ¢(B) € B[X],
ou ¢ : A[X] — B[X] est le morphisme d’anneaux défini par (> a,X") = > p(a,)X", et
a— p(a) = a-1 est le morphisme d’anneaux de A dans B déja rencontré au n°2.4.

Par exemple, P € Z[X] définit une fonction polynomiale sur F,, pour tout p € & ceci est souvent
utilisé pour étudier la factorisation de P dans Z[X].

Si V est un K-espace vectoriel et si u € End(V), alors P — P(u) est un morphisme d’anneaux de K[X]
dans End(V) qui joue un grand role dans la réduction de I’endomorphsime u (cf. n° 10.1).

Si zp € B vérifie P(z) = 0, on dit que z( est une racine de P (dans B), ou que zg est
un zéro de P (dans B).

e SiP=ayX%+- - +a € AX,otd > 1etag #0, et si 79 € B, alors P — P ()
peut se factoriser dans B[X] sous la forme P — P(zg) = (X — 20)Q, avec Q € B[X], et
degQ =d —1, si ag # 0 dans B.
On utilise la formule X" — z8 = (X — 20)(X" ! + 2oX" 2 + --- + 27~ "). On en déduit la
factorisation P — P(z¢) = (X — 170)(<1,1(Xd*1 +2oX4 24 4 :1:3‘1) +-Fa(X+x0)+ al)
et le résultat.

e Si A est intégre (par exemple, si A est un corps), et si P € A[X], non nul, admet
x1,...,T, comme racines distinctes dans A, alors P peut se factoriser sous la forme
P=X-zy) (X —2,)Q, et degQ = degP — r; en particulier, P a au plus “9 deg P
racines distinctes dans A ; si P de degré < n s’annule en n+ 1 points distincts, alors P = 0.
On raisonne par récurrence sur r, le cas r = 0 étant vide. Si P(z1) = 0, on peut, d’aprés le
point précédent, écrire P = P — P(x1) sous la forme P = (X — z1)Py, avec degP; = degP — 1.
Maintenant, 0 = P(x;) = (x;—x1)P1(x;),s1i = 2,...,7, et comme z; # x1 et A est intégre, cela

46. Ce résultat est faux si A n’est pas intégre, cf. ex. 2.5 et 2.6; il est aussi faux dans le cas non
commutatif, cf. ex. 2.2.
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implique x; —x1 # 0 et P1(x;) = 0. On conclut en utilisant I’hypothése de récurrence appliquée
a Py, dont on déduit que P; = (X—2x2) -+ (X—2,)Q, avec deg Q = degP1 —(r—1) = deg P —r-.
e Si K est un corps infini, P € K[X] est identiquement nul sur K si et seulement si P = 0.

C’est une conséquence immédiate du point précédent. Notons que le résultat est faux si K
est fini : le polynome ], (X — @) est identiquement nul sur K, mais n’est pas nul.

e Soient «y, ..., a, des éléments distincts d'un corps K, et soit P € K[X], de degré n.
Alors P =77 P(ai) [, i 5:? (polynomes d’interpolation de Lagrange).
i
Le polynome P — 377" P(ai) [T, i:i]] est de degré n, et il s’annule en ag,...,q,; il a

donc n + 1 zéros, ce qui implique qu’il est nul, d’out le résultat.

Si P=Y",aX € K[X], on définit la dérivée P’ de P par P’ = 3% ia,X'"!, et on
définit la dérivée n-ieme P™ de P, par récurrence, en posant P(O) = P et P+ = (P("))’.
On a donc P™ = Zfzoi(i — 1) (i —n+1)a; X" = P, on P = Z?:o (fl)aiX”_i
est la dérivée divisée n-iéme de P.

e Si P € A[X] est de degré < d, et si a € A, alors P(X) = Zizo Pl (a)(X — a)" (formule
de Taylor pour les polynémes). Si d! est inversible dans A (par exemple, si A est un corps
contenant Q), cette formule peut se réécrire sous la forme P(X) = Zizo P(")(a)(xz—?‘)n.
OnaX' = X-a+a) = Z;:O (1) (X—a)"ai~". Ceci permet de mettre P(X) = Z?:o a;X?
sous la forme P(X) = Zj:o ai(Z;:o (:L) (X—a)"ai™") = ZZ:O(X—a)"(Zf:n (fl) a;a ") =
ZZ:O P (a)(X — a)™. Ceci permet de conclure.

4.2. Anneaux euclidiens et principaux

4.2.1. Division euclidienne

e Soit B € A[X], non nul, de coefficient dominant inversible 7). Alors tout P € A[X] peut
s’écrire de maniére unique sous la forme P = BQ + R, avec degR < deg B (on dit que R
est le reste de la division euclidienne de P par B).
Notons m le degré de B et b le coefficient de son terme dominant ; par hypothése, il a un
inverse b=! dans A.
L’existence se démontre par récurrence sur n = deg P. Si n < m, on peut prendre Q = 0 et
R=P.SiP=a,X"+---+ag, avec n = m, alors P — b~'a, X" "™B est de degré < n — 1 car
on s’est débrouillé pour tuer le terme de degré n. Grace a I’hypothése de récurrence on peut
donc 'écrire sous la forme BQ' + R, avec degR < m, et P = (b~ 1a,X"™™ + Q')B + R est une
écriture de P sous la forme voulue.
Maintenant, si P = BQ;+R; = BQs+Rg, avec deg R; < deg B et deg Ry < deg B, on obtient
(R1 — Ra) = B(Q2 — Q). Le coefficient du terme dominant de B n’étant pas un diviseur de
zéro, cela implique que deg(R; —Rz) = deg B+deg(Q2 — Q1), et comme deg(R1 —Rs) < deg B,
on en déduit que deg(Q2 — Q1) < 0, et donc Q1 = Q2 et Ry = Ry. D’ou l'unicité.

Si A est un anneau commutatif, un idéal de A est principal s’il est engendré par un
élément. Un anneau principal est un anneau intégre dans lequel tout idéal est principal.

47. C’est automatiquement le cas si A est un corps.
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e 7 est un anneau principal.

Un idéal est en particulier un sous-groupe pour l’addition, et on a vu que tout sous-groupe
de Z est de la forme DZ, avec D € N ; c’est donc aussi un idéal principal, et tout idéal de Z
est principal.

e Si K est un corps commutatif, K[X] est un anneau principal.

Soit I un idéal de K[X] non réduit a 0, et soit B € I — {0} de degré minimal. Soit P € I,
et soit R le reste de la division euclidienne de P par B. Alors R = P — BQ € I puisque P € 1
et B €1, et degR < degB par définition du reste. Ceci implique que R = 0, par construction
de B, et donc P est un multiple de B et I = (B) est principal.

Dans les deux cas ci-dessus (A = Z et A = K[X]), le fait que A est principal découle
de l'existence d’une division euclidienne dans A ; un anneau qui est muni d’une division
euclidienne est dit euclidien | de maniére précise, cela signifie que 1'on dispose d’une ap-
plication N : A — {0} — N permettant de mesurer la taille des éléments de A, telle que si
b#0etsiz e A, il existe g € A et r € A vérifiant N(r) < N(b) our =0, avec x = bg+r;
on n’impose pas de condition d’unicité & b et ], et un anneau euclidien est principal 4®)

pour les mémes raisons que ci-dessus.

Ezercice 4.1. — Si x € R, on peut écrire x de maniére unique sous la forme n + u, avec n € Z et
u € [, 3[. Ceci permet d’écrire z = x + iy € C, de maniére unique, sous la forme z = [2] + {z}, ou
[z] = n+im, avec n,m € Z et {z} = u+iv, avec u,v € [F, 3],

(i) Verifier que K = {z + iy, =,y € Q} est un sous-corps de C et que A = {z + iy, x,y € Z} est un
sous-anneau de C (c’est anneau des entiers de Gauss).

(i) Si z = z + iy € K, soit N(z) = 2% + y?. Vérifier que N(2122) = N(21)N(22), pour tous 21, z2 € K.

(iii) Montrer que u est inversible dans A si et seulement si N(u) = 1. En déduire que A* = {1, —1,14, —i}.

(iv) Sia € A et b e A—{0}, soit r = b{%}. Montrer que N(r) < N(b). En déduire que I'on peut écrire
a sous la forme a = bc + r, avec ¢,r € A et N(r) < N(b).

(v) Montrer que A est un anneau principal.

4.2.2. Factorisation dans un anneau principal

e Si A est un anneau principal, et si I est un idéal premier non nul de A, alors A/T est un
corps, et donc un idéal non nul de A est maximal si et seulement si il est premier.

Soit J un idéal de A contenant strictement 1. Soient a un générateur de J et p un générateur
de I. Comme I C J, il existe b € A tel que p = ab. Comme J # I, on a a ¢ I, et comme I
est premier, I’égalité p = ab implique que b € I, et donc qu’il existe ¢ € A tel que b = pc. On
a alors p(1 — ac) = 0, et comme A est intégre et p # 0, cela implique que a est inversible,
d’inverse ¢, et donc que J = A. On en déduit que I est maximal, ce qui permet de conclure.

e Toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire. (Un anneau vérifiant cette pro-
priété est dit noethérien, et donc un anneau principal est noethérien.).

48. Tl existe des anneaux principaux non euclidiens comme Z[*¥=12 {19]

, mais ils sont plutét rares; a la
surprise générale des experts du sujet, un sous-anneau naturel du corps des nombres complexes p-adiques

. =1 ~ , e . 1. ~ . . . 1.
de Fontaine ('anneau BY . pour étre précis) s’est révélé, en 2009, étre principal et non euclidien.
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Soit (I,)nen une suite croissante d’idéaux de A, et soit I = UpenIy. Sia,b € 1, il existe
n,m € N tels que a € I, et b € 1,;,, et comme la suite est croissante, a et b appartiennent a
Liup(n,m), €t donc a +b € Igp(n,m) C I. Comme I est aussi stable par multiplication par A € A,
cela montre que I est un idéal. Maintenant, I est principal puisqu’on a supposé A principal ; il
est donc de la forme (A), pour un certain A € I, et il existe n € N tel que A € I,,. On a alors
(A CcI, cI=()), ce qui montre que I,, = I,,, quel que soit m > n. Ceci permet de conclure.

e Tout idéal propre de A est contenu dans un idéal maximal.

Supposons le contraire. Soit I # A un idéal de A contenu dans aucun idéal maximal. En
particulier, I n’est pas maximal et il existe Iy # A contenant strictement I. Alors I; n’est
contenu dans aucun idéal maximal, sinon un idéal maximal qui contiendrait I; contiendrait
aussi I, ce qui permet de réitérer le processus, et donc de construire une suite strictement
croissante (I,)pen d’idéaux de A. Comme ceci est contraire au point précédent, cela permet
de conclure.

e Sibe A— {0}, et si p est premier et divise b, I'idéal (b/p) contient strictement (b).

Supposons le contraire. 11 existe alors a € A tel que b/p = ba, et donc b(1 —ap) = 0. Comme
A est intégre, cela implique que p est inversible dans A d’inverse a, ce qui est contraire &
I’hypotheése selon laquelle p est premier. Ceci permet de conclure.

On dit que a et b sont premiers entre eux, si I'idéal (a,b) de A engendré par a et b
est égal a A, ce qui équivaut a l'existence de u,v € A tels que au + bv = 1 puisque
(a,b) = {au + bv, u,v € A}, et qu'un idéal de A contenant 1 est égal & A. On écrit

souvent (a,b) = 1, pour dire que a et b sont premiers entre eux.

e (lemme de Gauss)

© Si a est premier avec b et ¢, alors a est premier avec bc.
© Si a divise be et si a est premier avec b, alors a divise c.

Si (a,b) = (a,c) = 1, il existe uq, v1 tels que auy + bvy = 1 et ug, vy tels que aus + cvg = 1.
On a donc 1 = (au; + bvy)(aus + cvy) = au+ bev, avec u = aujug + bvjus + cuivg et v = vy v,
ce qui prouve que (a,bc) = 1. On en déduit le premier énonce.

Si be = ad et au + bv = 1, alors acu + adv = ¢, et donc a(cu 4 dv) = ¢, ce qui prouve que a
divise c; d’ou le second énoncé.

Si A est un anneau, on dit que x € A est irréductible si x = ab implique a € A* ou

b € A*; autrement dit, = est irréductible s’il ne peut pas se factoriser.

e Si A est principal, et si € A est non nul, alors I'idéal (z) engendré par = est premier

si et seulement si x est irréductible.

Si z n’est pas irréductible, on peut I’écrire sous la forme x = ab, ol a et b ne sont pas
inversible. Mais alors  ne divise ni a ni b car §’il divisait a (par exemple) on aurait a = za’,
et donc x = za'b et a’b = 1 puisque A est intégre, ce qui contredit le fait que b n’est pas
inversible. Il s’ensuit que (z) n’est pas premier.

Si x n’est pas premier, il existe a,b € A, non divisibles par P, tels que ab soit divisible par
x sans que ni a ni b le soit. L’idéal (a,x) ne contient pas 1 car sinon, x serait premier a a et
x diviserait b d’apres le lemme de Gauss, et il n’est pas égal & (z) car = ne divise pas a. Si d
en est un générateur, alors d divise x et on peut factoriser z sous la forme x = d(z/d), ce qui
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prouve que x n’est pas irréductible car ni d ni x/d n’est une unité de A puisque (d) n’est égal
nia (1) nia (x).

Exercice 4.2. — Soit A = Z[/—5].
(i) Montrer que A est un sous-anneau de C.
(ii) Montrer que les seuls diviseurs de 2 sont +1,+2; en déduire que 2 est irréductible.
(iii) Montrer que (2,1 + +/—5) n’est pas un idéal principal et que (2) n’est pas un idéal premier.

On choisit un générateur de tout idéal premier non nul de A, et on note &, I’ensemble
de ces générateurs. Dans le cas de Z (resp. K[X]), le choix naturel est de prendre 1’ensemble
des nombres premiers (resp. des polyndmes irréductibles unitaires).

e Sia e A— {0}, il existe u € A* et py,...,p, € P4 tels que a = up; ---p,; de plus,
les p;, pour 1 < ¢ < r, sont uniquement déterminés a l’ordre prés. En d’autres termes,
a peut se factoriser de maniére unique comme produit de facteurs premiers.

Commengons par montrer 'existence d’une telle factorisation. Si a est une unité, il n’y a
rien & faire puisque a = a est une factorisation sous la forme souhaitée. Si a n’est pas une
unité, il existe un idéal maximal I de A contenant a, et donc p; € H, divisant a. On pose
a1 = a/p ; alors, d’aprés un point ci-dessus, 'idéal (a;) contient strictement (a). En réitérant
le processus, on construit une suite d’éléments p; de &2, et une suite d’éléments a; de A, avec
a;+1Pi+1 = a;. La suite d’idéaux (a;) est alors strictement croissante, ce qui implique que le
processus s’arréte puisque A est noethérien. Autrement dit, il existe s tel que a, soit une unité
de A, et a = agpy - - - ps est une factorisation de a sous la forme voulue.

L’unicité se démontre en utilisant le lemme de Gauss. Si upy -+ p. =vq1 -+ gs ou les p; et
les g; sont des nombres premiers et u,v des unités de A, le lemme de Gauss montre que p,
divise I'un des g; et donc lui est égal. Quitte & permuter les g;, on peut supposer que p, = gs,
et en divisant les deux membres par p, = ¢ (ce qui est licite car A est intégre), on se rameéne
ar—1ets—1, cequi permet de conclure par récurrence.

o Z* = {£1} et K[X]* = K*, si K est un corps.
Si D € Z, alors |Z/DZ| = |D|, et donc DZ = Z si et seulement si D = +1; autrement dit,
D € Z* si et seulement si D = £1.
Si P e K[X]*, il existe Q tel que PQ = 1. Mais alors 0 = deg PQ = deg P + deg Q, et donc
deg P = 0. On en déduit le résultat.

Exercice 4.3. — Soit A = Kle]/(¢?) 'anneau des nombres duaux, et soit ¢ : A[X] — K[X] la réduction
modulo . Montrer que P € A[X]* si et seulement si ¢(P) € K*.

Ezercice 4.4. — (Tout nombre premier de la forme 4n + 1 est somme de deux carrés (Fermat, 1640)). On
aura a utiliser le fait que, si p # 2 est un nombre premier, 'équation x2 + 1 a une solution dans F,siet
seulement si p est de la forme 4n+ 1 (ex. 3.4). Soit A = Z[i]. D’aprés l'ex. 4.1, A est un anneau principal
et A* = {1,—1,i,—i} est aussi I'ensemble des z = z + iy € A vérifiant N(z) = 1, oit N(2) = 22 + y? est
multiplicative (i.e. N(z122) = N(21)N(22), si 21,22 € A).

Notons A I’ensemble des x + iy € A, avec x > 0 et y > 0. Tout élément non nul de A peut alors
s’écrire de maniére unique sous la forme ua, avec u € A* et a € A™. On dit que ¢ est un nombre premier
de A si g € AT et si I'idéal (q) est premier; on note &4 I’ensemble des nombres premiers de A et, comme
d’habitude, & celui des nombres premiers usuels.

(i) Montrer que, si g € Pa, alors Z N (q) est un idéal premier de Z. En déduire que ¢ divise un unique
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p € Z et que N(q) = p ou N(q) = p°.

(ii) Soit ¢ € A*. Montrer que q € P, si N(q) € £.

(iii) Soit p € & de la forme 4n + 1. Montrer qu’il existe a € A — {0} tel que p | N(a) et 0 < N(a) < p?,
et que pged(a,p) est premier dans A et divise strictement p.

(iv) Montrer que tout nombre premier de la forme 4n + 1 est somme de deux carrés.

(v) Soit p € & impair. Montrer que, si p ¢ P4, il existe ¢, = x + iy € AT, unique, avec z > y,
vérifiant N(g,) = p et que la factorisation de p est p = (—i)q,qy;, ot ¢ = iqy.

(vi) Montrer que tout p € & de la forme 4n 4 3 est premier dans A.

(vii) Montrer que les éléments de &4 sont 1414, les p € & de la forme 4n + 3, et les ¢p, q,,pour p € &
de la forme 4n + 1.

On note v,(a) le nombre de fois que p apparait dans la factorisation de a en fac-
teurs premiers. Alors p»(® est la plus grande puissance de p divisant a; on a donc
up(ab) = vy(a) + 0y(b) et v,(a+b) > inf(v(a), vy (b)).

Siay,...,a, € A—{0}, on définit pged(ay, ..., a,) par pged(ay, . .., a,) = prinf" vp(ai)
ce qui fait de pged(ay, . .., a,) le plus grand diviseur commun des a; (& multiplication prés
par une unité de A)

e pged(ay, ..., a,) est un générateur de 'idéal engendré par les a;. (th. de Bézout)

Commengons par démontrer le résultat pour n = 2, et posons a1 = a et ag = b. Il est
clair que tout élément de (a,b) est un multiple de pged(a,b); il suffit donc de prouver que
d = pged(a, b) € (a,b). Pour cela, écrivons a et b sous la forme a = udpy - - - pr et b = vdqy - - - g5,
ou u,v sont des unités de A et p1,...,pr, q1,...qs des éléments de &5. Par définition de d,
on a p; # g; quels que soient i et j, ce qui prouve, d’aprés le lemme de Gauss, que a/d et
b/d sont premiers entre eux. Il existe donc z,y € A tels que (a/d)z + (b/d)y = 1, et alors
d = ax + by € (a,b), ce que l'on cherchait & démontrer.

Maintenant, comme inf; ¢, v,(a;) = inf(inf;<,—1 vp(a;), vp(ay)), on a

ngd(a17 s 7an) = ngd<ngd(ala B a/n—l)7 an)-

De méme, 'idéal (a4, ...,a,) est idéal engendré par (aq,...,a,—1) et par a,, ce qui permet
de déduire, par récurrence, le cas général du cas n = 2.

Les a; sont dits premiers entre eux dans leur ensemble si pged(ay,...,a,) = 1, ce qui
équivaut (cf. point précédent) a l'existence de oy, . .., a;, € A tels que aya+- - -+aya, = 1.

Ezercice 4.5. — Soient A, B, C € C[X], non tous constants, premiers entre eux deux a deux, et vérifiant
A+B = C, et soit A = AB’—BA’ (ou P’ désigne la dérivée de P ; on a aussi A = AC'—CA’ = CB'—BC').

(i) Montrer que A # 0 et deg A < inf(deg A + degB,degB + deg C,deg C + deg A) — 1.

(ii) Montrer que, si z est un zéro de ABC de multiplicité m, > 1, alors la multiplicité de z comme zéro
de A est m, — 1.

(iii) Si Q € C[X] est non nul, on note 7(Q) le nombre de ses zéros (sans multiplicité (49)). Montrer que

49. Plus généralement, si K est un corps, et si P € K[X] est non nul, on définirait 7(Q) comme le degré
du radical rad(P) de P, produit des polynomes unitaires irréductibles divisant P [e.g. si K = R, alors
rad(X®(X2 +1)3(X - 2)) = X(X2 + 1)(X - 2)].
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I'on a la minoration ®®) (ABC) > sup(deg A, deg B, deg C) + 1.
(iv) Montrer que, si n > 3, si A, B, C sont des éléments de C[X], premiers entre eux deux & deux, et si
A™ + B"™ = C™, alors A, B et C sont constants (th. de Fermat pour les polynomes).

4.2.3. Décomposition en éléments simples

On note F le corps des fractions de A. Si A = Z, on a F = Q, et si A = K[X], alors
F = K(X) est le corps des fractions rationnelles en une variable a coefficients dans K.

e Soit x = 7 € I, avec a,b € A premiers entre eux. On suppose donné, pour tout p € &,
divisant b, un systéme S, C A de représentants de (A/p)*. Alors on peut écrire z, de

R . . vp(b) sp,i
maniére unique, sous la forme x = ag+ Zp‘b > L, avec ag € A, et s;, €S, pour tous
p et i (décomposition en éléments simples).
On raisonne par récurrence sur n(x) = sup,,, vp(b) = —infpez, v,(z). Si n(z) = 0, alors

x € A, et x = x est Pécriture cherchée. Si n(x) > 1, on pose ¢ = Hp‘bpvp(b). Alors cz € A, et
les images e de cx modulo p et &, de ¢, = p~*»)c sont des unités de A/p, car v,(cz) =0
et v,(cp) = 0. Soit s, € S, le représentant de ¢, 'cx dans A. Alors cz — ¢,s, est divisible
par p, et donc vy (z — z%) > —vp(b) +1, et s, est le seul élément de S, pour lequel ceci soit
vrai. Soit 2/ = x — Zp|b ﬁ. D’aprés ce qui précede, n(z’) < n(x) — 1, ce qui permet de lui

appliquer 'hypothése de récurrence. On en déduit le résultat, avec s, ; = s, si i = —v,(z).

Le résultat précédent est particulierement utile dans le cas A = K[X]. Dans ce cas, il y a un choix
canonique pour Sp si P est irréductible et unitaire, de degré n, a savoir K[X](~1) —{0}. On obtient donc
les résultats suivants.

e Tout F € K(X) peut s’écrire, de maniére unique, sous la forme R+ P, Yot ) S;f,
ot R € K[X] et Sp; est un élément non nul de K[X] de degré < degP, pour tous P et i.

Si tous les polynomes irréductibles P divisant le dénominateur de F sont de degré 1 (c’est

automatique si K est algébriquement clos), alors F peut s’écrire, de maniére unique, sous

la forme R+ ), Zz_:vf(F) (;i’;\)i, ou R € K[X], et s,,; € K* pour tous X et i.

Ezercice 4.6. — (i) Soit F = %, ou deg Q < n et les \; sont distincts deux & deux. Déterminer

la décomposition de F en éléments simples.

50. On dispose d’un dictionnaire heuristique entre K[X] et Z qui est un guide précieux pour essayer
de deviner ce qui peut étre vrai en théorie des nombres. Dans ce dictionnaire, deg P devient log |n| (voir
ci-dessous), et 1’énoncé ci-dessus devient (en définissant le radical rad(n) d’un entier n, non nul, comme
le produit des nombres premiers divisant n (le radical de 720 = 6! est 2-3 -5 = 30)) : pour tout £ > 0, il
existe C(e) > 0 tel que, si a,b, ¢ sont des entiers, non nuls, premiers entre eux deux a deux, et vérifiant
a+b=c, alors

sup(log |al,log |b],log|c|) < (1 + ¢) log(rad(abc)) + C(e).
Cet énoncé, connu sous le nom de « conjecture abc », date de 1985, et ne semble pas sur le point d’étre
démontré (comme quoi, 'équation a+b = ¢ est plus subtile qu’elle n’en a l'air...). Nous laissons au lecteur
le plaisir d’expliciter ce que cet énoncé implique au sujet du théoréme de Fermat. Pour justifier ’analogie
entre degP et log|n|, on peut regarder le cas ou K est un corps fini, par exemple F, : dans ce cas, le
cardinal de 'anneau F,[X]/P est lié & degP par la formule log|F,[X]/P| = degP - logp, que 'on peut
mettre en paralléle avec la formule log |n| = log |Z/nZ|.
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(if) Si A € K et Q € K[X], déterminer la décomposition en éléments simples de %

(iii) Déterminer, en fonction des zéros et des poles de F, la décomposition de % en éléments simples,
si F € K(X) — {0}, ou K est algébriquement clos.
(iv) Soit P € C[X]. Montrer que les zéros de P’ sont dans ’enveloppe convexe des zéros de P.

4.3. Polynomes en plusieurs variables

4.3.1. L’anneau A[Xq,...,X,]

On définit par récurrence A[Xy,...,X,] comme étant A[Xy,...,X,_1][X,], si A est un
anneau. Alors P € A[Xy,...,X,] s’écrit, de maniére unique, sous la forme >, a; X, ou :

ok = (k... ,k,) € N"

o ax € A est nul sauf pour un nombre fini de k,

o Xk =TJL, Xi".

Sii,j € N" onposei+j= (i1 + 1, ., + jn). L’addition et la multiplication dans
A[Xy,...,X,] sont alors données par :

< (Zk aka) + (Zk kak) == Zk(ak + bk)Xk7

< (Zk CLka) ( Zk kak) = Zk(ck)Xk, avec Ckx = Zi+j:k aibj.

L’anneau A[Xq,...,X,] est une A[Xy,..., X, _1]-algébre, et donc en particulier une A-
algebre, l'action de A étant donnée par c- (>, axX*) = ", (cax)X¥, si ¢ € A. Il est clair
sur ces formules que les variables X, . .., X,, jouent exactement le méme réle contrairement
a ce que la construction par récurrence pourrait laisser croire.

Si B est une A algébre commutative °) unitaire, alors P = >4 anX™ définit une fonction
polynomiale P : B" — B par la formule P(z) = > an [[, 2", st x = (z1,...,2,), ol
la somme sur n est une somme finie car tous les termes sauf un nombre fini sont nuls.
L’application P +— P(z) est un morphisme d’anneaux (et méme de A-algébres unitaires)

de A[Xy,...,X,] dans B.

e Si K est un corps infini, alors P € K[Xy,...,X,] est identiquement nul sur K" si et
seulement si P = 0.
Montrons que P = 0 si P est identiquement nul sur K™. La démonstration se fait par
récurrence sur n, le cas n = 1 ayant déja été démontré. On écrit P sous la forme E?:o P; X,
avec P; € K[Xy,...,X,,_1]. Par hypothése, si x1,..., 2,1 sont fixés, alors P,, . (X,) =
Z?:o Pi(x1,...,2,-1)X% € K[X,] est identiquement nul sur K, et donc est nul. On en déduit
que P;(x1,...,2,_1) est, pour tout i, identiquement nul sur K»~! et donc P; = 0 d’aprés
I’hypothése de récurrence. D’otu la nullité de P. La réciproque étant immédiate, cela permet
de conclure.

Si k € N, on note [k| la quantité Y " | k; € N. Alors |k + €| = |k| + |[€]. On définit
le degré total degP du polynome P = >, @, X* comme le maximum des |k| pour les k
vérifiant ay # 0, si P est non nul; si P = 0, alors degP = —oc0. Si 1 <7 < n, on définit le

51. On a besoin que x1,...,z, commutent si on veut que P(z)Q(z) = PQ(x).
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degré partiel degy. de P en la variable X; comme le maximum des k;, pour les k vérifiant
ax # 0, si P est non nul; si P = 0, alors degy. P = —o0.
e Si d = deg, degy_, alors d(P + Q) < sup(d(P),d(Q)) et d(PQ) < d(P) +d(Q); si A est
integre, alors A[Xy,...,X,] est intégre et d(PQ) = d(P) + d(Q).
Les énoncés pour degy. se démontrent en utilisant le cas des polynomes en une variable

et l'isomorphisme A[Xy,...,X,] & A[Xy,... X, , Xn][X;]. Ceux concernant le degré total

peuvent se démontrer en faisant les changements de variables X; = TY; et en utilisant degy

sur A[Yq,...,Y,,T], car degp(P(TYq,...,TY,,)) = degP.

On dit que P = >, axX¥ est homogéne de degré d, si ax = 0 pour tout k vérifiant
|k| # d. Tout polynéme peut s’écrire, de maniére unique, comme une somme de polynomes
homogenes de degrés distincts : si P = 37 axX*, alors P = 37, Pi, ou Py =37, ax X"
est la partie homogene de degré i de P.

Ezercice 4.7. — Soient K un corps infini et P € K[Xy,...,X,], de degré total d. Montrer qu’il existe
ti,.. ., tho1 €K, tels que Py, oy, = P(Xy + 01Xy, -, Xpm1 + th—1X5, Xy), soit de degré d en X,,, &
coefficient dominant appartenant a K*.

n—

4.3.2. Polynomes en une famille de variables

Soit A un anneau. Si I est un ensemble (éventuellement infini ©?)), on note A[X;, i € ]
I'ensemble des polynomes en les variables X;, pour ¢ € I. Un élément P de A[X;, i € ]]
s’écrit, de maniére unique, sous la forme Y, a, X, ou :

o k parcourt I'ensemble NO des applications i — n; de I dans N ne prenant qu’un
nombre fini de valeurs non nulles,

o ax € A est nul sauf pour un nombre fini de k,

o XX est un symbole représentant le mondme [Lic X% ce produit étant en fait un

produit fini puisque presque tous les exposants sont égau;c a 0 et X? =1 par convention.
On fait de A[X;, ¢ € I] un anneau grace aux formules :
< (Zk aka) + (Zk kak) = Zk(ak + bk)Xk,
© (Zk aka) ( >k kak) = Zk(ck)xkv avec cx = Zj+e=k a;jbe.
Sil={1,...,n}, on retombe sur 'anneau A[Xj,...,X,] du n°précédent.

Si B est une A algébre commutative unitaire, alors P = >, e X¥ € A[X;, 4 € 1] définit
une fonction polynomiale P : B — B par la formule P(z) = >y ax [ [, ahi st x = (2)ier
ot le produit infini T, xfl est en fait un produit fini car tous les termes sauf un nombre
fini valent 1, et la somme sur k est une somme finie car tous les termes sauf un nombre
fini sont nuls. Si x = ((z;);e1) € BY, Papplication P +— P(x) est un morphisme d’anneaux
(et méme de A-algébres) de A[X;, i € I] dans B.

52. S’il y a une infinité de variables, on n’en utilise qu'un nombre fini dans chaque calcul, ce qui fait que
Pon peut toujours raisonner comme si on travaillait dans A[Xy, ..., X,]. Par ailleurs, méme dans le cas ou I
est fini, il est souvent utile de ne pas numéroter ses éléments ; par exemple, si on veut parler d’un polynome
en les coefficients d’une matrice n x n, on préfére que l'ensemble des indices soit {1,...,n} x {1,...,n}
plutot que {1,...,n%}.
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Si i € I, on définit le degré degy. de P en la variable X; comme dans le cas de
A[Xy, ..., X,], et on définit le degré total deg P de P comme dans le cas de A[Xy, ..., X,]
en posant |k| =%  k; € N.

Remarque 4.8. — Tout anneau commutatif est une Z-algébre unitaire. Il en résulte qu’une identité entre
polynémes a coefficients dans Z induit, pour tout anneau commutatif A, une identité entre les fonctions
polynomiales associées.

Par ailleurs, pour vérifier que P,Q € Z[Xy,...,X,] sont égaux il suffit de vérifier que P = Q dans
C[X4,...,X,] puisque Z s’injecte dans C, et il suffit donc de vérifier que les fonctions polynomiales qu’ils
définissent sur C" sont les mémes.

Par exemple, si on cherche & montrer que les polynémes caractéristiques de AB et BA sont les mémes
pour deux matrices A = (a;;),B = (b; ;) € M, (A), ol A est un anneau commutatif quelconque, il suffit
de prouver que P = det(X — AB) et Q = det(X — BA) sont égaux dans Panneau A,y des polyndmes
en les 1+ 2n? variables X et a; j, b j,pour 1 < ¢,j < n. Maintenant, si A € M,,(C) est inversible, on a
det(X — AB) = det(A~1(X — AB)A) = det(X — BA). On en déduit que la fonction polynomiale (P — Q)R,
ol R = det A € Auniv, est identiquement nulle sur C x M, (C) x M,,(C). 1l s’ensuit que (P — Q)R =0
dans Ay, et comme R # 0 et A,y est intégre, cela implique P = Q.

4.4. Polynémes symétriques

On dit que P € A[X;,...,X,] est symétrique en Xy,...,X,, si P(Xoa), ..., Xowm) =
P(Xy,...,X,), pour toute permutation ¢ € S,,. Par exemple, X1, ...,%,, définis en déve-
loppant le polynome

n

P(X) = [[(X=X;) = X" = S, X" 4 85X 2 4o 4 (—1)",

i=1
sont symétriques en Xy, ..., X, car P l'est; ce sont les fonctions symétriques élémentaires
de Xy,...,X,, et ce sont aussi, au signe prés, les coefficients du polynéme dont les racines

sont Xy,...,X,. On a

Si=Xp+o+ Xy, 8,=X;-X,, et engénéral, 5= Y Xj X,

11 <tg<-<ip

e Soit K un corps. Si P = , X" +a, X" '+ +ag € K[X], avec a, # 0, a pour racines

ai, ..., a, dans un corps contenant K, alors a,_; = (—1)%a,X;(ay, . .., a,); en particulier,
la somme des racines de P est —QZ;l, le produit est (—1)"3—:, et Xi(a,...,a,) € K, pour
tout 1.

On a a%P =TT, (X =) =X"+ 30 (-1)'; (a1, ..., a,)X" % On en déduit le résultat.

e Un polynoéme en >q,...,>, est symétrique en Xy,...,X,. Réciproquement, tout po-
lynome symétrique en Xq,..., X, est un polynéome en les fonctions symétriques élémen-
taires : si P € A[Xy,...,X,] est symétrique, il existe Q € A[X4,...,%,] tel que

P(X1, ... %) = QX X, o o, Sn(Xa, 1, X))
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La symétrie d’'un polynéme en 31, ...,%, résulte de celle de ¥4, ..., %, . La démonstration

de la réciproque se fait par récurrence sur n, le cas n = 1 étant tautologique puisque X; = 3.

)

Supposons le résultat vrai pour n — 1, et notons Egn_l , pour ¢ < n — 1, les fonctions sy-

métriques élémentaires en Xi,...,X,_1. Alors Ez(-"_l) =%5,(Xy,..,Xp1,0), 510 < n—1
et ¥,(Xq,...,X,-1,0) = 0. Soit P, symétrique en Xy,...,X,. Alors P(Xy,...,X,_1,0) est
symétrique en Xi,...,X,_; et peut donc s’écrire sous la forme Q(Egnfl), . Zgln:ll)). Main-
tenant, R = P — Q(X1,...,X,,_1) est symétrique en Xy,...,X,, et, par construction, vérifie

R(Xi,...,Xn-1,0) = 0. Cette derniére condition montre que R est divisible par X,, et, par
symétrie, par X;, pour tout 7. On peut donc I’écrire sous la forme X; ---X,S = X,S, ou S
est symétrique. En fait R est constitué des monoémes de P qui sont divisibles par X,,, et donc
degR < degP et degS = deg R — n < deg P, et on conclut par récurrence sur le degré de P.

Ezercice 4.9. — Soit P € Q[X] de degré n > 1, et soient ay,...,a, € C les racines de P.
(i) Montrer que Y., o € Q, pour tout k € N.
(ii) Montrer que [] (X — o) € Q[X].

Exercice 4.10. — Si k > 1, on définit la somme de Newton Sy, par Sy = X¥ +--- + Xk,

L n—1_ _ n—1 _ n—2
(i) Btablir la formule Y7 | i = "X D2XE g Xt

.. Ly . i +oo k_ S T—25,T%43%3T3..
(i) En déduire I'identité ), =7 SiT" = E Tyt et caleuler Sa, Ss.

(iii) Soit M € M,,(C) tel que Tr(M*) = 0, pour tout k¥ > 1. Montrer que M est nilpotente.

Ezercice 4.11. — « € C est un entier algébrique 8’1l existe P € Z[X], unitaire, tel que P(a) = 0.

(i) Soient «a, 8 deux entiers algébriques. Montrer que o + 8 et o8 sont des entiers algébriques. (On
pourra considérer les polynomes H(i,j)eIxJ(X —a; — ;) et H(iyj)eli(X — a;fj), ou les «;, pour ¢ € I
(resp. Bj, pour j € J) sont les racines d’un polynéme unitaire P (resp. Q), a cofficients dans Z, tel que
P(a) = 0 (resp. Q(B) = 0).)

(ii) En déduire que les entiers algébriques forment un anneau. Cet anneau contient-il %?

4.5. Anneaux noethériens

Un anneau A est noethérien si toute suite croissante d’idéaux est stationnaire (i.e., si
Ip C Iy C ... sont des idéaux de A, il existe ng € N tel que I,, = I,,, pour tout n > ny).

Un corps K est noethérien car il n’a que deux idéaux {0} et K; un anneau principal est
noethérien (cf. n° 4.2), et dans un anneau noethérien ®® tout idéal propre est contenu
dans un idéal maximal (cf. n® 4.2).

Si A est un anneau, on dit qu'un A-module M est de type fini, si on peut trouver
une famille finie zq,...,x, d’éléments de M engendrant M, ce qui équivaut a ce que
Iapplication (a1, ..., a,) — Y ., a;x; soit une surjection de A" sur M.

e A est noethérien si et seulement si tout idéal de A est de type fini.

Supposons que tout idéal soit engendré par un nombre fini d’éléments, et soit Io C Iy C ...
une suite croissante d’idéaux de A. Alors I = U,enI, est un idéal de A car la suite est
croissante, et il existe x1,...,z,, tel que I = (x1,...,2,,). Comme les x; appartiennent a I,
il existe n; tel que x; € I,,,, et comme la suite est croissante les x; appartiennent & I,, pour

53. C’est vrai pour un anneau quelconque, si on admet I'axiome du choix.
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tout n > sup; ¢, <,, ni- Mais alors I, contient I'idéal engendré par les x;, c’est-a-dire I, et donc
I, = I pour tout n > sup; <., Mi; la suite est donc stationnaire, et A est noethérien.

Réciproquement, si I est un idéal de A, on construit une suite d’éléments de I de la ma-
niére suivante. On part de xg € I quelconque. Si zg, ..., z, sont construits, on note I,, I'idéal
(o, ...,xn) engendré par zg,...,z,. Si I =1,, cela prouve que I est engendré par un nombre
fini d’éléments. Si I, # I, on choisit 41 € I — I, et donc I,,41 contient strictement I,,. Si
A est noethérien, le processus doit s’arréter sinon on aurait une suite strictement croissante
d’idéaux de A ; on a donc I = I,, pour un certain n, ce qui prouve que I est engendré par un
nombre fini d’éléments.

Ceci permet de conclure.

Ezercice 4.12. — Soit K un corps commutatif et soit I,, 'idéal de K[X, Y] engendré par les produits de n
éléements de (X,Y). Montrer que I,, ne peut pas étre engendré par moins de n+ 1 éléments. (Considérer le
K[X, Y]-module I,,/I,,+1 ; la solution demande de savoir ce qu’est la dimension d’un K-espace vectoriel.)

e Si A est noethérien et I est un idéal de A, alors A /I est noethérien ; autrement dit, tout
quotient d’'un anneau noethérien est noethérien.

Soit J un idéal de A/I. Alors I'image inverse J de J dans A est un idéal de A ; il est donc
de type fini puisque A est noethérien, et I'image d’une famille génératrice finie de J est une
famille génératrice de J, ce qui prouve que J est de type fini, et que A/T est noethérien.

e Si A est noethérien, alors A[X] est noethérien (th. de la base de Hilbert, 1890).

Soit T un idéal de A[X]. Soit J I'idéal de A engendré par les coefficients dominants des
éléments de I, et si n € N, soit J,, I'idéal engendré par les coefficients de X" des éléments
de degré < n de I. Comme A est noethérien, J et les J,, sont de type fini, et on peut trou-
ver Q1,...,Qpn € I dont les coefficients dominants engendrent I, et R, 1,..., Ry, € 1, de
degré < n, dont les coefficients de X" engendrent J,. Soit N le maximum des degrés des Q.
Montrons que I est engendré par les Q; et les Ry, j, pour n < N — 1. Pour ce faire, notons I’
cet idéal, et prouvons, par récurrence sur n = degP, que Pel'siP =q, X" +--- 4+ ag € L.

©Sin < N—1,alors a,, € J,, et il existe donc Ay, ..., Ay, € Atelsque P’ =P—-3""" \;R,, ;
soit de degré < n — 1. Alors P’ € T puisque P et les R,, ; sont des éléments de I, et I’hypothése
de récurrence implique que P’ € I, et donc P € I’ puisque les R,, ; sont des éléments de I'.

¢ Sin > N, alors a, € J, et il existe donc A1,...,A,, € A tels que P/ = P —
>y N X"—dee Qi QQ; soit de degré < n — 1. On en déduit, comme ci-dessus, que P € I'.

Ceci permet de conclure.

o K[Xy,...,X,], si Kestun corps, et Z[Xy,...,X,] sont noethériens.

Cela suit, par récurrence, du point précédent et de ce que K et Z sont noethériens.

e Si A est noethérien, tout sous-A-module d’'un A-module de type fini est de type fini.

Commengons par prouver, par récurrence sur 7, qu’'un sous-A-module de A™ est de type fini.
Le résultat a déja été établi pour n = 1 (tout idéal de A est de type fini). Supposons donc n > 2,
et soit M un sous-A-module de A™. Notons 7 : A™ — A la projection sur le dernier facteur :
7(21,...,Tn) = Tp. Le noyau de 7 est A"~ x {0} et est naturellement isomorphe a A"~1.
Soient M; = M N Kerm, et My = w(M) C A. Alors My est un sous-A-module de A et donc est
de type fini, et on peut trouver z1,...,z, € M tels que 7(z1),...,7(z,) engendrent My ; de
méme M; est un sous-A-module de Ker 7 =2 A" !, et on peut, grace a I’hypothése de récurrence,
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trouver y1,...,ys € M; engendrant M;. Montrons que z1,..., T, y1,-..,Ys engendrent M, ce
qui permettra de conclure. Si z € M, on a 7(z) € My, et il existe a1,...,a, € A tels que
m(z) = aym(x1) + -+ -+ a,m(x,). Mais alors 2/ = z — a1 — - - - — a,x, vérifie m(2') = 0, et donc

2" € Ker m. Comme 2’ € M puisque z et les z; sont des éléments de M, on a z € M; et il existe
b1,...,bs € A telsque z =ayz1 + -+ a2 + b1y1 + - - - + bsys. D’otu le résultat.

Maintenant, si M est de type fini sur A, alors M est un quotient de A™ (si z1,...,z,
engendrent M, alors M est le quotient de A™ par le noyau de (aq,...,a,) — >+, a;x; car ce
morphisme de A™ dans M est surjectif par hypothése). Si M’ est un sous-A-module de M, son
image inverse M’ est un sous-A-module de A™ et donc est de type fini d’aprés ce qui précéde;
mais alors Pimage dans M’ d’une famille génératrice finie de M’ est une famille génératrice
finie de M’, et donc M’ est de type fini.

Ceci permet de conclure.

5. Algébre linéaire

Dans tout ce qui suit, K est un corps commutatif.

5.1. Espaces vectoriels

Rappelons (cf. alinéa 2.2.4) qu'un espace vectoriel V sur K (ou un K-espace vectoriel)
est un groupe commutatif pour une loi +, muni d’une action de K (i.e. une application
(A, z) = A2 de K x V dans V) vérifiant les propriétés suivantes :

Lz=z, A(z+y)=A-2)+(Ay), A+p)-z=QA2)+(p 2), A (n-2) =)z,

pour tous x,y € V et Ay € K. En général, on note simplement Ax I'élément \ - x de V.
Un élément d’un espace vectoriel est un vecteur un élément de K est un scalaire.

Si V est un K-espace vectoriel, un sous-espace vectoriel (ou simplement sous-espace)
de V est un sous-groupe de V stable sous 'action de K; c¢’est donc naturellement un
K-espace vectoriel, I’action de K étant celle induite par celle sur V.

e Sin € N, alors K" muni de 'action A - (xy,...,2,) = (Ax1,..., Ax,) est un K-espace
vectoriel. (Sin =0, on a K" = {0} par convention.)

e Plus généralement, si I est un ensemble, 'ensemble K! des fonctions i — x; ou i — x(i)
(notées aussi (z;)se1) de I dans K, ou celui KV des fonctions nulles presque partout
(i.e. des (z;)ie1 avec x; = 0 sauf pour un nombre fini de 7) sont des K-espaces vectoriels
(avec (2;)ict + (Vi)ier = (Ti+Ys)ie1 et - (2:)ier = (A7;)ic1). De plus, KO est un sous-espace
vectoriel de K!, strictement inclus dans K' si I est infini; par contre, on a K& = Kl si I
est fini, et si I = {1,2,...,n}, on retombe sur l'espace K" du point précédent.

e L’intersection N;crV; d’une famille quelconque de sous-espaces est un sous-espace vec-
toriel (cf. n® 2.3). La somme )., V,; d'une famille quelconque de sous-espaces est un
sous-espace vectoriel (c’est I'image de I'application linéaire (x;)ier = >, oy i de @ierV;
dans V, cf. alinéa 2.6.2) ; c’est aussi le sous-espace de V engendré par les V;. On rappelle
que les V; sont en somme directe dans V, si (x;);e1 — Eiel x; est injective, et que V est la
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somme directe des V; si c’est une bijection (ce que I'on note sous la forme V = @;1V;);
si V.=V; & Vy, on dit que Vi et Vi sont supplémentaires.
e Voici quelques exemples moins banals d’espaces vectoriels :

¢ Si X est un espace topologique, l'espace €(X, K) des fonctions continues f : X — K est un sous-K-
espace vectoriel de KX, si K = R ou C (ou plus généralement un corps muni d’une norme de corps) : cela
suit de ce que la somme de deux fonctions continues est continue et le produit d’une fonction continue
par une constante aussi.

o Si I est un intervalle de R, I'espace €*(I) des f : I — C de classe €% (avec k € N U {oo}) est un
sous-C-espace vectoriel de €(I, C).

o L’anneau K[X] des polynomes a coefficients dans K est un K-espace vectoriel ; il en est de méme du
sous-espace des polynémes de degré < n, pour tout n € N.

o Si E est un ensemble, 'ensemble &2(E) des parties de E est un espace vectoriel sur K = Fy :
I'application A — 1, identifie a I’espace vectoriel KE, ’addition dans K® correspondant a la différence
symétrique (AUB) — (ANB) dans Z(E) pour laquelle I’élément neutre est & (c’est en fait une Fa-algébre,
la multiplication des fonctions correspondant & I'intersection dans Z(E)).

5.2. Morphismes d’espaces vectoriels

(54) est aussi appelé une application

Un morphisme u : Vi — Vs de K-espaces vectoriels
linéaire. Si u est en plus bijectif, on dit que c’est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
Si Vi = Vo =V, on parle aussi d’endomorphisme de V (et d’automorphisme dans le cas
bijectif) pour souligner le fait que I'espace d’arrivée est le méme que celui de départ. Un
endomorphisme s’appelle aussi souvent un opérateur (en particulier en analyse fonction-
nelle). On note Hom(Vy, V3) 'espace des morphismes de V; dans Vy et End(V) celui des

endomorphismes de V.

e Si u € Hom(Vy,Vs) et ' € Hom(Vy, V3), alors v’ o u € Hom(Vy, V3), et 'ensemble des
automorphismes de V est un groupe pour la composition (cf. n° 2.4); la tradition veut
qu’on le note GL(V) (pour « groupe général linéaire ») au lieu de Aut(V).

Siu : Vi — V3 est un morphisme de K-espaces vectoriels, le noyau Ker u et I'image Im u
de u, définis par Keru = {z € Vy, u(x) = 0} et Imu = {y € Vo, Iz € V4, u(x) = y},
sont des sous-espaces vectoriels de Vi et Vy respectivement. De plus, u est injectif si et
seulement si Keru = {0}, et surjectif si et seulement si Imu = V.

e Hom(Vy, V3) est naturellement un K-espace vectoriel (avec (u; 4+ ug)(z) = ui(x) +ug(x)
et (Au)(x) = Au(z)).

La vérification est un pur jeu d’écriture.

e End(V) muni de + et o est un anneau et méme une K-algébre, dont GL(V) est le groupe
des éléments inversibles (cf. alinéa 2.2.2).

Comme End(V) est déja un K-espace vectoriel, il s’agit de vérifier la distributivité de la
composition par rapport a l’addition, ainsi que I'identité u o (A\u') = AMuou') = (Au) ow'.

54. On renvoie aux n° 2.4 et 2.5 pour les propriétés de base des morphismes, en particulier ce qui
concerne noyau et image.
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o ((u1 +uz) o) (@) = (ur +ug) (v (z)) = ur (u'(z)) +uz(v'(2)) = (u1 ou' +ug ou')(x), pour
tout x € V, et donc (u; + ug) ou' = ug o/ 4+ ug o v/,

o (wo(uf+ub)) (&) = u(( +1t5)(2)) = w(h () +tp () = u(uty (&) +u(uy(x)) par lindarite;
on en déduit la formule u o (u} + ub) = uwou) + uoul,

o (wo (M) (z) = u((M)(z)) = u(M/(x)) = Au(u/(z)) par linéarité, et donc u o (Au') =
AMuou'); de méme ((Au) ou’)(z) = (Au)(u/(x)) = du(v/'(z)), et donc (Au) o v’ = A(uou').

Si u € End(V) on dit que A € K est une valeur propre de u §'il existe x € V, non nul,
tel que u(x) = Ax. Si A € K est une valeur propre de u, I'espace propre associé a A est
I'ensemble V) des x € V vérifiant u(x) = Ax; alors V) est aussi le noyau de u — \id, et
donc est un sous-espace vectoriel de V; les éléments de V, sont les vecteurs propres pour
la valeur propre X, et on dit que x € V est un wvecteur propre s’il existe A € K tel que
u(z) = Az.

e Siles \;, pour 7 € I, sont des valeurs propres distinctes de u, les V,, sont en somme
directe dans V.
Soit J C T fini, et soient z; € V,, pour j € J, tels que ZjeJ z; = 0. Montrons, par
récurrence sur |J| que tous les z; sont nuls, ce qui permettra de conclure. Si |J| = 1, le résultat
est évident. Supposons donc |J| > 2. Alors 0 = u(ZjGJ zj) = > je ATy, et sijo € J, on a
aussi 3 ey ;01 (A = Ajo)x; = 0. L’hypothese de récurrence implique que (A; — Aj,)z; =0, et
donc que z; = 0 puisque A; — Aj, # 0, pour tout j # jo; d’ott le résultat.

5.2.1. Homothéties, projections, symétries

e Si A € K, on note encore X\ I’homothétie de rapport X\ : c’est I'élément de End(V)
défini par A\(v) = Av, pour tout v € V. Si u € End(V), on a Aou = du = uo A, et
donc 'homothétie de rapport A est dans le centre de End(V) (i.e elle commute a tout
élément de End(V)), et 'homothétie de rapport 1 est I’élément neutre de End(V) pour la
multiplication.
On a dou(v) = Au(v)) = Au(v) = (Au)(v), et uoA(v) = u(A(v)) = u(Av) = Au(v) = (Au)(v),
pour tout v € V. On en déduit que XA ou = Au = u o A. Le reste s’en déduit.

e On dit que p € End(V) est une projection si pop = p. Si p est une projection, alors
Imp est un supplémentaire de Kerp et on a p(v; + v9) = vy, si v1 € Imp et vy € Kerp;
en particulier, Im p est 'ensemble des points fixes de p, et les valeurs propres de p sont 0
et 1 sauf si p=0 (resp. p=1) ou 0 (resp. 1) est la seule valeur propre.

Réciproquement, si V1,V, sont deux sous-espaces supplémentaires de V, I’application
p: V — V, définie par p(v; + v9) = vy si v € V; et vy € Vg, est une projection dont
I'image est V; et le noyau Vy : c’est la projection sur Vi parallélement a V.

On peut écrire v € V sous la forme v = v +vg, avec v1 = p(v) € Imp et va = v—p(v) € Kerp
car p(v — p(v)) = p(v) — pop(v) = p(v) — p(v) = 0. Par ailleurs, si v € Imp N Kerp, alors
v =7p(v) et p(v) =pop(v) =p)=wvcar v € Imp, et p(v) =0, puisque v € Ker p, et donc
v = 0. On en déduit que Im p et Ker p sont des sous-espaces supplémentaires dans V, et que ce

sont les espaces propres associées aux valeurs propres 0 et 1; il n’y a donc pas d’autre valeur
propre que 0 et 1. Le reste de I’énoncé est immeédiat.
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e On dit que s € End(V) est une symétrie si sos = 1. Si s est une symétrie, alors V est
la somme directe des espaces propres VT et V™ associés aux valeurs propres 1 et —1, et
ona s(v;+vy) =v; —vg, sivy €V et vg € V™.

Réciproquement, si V;,Vy sont deux sous-espaces supplémentaires de V, I'application
s:V — V, définie par s(vy +vy) = v; —vg si v; € Vy et vg € Vy, est une symétrie vérifiant
Ker(s — 1) = Vy et Ker(s + 1) = Vy : c’est la symétrie par rapport a Vi parallélement
a Vg, et on a s =2p— 1, si p est la projection sur V; parallelement & V.

Soit p = 5£L. Alors pop = (SH)Z(SH) = sostsoltlostl — Itststl — ) Comme s(v) = v
équivaut & p(v) = v et s(v) = —v a p(v) = 0, on peut déduire ’énoncé de celui concernant
les projections. En particulier, v; = p(v) = w et v = (1 —p)(v) = U_Tg(”) (On pour-

rait aussi raisonner directement en modifiant convenablement la démonstration faite pour les
projections.)

Ezercice 5.1. — Notons €*°(R) le C-espace vectoriel des ¢ : R — C, de classe €. Soient
u:€®R) > F°(R) et v: €*(R) — €°(R) définies par u(¢) = ¢ et (v(¢))(x) = [y o(t)dt.

(i) Vérifier que u et v sont linéaires.

(ii) Que vaut w o v ? Montrer que v o u est une projection, et déterminer son noyau et son image.

Ezercice 5.2. — Notons % (R) le C-espace vectoriel des ¢ : R — C, continues. Si ¢ € ¥ (R), on note
s(¢) la fonction définie par (s(¢))(z) = ¢(—x).

(i) Vérifier que s est une symétrie de ¢’ (R).

(ii) On dit que ¢ € €(R) est paire si ¢(—x) = ¢(x) pour tout x € R et impaire si ¢(—z) = —¢(x) pour
tout € R. Montrer que tout ¢ € ¥(R) peut s’écrire de maniére unique sous la forme ¢ = ¢+ + ¢,
avec ¢ € € (R) paire, et ¢~ € €(R) impaire.

5.3. Familles libres, familles génératrices, bases

Soit V un K-espace vectoriel et soit (v;);e; une famille d’éléments de V. On dit que
v € V est une combinaison linéaire des v; si v est dans I'image de I'application de KI
dans V, qui envoie (z;)er sur ), 2;v; (notons que cette somme est en fait finie puisqu’il
n'y a quun nombre fini de z; # 0; par ailleurs (z;);e; — Ziel x;v; est linéaire de maniére
évidente) ; autrement dit, v est une combinaison linéaire des v; s’il existe J C I fini et des
zj € K, pour j € J, tels que v = ZjEJ T;v;.
e L’ensemble Vect(v;, i € 1) des combinaisons linéaires des v; est le plus petit sous-espace
vectoriel de V contenant les v; ; autrement dit, c’est le sous-espace vectoriel de V engendré
par les v;. On dit que les v; forment une famille génératrice de V si le sous-espace vectoriel
de V engendré par les v; est V tout entier, ce qui équivaut a la surjectivité de 'application
(3)ie1 = D e Tiv; de K® dans V.
L’ensemble des combinaisons linéaires des v; est I'image de K par 'application linéaire
(i)ie1 — Ziel x;v; ; ¢’est donc un sous-espace vectoriel de V. Par ailleurs, si V' est un sous-

espace vectoriel de V qui contient les v;, alors V' contient toute combinaison linéaire des v;
puisqu’il est stable par multiplication par un élément de K et par addition.

e On dit que les v; forment une famille libre si (z;)ier = D1 Tivi, de K® dans V, est
injective. Dans le cas contraire, on dit que la famille est lice. Comme une application
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linéaire est injective si et seulement si son noyau est nul, les v; forment une famille libre
si et seulement si la nullité de > jeg Tjvj, o J C Lest fini, implique celle des ;.

e Si les v; forment une famille libre et si v € V n’appartient pas a Vect(v;, 7 € 1), la
famille formée de v et des v; est encore libre.

Soi zv + ZjeJ x;v;5, avec J C I fini, une combinaison linéaire nulle de v et des v;. Si x # 0,

—;

on obtient v = ). _; —ZLv;, ce qui montre que v € Vect(v;, ¢ € I) contrairement & I’hypothése.

JjEJ =z
Onadoncz=0et ), jey vy = 0, et comme les v; forment une famille libre, cela implique

que z; = 0 pour tout j. On en déduit le résultat.

e On dit que les v; forment une base de V si c’est une famille libre et génératrice, ce qui
équivaut & ce que I'application linéaire (z;)ier — Y,y 205 s0it un isomorphisme de K®
sur V. Autrement dit, les v; forment une base de V si et seulement si tout élément v de V
peut s’écrire, de maniere unique, sous la forme ), | z;v; ; les z; sont les coordonnées de v
dans la base des v; (elles sont donc nulles sauf pour un nombre fini).

e Sin > 1, les vecteurs ¢; = (0,...,0,1,0,...0) (le 1 est a la i-iéme place), pour 1 < i < n,
forment une base de K™ ; c’est la base canonique de K™ (en particulier, I’ensemble vide &
est une base de I'espace vectoriel {0}).

Tout x = (x1,...,2,) € K" peut s’écrire de maniére unique comme une combinaison linéaire
N . n
des e;, a savoir x = Y . | x;e;.

e Les monomes X", pour n € N, forment une base de K[X]; c’est la base canonique de
K[X]; de méme, les X*, pour i < n, forment une base de l'espace K[X]™ des polynomes
de degré < n.

e Plus généralement, soit e; : I — K est la fonction définie par e;(j) = 1sii = jet e;(j) =0
sii # j; alors les e;, pour i € I, forment une base de KU'; c¢’est la base canonique de KM,

e Soit u : Vi — V5 un morphisme de K-espaces vectoriels. Si (e;);e1 est une base de Vy,
alors :
o u est surjectif, si et seulement si (u(e;));er est une famille génératrice de Vs ;
o u est injectif, si et seulement si (u(e;));er est une famille libre de Vs ;
o w est bijectif, si et seulement si (u(e;));er est une base de Vs.
Imu est le sous-espace de Vo engendré par les u(e;) puisque les e; engendrent Vi ; on en
déduit le premier point.
> ici Aiei € Kerw si et seulement si ),
a {0} (ce qui équivaut & u non injectif) si et seulement si les u(e;) forment une famille liée;
d’ott le second point.

Aiu(e;) = 0. 11 s’ensuit que Ker u n’est pas réduit

Le dernier point résultant des deux premiers, cela permet de conclure.

Exercice 5.83. — Soient ay, ..., a, € K, distincts. Montrer que les polynomes d’interpolation de Lagrange
Qi =1] i % forment une base sur K de K[X](™). Quelles sont les coordonnées de P dans cette base ?
i J

Ezxercice 5.4. — (i) Montrer que les polynémes binomiaux ()é) forment une base de C[X], et que les ()f)7
pour i < n, forment une base de C[X](™).
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(ii) Soit P € C[X]("). Calculer les coordonnées de P dans la base des ()f), pour i < n. (On pourra
remarquer que (Xiﬂ) - ()Z() = (i)fl), sii>1.)

(iii) En déduire que P(k) € Z pour tout k € Z, si P(0),P(1),...,P(n) € Z.
Ezercice 5.5. — Montrer que les x — |z — al, pour a € R, forment une famille libre dans € (R).

Ezercice 5.6. — Montrer que les familles suivantes de fonctions de R dans C sont libres dans ¢’ (R).

(i) Les  — €% pour a € R. (Regarder le comportement en +00.)

(ii) Les = — € pour a € R. (Intégrer contre e~%.)

(iii) Les @ ~ e, pour A € C. (Dériver ou translater.)

(iv) Montrer que la famille des & — sinax et  — cosax, pour a € R%, est libre et que Iespace
engendré ne contient pas les fonctions constantes non nulles.

Ezercice 5.7. — Si k € N, on définit le polylogarithme Lig(z) sur | — 1,1[, par Lix(z) = > o, %
Montrer que les Lig, pour k € N, forment une famille libre. (On pourra calculer x%Lik.)

Ezercice 5.8. — Un caractére linéaire x d’un groupe G est un morphisme de groupes de G dans C*.

(i) Montrer que les caractéres linéaires d’un groupe G forment une famille libre. (Remplacer g par hg
dans une relation de longueur minimale.)

(ii) Retrouver les résultats de l'ex. 5.6.

Ezercice 5.9. — Montrer que les logp, pour p nombre premier, sont linéairement indépendants sur Q.

5.4. Espaces vectoriels de dimension finie
5.4.1. Dimension d’un espace vectoriel

Soit V un K-espace vectoriel. On dit que V est de dimension finie s’il posséde une
famille génératrice finie. Dans le cas contraire, on dit que V est de dimension infinie.

e Un K-espace vectoriel de dimension finie posséde des bases : on peut extraire de toute

famille génératrice finie une base 2.

Soit (v;)ier une famille génératrice finie. Il y a deux cas :

o Cette famille est libre, et alors c’est une base et il n’y a rien a faire.

o Il existe une combinaison linéaire ic1 TiVi nulle, sans que les x; soient tous nuls. Soit
ip € I tel que x;, # 0; alors v;, appartient au sous-espace engendré par les v;, pour i € I—{ig},
et donc les v;, pour ¢ € I — {ig}, forment une famille génératrice de V puisque 'espace qu’ils
engendrent contient la famille génératrice des v;, pour i € L.

Dans le second cas, on a réussi a extraire de (v;);e1 une famille génératrice strictement
plus petite (pour linclusion). En réitérant le processus, on construit de la sorte, tant que
I'on n’est pas dans le premier cas, une suite de familles génératrices strictement décroissante
(pour l'inclusion) et, le cardinal de I étant supposé fini, le processus s’arréte en un nombre
fini d’étapes, et la famille obtenue est une base d’aprés la discussion ci-dessus, extraite de la
famille des v; par construction.

Si V est de dimension finie, on définit la dimension de V comme le minimum des
cardinaux des bases de V.

e Si V est de dimension n, toutes les bases de V sont de cardinal n.

55. L’axiome du choix permet d’en faire autant en dim. infinie, & partir d’une famille génératrice infinie.
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La démonstration se fait par récurrence sur n, I’énoncé étant vide si n = 0. Soit donc V de

dimension n > 1, et soit e,...,e, une base de V. Soit v1,...,v,, une autre base de V; on
a donc m > n et on veut prouver que m = n. Comme vy, ..., v, est une famille génératrice
de V, il existe i tel que v; n’appartienne pas au sous-espace vectoriel W engendré par es, ..., e,

et on peut supposer, quitte & renuméroter les v;, que c’est v1. On écrit v; dans la base des ¢;

n . . , .
sous la forme v; = ijl x; €4, et on a x1,1 # 0 puisque v1 # W, ce qui nous permet de définir
des vecteurs f; = v; — %Ul’ pour 2 < 7 < m. Par construction, les f; appartiennent & W.

Montrons qu’ils en forment une base, ce qui permettra de conclure puisque W est de dimension
n — 1 (car de base es,...,e,, et donc de dimension < n — 1 et donc exactement n — 1 par
Ihypothése de récurrence) et donc le cardinal de la famille des f; (c’est-a-dire m — 1) est égal
an—1, et m =n comme souhaité.

o Si Y, Nifi=0,ona (- Zzz)‘z;ii)vl + 3o Av; =0, et done Ag = -+ =\, =0,
puisque les v; forment une famille libre. Il s’ensuit que les f; forment une famille libre.

o Comme les v; forment une famille génératrice de V, on peut écrire tout v € W sous la forme
SraAv = o Nifi + (M = X, A2+t vy L'appartenance de v et des f; & W entraine

1=2 7y g

alors celle de ()\1 -y )v“—’l)m a W, et comme v; n’appartient pas & W par hypothése,

1=2 " xy

cela implique que A\; — 377", \i T8t = 0 et v = 350y A fi. 1l s’ensuit que les f; forment une

famille génératrice de W, ce qui permet de conclure.

e Si V; et Vy sont de dimension finie, alors V1@V, aussi et dim(V;®Vy) = dim V;+dim Vs.

Siej,...,e, estune basede Vi etsi fi,..., fi, est une base de Vo, alorsey, ..., en, f1,..-5 fm
est une base de Vi @ V.

e Sivy, ..., v, est une famille libre, on peut trouver une base de V contenant vy, ..., v, ; plus
précisément, si wy,...,w, est une famille génératrice de V, on peut compléter vy, ..., v,
en une base de V en lui ajoutant des w; (th. de la base incompléte).
Soit X I'ensemble des parties I de {1,..., s} telles que vy, ..., v, et les w;, pour i € I, forment
une famille libre. Soit J C X maximale pour l'inclusion. Alors v1,...,v, et les w;, pour j € J,

forment une famille libre par hypothése. Par ailleurs, comme J est maximale, le sous-espace
vectoriel W qu’ils engendrent contient w;, si ¢ ¢ J; il s’ensuit que W contient tous les w;, et
donc est égal a V puisque les w; engendrent V. On en déduit que v1,...,v, et les w;, pour
j € J, forment une famille génératrice et donc une base, ce qui permet de conclure.

e Si V est de dimension n, une famille libre de V a au plus n éléments ; la dimension de
V est donc aussi le maximum des cardinaux des familles libres de V.

C’est, compte-tenu de ce qu'une base a (au plus) n éléments, une conséquence immédiate
du point précédent.

e Si V n’est pas de dimension finie, alors V posséde des familles libres infinies.

Commengons par remarquer qu’'une famille infinie est libre si et seulement si toutes ses
sous-familles finies le sont (une combinaison linéaire ne fait intervenir qu’un nombre fini de
vecteurs). Pour construire une famille libre infinie, il suffit donc de construire par récurrence

des vecteurs vi,...,vn,... telle que vy,...,v, soit libre pour tout n, et pour cela il suffit,
V1,...,0, étant donnés et formant une famille libre, de prendre v, n’appartenant pas a
I’espace engendré par vy, ..., v,, ce qui est possible car V ne posséde pas de famille génératrice

finie (et donc vy, ..., v, n’engendrent pas V tout entier).
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e Si V est de dimension n, et si vy,...,v, sont des vecteurs de V, alors :

«V1,...,0, est libre » & «wvy,...,v, est génératrice » < « vq,...,v, est une base ».

Siwvi,...,v, est libre mais pas génératrice, on peut la compléter en une base de cardinal > n,
ce qui est absurde et donc vy, ...,v, est aussi génératrice. Si vy,...,v, est génératrice mais
pas libre, on peut en extraire une base de cardinal < n, ce qui est absurde et donc vy,...,v,
est aussi libre.

e Si V est de dimension finie, et si W est un sous-espace vectoriel de V, alors W est de
dimension finie et on a dim W < dim V avec égalité si et seulement si W = V.
Une famille libre de W est aussi libre dans V, et donc toute famille libre de W est de cardi-
nal < dim V. On en déduit que W est de dimension finie et que dim W < dim V. Maintenant,
supposons que dim W = dim V ; alors une base de W est une famille libre de V de cardinal
dim V; c’est donc aussi une base de V d’aprés le point précédent ; on en déduit que W =V ce
qui conclut la démonstration.

e Si V est de dimension finie, et si W est un sous-espace de V, alors W posséde des
supplémentaires, et si W’ est un supplémentaire de W, alors dim W' = dim V — dim W.

Pour construire un supplémentaire %6 de W, il suffit de partir d’une base ey, ..., e, de W,
de la compléter en une base ej,...,e, de V, et de prendre pour W’ l'espace engendré par
€rily-v-y€n Sl =me; + -+ xpe, € V,alors x =y +y avec y = x1e1 + -+ + xp6, € W

et v = xpr1e001 + -+ xpe, € Woet done V=W + W', par ailleurs, si x € WN W', on
peut écrire x sous la forme zie1 + - - + e, et sous la forme x,41€,41 + -+ + Tpen, et donc
r1€1 + -+ Trep — Tpp1€p41 — -0 — Tpe, = 0, ce qui implique z; = -+ = z,, = 0, puisque
les e; forment une base de V; on a donc WNW’' = {0}, et V=Wa W'

Enfin, si W’ est un supplémentaire de W, on a V.= W®W’, et donc dim V = dim W+dim W’
et dimW’' =dimV — dim W.

5.4.2. Morphismes

e Soit u : Vi — V5 un morphisme de K-espaces vectoriels. Alors V; est de dimension
finie si et seulement si Keru et Imw le sont, et dimV; = dim(Ker u) + dim(Imw). (La
dimension de Imwu s’appelle le rang de u, et est aussi notée rgu; la formule précédente
peut donc aussi s’écrire dim V; = dim(Ker u) + rgu.)

Supposons Vi de dimension finie. Alors Ker u I’est aussi puisque ¢’est un sous-espace de Vi
et Imwu l'est car 'image par v d’une famille génératrice de V; engendre Im u.

Supposons maintenant Keru et Imu de dimension finie, et choisissons une base ey, ..., e,
de Keru, une base fi,..., f, de Keru et un relévement g; de f; dans V; (i.e. un g; € V; tel
que u(g;) = fi). Montrons que ey,...,€.,g1,...,7s est une base de Vi, ce qui prouvera a la
fois que V; est de dimension finie et que dim V; = dim(Ker u) + dim(Im ).

o Si 31y Aiei + 225 kjg; = 0, appliquer u & cette relation nous donne Y27, u;f; = 0,
ce qui implique que les ; sont tous nuls; on a alors 22:1 Aie; = 0, ce qui implique que les \;
sont aussi tous nuls. On en déduit que eq,...,e.,9g1,...,gs est une famille libre.

56. La méme construction marche en dimension infinie, si on admet I’axiome du choix.
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o Siw e Vy, il existe py, ..., us tels que u(v) = ij:l wifi. Alors v — ijl Kig; appartient
a Keru et il existe Ap,..., A tels que lon ait v — 377, pjg; = i) Aie;. On en déduit que
€1,--+,€r,g1,---,Js est une famille génératrice.

Ceci permet de conclure.

e Soit u : Vi — V, un morphisme de K-espaces vectoriels de dimension finie.

¢ Si u est surjectif, alors dim V; > dim V.

¢ Si u est injectif, alors dim V; < dim V5.

¢ Si u est un isomorphisme, alors dimV; = dim V5, : deux espace isomorphes ont la
méme dimension.

Si u est surjectif, alors Imu = Vg et dimV; — dim Vo = dim(Kerw) > 0. Si u est injectif,
alors Keru = 0 et donc Imw est de dimension dim V; ; comme c’est un sous-espace de Vo,
on a dimV; < Vs. Enfin, si u est un isomorphisme, alors u est surjectif et injectif, et on a
dimV; > dim Vs et dim V; < dim V5 et donc dim V; = dim V.

e Soient V1, V5 des sous-K-espaces vectoriels de dimension finie d’un K-espace vectoriel W.
Alors V; + V, et V; N V4 sont de dimension finie et

dim(Vy + Vy) + dim(V; NVy) = dim V; 4+ dim V, (Grassmann, 1862).

On applique le point précédent & u : Vi @& Vo — W défini par u(z,y) = x + y; 'image de
u est Vi + Va et le noyau est Uensemble des (z, —x) avec € V1 N'Vy (il est donc isomorphe

a V1 N'Va, en particulier il a la méme dimension). Comme dim(V; & V3) = dim V; + dim Vo,
cela permet de conclure.

e Soit u : Vi — V5 un morphisme de K-espaces vectoriels. Si dim V; = dim Vy < +00,
« u est injectif » < « u est surjectif » < « u est un isomorphisme ».

« u est inversible » < « u a un inverse a droite » < « u a un inverse a gauche ».

Si u est injectif, on a dim(Keru) = 0, dim(Imu) = dimV; = dim V3 et donc Imu = V5 et
u est surjectif. Si u est surjectif, on a dim(Imu) = dim Vo = dim V1, et donc dim(Keru) = 0
et u est injectif.

Maintenant, si v o v = id, cela implique en particulier que u est surjectif et donc bijectif;
lexistence d’un inverse & droite implique donc que u est inversible. Si v ou = id, cela implique

en particulier que u est injectif et donc bijectif; 'existence d’un inverse a gauche implique
donc que u est inversible.

Notons que le résultat est faux en dimension infinie (cf. ex. 5.1).

5.5. Dualité

5.5.1. Espace dual, orthogonal, morphisme transposé

Si V est un K-espace vectoriel, une forme linéaire sur V est une application linéaire
de V dans K. On note V* le dual de V, c¢’est-a-dire 'espace Hom(V, K) des formes linéaires
sur V (c’est un K-espace vectoriel comme cas particulier de Hom(Vy, Vy)). Si A € V* et
x € V, nous noterons souvent (A, z) ’élément A(z) de K, de maniére a établir une certaine
symétrie entre V et V*. En effet, si € V* Papplication A — (\ ) est linéaire par
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définition de la structure d’espace vectoriel sur V*, ce qui nous fournit une application
naturelle ®” 4y : V — (V*)* avec (1y(x),\) = (A, x), qui est linéaire de maniére évidente.

Si W est un sous-espace vectoriel de V, on définit 1’ orthogonal W+ de W dans V* comme
I'ensemble des A € V* tels que (A, z) = 0 pour tout x € W (c’est donc l'intersection des
noyaux des ty(z), pour x € W, ce qui prouve que c’est un sous-espace vectoriel de V*).
Symétriquement, si W est un sous-espace vectoriel de V*, on définit I’orthogonal W+ de
W dans V comme ensemble des © € V tels que (\,z) = 0 pour tout A € W. Il est
immeédiat que W € (W+)4 si W C Vousi WcC V*.

Siw: Vi — Vs est linéaire, on définit sa transposée 'u : V3 — Vi par u(\) = Aow; on
a donc (u(X), x) = (A, u(z)), pour tout x € Vy et X\ € V3.
e Siu:Vy— Vyetwv:Vy— Vs sont linéaires, alors {(v o u) = ‘uo'v.

On a (\,vou(z)) = ("v(A\),u(z)) = (uow(N),z); d’ou le résultat.

5.5.2. Le dual d’un espace de dimension finie

Dans le reste de ce n°, les espaces sont implicitement de dimension finie.

e Si V est de dimension n, alors V* est de dimension n; plus précisément, si eq,...,e,
est une base de V, il existe une (unique) base e7, ..., e} de V*, la base duale de ey, . .., e,,
telle que (ef,e;) =1 et (ef,e;) =0, si j #i.

Soit A € V* et soit a; = (A, e;). Alors (\,2) = a121 + -+ + a,x, par linéarité, si x =

r1e1+---+x,e, ; réciproquement, si aq,...,a, € K", alors x — a1x1+- - -4+ a,x, est 'unique
forme linéaire A sur V veérifiant (A, e;) = a;. En d’autres termes A — ((A,e1),..., () e,)) est
un isomorphisme de V* sur K”. L’énoncé s’en déduit, la base duale de ey, ..., e, étant 'image

réciproque de la base canonique de K™ par cet isomorphisme.

e L’application naturelle vy : V. — (V*)* est un isomorphisme ; autrement dit le dual

de V* est V. De plus, si ey, ..., e, est une base de V, et si e],..., e est la base de V*
duale de ey, ..., e,, alors la base de V, duale de e}, ... e}, est e1,...,e,.
Soit = z1e1 + - + xpe, € Kerwy; alors (A, z) = 0, pour tout A € V* et donc

= (e¥,x) = x;, pour tout i. On a donc Kerty = 0, ce qui prouve que vy est injective.
Comme dim(V*)* = dimV* = dim 'V, linjectivité de ¢ty entraine sa bijectivité. Le résultat
s’en déduit (I’énoncé sur la dualité des bases est immédiat).

e Siu:V; — V; est linéaire, alors (*u) = u.

%(*u) est un morphisme de (V§)* dans (V3)*, et pour le voir comme un morphisme de V
dans Vg, il faut utiliser les identifications naturelles vy, : Vi = (VI)* et 1y, : Vo = (V3)*.
Cela dit, le résultat suit de ce que (*(*u)(tv, (2)), A) = (v, (z), u(N)) = (u(N),z) = (N, u(z)) =
(tv, (u(z)), \), pour tous z € Vi et A € V3, ce qui nous donne ‘(*u) o 1y, = 1y, o u.

57. Comme nous le verrons ci-dessous cette application est un isomorphisme si V est de dimension finie,
ce qui permet d’identifier le dual de V* a V et donc de faire jouer des roles totalement symétriques a V
et V*; si V est de dimension infinie, la situation est plus compliquée : si on admet I’axiome du choix,
alors vy est injective, mais trés loin d’étre surjective car (V*)* a un cardinal beaucoup plus grand que
celui de V; si on n’admet pas ’axiome du choix, on peut construire des espaces pour lesquels V* = {0}.
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e Si W est un sous-espace de V, alors dim W+ = dim V—dim W. En particulier, V+ = {0}.

Soit ey, ..., e, une base de W, que 'on compléte en une base eq,...,e, de V (c’est pos-
sible d’aprés le th. de la base incompléte). Alors W+ est le sous-espace de V* engendré par
€1, -s¢n (eneffet, ona 0 = (e}, e;) si j > r+1eti<r, cequi prouve, par linéarité, que
S W+ réciproquement, si A = Z?=1 Ajer € WL ona0=(\e) =\ sii<r, cequi
prouve que les ef, pour j > r + 1, engendrent W), On en déduit le résultat.

e Si W est un sous-espace de V, alors (W1)+ = W.
On a W C (W)L, et cette inclusion est une égalité car
dim(WH)+ = dim V* —dim W+ = dimV — (dim V — dim W) = dim W.

e Siwu:V; — Vyest linéaire, alors
Ker'u = (Imu)*, Im'u = (Keru)t, et rgtu = rgu.
«X€ (Imu)t» & « (N u(x)) =0,Vr € Vi » & « (fu(N),z) =0,Vz € Vi » & «u(X) € Vi »,
et comme Vi = {0}, la derniére propriété équivaut 4 A € Ker 'u. On en déduit la premiére
égalité. La seconde s’obtient alors en échangeant les roles de u et u ce qui est loisible car

Y('u) = u, et en prenant les orthogonaux.
Enfin, rg 'u = dim(Im ) = dim(Ker u)* = dim V; — dim(Ker u) = dim(Imu) = rgu.

6. Déterminants

Les déterminants et les formes multilinéaires alternées interviennent dans des contextes
variés. En algébre linéaire, ils peuvent servir & décider si des vecteurs sont liés ou pas
(n°6.2) ou si des polynomes ont des zéros communs (résultant de deux polynomes, ali-
néa 9.2.1), a donner des formules pour les solutions d'un systéme linéaire (formules de
Cramer, alinéa 9.1.1) ; en géométrie, ils permettent de calculer des volumes (le volume du
parallelépipéde supporté par des vecteurs vy, ...,v, de R" est la valeur absolue de leur
déterminant, ex. I111.3.11).

6.1. Formes multilinéaires alternées

Soit V un K-espace vectoriel. Une forme bilinéaire f sur V est une application de V xV
dans K, telle que z +— f(x,y) soit linéaire pour tout y € V (i.e. f est linéaire en la
premiére variable) et y — f(z,y) soit linéaire pour tout = € V (i.e. f est linéaire en la
seconde variable). Plus généralement, une forme k-linéaire sur V est une application de
VF =V x --- x V dans K, linéaire en chacune des variable, ce qui signifie que, quel que
soit i € {1,...,k}, v; = f(v1,...,v;) est linéaire pour tout ®® (vy,...,9;,...,0) € VF7L

Une forme k-linéaire f est dite alternée si elle change de signe quand on échange deux
vecteurs consécutifs : i.e. si f(vy,..., 05,041, .0) = —f(v1,..., V41,0, ...,0) pour
tous i € {1,...,k} et (vy,...,vp) € VE.

Comme Sj, est engendré par les transpositions (i,4+ 1), pour 1 < i < k — 1, on obtient :

58. On utilise la notation standard (vq,...,0;,...,v;) pour dénoter le (k — 1)-uplet obtenu en retirant
(% a (’Ul, ‘e ,’Uk).
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e Si f est k-linéaire alternée, alors f(vy(1), ..., Vo)) = sign(o)f(vi,...,vx), pour tous
o€ Syet (vy,...,v) €V
En utilisant le point précédent pour amener les deux termes égaux aux deux premiéres
places, on obtient :
e Si f est k-linéaire alternée, alors f(vy,...,vx) = 0 si deux des v; sont égaux.
e Si f est k-linéaire alternée, alors f(vy,...,vx) ne change pas si on rajoute a un des v;
une combinaison linéaire des autres ou des multiples d’un des v; aux autres :

f(Ul, ey Vi1, 04 + Zj#i /\jvj;vi+17 e ,’Uk) = f(?}l, N ,Uk)
f(Ul + )\1%, N/ | + )\i_lvi, Vi, Ujg1 + )\z’—HUi, ey UR + )\kvi) = f(Ul, e ,Uk) .

Etablissons la seconde formule par exemple. La k-linéarité montre que le membre de gauche

est égal a f(vq,... ,vk)+zlc{17___7k}_{i}71¢g (HjeI )\j)f(vlyl, coURT), 0y = v; st o€ TU{i}
et vj1 = v; sinon. Comme I # @, il y a au moins deux v; 1 qui sont égaux et f(vir,...,v51) =0
pour tout I, ce qui permet de conclure.

6.2. Déterminant de n vecteurs

On suppose dorénavant que V est de dimension n. Soit eq, ..., e, une base de V.
e Siz =73 ", e etsif estune forme linéaire sur V, alors f(z) = > "1 | x;f(e;).

Siz =) zie;,siy =) yje; et si f est bilinéaire, f(z,y) =D, > 7, vy, f(ei, €;).
Plus généralement, si x; = > | je;, et si f est k-lincaire, alors

(61) f(xl,...,xk) Z L1,4 ~--mk,ikf(eil,...,eik)

1<iy,. i<

L’énoncé est immédiat pour une forme linéaire. Si f est bilinéaire, la linéarité par rapport a
la seconde variable nous donne f(3°7 ) wie;, Y7 yje;) = >0 y; f (322, wiei, e5) ; on obtient
n n n n J e e,
done f(3 ;- wies, 51 Yj€5) = D iy 2 j—1 TiYjf(ei, €;) en utilisant la linéarité par rapport
4 la premiére variable. Le cas d’une forme k-linéaire se démontre par récurrence sur k, en
utilisant la linéarité par rapport & la derniére variable.

e Si V est de dimension n, I'espace det V* des formes n-linéaires alternées sur V est de

dimension 1. De plus, si ey, ..., e, est une base de V, il existe un unique élément det,, .,
(le déterminant de n vecteurs dans la base ey, ..., e,) de det V* prenant la valeur 1 sur
(e1,...,6,), et on a :

o dete, ¢, (v1,...,v,) = 0 si et seulement si vy, ..., v, est une famille liée;

o dete, e, (v1,...,v,) # 0 si et seulement si vy, ..., v, est une base;

o si fi,..., fn est une autre base de V, alors dety, g (v1,...,v,) = dete;oen (1::0n)

detey,...,en (f15-50n)’
pour tout (vy,...,v,) € K™
En utilisant le point précédent, on peut éliminer de la formule (6.1) (avec k = n) les n-
uplets (i1,...,4,) ot deux ¢; sont les mémes, on a alors une somme portant sur des n-uplets
(i1,...,i,) o tous les termes sont distincts, c’est-a-dire sur les permutations de {1,...,n}
(il existe une unique o € S,, telle que i; = o(j), pour tout j € {1,...,n}, si les i, sont tous
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distincts). Comme f(es(1),---,€q(n)) = sign(o) f(e1,...,e,), on obtient :

flor, .o v,) = fler, ..., en)( Z sign(o) Hx,;7(,(,;)), siv; = in,jej-
i=1 j=1

oES,
. n .
Notons dete, ... ¢, la forme (vi,...,vn) = > g sign(o) [[;_; @i (). La formule ci-dessus se
réécrit sous la forme f = f(e1,...,e,)dete, .. .., ce qui prouve que det V* est de dimension
au plus 1, engendré par det,,, . ., sicette forme est alternée.
On a dete,, ., (e1,...,€,) =1 car tous les termes de la somme sont nuls sauf celui corres-

pondant & ¢ = id, ce qui prouve que det,, . # 0. Par ailleurs, si 7 € S,,, alors

€n

k
det (vr(1),- - Vrm) = D sign(@) [[ or(iing,,-
j=1

€1;-.+,6n
gESy,

On écrit o(j) sous la forme o771(7(j)) et sign(o) sous la forme sign(o7~!)sign(7), et on fait
les changements de variables 5/ = 7(j) et ¢/ = o7~1. On obtient

k

61(’1??%(1)7(1), e Ur(n)) = sign(T)( Z sign(o”) H xj/,z'(,,(j,>> = sign(7) elﬁ?gn(m, ey Un).
o’ €Sy j=1

Ceci prouve que dete, .. ., est alternée. Comme det,, . ., # 0, il en résulte que det V* est de

dimension au moins 1, et donc de dimension exactement 1, et que det., .. ., en est une base.

Si f € det V¥, il existe donc A € K tel que f = Adete,, ., , et si f vérifie f(eq,...,e,) =1,
cela implique A = 1, et donc que f est la forme det,, ., définie ci-dessus (en particulier, il y
a unicité d’une telle forme).

Maintenant, si fi,..., f, est une autre base de V, il existe A € K tel que dety, . s =
Adete, .., puisque dete, . ..
En évaluant les deux membres en (f1,...,fn), on obtient 1 = Adete, . e, (f1,...,fn) (en
particulier dete, .. ., (f1,...,fn) #0), et donc A = detel,...,g:(fl,...,fn)'

Si vy,..., v, est libre, c’est une base et dete, ... ¢, (v1,...,v,) # 0, d’aprés ce qui précéde.
Sivy,...,v, est liée, on peut exprimer 'un des v; comme une combinaison linéaire des autres
et donc dete, .. ¢, (v1,...,v,) =0 (c’est vrai pour n'importe quelle forme alternée).

est une base de l'espace det V* dont dety, . ; est élément.

Ceci termine la démonstration.

o dete, e, (U1, 0n) = D cg, sign(o) [T, iog), sl vi = D7, @i je;.

Cela a été établi au cours de la démonstration du point précédent.

Ezxercice 6.1. — Soit V un espace vectoriel de dimension n, et soit eq,...,e, une base de V. On note
AFV* espace des formes k-linéaires alternées sur V.
(i) Si1<ip <---<ip <n,onnote ef A---Aej laforme k-linéaire définie par

k n
(ef, N Nef )(vr,...vp) = Z sign(o) H Tjiyys SLU; = szviei, pour 1 < j < k.
o€Sy, j=1 i=1

*

Montrer que €7 A--- Aef est alternée.

(ii) Calculer (e, A---Aef )(er,,. .- ep), si 1 <Ly < -+ <€ < n. En déduire que les e}, A---Aef

1 1k
forment une famille libre de A¥V*.
n

(iii) Montrer que A¥V* est un espace de dimension ( k) et que les ef A---Aej en forment une base.
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6.3. Déterminant d’un endomorphisme

On suppose toujours que V est de dimension n.

e Siu € End(V), il existe un unique A € K tel que f(u(vy),...,u(v,)) = Af(ug,..., up),
pour tous f € det V* et vy,...,v, € V. Ce X est le déterminant det u de u, et on a :

o detu = dete, ., (u(er),...,u(e,)) pour toute base ey, ..., e, de V;

o detu = 0 <= u non injectif <= u non surjectif <= u non bijectif;

o detu # 0 <= u injectif <= u surjectif <= u bijectif;

o detuov = detu detw, pour tous u,v € End(V).

L’application (v1,...,vs) — fu(vi,...,vn) = f(u(v1),...,u(v,)) est n-linéaire car f est n-
linéaire et u linéaire. Par ailleurs, elle est alternée car f l’est, et donc f — f, est une application
de det V* dans lui-méme. Soit alors e une base de det V* ; notons det u I’élément de K défini par
e, = (detu)e. Comme f — f, est linéaire de maniére évidente, on a f, = (detu)f, pour tout
f € det V*, et donc f(u(vy),...,u(vy)) = (detw)f(uy,...,u,), pour toute forme n-linéaire

alternée f sur V et tous vy,...,v, € V.

On peut appliquer l'identité précédente & f = dete,, ., €t & v; = e;, oll eq,..., e, est
une base de V. On en déduit la formule detw = dete, . ., (u(e1),...,u(ey)). Il s’ensuit que
detu = 0 si et seulement si u(ey),...,u(e,) est une famille liée, et donc si et seulement si u

n’est pas injectif (cf. n°5.2). On en déduit les deux premiers points (cf. alinéa 5.4.2), le second
étant obtenu en niant les propositions équivalentes du premier.
Enfin, on a

detuov = det (u(v(er)),...,u(v(e,))) = (detwu) det (v(ep),...,v(e,)) = detu detw.

€1;--43€n €1,---3,€n

7. Matrices

7.1. Matrices a coefficients dans un corps

Soit K un corps commutatif. Si n, m sont des entiers > 1, on note M, (K) I'ensemble
des matrices A = (a; j)i<n, j<m & 1 lignes et & m colonnes a coefficients dans K (i.e. a;; € K
pour tous ¢, 7). Pour les calculs, il est souvent commode de représenter A = (a; ;)i<n, j<m
(notée simplement (a; ;), si n et m sont clairs) sous la forme d’un tableau n x m

ail ot aim
A=
Gna 0 G
L’ensemble M,,«,,,(K) des matrices n x m est, de maniére naturelle, un espace vectoriel
avec 'addition et la multiplication par un scalaire définies composante par composante :

(@ig)isn, j<m + (big)i<n, j<m = (@i + bij)icn,j<m €t Maig)icn, jem = (Aij)i<n, j<m-
e dimM,,,,,(K) = nm
(aij) = (b )k<mn, avec by (i—1)4; = @i, est un isomorphisme de M, x, (K) sur K™™.
Si A = (a;;) € M,y (K), on note ‘A = (‘a; ;) € M« (K), ot 'a;; = a;, la matrice
transposée de A (c’est la symétrique de A par rapport a la diagonale).
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2 3
Par exemple, ‘A= |4 5| si A= 2406 .
6 7 3 5 7

On identifie K™ aux matrices n x 1 (i.e. a n lignes et 1 colonne), mais pour économiser le
papier, on écrit un élément de K" sous la forme (1, ..., z,) (i.e. comme le transposé d’une
matrice 1 xn). On note en général X ou Y un élément générique de K™ ; la base canonique
de K" est notée eﬁ”), e (ou simplement ey, ..., e, si la dimension est claire).

Si A = (ai)i<n, jem € Muxm(K), on note ua le morphisme de K™ dans K™ donné par
ua((z1, .y xm)) = (Y1, - - Yn), avec y; = Z;”:l a; ;jxj, ce qui fait que les colonnes de A
sont les uA(egm), pour j € {1,...,m}.

e A — wup est un isomorphisme d’espaces vectoriels de M, x,,(K) sur Hom(K™, K"),
I'isomorphisme réciproque étant celui qui envoie u : K™ — K" sur la matrice Mat(u) dont
la j-iéme colonne est u(e(-m)) € K"

La linéarité de A — wup est un jeu d’écriture. Par ailleurs, si u(e (m)) S ai, je( " et si

(2
_ (m)
T = § =1 Tj€; , alors

x) = Zx]—u(egm)) = sz(Zame( ) Z szaw
=1 : -

7.2. Produit de matrices
Si A= (a;j) € Myuxm(K) et B = (1) € My,x¢(K), leur produit AB € M,,,(K) est
défini par AB = (¢; 1), avec ¢ = Z;nzl a; ibj k-
o uy(X) = AX, si X € K™ = M1 (K).
® UAB = UA O Up,
Par linéarité, il suffit de vérifier que ua o up et uap coincident sur la base canonique de K¢,

ce qui résulte de :

m

UA O UB ek —uA ijke( m) Zb]kuA bjk Za”
1

j=

=>( Zai,jbmeﬁ’”) = uns(e),
j=1

S

1=1
e Le produit de matrices est associatif et distributif par rapport a ’addition :
A(BC) = (AB)C, A(B;+ Bs) = AB; + ABy, et (A; + Ay)B=A;B+ AyB.

Pour pouver que A(BC) = (AB)C, il suffit de prouver que ua(gc) = u(ap)c, mais cela résulte
de ce que UA(BC) = UAOUBC = UAOUBOUC €t U(AB)C = UABOUC = UAOUBOUC. On démontre les
autres formules de la méme maniére en remarquant que ua o(up, +up,) = (uaoup, )+ (uaoug,)
par linéarité de ua, et (ua, + ua,) o up = (ua, o up) + (ua, o ug) par définition.

° t(AB) = BA.
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Posons AB = C = (¢; ). On pose ‘a; = ak j, b ; = bji et ‘e ; = c; i de telle sorte que
A = (Yajr), B = (i) et 'C= (‘cix). Onadonc eip = ey = D50 an jbje = D00, bijlagr,
et on reconnait dans le membre de droite les coefficients de '‘BA ; d’oi1 le résultat.

7.3. Le théoréme fondamental de P’algébre linéaire

e L’accouplement ( , ) : K" x K" — K donné par (X,Y) = XY, ou K" = M,,;(K),
identifie le dual de K™ a K™ (i.e. toute forme linéaire sur K" est la forme Y — XY pour
un unique X € K").

Une forme linéaire sur K" est de la forme Yy1,...,yn) = a1y1 + - - + @nyn, pour un unique
Yay,...,an) € K"; elle est donc aussi de la forme Y + XY, pour un unique X = Yaq,...,a,).

Si A € M, 4, (K), le morphisme transposé ua de uy : K™ — K™ est un morphisme de
K™ dans K™ si on utilise I'identification (K™)* = K™ précédente.
e up = up ; autrement dit la matrice de la transposée est la transposée de la matrice.
Cela résulte de ce que (X, ua(Y)) = (X, AY) = XAY = (*AX)Y = (*AX,Y) = (ua(X),Y).

Le rang d’une famille de vecteurs d’un espace vectoriel V est la dimension du sous-
espace engendré par cette famille; c’est aussi le maximal du cardinal d’une sous-famille
libre. Le rang rg A d’'une matrice A est le rang de ses colonnes; on a donc rg A = rgu,.

e Le rang d’une matrice est égal a celui de sa transposée; autrement dit les dimensions
des espaces engendrés par les colonnes et les lignes d’une matrice sont égales.
Cela résulte de ce que rg A = rgus = rglup = rg'A (cf. alinéa 5.5.2).

e La dimension du sous espace de K™ (resp. K") orthogonal de l'espace engendré par les
lignes (resp. colonnes) de A est m —rg A (resp. n —rg A).
Cela résulte de ce que dim W +dim W+ = d, si W est un sous-espace de K% (cf. alinéa 5.5.2),
et de ce que les dimensions des espaces engendrés par les colonnes et les lignes sont égales arg A.

7.4. Matrice d’une application linéaire

Si V est un espace vectoriel de dimension n, le choix d’une base e = (ey, ..., e,) fournit
un isomorphisme ¢t : V = K", & savoir celui qui envoie un vecteur x € V sur l'élé-
ment de K" formé des coordonnées de x dans la base e; I'isomorphisme réciproque est
Y21,...,2,) > T1€1 + -+ + 2he,. Nous noterons ®? e\z I'élément 1o(x) vu comme une
matrice n x 1. Plus généralement, si v = (vq,...,v,,) est un m-uplet de vecteurs de V, on
note e\v la matrice n x m dont les colonnes sont e\vy, ..., e\v,.

Si w : Vi — Vg est un morphisme, on note u-z au lieu de u(x) I'image de x par wu.
De méme, si v = (v1,...,0,) est un m-uplet de vecteurs de Vi, on note u-v le m-
uplet (u-vy,...,u-v,). Si maintenant, V; est de dimension m et Vy de dimension n, et si

59. Ce n’est pas une notation standard, mais elle a des propriétés assez agréables : une base est une
unité de mesure en dimension supérieure, et pour mesurer un vecteur on fait le rapport de ce vecteur par
I'unité de mesure, mais il faut spécifier de quel coté se fait la division, car on est dans un monde non
commutatif.
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e = (e1,...,6y,) est une base de Vy et f = (f1,..., f,) est une base de Vy, on définit la
matrice de u relativement auz bases e et f comme f\u-e; les colonnes de cette matrice
sont donc u(ey), ..., u(e,,) écrits dans la base fi,..., f,.
e Siz eV, onal® f\yz=(f\ue)e\r).
Soit A la matrice f\u-e. L’identité a vérifier équivaut a ts(u(x)) = ua (te(x)) et, par linéarité,
il suffit de le vérifier pour eq,...,e,. On tombe alors sur un pur exercice de traduction en

revenant aux définition de te, tf et ua. Notons que le résultat se réécrit aussi sous la forme

uA:LfOUOLgl.

e Si e et f sont deux bases de V, la matrice de passage de e a f est la matrice f\e
dont les colonnes sont les vecteurs ®") de e exprimés dans la base f. Si z € V, on a
f\z = (f\e)(e\z). Autrement dit, on obtient les coordonnées de = dans la base f a partir
de celles dans la base e en multipliant par la matrice de passage de e a f.

11 suffit d’appliquer le point précédent a id : V — V, en munissant le V de départ de la
base e et celui d’arrivée de la base f.

e Si Vq,...,V, sont des espaces de dimension finie, si e; est une base de V;, et si
u; : Vi = Vi1 est un morphisme pour 1 < i < k — 1, alors

ek\(uk—l ©:++0 Ul)'el = (ekz\ukz—l'ek—l)'(ek—l\uk—2'ek—2) e (62\U1'91)-

Il suffit de démontrer le résultat pour £ = 3; le cas général s’en déduit par récurrence.
Si V; est de dimension n;, on dispose d’un isomorphisme ¢; = te, : V; = K™. Notons A la
matrice ez\uz-€2, B la matrice ex\u;-e; et C la matrice e3\ (ugouy)-e1. Alors, par construction,
UA = L3 O U2 O Lgl, UB = L3 O U] O Lfl, et uc =130 (uz o ul) o Lfl. Le résultat est donc une
traduction de l'identité us o up = (130ug 0 15') 0 (10w 01]') = 130ug 0uy 017" = ug, qui
est équivalente & AB = C.

e Si e et f sont deux bases de V, alors (f\e)(e\f) = 1. Autrement dit, les matrices de
passage de e a f et de f a e sont inverses 'une de l'autre.
Il suffit d’appliquer le point précédent & Vi, = Vo = V3 =V et uy = u; = id, en munissant
le premier V de la base f, le second de la base e et le troisiéme de la base f.

e Soit u : V — V' un morphisme. Si e et f sont des bases de V et € et f’ sont des bases
de V', alors

f\u-f = (f'\&")(e'\u-e)(e\f).
Autrement dit, si M est la matrice de u dans les bases e et €', M’ celle dans les bases f
et f', P’ la matrice de passage de € a f’, P celle de f & e, on a M’ = P’"MP~ 1.

60. On obtient donc le membre de gauche en « simplifiant » par la base e dans le membre de droite ;
cela constitue une contrainte assez forte sur les expressions permises : pour pouvoir simplifier, il faut que
la base apparaisse au numérateur du terme précédant celui ou elle apparait en dénominateur.

61. Notons qu’en général, on connait les coordonnées de x et des f; dans la bas e, et donc la matrice
que l'on peut écrire sans effort est P = e\f; comme f\e = (e\f)~! d’aprés un des points suivants, la
formule de changement de base prend la forme X’ = P71X, si X = e\z et X' = f\z.
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11 suffit d’appliquer le résultat ci-dessus & Vi = Vo =V, V3 = V, = V', en munissant V;
de f, Vo de e, V3 de €/, V4 de f, et en prenant u; = id, ups = u et ug = id.

e Soit u : V — V un endomorphisme. Si e est une base de V, la matrice de u dans la
base e est la matrice e\u-e. Si e et f sont des bases de V, alors

f\u-f = (f\e)(e\u-e)(e\f).

Autrement dit, si on note M la matrice de u dans la base e, M’ celle dans la base f et P
la matrice de passage de e & f, on a M’ = PMP~1.

La formule correspond au cas particulier du point précédent ou V=V’ et e =¢€/, f = {’;
sa traduction résulte de ce que f\e = P par définition, et donc e\f = P~1.

7.5. Matrices carrées

Si n > 1, on note simplement M, (K) I'espace M,,«,(K). D’aprés ce qui précede, c’est
une K-algebre de dimension n?, unitaire ayant pour unité la matrice 1,, (notée en général
simplement 1, si n est fixé) ayant des 1 sur la diagonale et des 0 ailleurs (I’endomorphisme
uy,, de K™ associé est l'identité) :

1 0 0
=0

o

0 0 1

e Si A € M, (K), alors
« A est inversible » < « A a un inverse a droite » < « A a un inverse a gauche ».
A est inversible (resp. a un inverse a droite, resp. a un inverse a gauche) si et seulement si
c’est le cas pour uy ; les trois conditions sont donc équivalentes puisqu’on est en dimension
finie (cf. alinéa 5.4.2).

Une matrice de la forme X - 1,, avec A € K, est dite scalaire, et souvent notée sim-
plement A\; si A = X est scalaire, alors us est I’homothétie de rapport A, et on a
AB = BA = AB pour tout B € M,,(K).

Une matrice n X n est diagonale si tous les coefficients non diagonaux sont nuls (une
matrice scalaire est diagonale), elle est triangulaire supérieure (resp. inférieure si tous les
coefficients en-dessous (resp. au-dessus) de la diagonale sont nuls (une matrice diagonale

est a la fois triangulaire supérieure et triangulaire inférieure) :
par exemple, les matrices D, A et B sont respectivement diagonale, triangulaire supérieure et triangu-
laire inférieure,

1 0 0 1 2 3 1 00
D={(0 2 0], A=10 2 4], B=([5 2 0
0 0 0 0 0 5 2 0 5

On dit qu’une matrice est triangulaire si elle est triangulaire supérieure ou inférieure.
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e Si A est triangulaire inférieure (resp. supérieure), alors *A est triangulaire supérieure
(resp. inférieure).

e Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale, le produit de deux
matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est une matrice triangulaire supé-
rieure (resp. inférieure), et dans les trois cas, les coefficients diagonaux du produit sont
les produits des coefficients diagonaux.

A est diagonale si et seulement si Ke; est stable par ua, pour tout i € {1,...,n}. Comme
cette condition est stable par composition, on en déduit le premier énoncé. De méme, A est
triangulaire supérieure si et seulement si les sous-espaces V; = Ke; @ --- @ Ke; de K™ sont
stables par ua pour tout ¢ € {1,...,n}. Comme cette condition est stable par composition,
on en déduit le fait que le produit de deux matrices triangulaires supérieures A = (a; ;) et
B = (b;;) est une matrice triangulaire supérieure C = (¢; ;). De plus, us(e;) — bie; € Vi_1,
et donc ua(up(e;)) — biua(e;) € Vi;—1 puisque V,;_y est stable par ua. On en déduit que
uc(e;) — aiibiie; € Vi1, et donc que ¢;; = a;;b; 4, ce que on cherchait & établir. Le cas de
deux matrices triangulaires inférieures s’en déduisant en passant aux transposées, cela permet
de conclure.

e Une matrice triangulaire est nilpotente (resp. unipotente) si et seulement si ses coeffi-
cients diagonaux sont nuls (resp. égaux a 1); de plus A" = 0 si A est nilpotente.

11 suffit de traiter le cas nilpotent puisque A est unipotente si et seulement si A —1 est nilpo-
tente. Maintenant, les coefficients diagonaux de A™ sont les puissances n-iémes des coefficients
diagonaux de A. S’il existe m tel que A™ = 0, cela implique donc que les coefficients diagonaux
de A sont nuls. Réciproquement, si ces coeflicients diagonaux sont nuls, on a ua (V;) C V,_1, si
V; =Ke1 @ ®Ke;. Il en résulte que upr (K™) C V,,_k, et donc que A™ = 0; d’ou le résultat.

A € M,,(K) est dite symétrique (resp. antisymétrique) si ‘A = A (resp. si ‘A = —A).
e Tout A € M,,(K) est, de maniére unique, la somme d’une matrice symétrique et d’une
matrice antisymétrique.

A — *A est une symétrie du K-espace vectoriel M, (K), et les matrices symétriques (resp. an-
tisymétriques) sont I’espace propre de cette symétrie associé a la valeur propre 1 (resp. —1).
Le résultat s’en déduit.

7.6. Déterminant d’une matrice carrée
7.6.1. Trace et déterminant d’une matrice
Si A = (a;;)1<ij<n € M,(K), on note TrA sa trace (c’est la somme Y.  a;; des
coefficients diagonaux).
e Tr(AB) = Tr(BA).

Si A = (ai;) et B = (bjx), alors Tr(AB) = Y0, (X7 aijbji), et Tr(BA) =
2?21 (ZZ:1 bj,kak,j), et lidentité cherchée s’en déduit en remplagant k£ par ¢ dans la
seconde somme.
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Si A = (aij)1<ij<n € Myu(K), on définit son déterminant det A par la formule

n

det A = Z sign (o) H Qi o(s)-

oES, =1

Alors det A est aussi le déterminant des colonnes de A dans la base canonique de K"
(n°6.2); c’est donc aussi le déterminant de I'endomorphisme ua (n°6.3).

o det(AA) = A" det A, si A € M,,(K) et A € K.

C’est une conséquence de la n-linéarité du déterminant de n vecteurs.

e Si V est de dimension finie sur K, et si u € End(V), le déterminant de u est égal au
déterminant de la matrice de u dans n’importe quelle base.
Sieq,...,e, est une base de V, la matrice de u dans la base eq, . .., e, est la matrice dont les

colonnes sont u(eq),...,u(e,) exprimés dans la base ey, ..., e,, et le résultat suit (cf. n°6.3)
de ce que det u = dete,, ., (uler),...,ulen)).

e Si A € M, (K), alors :
«det A #0» <= «up est bijectif » <= « A est inversible ».

On note GL, (K) I’ensemble des matrice n x n vérifiant ces propriétés; c’est le groupe des
¢léments inversibles de 'anneau M, (K).

«det A # 0»< detup # 0 & « up bijectif » < «up a un inverse v » < « A a un inverse
Mat(v) ».

e det AB = (det A) (det B) si A, B € M,,(K) (Cauchy, 1815).

On a upap = up o up et donc det upp = det(up o up) = (detup) (detug) = (det A) (det B),
puisque det(u o v) = (det u)(detv), cf. n°6.3.

e SL,(K) = {A € M,,(K), det A =1} est un sous-groupe de GL, (K).

D’aprés le point précédent, A — det A est un morphisme de groupes de GL,,(K) dans K*,
et SL,, (K) est le noyau de ce morphisme ; c’est donc un sous-groupe de GL,, (K).

Ezercice 7.1. — On note B (resp. D) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. diagonales)
dont les coefficients diagonaux sont non nuls, et U C B l’ensemble des matrices ayant des 1 sur la
diagonale.

(i) Montrer qu'une matrice diagonale A est inversible si et seulement si elle appartient & D. Quel est
I'inverse de A si c’est le cas? En déduire que D est un sous-groupe de GL,, (K).

(ii) Montrer que T € B peut s’écrire de maniére unique sous la forme AN, ot A € D et N € U.

(iii) En déduire que B est un sous-groupe de GL,, (K).

(iv) Montrer que T +— A est un morphisme de groupes de B dans D. Quel est le noyau? En déduire
que U est un sous-groupe de GL, (K).

e On dit que A € K est une valeur propre de A € M,,(K), si ¢’est une valeur propre de uy,
ce qui équivaut & ce que up — A ne soit pas inversible, et donc a det(A — A) = 0.
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7.6.2. Meéthodes de calcul de déterminants
o det A = det*A.
Si o €S, on a sign(o) = sign(c~!). Donc det A = > oes, Sign(o - HZL 1 Go—1(o(i)),0(i)s €t
on obtient det A = 3 o sign(7) [[}L; aran = X, cs, sign(r) [Ti2; @) Ly, OO af ; = aj;
est le coefﬁcient de la i-éme ligne et j-iéme colonne de *A, en faisant le changement de variables

7 =o0"1eti = o(i). On reconnait alors dans le membre de droite la définition de det A, ce
qui permet de conclure.

e Si A est triangulaire, son déterminant est le produit des termes diagonaux.

Si o # id, il existe au moins un i tel que o(i) > i et un 7 tel que o(i) < i, et le terme
T, a; o(;) est nul, si A est triangulaire supérieure ou inférieure. Le seul terme qui contribue
A det A est donc o = id, ce qui permet de conclure.

e det A ne change pas si on rajoute des multiples d’une ligne fixée aux autres ou des
multiples d’'une colonne fixée aux autres; si on fait une permutation des lignes ou des
colonnes, il est multiplié par la signature de la permutation.

L’énoncé concernant les colonnes vient juste de ce que le déterminant est une forme linéaire

alternée sur les colonnes de la matrice; on rameéne le cas des lignes a celui des colonnes en
prenant la transposée.

Par exemple, en échangeant la premiére et la derniére ligne, puis en retranchant 3 fois la premiére
(resp. 2 fois) a la seconde (3 la troisiéme), puis en échangeant la seconde et la derniére colonne, puis en
ajoutant 2 fois la troisiéme ligne a la derniére, on obtient :

01 2 0 13 2 -1 1 3 2 -1
32 -1 5| 32 -1 5|_ 0 -7 -7 8
2 4 3 =2/ |24 3 =2 |0 =2 -1 0
1 3 2 -1 01 2 0 0 1 2 0
1 -1 2 3 1 -1 2 3
0o 8 -7 -7 0o 8 -7 -7

“lo 0o -1 2Tl o -1 -9~ %8 (=1)-(=3) =24
0o 0 2 1 0 0 0 -3

Si AeM,(K),etsil<a,f<n,onnote A,z la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue
en retirant la a-iéme ligne et la $-iéme colonne de A, et ‘Aa 5‘ son déterminant.

e Siae€{l,...,n}, alors det A = Zﬁ (=) +Baa5‘Aalg‘ (développement par rapport
a la a-ieme ligne) et, si f € {1,...,n} det A = > (—=1)*aq 5|Aq 5| (développement
par rapport a la S-iéme colonne).
On raméne ’énoncé concernant le développement par rapport a une colonne a celui par
rapport a une ligne en passant a la transposée.
Posons A(A) = ZB (=) Pay g|Aq g|. On doit vérifier que A(A) = det A pour tout A.
oSiA=1,,ona |Aa’5| = 0si B # « car on a supprimé deux 1 de la matrice, et donc il

ne reste que n — 2 coefficients non nuls et le produit de n — 1 coefficients est toujours nul. Si
B=a,onalA,z=1,_1, et donc |Aa75| = 1. On obtient donc A(1,) =1 =det 1,,.
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Par exemple, en développant par rapport a la premiére ligne, puis en développant les déterminants
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¢ Pour conclure, il suffit donc de prouver que A — A(A) est n-linéaire alternée en les
colonnes de A puisqu’il existe une unique telle forme prenant la valeur 1 sur la base canonique
de K”. La n-linéarité est évidente sur les formules; vérifions que A(A) change de signe quand
on permute deux colonnes consécutives de A. Soit donc k € {1,...,n—1}, et soit A’ la matrice
obtenue en échangeant les deux colonnes d’indice k et k + 1 de A. Alors ‘A;H = —’Aaﬁ’
sauf si 8 = kou 8 = k+1, et ona |AL | = |Aars1]| et [AL 1] = [Aaikl|, ainsi que
@y = Gaki1 €6 @y iy = aar On obtient done A(A') = 374, 4 (=1)* P a, 5|A, 5] +
(—1)a+’8aa’k+1‘Aa7k+1| + (—1)a+’8+1aa’k‘Aa7k| = — ZB(—l)‘X*Baa’g‘Amﬂ = —)\(A).

Ceci permet de conclure.

3 x 3 par rapport a la premiére colonne, et enfin en utilisant la formule ‘ a 2 | = ad — bc, on obtient :

0L 20l s s
=—[2 3 -—2/+2]2 4 -2
2 43 =2 1 2 -1 1 3 -1
1 3 2 -1
3 -2 1 5 -1 5 4 -2 2 5 2 5
__<3‘2 —1‘_2‘2 —1’+‘3 —2’>+2(3‘3 —1'_2’3 —1’_‘4 -2

)

—(3:1—=2-(=9)+1-(-13)) +2(3-2—2- (—=17) +1-(—24)) = -8 + 32 =24.

e Soient cof(A) = ((=1)*"|A, g|)a,s<n la matrice des cofacteurs de A et ‘cof (A) sa trans-
posce. Alors Afcof (A) = (det A) - 1,, = 'cof (A) A; si det A # 0, alors A~ = = ‘cof(A).

En développant det A par rapport a la a-iéme ligne, on obtient det A = 22:1 (1) Pz, 5 ’Aaﬁ ‘ )

Si o # a, alors Zgzl(—l)“+ﬁxa/7g}Aa,5| est le déterminant de la matrice obtenue en rem-
plagant la a-iéme ligne de A par la o/-iéme, et comme la matrice ainsi obtenue a deux lignes
égales, son déterminant est nul. On a donc Zgzl(_l)a+ﬂxa’,B|Aa,ﬂ‘ =0, si & # a. Les iden-
tités ci-dessus sont équivalentes a A'cof(A) = (det A) - 1,,. La formule (det A) - 1,, = 'cof (A) A

se démontre de méme, en considérant les colonnes au lieu des lignes.

e Soient ay,...,a, € K. Le déterminant de Vandermonde VdM (o, ..., a,) est le déter-
minant dont la i-iéme ligne est 1,a;,...,a *; on a VdAM(ay, ..., a,) = Hi<j(aj — ),
et donc VdM(ay, ..., a,) = 0 si et seulement si deux des «; sont égaux.

On soustrait la premiére ligne aux autres, ce qui fait apparaitre des 0 dans la premiére
colonne, puis a; x la i-iéme colonne a la (i+1)-iéme, pour 1 < ¢ < n— 1. On peut alors mettre
en facteur o; — 1 en facteur dans la i-iéme ligne, et le déterminant qui apparait est égal a
VdM(ao, ..., o), et donc VAM(ay, ..., o) = VdM(ag, ..., a,) [[i—s(a; — a1). On conclut

par récurrence.

Ezercice 7.2. — Montrer que det A = 0 si A € M,,(K) est antisymétrique et si n est impair.

Ezercice 7.3. — (déterminant de Cauchy) Soient a; et b;, pour 1 < 4,j < n des éléments d'un corps K,
tels que a; +b; # 0 pour tous %, j. Calculer le déterminant C(aq, ..., an,b1,...,by,) de la matrice des ﬁ
iT0j

(On pourra retirer la premiére ligne aux autres.)



7. MATRICES 83

Ezercice 7.4. — (déterminant circulant) Soient ag,...,a,—1 € C et soit A = (a,(i1j))o<ij<n—1, Ol
r(k) € {0,...,n—1} est le reste de la division de k par n. Montrer 2 que det A est un produit de formes
linéaires en les a;. (On pourra considérer le produit de A par B = (77)o<;i j<n_1, 00t 7 = €27/™))

Exercice 7.5. — (i) Soit a € C* et, si n > 1, soit A,, € M, (C) la matrice avec des a + a1 sur la
diagonale, des 1 juste en-dessous et juste au-dessus de la diagonale, et des 0 partout ailleurs. Montrer

an+1

que det A,, = % sia# +1. Que vaut det A, sia==+£17

(ii) Soit U, la matrice n x n ayant des 0 sur la diagonale, des —1 juste en-dessous et juste au-dessus de

la diagonale, et des 0 partout ailleurs. Montrer que les valeurs propres de cette matrice sont les 2 cos nk—fl,

pour 1 <k < n.

Ezercice 7.6. — Soit A = (a;;) € M, (Z), avec a; ; = pged(i, j). Montrer que det A =[]}, (i), ou ¢
est la fonction indicatrice d’Euler. (On pourra commencer par montrer que >, ,, ¢(d) = n.)

7.6.3. Calcul du rang d’une matrice

Si A € M,um(K), et si r < inf(n,m), un mineur d’ordre r de A est le déterminant
d’une matrice r X r obtenue en ne gardant que r lignes et r colonnes de A (il y a (:) (T)
tels mineurs, un pour chaque choix de r lignes parmi n et de r colonnes parmi m).

e Soient vy, ..., v, des vecteurs de K", et soit A € M,,,.(K) la matrice dont les colonnes
sont vq,...,v,.. Alors vy,...,v, est une famille libre si et seulement si r < n et il existe un
mineur d’ordre r de A qui est non nul.
La condition r < n est obligatoire car une famille libre de K™ a au plus n éléments. Supposons

la donc satisfaite. Si1 C {1,...,n} est de cardinal r, le mineur obtenu en ne gardant que les

lignes de A d’indice dans I est aussi égal, au signe prés, au déterminant de v1,...,v, et des e,

pour j ¢ 1. Le résultat suit donc du th. de la base incompléte dont il résulte que vy, ..., v, est

libre si et seulement si on peut compléter v1,...,v, par des e; pour obtenir une base de K.

e Si A € M, ,n(K), le rang de A est le maximum des ordres des mineurs non nuls de A.

C’est une traduction du point précédent. Comme les mineurs de A et A sont les mémes, on
retrouve le résultat selon lequel le rang d’une matrice est égal & celui de sa transposée.

7.7. Matrices a coeflicients dans un anneau

Si A est un anneau commutatif, on note M,,,,(A) 'ensemble des matrices a n lignes et
m colonnes a coefficients dans A. Alors M,,»,,,(A) est, de maniére naturelle, un A-module
avec ’addition et la multiplication par un scalaire définies composante par composante.

Si A =(a;;) € Myxm(A) et B = (1) € My,x(A), on définit le produit AB de A et B
par AB = (¢; 1) € M,xe(A), avec ¢ = Z;”Zl ai jbjk-

62. Sion utilise Z/nZ au lieu de {0, ...,n—1} pour numéroter les a;, la matrice A devient celle des a;;,
pour i,j € Z/nZ. On peut remplacer Z/nZ par n’importe quel groupe fini G, et regarder le déterminant
de la matrice des agp, pour g, h € G (on obtient un polynome homogéne de degré |G| en |G| variables). La
factorisation de ce déterminant par Frobenius est a I'origine de la théorie des caractéres ; la présentation
moderne de la théorie, via le lemme de Schur (th. 1.2.9), occulte complétement cet aspect.
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On note simplement M,,(A) I'ensemble des matrices carrées n x n a coefficients dans A,
et si A € M, (A), on définit son déterminant det A € A par la formule habituelle
n
det A = Z sign(o) H i o (i)-
oESH i=1
Toutes les formules des n® 7.2, 7.5 et 7.6 sont encore valables dans ce cadre. La raison
en est que l'on peut considérer les coefficients des matrices intervenant dans les formules
comme des variables, et on est alors ramené a prouver que des polyndémes a coefficients
dans Z en ces variables coincident. Pour ce faire, il suffit de prouver que les fonctions
polynomiales complexes qu’ils définissent sont les mémes, ce qui est assuré par le fait que
la formule qui nous intéresse est vraie pour des matrices a coefficients dans C. Les énoncés
dont il s’agit sont les suivants.
® A(BC) = (AB)C, A(Bl + BQ) = AB1 + AB2 et (Al + AQ)B = AlB + AQB
e (AB) = B*A.
e Si A = ) est scalaire, alors AB = BA = AB pour tout B € M,,(A).
e Le produit de deux matrices diagonales (resp. triangulaires supérieures, resp. triangu-
laires inférieures) est une matrice diagonale (resp. triangulaire supérieure, resp. triangu-
laire inférieure).
e det AB = (det A)(det B) et det A = det *A.
e Si A est triangulaire, son déterminant est le produit des termes diagonaux.
e Le déterminant d’une matrice est une forme multilinéaire alternée des colonnes ou des
lignes de la matrice ; il ne change pas si on rajoute des multiples d’une ligne (resp. colonne)
fixée aux autres ou si on rajoute a une ligne (resp. colonne) une combinaison linéaire des
autres.
e Le déterminant d'une matrice peut se calculer en développant par rapport a une ligne
ou une colonne.
o A'cof(A) = (det A)1,, = ‘cof (A) A.
e Le déterminant de Vandermonde VdM(ay, . .., ay,) est égal & [[,_;(a; — ).
Par exemple, si on veut prouver la formule det AB = (det A)(det B) pour des matrices
A = (a;;),B = (b;;) € M,(A), o A est quelconque, on commence par travailler dans 1’an-
neau Ayniv des polynomes & coeflicients dans Z en les variables A; j et B; ; pour 1 < 4,5 <n
(sin =2, 0ona Aumiv =2Z[A11,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22]). Soient Ayniv = (A; )
et Byniv = (Bm-); ce sont des éléments de M, (Ayniv) que 'on voit comme un couple uni-
versel de matrices n x n dans le sens ou tout couple d’éléments de M, (A), pour un an-
neau commutatif A, s’obtient en donnant des valeurs dans A aux A;; et aux B;;. Alors
R = det(AyunivBuniv) — (det Aypiv) (det Bypiy) est un élément de Ayypiy. La fonction polynomiale
qu’il définit sur M,,(C) x M,,(C) est identiquement nulle puisque det AB = (det A)(det B), si
A,B € M,,(C). On a donc R =0, et la fonction polynomiale définie par R sur n’importe quel

anneau A est identiquement nulle, ce qui prouve que det AB — (det A)(det B) = 0, pour tous
A B e M,(A), quel que soit A.

Ezercice 7.7. — On se place dans 'anneau Z[Xy,...,X,].
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(i) Quel est le degré en X, de VAM(Xy,...,X,,) et quel est le coefficient dominant? (On pourra
développer par rapport a la derniére colonne.)

(ii) Calculer VAM(Xj,...,X,); en déduire que VdM(az, ..., an) = [[;_;(ej — a;), si aq,..., o ap-
partiennent & un anneau commutatif A quelconque.

Si A est un anneau, M, (A) est un anneau, et méme une A-algébre unitaire, puisque
la multiplication est associative et distributive par rapport a 'addition (cf. premier point
ci-dessus).

e A € M, (A) est inversible si et seulement si det A € A*; on note GL,,(A) le groupe des
¢léments inversibles de 'anneau M, (A).

Si B est I'inverse de A, alors det B est I'inverse de det A puisque det AB = (det A)(det B).
Réciproquement, si det A est inversible, alors A ’est et son inverse est (det A)~!'cof(A).

e L’ensemble SL,,(A) des A € M,,(A) vérifiant det A = 1 est un sous-groupe de GL,,(A).

C’est le noyau du morphisme de groupes A — det A.

e Si ¢ : Ay = Ay est un morphisme d’anneaux, alors (a; ;) — (¢(a;;)) induit des mor-
phismes d’anneaux ¢ : M, (A1) — M, (As) et de groupes ¢ : GL,(A;) = GL,(Ay) et

La vérification est un peu fastidieuse mais complétement automatique.

Ezercice 7.8. — Montrer que ’ensemble B(A) des matrices triangulaires supérieures de M, (A) dont les
coefficients diagonaux sont inversibles est un sous-groupe de GL,,(A).

Exercice 7.9. — Soit D > 1 un entier.

(i) Montrer que I'ensemble I'(D) des (25) € SLy(Z) telles que D divise a — 1,d — 1,b et ¢, est un
sous-groupe de SLo(Z).

(ii) Montrer que 'ensemble I'g(D) des (25) € SLy(Z) telles que D divise ¢, est un sous-groupe de
SLo(Z).

7.7.1. Polyndome caractéristique et trace
Si A € M,(A), on définit le polynome caractéristique Cary € A[X] de A comme le
déterminant de X — A € M,,(A[X]).
e Si A = (a;;) € M, (A) est triangulaire supérieure, alors Cary = [[/_; (X — a;;).
X — A est triangulaire supérieure ; son déterminant est donc le produit des termes diagonaux

X—ai1,.-, X = apn-

e Une matrice et sa transposée ont le méme polyndme caractéristique.
Ona(X—A)=X-—"A, et donc det(X — *A) = det(X — A).

e Deux matrices semblables ont le méme polynoéme caractéristique : Carpap-1 = Cary si
P e GL,(A).
Si B =P !AP, alors X — B = P~}(X — A)P puisque X est une matrice scalaire, et donc
det(X — B) = (det P~ 1) (det(X — A))(det P) = det(X — A).

e Si A est un corps K, les valeurs propres de A sont les racines de Cary.
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A € K est une valeur propre de A, si et seulement si up — A n’est pas inversible, et donc si
et seulement si det(A — A) = 0.

e Cary = X"—(Tr A)X" 14 ..+ (—1)"det A ; en particulier Cara est unitaire, de degré n.
Le terme constant de Cary est det(—A) = (—1)"det A. Maintenant, si on revient a la
définition du déterminant, on voit que le seul terme comportant des termes en X” et X* ! est
celui correspondant & o = id. Il s’ensuit que Cary — [}, (X — a;;) est de degré < n — 2, et
donc que Cary = X" — (301, a;)X" "' +--- D’ou le résultat.

e Carpp = Carpy si A, B € M,,(K); en particulier, Tr(AB) = Tr(BA).
L’identité Carpp = Cargp a été établie dans la rem. 4.8. La formule Tr(AB) = Tr(BA) s’en
déduit en identifiant les termes de degré n — 1.

e Si V est un K-espace vectoriel de dimension finie, et si v € End(V), le polynéme
caractéristique de la matrice de u dans une base ne dépend pas du choix de la base ; on le
note Car,, : c’est le polyndome caractéristique de u ; les valeurs propres de u sont les racines

de Car,.

Comme les matrices A et B de u dans deux bases différentes sont semblables (B = PAP~!),
I'indépendance du choix de la base résulte de ce que deux matrices semblables ont le méme
polyndme caractéristique ; le reste en découle en choisissant une base quelconque de V.

e Si Car, est scindé sur K, il existe une base de V dans laquelle la matrice de u est
triangulaire supérieure ; les coefficients diagonaux sont alors les racines de Car,, (i.e. les
valeurs propres de u) répétées avec multiplicité.
Le second énoncé est une conséquence de ce que Cara = [[I—, (X — a;;), si A = (a;;) est
triangulaire supérieure.
La démonstration du premier se fait par récurrence sur n = dim V; il n’y a rien & prouver
si n = 1. Supposons donc n > 2. Comme Car,, est scindé, v a au moins une valeur propre \p.
Soit e; un vecteur propre non nul pour Ay, et soit Vi = Kej. Soit W un supplémentaire de Vy
dans V et soit p la projection sur W parallélement & V. Alors la restriction de pou & W est un
endomorphisme de W et I’hypothése de récurrence nous fournit une base es, ..., e, de W dans
laquelle la matrice A; de pow est triangulaire supérieure. Celle de u dans la base eq, es, ..., e,
est alors (’\01 fl ), ot C = (a,...,on) et age; = u(eg) — p o u(ex) est la projection de u(ey)
sur Vi parallélement & W ; elle est donc triangulaire supérieure, ce qui permet de conclure.

Théoréeme 7.10. — (Cayley-Hamilton, 1858) Si A est un anneau commutatif et si
A € M, (A), alors Cara(A) = 0; autrement dit une matrice est annulée par son poly-
noéme caractéristique.

Soit Aypiv lanneau Z[X;;, 1 < 4,5 < n|, et soient Auniy = (Xi;) € My(Auniv) et
Buniv = Cara,,,, (Auniv) € My (Auniv). 1l suffit de prouver que Byn;y = 0 (car Cara(A) est
la valeur de Bypiv en X; ; = a; 5, pour 1 < 4,5 < n,si A = (a;;) € M, (A), out A est un anneau
commutatif quelconque) et, pour ce faire, il suffit de prouver que les fonctions polynomiales
définies par les coefficients de By sont identiquement nulles sur M,,(C). Autrement dit, on
peut supposer A = C.

Comme C est algébriquement clos, il existe (cf. point précédent) une base f1,..., f, de C"
dans laquelle la matrice (¢; ;) de ua est triangulaire supérieure, et alors Cara = [[I—, (X —¢;).
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Si 1 < i< m, soit V; le sous-espace de C" engendré par fi,..., f; (on a donc V,, = C" et
on pose Vg = {0}). Alors (ua — ¢;;)(V;) C Vi_1, puisque (¢; ;) est triangulaire supérieure, et
une petite récurence montre que ([]1, (ua — ¢;;))(C™) C Vi1, si k < n. Pour k = 1, cela
prouve que (Cara(ua))(C™) = {0}, et donc que Cara(ua) = 0 et Cara(A) = 0 car Cara(ua)
est endomorphisme de C™ associé a Cara (A).

Si dimV = n, on a Car,(X) = X" — Tr(u)X"! + -+ + (=1)"det u, ou Tr(u) est, par
définition, la trace de u : c¢’est la somme des termes diagonaux de la matrice de u dans
une base quelconque de V.

e Si uy,up € End(V), alors Tr(ujug) = Tr(uguy).

Le choix d’une base permet de déduire 1’énoncé du résultat correspondant pour les matrices.

7.8. Matrices par blocs

Sin=(ny,...,n,),onpose |n|=n+---+n,.Sin=(ny,...,n.)etm= (my,...,my),
et si A = (aa,8) € Min|x|m|(A), on peut écrire A par blocs sous la forme (A; ;)i<r, j<s, OU
Ai,j = (aa,ﬂ)n1+~~~+ni—1+1<a<n1+~~~+m, mi+-+my_1+1<B<my+-+my S Mnixmj (A)

Par exemple, sin=3=1+2etm=4=1+3:
1 2 3 4

Aip Agp 0 5 2 7
= ’ ’ = (1 = A = = .
O 5 2 7 (A271 A2’2> , avec Al,l ( ), A1’2 (2,3,4), 2,1 (8) s A2,2 <1 9 4>

La décomposition par blocs induit un isomorphisme de Miyjxjm|(A) sur l'espace
Miyxm(A), des matrices par blocs (A;j)icr, j<s, 01 Ajj € My, xm; (A), pour tout A.

Maintenant, si £ = ({1,...,¥¢;), on peut utiliser I'isomorphisme précédent pour définir
le produit

Mnxm<A) X meg(A) = M|n\><|m\(A) X M|m|x|e‘(/\) — M|n|><\e\(A) = Mnxg(/\)

des matrices par blocs.

e Ce produit peut se calculer par blocs : si A = (A;)i<r j<s €t 81 B = (Bj)j<s k<t sont
deux matrices par blocs avec A;j € My, xm,(A) et Bjx € My, %, (A), le produit C = AB
est la matrice par blocs (C;x)i<r, k<t, 0U Cip = ijl A; ;B

Par exemple, si on découpe A € M, (A) suivant ses lignes X7y = (ai1,. .., aim) et
B € M,,x¢(A) suivant ses colonnes Xyp5 = by, ...,bnx), alors AB est la matrice par
blocs (ses blocs sont des matrices 1 x 1) des X\ Xy p = 7", aijbjs-

La formule AB = (XzAXk7B)ign)k<g est immeédiate sur la définition du produit de
deux matrices. On en déduit que (ﬁ,l,)(B’ B = ( Q,’,%’, AA,/,%/,/,) en découpant A’ et A” en
lignes et B’ et B” en colonnes. Maintenant, si A = (a;;) € My xm(A) est découpé sous la
forme A = (A, A”), avec A’ = (a;;) € Muxm,(A), A” = (A j4m:) € Mpxm,(A), et si
B = (bjx) € Myxe(A) est découpé sous la forme B = (}133,,,), avec B = (b ) € My, xe(A),

B"” = (bjtmy k) € Mu,xe(A), Videntité AB = A’'B’ + A”B” est une traduction de la décompo-
sition Z;nzl a; jbjr = Z;n:ll a; b, + Z;’Zl @i j+mDjtm, k- On a donc vérifié le résultat dans
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le cas d’un découpage en deux blocs. Le cas général s’en déduit par récurrence sur la somme
des nombres de colonnes et lignes de blocs : quand on découpe une ligne de blocs ou une
colonne de blocs en deux, on rajoute des produits de blocs 1 x 2 et 2 X 1 que ’on sait traiter.

Sin=m,r=setn =my...,n. =m,, on obtient des matrices carrées par blocs. On
note simplement M, (A) I'espace des matrices carrées n x n par blocs. Le produit de deux
éléments de My, (A) est encore un élément de M, (A).

Une matrice carrée par blocs est dite diagonale (resp. triangulaire supérieure, resp. tri-
angulaire inférieure) si tous les blocs en dehors (resp. en-dessous, resp. au-dessus) de la
diagonale sont nuls; elle est triangulaire si elle est triangulaire inférieure ou supérieure.

e Le produit de deux matrices diagonales (resp. triangulaires supérieures, resp. trian-
gulaires inférieures) par blocs est une matrice diagonale (resp. triangulaire supérieure,
resp. triangulaire inférieure) par blocs.

Sii € {1,...7}, on note V; le sous-espace de KI® engendré par e, ... in, 41+ -+ Cnytootn,-
Alors A est diagonale par blocs si et seulement si V; est stable par ua, pour tout ¢ € {1,..., s}
et A est triangulaire supérieure si et seulement si les sous-espaces Vq & --- & V; de K/l sont
stables par ua pour tout ¢ € {1,...,r}. Comme ces conditions sont stables par composition,
on en tire les deux premiers énoncés. Le cas triangulaire inférieur s’en déduit en passant aux
transposées.

e Le déterminant d'une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants des
blocs diagonaux.

Le cas triangulaire inférieure se raméne au cas triangulaire supérieure en prenant la trans-
posée. Par ailleurs, une récurrence immédiate montre qu’il suffit de traiter le cas d’une matrice
2 x 2 par blocs. Soit donc A = (A; ;) € My, ,,)(A) une matrice triangulaire supérieure. On
note (aa,8)a,8<n,+n, les coefficients de A. L’hypothése selon laquelle A est triangulaire supé-
rieure par blocs se traduit par le fait que an g = 0 si @ < ny et > ny. Il s’ensuit que dans
le déterminant det A =3 g sign(o) [1250™ Go(a), les seuls termes non nuls sont ceux

a=1
correspondant aux o qui stabilisent I; = {1,...,n;} et donc aussi Io = {n1 +1,...,n1 + na}.
Une telle permutation s’écrit alors sous la forme o102, oit 0; est une permutation de I;, que
l’on voit comme une permutation de {1,...,n; +no} laissant fixe I3_;, et cette écriture induit

un isomorphisme de Perm(I;) x Perm(I3) sur le sous-groupe de S, tn, stabilisant I; et Io.
Comme sign(oy02) = sign(oy)sign(oz), on obtient

2 2

2 2
det A = Z Hsign(ai) H H Qa,o;(a) = H (Zsign(ai) H a/a,a'i(a)) = Hdet A,
o =1

01,02 1=1 =1 acl; i=1 a€cl;

ce que l'on voulait.

8. Fragments de théorie des corps (commutatifs)

Tous les corps de ce § sont supposés commutatifs.

e Si F est un corps, et si ¢ : F — A est un morphisme d’anneaux o A # {0}, alors ¢ est
injectif. Un morphisme ¢ d’un corps F dans un anneau A # {0} s’appelle un plongement
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de F dans A. Si F C K sont des corps, et si ¢ est un plongement de F dans K, un
prolongement de ¢ a K est un plongement de K dans A dont la restriction a F est ¢.

e Si K est un corps, et si ¢ : A — K est une injection d’anneaux (A est donc intégre),

alors ¢ se prolonge en une injection de corps de Fr(A) dans K, en posant L(%) = %

e Si F est un corps, il existe un unique morphisme d’anneaux de Z dans F, et on dit que
F est de caractéristique 0 si ce morphisme est injectif, auquel cas F contient Fr(Z) = Q.
Dans le cas contraire, comme l'image de Z dans F est intégre (et que c’est un quotient
de Z et donc de la forme Z/DZ), il existe un nombre premier p tel que cette image soit
le corps F,, a p éléments, auquel cas on dit que F est de caractéristique p. Alors F est un
F,-espace vectoriel et on a, en particulier, pxr = 0, pour tout z € F.

e Si F est de caractéristique p, alors ¢ : F — F, défini par ¢(z) = 2P, est un morphisme
(le morphisme de Frobenius) de corps.
On a ¢(1) = 1, p(ay) = (zy)? = 2Py? = @(x)p(y) et, comme () est divisible par p si
I<i<p—Tlomap(@+y) = (@+y) =P+ X7 (Da'yP~ +y? =P + 37 = o(2) + o(y).
Ceci permet de conclure.

On rappelle que si F est un corps, et si P € F[X] est irréductible, I'idéal engendré par P
est maximal et donc F[X]/P est un corps, ce qui nous fournit un procédé de construction
de corps. Plus généralement, si A est un anneau commutatif, et si I est un idéal distinct
de A, on peut trouver un idéal maximal ) m qui contient I, et alors A/m est un corps.

8.1. Sous-extensions finies

Si F et K sont des corps, avec F C K, on dit que F est un sous-corps de K et que K
est une extension de F. Alors K est un espace vectoriel sur F et sa dimension, en tant
qu’espace vectoriel sur F, est le degré [K : F| de l’extension K/F. On dit que K est une
extension finie de F si [K : F] < +00; dans le cas contraire, on dit que K est une extension
infinie de F.

Si K est un corps, et si Z est un sous-ensemble de K, I'intersection de tous les sous-corps
(resp. sous-anneaux) de K contenant Z est un sous-corps (resp. sous-anneau) de K : c’est
le sous-corps (resp. sous-anneau) de K engendré par Z.

— Si F est un sous-corps de K et si @ € K, on note respectivement F(«) et Fla] les
sous-corps et sous-anneau de K engendrés par F et a.

— Plus généralement, si aq,...,a, € K, on note respectivement F(ay,...,q,) et
Flag, ..., a,] les sous-corps et sous-anneau de K engendrés par F et g, ..., a,.

— Si Fy, Fy sont deux sous-corps de K, on note F; - Fy le sous-corps de K qu’ils en-
gendrent.

e Si K/F est une extension de corps et si M est un sous-F-espace vectoriel de dimension
finie > 1 de K, stable par multiplication, alors M est un sous-corps de K.

63. L’existence d’un tel idéal, pour un anneau quelconque, repose sur ’axiome du choix.
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L’hypothése selon laquelle M est un sous-F-espace vectoriel de K implique que c’est un
sous-groupe additif. Comme il est stable par multiplication par hypothése, il suffit de prouver
1 € M et que tout élément non nul v de M a un inverse dans M. Soit & € M —{0}. L’application
x +— yra de M dans M est F-linéaire ; par ailleurs elle est injective car v est inversible dans K ;
elle est donc surjective puisque M est de dimension finie, et il existe x € M tel que yra = «,
ce qui implique que yx = 1, et donc que 1 € M et que x est 'inverse de . Ceci permet de
conclure.

e Si K est une extension finie de F, et si L est une extension finie de K, alors L est une
extension finie de F et on a [L: F] = [L: K] [K: F].

Supposons que [K : F] =7 et [L : K] = s. Soient a4, ..., a, une base de K sur F et f1,..., 8
une base de L sur K. Les a;3;, pour 1 <@ <retl<j<s,sont des éléments de L ; montrons
qu’ils forment une base de L sur K, ce qui permettra de conclure.

e Soit x € L. Comme les 3; forment une base de L sur K, on peut écrire = sous la forme
T = Zj‘=1 z;B3;, avec x; € K, et comme les a; forment une base de K sur F, on peut écrire
chaque z; sous la forme Y|, z;;q;, avec z; ; € F. On en déduit que z = Zj’:l i B
est combinaison linéaire des «;/3; a coefficients dans F, et que les ;3; forment une famille
génératrice de L sur F.

e Si Zj:l Z::l xmaiﬁj = 0, avec Ti; € F, on a Z;:l (Z::l Ijﬂ'Oéi)ﬂj = 0. Or les ﬂj
forment une famille libre sur K etZLl x;:05 € K; on a donc 22:1 z;;0; = 0 pour tout i, et
comme les o; forment une famille libre sur F et x; ; € F, on en déduit la nullité des z; ;, ce
qui prouve que les o;3; forment une famille libre sur F.

Ceci permet de conclure.

e Soient F un corps et L une extension de F. Si Fy,F5 sont deux extensions finies de F
contenues dans L, il existe une extension finie K de F, contenue dans L, et contenant F;
et Fy. En particulier, F; - Fy est une extension finie de F.

Sil=a,...,a (resp. 1 = f51,...,8s) est une famille génératrice de F; (resp. F3), on peut
prendre pour K le sous-F-espace vectoriel de L engendré par les «;/3;. En effet, K contient Fy
(resp. Fg) car il contient les a; = ;61 (resp. les B; = a1 5;) ; de plus,

— K est de dimension finie < rs sur F.

— K contient a8 si a € Fy et § € Fy (il suffit d’écrire v = 371, ajo et f = 37 b;B;,
ou les a; et b; appartiennent & F, et de développer); il contient donc les («;f0;)(arfe) =
(a0u)(B;Be), ce qui permet de montrer qu’il est stable par multiplication.

On peut donc conclure en utilisant le premier point.

8.2. Algébricité, transcendance

e Les conditions suivantes sont équivalentes (on dit que « est algébrique sur F si elles sont
vérifiées, dans le cas contraire on dit que « est transcendant sur F) :

(a) 'extension F(«)/F est finie,

(b) il existe une extension finie F’ de F contenue dans K et contenant «,

(c) il existe P € F[X], non nul, tel que P(a) = 0.

e (a)=(b) est une évidence (prendre F' = F(«)), et sa réciproque aussi puisque F(a) C F’.
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eSiacF etsi[F':F|=d, alors 1,q,...,a? forment une famille liée dans le F-espace
vectoriel F/ qui est de dimension d. Il existe donc ag,...,aq € F, non tous nuls, tels que
Z?:o a;a’ =0, et on peut prendre P = Z?:o a; X! pour démontrer 'implication (b)=>(c).

e Si P(a) = 0, avec P € F[X] de degré n > 1, on peut écrire o” sous la forme a” =
Gp_10"" Y+ . 4 ag, avec ag,...,an—1 € F. Il en résulte que le sous-F-espace vectoriel M

n—1 est stable par multiplication par «; il 'est donc aussi par

de K engendré par 1,q,...,«
multiplication par o, pour tout s € N, et donc aussi par toute combinaison linéaire 2?_:01 it
Autrement dit, il est stable par multiplication, et comme il est de dimension finie sur F, c’est
un sous-corps de K d’apreés le premier point du n°8.1. On en déduit 'implication (c)=-(b), ce

qui permet de conclure.

e Si «a est algébrique sur F, Pensemble des Q € F[X] tels que Q(a) = 0 est un idéal non
nul de F[X]; son générateur unitaire P (le polynéme minimal de «) est irréductible, et
F(«) est isomorphe a F[X]/P.
Que l'ensemble des Q € F[X] tels que Q(«) = 0 soit un idéal de F[X] est une évidence; il
est non nul car « est supposé algébrique. Si P est le générateur unitaire, et si P = P, P, avec
Py, P2 unitaires, alors Py(a)P2(a) = 0, ce qui implique que P;(a) = 0 ou P2(a)) = 0 puisque
L est un corps. Il s’ensuit que P divise P; ou Ps, et donc lui est égal pour des questions de
degré; le polynéme P est donc irréductible.
Maintenant, F(«) étant un sous-anneau de K contenant F et «, il contient tout polynéme
en a a coefficients dans F; autrement dit, il contient 'image L de F[X] par Papplication
Q — Q(«). Or le noyau de cette application est I'idéal engendré par P; elle induit donc un
isomorphisme du corps F[X]/P sur L, et donc L est un sous-corps de K contenant F et «, et
donc aussi F(a). On en déduit que L = F(a), ce qui permet de conclure.

e Si v est algébrique sur F, et si P est son polyndme minimal, alors [F(«) : F] = degP
(c’est le degré de a sur F).

Soit P = X? + a4 1X4 1+ ... 4+ ag € F[X], irréductible. Compte-tenu du point précédent, il
suffit de prouver que K = F[X]/P est une extension de degré d de F et, pour ce faire, il suffit
de prouver que 1,X, ..., X% ! forment une base de K sur F.

e Ils forment une famille libre, sinon il existerait bg,...,bq_1, non tous nuls, tels que
Zf;ol b; X! = 0, ce qui se traduit par la divisibilité de Ef;ol b; X! par P et est absurde pour
des raisons de degré.

e Pour prouver qu’ils forment une famille génératrice, il suffit de prouver que X™ est une
combinaison linéaire de 1, X, ..., X% pour tout n € N. C’est clair pour n < d—1; pour n > d,
siXn—1 = Z?;()l Cn—1:X onaX" = Z?;Ol Cp—1 X = Zf;ol i X avec ¢, i = Cp1i—1—0i,
ce qui permet, par récurrence, de conclure.

On dit que «, § € K, algébriques sur F, sont conjugués sur F, s’ils ont le méme polyndéme
minimal. Deux éléments conjugués ont en particulier le méme degré. Si a € K a comme
polynéme minimal P sur F, les conjugués de a dans K sont les racines de P appartenant
a K. Si K est algébriquement clos, et si a est de degré d, alors a a d conjugués dans K,
comptés avec multiplicité. On dit que « est séparable si son polynéme minimal n’a pas de
racine double, ce qui est automatique en caractéristique 0, mais pas en caractéristique p.

Si P est iréductible, il est premier & P/, si P/ # 0 (sinon il le diviserait, ce qui est absurde
puisque deg P’ < degP), et donc P n’a pas de racine double si P’ # 0. Cette derniére condition
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est automatique si F est de caractéristique 0, mais pas en caractéristique p comme le montre
lexemple de XP — T sur F,(T).

e Si « est transcendant sur F, alors F(a) est isomorphe au corps F(T) des fractions
rationnelles en une variable.

Le morphisme d’anneaux de F[X] dans K envoyant T sur a a un noyau réduit a 0 puisque

« est transcendant. Il peut donc s’étendre en un morphisme d’anneaux du corps F(T) dans K,
en envoyant % sur %. Comme F(T) est un corps, I'image L de F(T) par ce morphisme est

aussi un corps, et % — ggz)) est un isomorphisme de F(T) sur L.

Maintenant, L contient F et a; il contient donc F(«). Réciproquement, F(a) contient o™,

pour tout n, et donc P(«), pour tout P € F[X], et donc aussi %, pour tout P € F[X] et tout

Q € F[X] — {0} il contient donc L, ce qui prouve que L = F(«) et permet de conclure.

8.3. Extensions algébriques, cloture intégrale

e Si v et 3 sont algébriques sur F, alors a+ 3, a/3 aussi, ainsi que o, si o # 0. L’ensemble
des éléments de K qui sont algébriques sur F (la cloture intégrale de F dans K) est donc
un sous-corps de K.

L’algébricité de a~! résulte de son appartenance a 'extension finie F(a) de F. Maintenant,
si a et B sont algébriques sur F, alors F(«) et F(3) sont des extensions finies de F et, d’aprés
le 3-iéme point du n° 8.1, il existe une extension finie L. de F contenue dans F et contenant
F(a) et F(B). Alors L contient o + 3 et a3, ce qui prouve que « + 3 et a8 sont algébriques
sur F. Ceci permet de conclure. (On pourrait utiliser les fonctions symétriques des racines pour
aboutir au résultat, cf. ex. 4.11.)
On dit que l'extension K/F est algébrique si tout o € K est algébrique sur F; dans le
cas contraire, on dit que l'extension K/F est transcendante.

e Si les extensions L/K et K/F sont algébriques, il en est de méme de l'extension L/F.
Soit v € L. Par hypothése, « est algébrique sur K, et il existe donc P € K[X], de degré > 1,
tel que P(a) = 0. Par ailleurs, K/F étant algébrique, le sous-corps F’ de K engendré par les
coefficients de P et par F est une extension finie de F. On a alors [F'(«) : F/] < degP, ce qui
fait que [F'(«) : F] est fini; il en est donc a fortiori de méme de [F(«) : F] ce qui prouve que
« est algébrique sur F. On en déduit le résultat.

Soit K/F une extension de corps. On dit que P € F[X] se factorise complétement dans K
ou encore que P a toutes ses racines dans K, si on peut Iécrire, dans K[X], comme un
produit de facteurs de degré 1.

On dit que K est algébriquement clos si tout P € K[X] se factorise complétement dans K,
ce qui équivaut a ce que les polynomes irréductibles de K[X] soient de degré 1, ou encore
a ce que tout P € K[X], de degré n > 1, a n racines (comptées avec multiplicité) dans K.
Une récurrence immédiate, portant sur le degré, montre qu’il suffit de vérifier que tout
polynome P € K[X] de degré > 1 a au moins une racine dans K. L’exemple fondamental
de corps algébriquement clos est celui du corps C des nombres complexes (th. fondamental
de l'algeébre, cf. ex. 8.3 pour une démonstration).

e Un corps est algébriquement clos si et seulement si il n’a pas d’extension algébrique.
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Cela résulte de ce que F[X]/P est une extension algébrique de degré degP, si P € F[X] est
irréductible.

On dit que K est une cloture algébrique de F si K est algébriquement clos et si K est
une extension algébrique de F. Par exemple, C est une cloture algébrique de R. On verra
au n°suivant comment, si P € F[X] est fixé, construire une extension algébrique de F
contenant toutes les racines de P et, au n° 8.8, comment construire une cloture algébrique
de F en rajoutant les racines de tous les P € F[X] (ceci demande d’utiliser 'axiome du
choix si on part d’un corps quelconque, mais pas si on part d'un sous-corps de C comme
le montre le point suivant).

e Si K/F est une extension de corps et si K est algébriquement clos, la cléture intégrale F
de F dans K est une cloture algébrique de F. Par exemple, Iensemble Q des nombres
algébriques (i.e. 'ensemble des o € C, algébriques sur Q) est une cloture algébrique de Q.

Il suffit de prouver que F est algébriquement clos. Soit donc P € F[X] irréductible. Si
degP = n > 1, alors P a une racine  dans K, n’appartenant pas a F, et F(a) est une extension
algébrique de F contenue dans K et contenant strictement F. Comme F est algébrique sur F,
il en est de méme de F(a) d’aprés le point précédent, et on aboutit & une contradiction avec
la, définition de F. Ceci permet de conclure.

Exercice 8.1. — (i) Montrer que X3 +X+1 est irréductible dans Q[X] (on pourra commencer par montrer
qu'une racine éventuelle de X3 + X + 1 dans Q appartient a Z).

(ii) Soient a € C vérifiant a® + a + 1 = 0, et K C C une extension finie de Q contenant o.. Montrer
que [L : Q] est divisible par 3.

(iii) Montrer que o n’appartient pas au sous-corps de C engendré par Q et les \/n, pour n € N.

Ezercice 8.2. — (i) Montrer que Q(v/2,1/3) est une extension de degré 4 de Q.

(ii) Soient o, as, as les racines de X3 — 2 dans C. Montrer que [Q(aq, s, a3) : Q] = 6.

(iii) Soit K/F une extension de corps, et soient «, § € K, algébriques sur F, de degrés respectifs r et s.
Montrer que si r et s sont premiers entre eux, alors « est de degré r sur F(3). Le résultat est-il toujours
vrai si (r,s) # 17

8.4. Constructions a la régle et au compas

Les grecs étaient facinés par les constructions & la régle et au compas, et il nous ont légué trois
problémes sur lesquels ils se sont cassé les dents, a savoir :

o la duplication du cube : construire un cube de volume moitié d’un cube donné,

o la trissection de l’angle : couper un angle en 3 angles égaux (il est trés facile de bissecter un angle
avec une régle et un compas),

o la quadrature du cercle : construire un carré dont l'aire est égale & celle d’un disque donné.

Les deux premiers problémes ont été résolus (négativement : la duplication du cube est impossible
et la trissection d’un angle quelconque aussi) par Wantzel (1837), le troisiéme I’a été (négativement : la
quadrature du cercle est impossible) par Lindemann (1882) en prouvant que 7 est un nombre transcendant
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(cf. annexe E pour une démonstration de cette transcendance). Pour expliquer comment on peut arriver
a démontrer un tel résultat (), nous allons avoir besoin de formaliser un peu le probléme.

Si I est un ensemble de cardinal > 2 de points du plan identifié au plan des nombres complexes, on
se permet de tracer toutes les droites joignant deux points de I et tous les cercles de centre un point de
I et de rayon la distance entre deux points de I. On note I’ la réunion de I et des points d’intersection
des droites et cercles ainsi obtenus. On définit alors, par récurrence, une suite croissante d’ensembles de
points du plan en posant 1% = T et I+ = (1?1,
compas & partir de 1 8’1l appartient a 'un des I" (I["] est ’ensemble des points constructibles en moins
de n étapes). On peut toujours faire un changement de repére dans le plan complexe et supposer que I

contient 0 et 1. La duplication du cube demande une construction de /2 a partir de 0 et 1, la trissection
i /3

et on dit que P est constructible a la régle et au

de I'angle demande une construction de e a partir de 0,1 et €', et la quadrature du cercle demande
une construction de /7 & partir de 0 et 1.

Comme on a supposé que I contient 0 et 1, un peu d’astuce permet de montrer que I’ensemble des
nombres constructibles & partir de I est un sous-corps de C | par exemple, en prouvant que z est construc-
tible si et seulement si ses parties réelle et imaginaire le sont, et en utilisant le th. de Thalés pour faire
des multiplications et des divisions de nombres réels (on peut construire la parallele & une droite don-
née passant par un point donnée)|. De plus, une petite analyse des équations donnant 'intersection de
cercles et de droites montre que le corps des nombres constructibles s’obtient par une suite d’extensions
de degré 2 du corps engendré par les parties imaginaires et réelles des éléments de I (un peu plus d’astuce
montre que, réciproquement, tout élément d’un corps obtenu par une suite d’extensions de degré 2 du
corps engendré par les parties imaginaires et réelles des éléments de I est constructible a partir de T).

Pour démontrer 'impossibilité de la duplication du cube, il suffit de prouver que /2 n’appartient a
aucun sous-corps L de C obtenu a partir de Q par une suite d’extensions de degré 2, ce qui suit de ce
que /2 est de degré 3 sur Q, alors que le degré d’un tel L est de la forme 2" qui n’est pas divisible par 3.

De méme, on peut par exemple montrer que les angles aigus du triangle rectangle de cotés 3,4,5 ne

sont pas trissectables. En effet, si 8 = 3£% ona 8 = 2t et 244 et 2—i engendrent des idéaux premiers

2—1)
distincts de Z[i], et donc vo44(8) = 1, ce qui prouve que 8 n’est pas un cube dans Q(i) = Q(5), et donc
que le polynéme X3 — 3 est irréductible dans Q(7)[X]. Il en résulte que les racines cubiques de 3 sont de

degré 3 sur Q(i) et ne sont donc pas constructibles a partir de 8 (dont les parties réelle et imaginaire

( —4;—31‘)3 _ 111-{5441 7

sont rationnelles). Il existe toutefois des angles trissectables : par exemple, comme
les angles du triangle rectangle de cotés 117,44, 125 sont trissectables.

8.5. Degré de transcendance

Soit K/F une extension de corps. On dit que x1,...,x, € K sont algébriquement in-
dépendants sur F s'il n’existe pas de P € F[X,...,X,] non nul, tel P(zy,...,2,) =0 (si
n = 1, on retombe sur la définition d’un élément transcendant) ; cela se traduit aussi par

I'injectivité du morphisme d’anneaux P — P(xy,...,z,) de F[Xy,...,X,] dans K ou par
la transcendance de x; sur F(xq,...,Z;,...,z,) pour tout i. Si c’est le cas, le sous-corps
de K engendré par F et xq,...,z, est isomorphe au corps F(Xy,...,X,) des fractions

rationnelles en n variables.

64. Il y a beaucoup de mathématiciens amateurs qui ont du mal & concevoir ce qu’un tel énoncé signifie
exactement, et qui croient que cette absence de solution n’est qu’un constat d’échec d’une méthode
particuliére et qu'il existe une autre méthode (la leur) permettant de résoudre le probléme positivement.
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On dit que x1,...,x, est une base de transcendance de K sur F si les x; sont algébri-
quement indépendants et si K est une extension algébrique de F(xy,...,z,); on dit que
K est de degré de transcendance fini sur F s’il posséde une base de transcendance finie
sur F'; dans le cas contraire on dit que K est de degré de transcendance infini sur F. Si
K est de degré de transcendance fini sur F, on définit le degré de transcendance de K/F
comme le minimum des cardinaux des bases de transcendances. Une extension de degré
de transcendance 0 est donc une extension algébrique.

e Si K/F est de degré de transcendance n, toutes les bases de transcendance de K/F sont
de cardinal n, et 1, ..., x, forment une base de transcendance si et seulement si ils sont
algébriquement indépendants sur F.

La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 0, ’énoncé se réduit au fait qu’une
extension algébrique ne contient pas d’élément transcendant. Sin > 1, et si x1,...,2, et
Y1,--.,Ym sont des bases de transcendance de K sur F, il existe j tel que y; soit transcendant
sur /' = F(z1,...,2,-1), sinon K serait une extension algébrique de F’ ce qui contredit
I'hypothése que x4, ..., x, sont algébriquement indépendants. Quitte a réordonner les y;, on
peut supposer que j = m, et alors y,, est transcendant sur F’ et algébrique sur F'(x,). Le
polynéme minimal de y,, sur F/(z,,) est donc de la forme y& + fy_1yd~t+--- + fo, ot les f;
n’appartiennent pas tous & F/. En multipliant par le ppcm des dénominateurs, on obtient une
équation du type P(z,,ym) =0 ou P € F/[X,Y] est de degré > 1 en X, ce qui montre que z,
est algébrique sur F'(y;,), et donc que z1,...,Z,_1,Ym est une base de transcendance de K
sur F. Mais alors z1,...,Zn—1 €t Y1, .., Ym—1 sont des bases de transcendance de K sur F(y,,),
et 'hypothése de récurrence permet d’en déduire que n — 1 = m — 1, et donc que n = m, ce
qui démontre le premier énoncé.

Sixy,...,x, sont algébriquement indépendants sur F, et si 1, ..., y, est une base de trans-
cendance de K sur F, on peut compléter z1,...,z, par des y; de maniére & obtenir une base
de transcendance (il suffit de prendre une partie I maximale de {1,...,n} telle que les z; et
les y; pour i € I soient algébriquement indépendants : la maximalité de I assure que les autres
sont algébriques sur Pextension F’ engendrée par les z; et les y; pour ¢ € I, et donc que K
est algébrique sur F’). La base ainsi obtenue étant de cardinal n d’aprés ce qui précéde et
contenant les x;, cela prouve que x1,..., %, est une base de transcendance de K sur F. Ceci
permet de conclure.

8.6. Constructions d’extensions algébriques

e Si P € F[X] est irréductible, alors K = F[X]/P est une extension finie de F, dans laquelle
P a une racine.

On a déja vérifié, au n° précédent, que K est une extension finie de F (de degré degP). Par
ailleurs, P(X) = 0 dans K (par construction), et donc X est une racine de P dans K.

e K = F[X]/P est «la plus petite » extension de F ayant cette propriété (on I'appelle
le corps de rupture de P) : si ¢ est un plongement de F dans un corps L, I’ensemble des
prolongements de ¢ & K = F[X]/P est en bijection avec celui des racines de ®® P* dans

65. SiQ =Y. ,a,X" € F[X], on note Q" I'élément y . t(a,)X™ de L[X]; il est immédiat que Q — Q"
est un morphisme d’anneaux de F[X] dans L[X].
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L; en particulier, il existe un tel prolongement si L contient une racine de P* et il y a au
plus [K : F] tels prolongements.

Si « € L, il existe un unique morphisme d’anneaux de F[X] dans L coincidant avec ¢ sur F
et envoyant X sur « (& savoir celui envoyant Q(X) sur Q*(«)). Ce morphisme se factorise a
travers F[X]/P = K (et donc fournit un prolongement de ¢ a K), si et seulement si P*(a) = 0,
ce qui nous fournit la bijection annoncée entre les prolongements de ¢ & K et les racines de P*
dans L.

e Soient K/F une extension finie et ¢ un plongement de F dans un corps L. Si L est

(66)

algébriquement clos, il existe un prolongement de ¢ a K, et si L est quelconque, il y a

au plus [K : F] tels prolongements.

Soient ay,...,a, tels que K = F(ay,...,a,) (on peut par exemple prendre une base de
lespace vectoriel K sur F). On fait une récurrence sur n, le cas n = 0, qui correspond 4 K = F,
étant évident. Soient F/ = F(aq,...,a,-1) et P € F/[X] le polynéme minimal de «,,. D’aprés
le point précédent, I’ensemble des prolongements de ¢ & K est en bijection avec la réunion,
pour ¢/ prolongement de ¢ & F’, de ’ensemble des racines de /(P) dans L.

e Si L est algébriquement clos, cet ensemble est non vide pour chaque ¢/ et il y a donc au
moins un prolongement de ¢+ & K pour chaque prolongement de ¢ & F’, ce qui prouve qu’il y a
au moins un prolongement de ¢ a K.

e Si L est quelconque, pour chaque choix de ¢/, il y a au plus [K : F’] racines de +(P) dans
L, et comme il y a au plus [F' : F] choix de ' d’aprés ’hypothése de récurrence, on en déduit
quil y a au plus [K : F/][F' : F] = [K : F] prolongements de ¢ & K. Ceci permet de conclure.

e Si Py,..., P, € F[X] sont unitaires, il existe une extension finie K de F dans laquelle les
P; se factorisent complétement ; autrement dit, il existe une extension finie de F' conte-
nant toutes les racines des P; (une telle extension est un corps de décomposition pour
Py, ..., P, si elle est engendrée par les racines des P;; si L est un corps algébriquement
clos contenant F, le sous-corps de L engendré par F et les racines des P; est un corps de
décomposition pour Py, ..., P,).
On déduit le cas n quelconque du cas n = 1 en considérant le polynéme P = Py ---P,,.

On construit K en rajoutant les racines de P une a une; ’extension ainsi obtenue est donc

un corps de décomposition de P puisqu’elle est engendrée par les racines de P. Si tous les

facteurs irréductibles de P sont de degré 1, il n’y a rien a faire. Sinon, on choisit un facteur

irréductible Q; de P de degré > 2, et on pose K; = F[X]/Q1, de telle sorte que Q; (et donc

aussi P) acquiert un facteur irréductible de degré 1 dans K;. On factorise P dans Kj, et on

recommence : si tous les facteurs irréductibles de P sont de degré 1, il n’y a rien a faire, sinon,

on choisit un facteur irréductible Qy de P de degré > 2, et on pose Ky = K;[X]/Qz2. Comme

le nombre de facteurs irréductibles de degré 1 augmente strictement a chaque étape, au bout

d’au plus d — 1 étapes (67, on obtient un corps dans lequel tous les facteurs irréductibles de P

sont de degré 1, ce que ’on voulait.

66. Ce résultat est aussi valable pour une extension infinie, voir plus loin. Il permet, si on dispose
d’un corps algébriquement clos L contenant F, de supposer que toutes les extensions algébriques de F
considérées sont des sous-corps de L.

67. Remarquons que le procédé peut converger en beaucoup moins de d — 1 étapes.
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e Si K/F est un corps de décomposition de Py, ..., P,, si ¢ est un plongement de F dans un
corps L dans lequel les ¢(P;) se factorisent complétement, alors il existe un prolongement
de ¢+ & K.

Soit P = Py ---P,,. Par hypothése, on peut factoriser P sous la forme P = Hle(X — )
dans K, et on a K = F(ay,...,aq). Prouvons, par récurrence sur i, que l’on peut prolonger ¢
aF; =F(ay,...,q;). Il n’y arien a faire si ¢ = 0, et si ¢ > 0, notons Q; € F;[X] le polynome
minimal de ;41 sur F;. Alors Q; divise P, et donc ¢;(Q;) divise ¢(P), si ¢; est un prolongement
de ¢ & F;. comme ¢(P) est complétement factorisable dans L par hypothése, ¢;(Q;) a toutes ses
racines dans L, et tout choix de racine nous fournit un prolongement de ¢ & F; 1. Ceci permet
de conclure.

e Deux corps de décomposition sont isomorphes (68).

Soient K;,Ks deux corps de décomposition de Py, ...,P,. Le point précédent fournit des
plongements de K; dans Ky et de Ky dans Ky, et [K; : F] < [Kz : F] et [Ko : F] < [K; : F]. On
en déduit que [K; : F] = [Ks : F]; les plongements précédents sont donc des isomorphismes,
ce qui permet de conclure.

Ezercice 8.8. — Soit P € R[X], unitaire, de degré n > 1, et soit L une extension finie de R, contenant C,
dans laquelle P se factorise complétement sous la forme P =[], (X — «;). Si t € R, on note Q; € L[X]
le polynome [[, (X — a; — aj — tayay).

(i) Montrer que Q; € R[X].

(ii) Comparer vy(deg Q¢) et va(degP), si va(degP) > 1 (ou vy désigne la valuation 2-adique); en
déduire, par récurrence sur r = va(deg P), que P a une racine dans C. (On pourra commencer par vérifier
qu’un polynome de degré 2 de C[X] a deux racines dans C.)

(iii) Montrer que C est algébriquement clos.

8.7. Corps finis

Si F est un corps fini, alors F ne peut pas étre de caractéristique 0, il est donc de
caractéristique p pour un certain p, et F est une extension finie de F,. Dans tout ce qui
suit, on note ¢ le morphisme de Frobenius x — x” sur tout corps de caractéristique p. Si
i € N, on note ¢’ le composé i fois de ¢ ; c’est le morphisme de corps x .

e Si K est de caractéristique p, et si i € N, alors {x € K, ¢'(z) = x} est un sous-corps
de K qui est égal a F,, si i = 1.

e Si P(X) = X? — 1 € Q[X], avec p premier, alors P = (X — 1)(XP~! 4 ... + 1), et si on rajoute une
racine du polynome XP~! +...+1 a Q (i.e. une racine primitive p-iéme ¢ de I'unité), alors P se factorise
complétement sous la forme P = (X — 1) [T?— (X — ¢%). 1l ne faut donc qu'une étape dans ce cas.

e S5i P(X) = X? —2 € Q[X], et si on rajoute une racine o de P a Q, alors P se factorise sous la forme
P=(X-a)XP1+aXP~2+...+aP1). Si on rajoute une seconde racine 3 de P, alors ¢ = g est une
racine primitive p-iéme de I'unité, et P se factorise dans Q(«, 8)[X] sous la forme (X — «) Hf;ll (X —ach).
Il ne faut donc que deux étapes dans ce cas.

e Par contre, si on part de P € Q[X] choisi au hasard, alors il faut en général d — 1 étapes pour
obtenir toutes les racines de P (th. d’irréductibilité de Hilbert, 1892).

68. La structure d’un corps de décomposition fait I’objet de la théorie de Galois.
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Comme ¢’ est un morphisme de corps, I’ensemble de ses points fixes est stable par addition,
multiplication, et passage a l'inverse; c’est donc un sous-corps de K.

Maintenant, ¢(x) = aP, et donc I’équation ¢(x) = x a au plus p solutions dans K ; comme
I’ensemble des solutions contient F,, d’aprés le petit th. de Fermat, le sous-corps de K fixé par
p est exactement F,,.

e Le cardinal de F est une puissance de p : si [F : F,] = n, alors |F| = p™.

Si [F : Fy] = n, le choix d'une base de F sur F), fournit une bijection de F}; sur F'; on a
donc |F| = [Fy| = p".

e Soit P € F,[X], irréductible, unitaire de degré d, et soit K une extension de F, dans
laquelle P a une racine a. Alors p%(a) = a et P = [['2) (X — ¢i(a)) dans K[X] ; autrement
dit, les conjugués de a sont les o', pour 0 <i < d — 1.

Ecrivons P sous la forme X% + aq_ X% ! + --- 4 ay, et appliquons ¢ a l'identité P(a) = 0.
Comme a; € F;,, on a ¢(a;) = a;, pour tout i, et comme ¢ est un morphisme de corps, on
obtient P(p(a)) = 0. Il en résulte que () est une racine de P; il en est donc de méme, par
récurrence, de ¢*(a), pour tout i € N.

Comme P est de degré fini, Papplication i — (’(c) n’est pas injective et il existe i < j tels
que ¢'(a) — ¢/ (a) = 0. Comme ¢*(a) — p?(a) = p'(a — /"¢ (a)), on en déduit qu’il existe
k> 1 tel que ¢*(a) = a, et les ¢?(a), pour 0 < i < k — 1, soient distincts deux & deux. Alors
Q=TT 0 (X = (@) = XF 4 b, XF~1 4. 4 by divise P.

Pour conclure, il suffit donc de prouver que P divise Q, et comme P est le polynéme mi-
nimal de « sur F,, puisqu'il est irréductible, et que Q(a) = 0, il suffit de vérifier que Q est a
coefficients dans F,. Or by—; = +5;(a, p(a),...,¢* 1 (a)), et o(Si(a, p(a),..., " Ha))) =
Yi(pla),...,o"(a)) est égal & X;(a, o(a), ..., " 1(a)) puisque p*(a) = a et que 3; est inva-
riant par permutation des variables. On en déduit 'appartenance de X;(c, p(a), ..., "1 (a))

a F,, et donc aussi celle de by_;, ce qui permet de conclure.

e Soit K un corps de caractéristique p. Si F est un sous-corps fini de K, de cardinal g,
alors F = {a € K, o = a}.
Posons ¢ = p" de telle sorte que [F : Fp] = n. Soit a € F. Alors d = [Fp(a) : F,] divise n, et
comme o = o d’aprés le point précédent, on a? = . Autrement dit F C {a € K, a? = a}.
Cette inclusion est une égalité car |F| = ¢, alors que |[{a € K, a? = a}| < ¢, un polyndéme
de degré g ayant au plus ¢ racines dans K.

Ezercice 8.4. — Soient F de cardinal ¢, P € F[X], irréductible, unitaire de degré d, et K une extension
de F dans laquelle P a une racine o. Montrer que od4” = o et P = H?:_Ol (X — ") dans K[X].

e Si g = p", il existe, a isomorphisme prés, un unique corps F, de cardinal g. De plus, les
automorphismes de F, sont id, ¢, ... ¢" 1, et F,i C Fyn si et seulement si d | n.

D’aprés le point précédent, un corps de cardinal ¢ est un corps de décomposition pour
Maintenant, id, ¢, ... " ! sont des plongements de F, dans F, laissant fixe F,, et comme
il y a au plus [F, : F,] = n tels plongements, il suffit de vérifier qu’ils sont tous distincts pour
prouver que ce sont tous les automorphismes de F,. Si ¢' = 7 avec j > i, on a ¢/ =" =id, ce
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qui se traduit par P = x, pour tout x € F, et est impossible si j —i < n car le polynéme
XP'™" — X a au plus p/ ¢ racines ; d’ou le résultat.
Enfin, si Fj,o C Fyn, alors d = [F,

les points fixes de ¢? (a savoir F,q) sont aussi des points fixes de ™, et donc Fpa C Fyn.

« : F,] divise n = [Fyn : Fp]. Réciproquement, si d | n,

e Si on choisit un plongement de F,u dans F 1), pour tout n, alors Fp = UpenF,n est
une cloture algébrique 9 de F,.

Soit P € F,[X]. Il existe n € N tel que P € F,.[X]. Maintenant, il existe une extension
finie K de Fpn: dans laquelle P se factorise complétement ; K est alors un corps fini, et donc
de la forme Fym, et il est inclus dans Fpm: et donc aussi dans F,,. Il s’ensuit que P se facto-
rise complétement dans Fp,, ce qui prouve que F, est algébriquement clos. Comme c’est une
extension algébrique de F, puisque les Fjn le sont, c’est une cloture algébrique de F.

8.8. La cloture algébrique d’un corps

e Si L est une extension algébrique de K dans laquelle tout P € K[X] a une racine, alors
L est une cloture algébrique de K.

Il suffit de prouver que L est algébriquement clos. Soient donc P € L[X] irréductible,
L’ = K[X]/P et a € L' I'image de X. Alors « est algébrique sur K puisque L est algébrique
sur K ; on note Q son polyndme minimal, et on choisit une extension finie L” de L dans laquelle
Q est scindé et donc se factorise sous la forme Q(X) = H?Zl(X — «;), avec a1 = Q.

e Si K est fini, ’hypothése implique que I'un des «; appartient a L, et on montre directement
(cf. n°8.7) que les autres a; sont des puissances de o, et donc en particulier que o € L, ce
qui permet de conclure dans ce cas.

e Soit K infini. Si t1,...,tq € K, le polynome R¢(X) =[], g, (Xf (trog(ry + - ~+tdag(d)))
est symétrique en a4, . . ., g (on s’est débrouillé pour) ; ses coefficients sont donc des polynémes
en les t; et les coefficients de Q, et R¢(X) € K[X]. Il découle de I’hypothése qu’il existe o € Sy
tel que t1ag(1) + - + taas(ay € L, ce qui équivaut a t oy + -+t gaqg € L, ot 7 = oL

Soit W = {(t1,...,ta) € K", t1a1 + - -tqaq € L}. Alors W est un sous-espace vectoriel
de K™, et on a K" = U s, ur (W) d’aprés ce qui précéde, ot u, : K™ — K" est 'endomorphisme
défini par la formule u, (t1,...,tq) = (t-1), ..., tr(a)). Comme K est infini, il résulte de I'ex. 8.5
que l'un des u.(W) est égal a K", et donc que W = K™. On en déduit I'appartenance de «

a L, ce qui permet de conclure.

e Tout corps K posséde une cléture algébrique (Steinitz, 1910).

Partons de 'anneau K[Xp, degP > 1] des polynémes en une infinité de variables (une pour
chaque P € K[X], non constant). L’idéal engendré par les P(Xp), pour P € K[X] non constant,
ne contient pas 1 (en effet, s’il contenait 1, on aurait une relation 1 = >~ QpP(Xp), ou les Qp
sont presque tous nuls; cette relation ne fait intervenir qu’un ensemble fini de Xp, et donc
un ensemble fini Z de polynémes P, et on peut construire une extension finie L de K dans
laquelle tout P € Z a une racine ap ; si on évalue 'identité 1 = >~ QpP(Xp) en Xp = ap, pour
P € Z, on obtient 1 = 0, d’ott une contradiction qui montre que cet idéal ne contient pas 1);

69. On a Fyn C Fym si n divise m. Or n divise 0 pour tout n, ce qui permet, avec un peu d’audace,
d’espérer une “inclusion” Fy» C Fpo, pour tout n, et donc une “inclusion” de F;, dans F;. Il s’ensuit que
le corps F; “a4 un élément” doit étre un objet assez énorme, s’il existe, puisqu’il doit “contenir” F,, pour
tout p (remarque due a Zagier).
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on peut donc trouver un idéal maximal I qui le contient. Le quotient L de K[Xp, degP > 1]
par I est alors un corps, algébrique sur K puisque engendré par les images des Xp qui sont
algébriques (") sur K puisque, par construction, P(Xp) = 0 dans L, et tout P € K[X] non
constant a une racine dans L, a savoir Xp. Il résulte du point précédent que L est une cloture
algébrique de K.

Ezercice 8.5. — Soient F un corps infini et V un sous-espace vectoriel sur F. Soient Wy,... , W,, des
sous-espaces vectoriels de V tels que W = W1 U---UW,, soit un sous-espace vectoriel de V. Montrer qu’il
existe i € {1,...,n} tel que W; C W;, pour tout j € {1,...,n}.

e Soit K/F une extension algébrique. Si L est algébriquement clos, et si ¢ est un plongement
de F dans K, alors ¢ a un prolongement a K.

On peut écrire K comme le quotient de 'anneau F[X,, o € K] par I'idéal I des relations
polynomiales entre les o (i.e. I est 'ensemble des P((X,)aeck) s’annulant si on pose X, = a,
pour tout ).

L’idéal I’ de L[X,, « € K], engendré par 'image de I par ¢ (on applique ¢ aux coefficients des
polynomes) ne contient pas 1 :si 1 =3 Qqat(Py), ot la somme est finie, Qo € L[X,, a € K]
et P, € I, on choisit une base de L sur +(F) contenant 1 (cela demande ’axiome du choix), et
on écrit les coeflicients des Q,, dans cette base ; en ne gardant que la composante de 1’élément 1
de la base, cela nous fournit une relation 1 = )" Rqat(Py), ot les coefficients des R, sont tous
dans (F) ; on en déduit une relation 1 = Y~ ¢ 7} (R4 )P, dans F[X,, a € K], ce qui est absurde
car I ne contient pas 1.

On peut inclure I’ dans un idéal maximal m, et L[X,,, o € K]/m est une extension algébrique
de L (elle est engendrée par les X, et on a 1(Py)(Xa) = 0, si P, € F[X] est le polyndome minimal
de a); il s’ensuit que l'injection de L dans L[X,, « € K]/m est un isomorphisme puisque L
est algébriquement clos. Le plongement ¢ : K — L cherché s’obtient alors en composant
lapplication naturelle K = F[X,,, a € K]/I — L[X,, a € K]/T" avec celle de L[X,, a € K]/T
dans L[X,, a € K]/m puis avec 'inverse de l'isomorphisme L[X,, « € K]/m = L induit par
I'injection de L dans L[X,, a € K]/m.

e Si K et K’ sont deux clotures algébriques de F, il existe un isomorphisme de corps de

K sur K’ induisant I'identité sur F; autrement dit, une cléture algébrique d’un corps est

unique & isomorphisme prés (M9,

Le point précédent fournit une injection ¢ de K dans K’; notons L I'image de K par ¢ de
telle sorte que L est une cloture algébrique de F contenue dans K’. Soit a € K’. Comme « est
algébrique sur F, il 'est a fortiori sur L, et donc a € L puisque L est algébriquement clos. On
en déduit que L = K’ et donc que ¢ est surjective ce qui permet de conclure.

e Si F est une cloture algébrique de F, et si a, 3 € F sont conjugués sur F, il existe un
isomorphisme de F fixant F et envoyant o sur 3.

70. Quotienter K[Xp, degP > 1] par I'idéal engendré par les P(Xp) revient a rajouter une racine de
chaque polynéme non constant. I.’anneau ainsi obtenu n’est pas un corps car les racines ainsi rajoutées
n’ont aucune cohérence, et c’est le passage au quotient par un idéal maximal qui restaure cette cohérence.

71. 1l est toutefois dangereux de parler de « la » cloture algébrique de F.
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Soit P € F[X] le polynéme minimal de « ; ¢’est aussi celui de § puisque « et 8 sont conjugués.
Les deux extensions F(«) et F(8) de F étant isomorphe a F[X]/P, on dispose d’un isomorphisme
¢ de F(a) sur F(B) induisant l'identité sur F et envoyant a sur 3. Comme F est algébrique
sur F(a) et est algébriquement clos, on peut prolonger ¢ en un plongement de F dans F, et
la démonstration du point précédent montre que ce plongement est un isomorphisme, ce qui
permet de conclure.

9. Systémes d’équations

Beaucoup de questions se raménent a chercher les solutions simultanées de plusieurs
équations en plusieurs variables. Dans ce §, on explique comment 'algébre linéaire dé-
veloppée dans les § précédents permet de résoudre ce genre de probléme dans le cas de
systémes d’équations linéaires ou polynomiales.

9.1. Systémes linéaires

9.1.1. Théorie générale

Un systéme de n équations linéaires & m inconnues Z;n:l a;;r; = 0 pour 1 <2< n
peut s’encoder sous la forme AX = 0 avec A = (a;;) € Myxm(K) et X =Y(21,...,2,) €
M,,.»1(K) = K™; autrement dit, on est en train de calculer le noyau de uy : K™ — K"
On définit le rang du systéme comme le rang de la matrice A.

e Si A € M,,,n(K) est de rang r, 'ensemble des solutions du systéme A X = 0 est un
sous-espace vectoriel de dimension m — r de K™.
On a dim(Keruy ) + dim(Imua) = m. Comme dim(Imup) = rgua = rg A = r, on obtient
dim(Kerua) = m — r, ce qui permet de conclure.
Il arrive souvent que les équations qui nous intéressent comportent un second membre

(i.e. soient de la forme » 7" | a; j7; = y;) auquel cas on est ramené & une équation du type
AX =Y avec Y =" y1,...,Yn)

e Si A€M, n(K) est de rang r, alors :

o le systéme A X =Y n’a pas de solution si Y n’est pas dans 'image de u, ;

o si Y est dans I'image de up et si Xog € K™ vérifie up(Xg) = Y et donc AXy =Y,
I'ensemble des solutions du systéme A X =Y est Xo+Kerupy = {Xo+X, AX =0} ; autre-
ment dit, on obtient les solutions de A X =Y en rajoutant & une solution particuliére X
une solution de ’équation sans second membre A X = 0.

Le premier cas est la définition de Imua puisque ua (X) = A X. Dans le second, il suffit de
remarquer que A (X —Xp) =0si AX=AXy =Y.

e Un cas particulier intéressant est celui ot n = m (autant d’inconnues que d’équations)
et le rang du systéme est n (ce qui équivaut & det A # 0 ou a ce que I'équation AX =0 a
0 comme unique solution) ; un tel systéme est dit de Cramer. Si Y = y1,...,y,) € K",

I'équation AX = Y a une unique solution X = Y(xy,...,x,) € K", et on a 2 = d;;i’“,
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ol Ay est la matrice obtenue en remplagant la k-iéme colonne de A par Y (formules de
Cramer, 1750).

Si le rang du systéme est n, cela signifie que celui de up est n, et que up est surjective et
donc bijective. Autrement dit I’équation ua(X) = Y, équivalente & AX = Y, a une et une
seule solution dans K™. Cette solution est X = A~'Y, et on pourrait déduire les formules de
Cramer de la formule A™! = ==

Notons Xi,...,X,, les colonnes de A. Le systéme AX = 0 peut encore s’écrire sous la
forme Z?zl z;X; =Y, et comme det A = det(Xy,...,X,) # 0, les formules de Cramer sont
équivalentes a lidentité Y"1 | det(Xy,...,X;-1,Y, Xit1, X,,)X; = det(Xy,...,X,,)Y. On peut
réécrire cette identité a vérifier de maniére plus symétrique en posant Y = X, en ordonnant

tcof (A), mais nous allons procéder autrement.

les X; dans lordre croissant des indices dans les déterminants (cela demande de faire passer
Y de la i-iéme place a la premiére, et donc de faire un i-cycle sur les 7 premiers vecteurs, ce
qui multiplie le déterminant correspondant par (—1)*~!), et en faisant tout passer au second
membre. On obtient alors 0 = 1" (—1)? det(Xo, ..., Xi, ... X,,)X;. Si on regarde la j-ieme
coordonnée du second membre, on reconnait le développement par rapport a la ligne d’ordre 0
du déterminant (n+ 1) x (n+ 1) (les lignes et les colonnes sont numérotées de 0 & n) dont la
i-iéme colonne est formée de X; (pour les lignes de 1 a n), et de la j-iéme coordonnée de X;
(sur la ligne d’ordre 0); les lignes d’ordre 0 et j étant égales, le déterminant est nul. On en
déduit que le second membre a toutes ses coordonnées nulles, ce qui permet de conclure.

e Si A € M,,.,n(K) est de rang r, on peut utiliser les formules de Cramer pour décrire les
solutions du systéme AX = 0 : il suffit d’isoler un mineur d’ordre 7 non nul et de faire
passer dans le second membre les inconnues n’intervenant pas dans le mineur pour se
retrouver avec un systéme de Cramer avec second membre de r équations a r inconnues.

Ezercice 9.1. — Montrer que les  — log(z 4 a), pour a > 0 forment une famille libre dans les fonctions
de R4 dans C. (Dériver.)

FExercice 9.2. — Soit (i j)ogij<nt1 un carré de nombres complexes. On dit que ce carré vérifie la
propriété de la moyenne si tout nombre intérieur est la moyenne des 8 nombres qui I'entourent (i.e. si
1 . o

Tij = § 2i(ab)e{~1,01}2—{(0,0)} Litaj+bs S 1 <1, j < n).

(i) Montrer que si (z; ;) vérifie la propriété de la moyenne, alors |z; ;| est atteint sur le bord du carré
(principe du maximum).

(ii) Montrer que si (x; ;) vérifie la propriété de la moyenne, et si z; ; = 0 sur le bord, alors x; ; = 0
pour tous 1, j.

(iii) En déduire que pour tout choix de valeurs sur le bord, il existe un unique carré vérifiant la propriété
de la moyenne avec ces valeurs au bord.

9.1.2. La méthode du pivot de Gauss

Les formules de Cramer sont trés utiles pour I’étude théorique des solutions d’un sys-
téme linéaire ; par exemple pour comprendre comment ces solutions varient si on fait dé-
pendre les coefficients des équations de parameétres. En pratique, si on cherche & résoudre
un systéme linéaire, on utilise en général la méthode du pivot de Gauss, ce qui est un nom
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un peu ronflant pour un procédé aussi évident... Il s’agit d’un algorithme qui fonctionne (72

comme suit (on cherche a résoudre le systétme AX =Y, avec A = (a;;) € M, xm(K) et
Y =%y1,...,yn) € K" donné) :

¢ Si a;; = 0 pour tous 4, j, et si y; = 0 pour tout 7, alors tout X € K™ est solution,
tandis que si un des y; est non nul, il n’y a pas de solution.

o Si les a;; ne sont pas tous nuls, on choisit un a;, j, qui ne l'est pas (c’est le pivot);
I’équation Z;n:l a;, jT; = Y;;, permet d’exprimer x; en fonction des autres x; : en effet, on
a T, = ﬁ(yZl — Z#jl ail,jxj). On peut alors reporter la valeur de x; dans les autres
équations et obtenir, en ne considérant que ces équations, un systéme de n — 1 équations
en m — 1 variables (puisque z;, a disparu), auquel on peut appliquer ce qui précéde.

Au bout de 7 étapes, avec r < inf(n,m), on se retrouve avec un systéme de la forme
suivante :

v = GO+ Y iy, w, =)+ D g, = L)+ Y
J#n J#J1.J2 JFT1 50

0="Lr1(Y) =" =Ll(Y)

ou les o ; sont des éléments de K, les ¢; sont des formes linéaires sur K (si r = n, la
seconde ligne n’apparait pas). Soit J ={1,...,m} —{j1,...,j-};ona [J=m—r. Il est
alors apparent sur la forme de ce systéme qu’il n’y a pas de solution si 4;(Y) # 0 pour au
moins un i € {r+ 1,...,n} et que si £;(Y) = 0 pour tout ¢ € {r +1,...,n} (condition
vide si r = n), alors pour tout (z;);e; € K’, le systéme a une unique solution : la derniére
équation fournit z;, ; en reportant cette valeur de x; dans la précédente, on en déduit
xj._,, etc.

En posant z; = 0 pour tout j € J, cela nous fournit une solution particuliere X, de
I'équation A X = Y. On en obtient m —r autres, X, pour k£ € J, en posant , = l et z; = 0
sij € J—{k}. Les X —Xo, pour k € J, sont des solutions de I’équation A X = 0 qui forment
une base de I'espace vectoriel Kerus. L'application (zx)rey +— Xo + D4y 26(Xp — Xo)
est alors une bijection de K sur I’ensemble des solutions du systéme AX =Y, ce qui en
fournit une description paramétrée.

72. Les gens ne se sont bien str pas privés de programmer cet algorithme, ce qui fait que la résolution
de systémes linéaires explicites assez gros (& partir de 5 X 5, une résolution a la main commence a devenir
vraiment fastidieuse) peut étre confiée a un ordinateur sans trop de risques. Notons que la résolution
d’un systéme numérique demande de faire attention aux choix des pivots : il est assez périlleux de diviser
par quelque chose de trop petit. Par ailleurs, certains sont amenés a résoudre des systémes vraiment
gigantesques et je ne sais pas comment ils font pour s’assurer qu’il n’y a pas d’erreur dans la saisie
des données (par exemple pour un systéme 1000 x 1000, cela demande rentrer un million de données,
ce qui demande un temps non négligeable et est incroyablement ennuyeux, et donc propice aux erreurs
d’inattention...).
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9.1.3. Méthode du pivot et opérations sur les matrices

La méthode du pivot ne permet pas uniquement de résoudre des systémes linéaires ; on
peut aussi 'utiliser pour démontrer de vrais résultats.

Si o € S,, on note P, la matrice n x n de 'endomorphisme u, de K" envoyant e;
SUr €,(;), si 1 <4 < n. Cette matrice a exactement un 1 par ligne et par colonne, et tous
ses autres coefficients sont nuls; une telle matrice est dite de permutation.

e 0 — P, est un morphisme de groupes de S,, dans GL,,(K).
C’est une traduction du (i) de l'ex. 3.15.

e Si A € M,,,,(K), multiplier A & droite (resp. & gauche) par une matrice de permuta-
tion P, avec o € S,,, (resp. o € S,,) revient & permuter les colonnes (resp. les lignes) de A ;
de maniére précise, la j-iéme colonne de AP, est la o(j)-iéme colonne de A et la i-iéme
ligne de P,A est la 07!(i)-iéme colonne de A.
On a up o ugs(ej) = ua(es(;)); on en déduit Iénoncé concernant les colonnes de AP,.
De méme, u, o ua(e;) = uU(Z?ZI amei) = 2?21 @i jeo(iy = Z?Zl ag-1(3),j€i ; on en déduit
I’énoncé concernant les lignes de P, A.
Soit I,,,,(r) la matrice n x m dont tous les coefficients sont nuls sauf les r premiers
coefficients diagonaux qui valent 1.

e Si A € M,yu(K) est de rang r, il existe des matrices de permutations P € GL,(K)
et P’ € GL,,(K), et des matrices T € GL,(K), triangulaire inférieure, et T € GL,,(K),
triangulaire supérieure, telles que TPAP'T =1, ,,,(7).
Reprenons la méthode du pivot. Quitte a faire des permutations des inconnues (ce qui revient
a permuter les colonnes de A et donc a multiplier A a droite par une matrice de permutation P’)
et des équations (ce qui revient & permuter les lignes de A et donc a multiplier A & gauche
par une matrice de permutation P), on peut supposer que i1 = j; = 1,...,4. = j, = r (ce
qui implique en particulier que aq,1 # 0 puisqu’on peut le prendre comme pivot). Reporter la
valeur de x; dans les équations suivantes revient alors a multiplier A & gauche par la matrice

1
—_— P / /
ai,1 0 0 1 aro A1,
—a2,1 1 0 0 / I
e a ea
ai 1 . 2,2 2,m
T, = pour obtenir A’ = T{A = ’
—0n, 1 ! o /
a17,11 0o --- 1 0 a’7172 a”’m
On multiplie alors A’ a gauche par la matrice
1 0 o 0 / / /
1 0 1 iz G133 Gy
M " "
ah, o 0 1 ags -+ as,,
To=1. . . . | pour obtenir A” = T>2T1A = ] .
. _al . i " l'
2 e
0 a/;; e 1 0 0 a‘n,B a’n,m

Au bout de r étape, on aboutit & A" = TA, ot A" a tous ses coefficients nuls en-dessous de
la diagonale ou en-dessous de la r-iéme ligne, et ses coefficients diagonaux a(ﬂ, .. ,a&fr) sont

égaux a 1, et T est triangulaire inférieure inversible car T = T, ---T; et T, est triangulaire
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inférieure inversible (ses coefficients en dehors de la j-iéme colonne sont des 1 sur la diagonale
et des 0 ailleurs, et le coeflicient diagonal de la j-iéme ligne est I'inverse du j-iéme pivot, et
donc est inversible). On peut alors faire subir le méme traitement a la transposée de A en
remarquant que I’on peut prendre les coeflicients diagonaux comme pivots successifs, ce qui
permet de trouver une matrice triangulaire inférieure inversible Ty telle que TotA(") = mon (7).
Alors ATy = 1,, ,,(r) et TA'Ty = I, (r), et comme T’ = T est triangulaire supérieure
inversible, cela permet de conclure.

Ezercice 9.3. — (i) Montrer que rg(UAV) =rg(A), si A € M, xm(K), si U € GL,(K) et si V € GL,,(K).
(i) Soit G = GL,(K) x GL,,(K). Montrer que ((U,V),M) + (U, V)-M = UMV ~! définit une action
de G sur M,,»,(K).
(iii) Combien cette action a-t-elle d’orbites ?

9.2. Systémes d’équations polynomiales

Soient Pq,...,P, € K[Xy,...,X,,]. Si L est un corps contenant K, notons V(L) 'en-
semble des solutions dans L™ du systéme Py(z) =--- =P, (z) = 0.

Si Pq,...,P, sont de degré 1, le systéme ainsi obtenu est un systéme linéaire avec second
membre, et la méthode du pivot nous fournit une description de V(K) : si V(K) est non
vide, il existe d € {0,1,...,m} tel que, quitte & permuter les variables, la projection de
K™ sur K? induise une surjection de V(K) sur K¢ et I'image inverse de x € K consiste en
exactement un point qui peut se calculer & partir de x en résolvant successivement m — d
équations en 1 variable, de degré 1.

Dans le cas général, la théorie de I’élimination fournit, si K est algébriquement clos, une
description analogue de V(K). Pour que le résultat soit plus esthétique, il faut se permettre
un changement linéaire de variable X; = > 77" a,;Y; avec A = (a;;) € GL,(K), ce qui
est un peu plus général que de permuter les coordonnées, mais ne présente pas vraiment
d’inconvénient pour décrire les solutions du systéme initial, étant donné qu’on les retrouve,
a partir des solutions du systéme modifié, en résolvant le systéme de Cramer exprimant les
X; en fonction des Y. La description de I’ensemble des solutions est alors la suivante (73)
si V(K) est non vide, il existe d € {0,1,...,m} tel que, quitte & faire un changement
linéaire de variables, la projection de K™ sur K¢ induit une surjection de V(K) sur K¢
et I'image inverse de z € K? est finie, et peut se calculer & partir de z en résolvant
successivement m — d équations polynomiales en 1 variable dont les degrés ne dépendent
pas de x.

73. Cette description est relativement satisfaisante d’un point de vue ensembliste mais ne dit rien de la
géométrie des solutions ; ceci fait 'objet de la géométrie algébrique. L’étude des solutions d’un tel systéme
sur un corps K non algébriquement clos (par exemple Q ou un corps fini) est nettement plus délicate
et fait I'objet de la géométrie arithmétique ; de maniére assez surprenante la géométrie des solutions du
méme systéme sur un corps algébriquement clos contenant K (par exemple C si K = Q) a une trés forte
influence (pas encore complétement comprise) sur la taille de ’ensemble des solutions sur K.
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9.2.1. Résultant de deux polynémes, discriminant

On note Z[A,B] I'anneau des polynomes a coefficients dans Z en les indéterminées
Ag,...,A,,Bg,...,B,. Onnote Pa, Qp les éléments A, X" +---+A, et B,, X" +---+ B
de Z[A, B, X] (et donc P4, Qg sont les polynomes universels de degrés < n et < m).

On note Sylv,, ,, la matrice (dite de Sylvester) de P et Qg dont les colonnes sont
les coordonnées de X™ 1PA, ..., Pa, X" 'Qg,...,Qp dans la base X"t™=L 1 : par

exemple, si n = 3 et m = 2, on obtient la matrice

A; 0 By 0 0
A2 A3 B1 B2 0
A1 A2 Bo Bl B2
A(] A1 0 BO B1

0 Ay 0 0 By

On note Res,,, € Z[A,B] le déterminant de la matrice de Sylvester Sylv,,,.; c’est le

n,m

résultant des polyndmes universels P et Qg.
o [l existe U,V € Z[A, B, X] tels que Res,,,, = UPa + VQp.

On ajoute a la derniére ligne du déterminant la combinaison linéaire des autres ou le co-
efficient de la i-iéme ligne est X”T™~% Ceci ne change pas la valeur du déterminant, et la
derniére ligne devient (X™ 1Pa,...,Pa, X" !1Qg,...,Qn). Un développement du détermi-
nant par rapport & la derniére ligne fournit I'identité cherchée.

Si A est un anneau, et si P = ¢, X" +--- +a, et Q = b, X™ + --- + by sont des
¢léments de A[X], on définit le résultant Res,, (P, Q) € A de P et QQ comme la valeur en
(ag, ..., an,bo,...,0n)deRes, ,;cest donc aussi le déterminant de la matrice de Sylvester
de P et Q (obtenue en évaluant Sylv,, ,, en (ao,...,an,bo,...,bn)). Si P,Q € K[X] sont
de degrés n et m, le résultant de P et QQ est Res,,,,(P, Q) (i.e. les entiers n et m sont
implicitement les degrés des polynomes P et ) s’ils ne sont pas explicitement mentionnés).

o Il existe U,V € A[X] tels que Res, (P, Q) = UP + VQ.
Il suffit de spécialiser la relation Res,, ,,, = UPa + VQg en (ag, ..., an, b0, ..., 0m).

On suppose dans la suite que 'anneau A est un corps K. Si a,, = b,, = 0, la premiére
ligne de la matrice de Sylvester est nulle et donc le résultant est nul. On suppose donc
a, # 0 ou b,, # 0 dans ce qui suit.

e Les conditions suivantes sont équivalentes :
o Res,.m(P,Q) =0,
o pged(P, Q) # 1,
¢ il existe un corps contenant K dans lequel P et () ont une racine commune,
o P et Q ont une racine commune dans tout corps algébriquement clos contenant K.

Posons D = pged(P, Q). Si D # 1, et si L est un corps algébriquement clos contenant K,
alors D se factorise complétement dans L, et toute racine de D est une racine commune de
P et Q; la seconde condition implique donc la quatriéme, et celle-ci implique la troisiéme
de maniére évidente. Maintenant, si « est une racine commune de P et Q dans un corps L
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contenant K, alors a est algébrique sur K et le polynéme minimal de « divise P et Q, ce qui
prouve que la troisiéme condition implique la seconde et donc que les trois derniéres conditions
sont équivalentes.

La matrice de Sylvester est la matrice de (U, V) — UP + VQ dans les bases canoniques
de K[X](m=1 @ K[X]("~1) et K[X]"*™~1 . Si D # 1, on peut factoriser P et Q sous la forme
P = DP; et Q = DQq, et alors Py € K[X]("_l) et Q € K[X](m_l) et (Q1,—P1) est dans
le noyau de (U,V) — PU 4+ QV, ce qui prouve que Res, ,(P,Q) = 0. Ceci montre que la
seconde condition implique la premiére. Réciproquement, si P et Q sont premiers entre eux,
alors PU + QV = 0 implique que P divise V et Q divise U, et comme a,, # 0 ou b,, # 0, cela
implique U =0 ou V = 0 (et donc U =V = 0), puisque degU < m — 1, degV < n—1. 1l
s’ensuit que (U, V) — PU 4+ QV est injective et donc bijective, et que Res, (P, Q) # 0. La
premiére condition implique donc la seconde, ce qui permet de conclure.

e Sia, #0etb, #0, et si L est une extension de K dans laquelle P et Q se factorisent
complétement sous la forme P = a, [T, (X — a;) et Q = by, HT—1(X — f3;), alors

n
Res, (P, Q) = a™b", H H = Bj) = ap [[ Q) = (1)}, HP B,).
=1 j=1 =1

On a Res, ,(P,Q) = detxntm-1__(X™7'P,...,P,X"71Q,...,Q). On peut écrire X'Q
sous la forme PA; + Q;, avec degQ; <n—1letdegA; =i+m—-n<m—-1,sii+m—-n=>0
(dans le cas contraire, A; = 0). Donc PA; est une combinaison linéaire de X™~1P,... P, et le
déterminant ne change pas si on retranche PA; a X*Q, ce qui revient a remplacer X’Q par Q;. La
matrice obtenue est alors triangulaire par blocs (2; g), avec A1 € M,,,(K), Ay € M, (K),
B € M, (K); de plus A; est triangulaire inférieure avec des a,, sur la diagonale et on obtient
Resy,m (P, Q) = al" det B.

Maintenant, B est la matrice de la multiplication par Q sur K[X]/P, dans la base X"~% ... 1.
Or le polyndme caractéristique de la muliplication par X sur K[X]/P est P (ex. 10.4); il
s’ensuit que les valeurs propres de la multiplication par X sont aq, ..., a,, et donc celles de la
multiplication par Q sont Q(ay),. .., Q(a,). Comme le déterminant est le produit des valeurs
propres (alinéa 10.1.6), on obtient detB = T[], Q(a;). On en déduit les deux premiéres
égalités. La derniére s’obtient en échangeant les roles de P et Q.

e Soit A, € Z[A] défini par A, = (—1)"""V/2Res,,,,_1(Pa, P)); c’est le discriminant du
polynéome universel de degré n. Si A est un anneau et P = 0, X" + -+ 4+ ay € A[X], on
deéfinit le discriminant A(P) de A comme la valeur de A,, en ay, ..., a,.

e Si K est un corps, si L est une extension de K dans laquelle P = X" 4 - - - + q¢ € K[X]
se factorise sous la forme [T, (X — o), alors A(P) = [[,_;(a; — a;)*, et A(P) = 0 si et
seulement si P a une racine double.
OnaRes, n(P,P") =], P'()

es

s’en déduit en regroupant les terme

[T

=1Lz (ai—ay)?
(4,7) et

i<j

[1;4i(ei—a; ). Laformule A(P) =[]
(7, ) Le reste est alors immeédiat.
9.2.2. Théorie de l’élimination

Soit K un corps infini. Soient Py, ..., P, € K[Xy,...,X,,]. Si L est un corps contenant K
et si A = (a;;) € GL,,(K), on note V(L) I'ensemble des solutions dans L™ du systéme
Pialy) = -+ = Pua(y) = 0, ot Pya,....Poa € K[Yy,...,Y,,] sont les polynéomes
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obtenus a partir de Py, ..., P, via le changement linéaire de variable X = AY (i.e. on a
X, = Z;nzl a;;Y;, 811 <i<m).

On dit qu'un systéme polynomial est triangulaire de dimension d s’il est de la forme
Qi(z) =+ = Qm-da(x) =0, avec Q; € K[Xy,..., Xy4i], unitaire en Xy1;. Un tel systéme
se résoud sans probléme (& condition de savoir résoudre les équations en une variable) :
si on fixe (z1,...,24), les autres z; s’obtiennent successivement en résolvant une équation
polynomiale en une variable (en particulier, il n’y a qu’un nombre fini de solutions pour
Tyl -y Tm 8121, ..., 24 sOnt fixés).

Théoréeme 9.4. — On est dans l'un des deuz cas (exclusifs) suivants :

o V(L) = @ pour tout corps algébriquement clos L. contenant K.

o Il existe un changement de variable X = AY, un entier d € {0,...,m}, et un sys-
teme triangulaire Q1(y) = -+ Qm_aly) = 0 de dimension d tels que, si L est un corps
algébriqguement clos contenant K, V(L) soit inclus dans les solutions de ce systéme et se
surjecte sur L ; sicy,...,cq € L% Uensemble V. des y = (y1,...,ym) € Va(L) vérifiant
Y1 =C1,...,Yq = Cq est donc non vide et fini.

La démonstration se fait par récurrence sur m. L’idée est la méme que pour la méthode du
pivot de Gauss. On a besoin d’une équation dans laquelle X,,, apparait, et on 'utilise pour
éliminer X,,, des autres équations, ce qui se fait en utilisant les résultants. Pour que le résultat
soit le plus sympathique possible, il faut que le polynéme utilisé soit unitaire en X,,, : dans
le cas d’un systéme linéaire, il suffit de diviser I’équation correspondante par le coefficient
de X,, aprés avoir permuté les variables, dans le cas général, cela peut demander d’effectuer
un changement linéaire de variable.

Pour m = 1, il y a deux cas suivant que tous les P; sont nuls (auquel cas on est dans le second
cas de Dalternative du théoréme avec d = 1 et pas de Q; puisque tout = € L est solution), ou
que 'un d’entre eux ne 'est pas (auquel cas, I'idéal engendré par les P; est principal, engendré
par un polynoéme unitaire Q, et les solutions du systéme sont les racines de Q; si Q = 1, on
est dans le premier cas de 'alternative du théoréme, si Q # 1, on est dans le second cas avec
d=0et Ql = Q)

Supposons maintenant m > 2. Si tous les P; sont nuls, on est dans le second cas de I’al-
ternative du théoréme avec d = m, et pas de Q; car tout x € L™ est solution. Dans le cas
contraire, quitte & réordonner les P;, on peut supposer que P; # 0. Si degP; = 0, alors P; est
une constante et ’équation Pq(z) = 0 n’a de solution dans aucun corps L contenant K, et on
est dans le premier cas de l'alternative du théoréme. Si degP; = k1 > 1, on peut, quitte a faire
un changement linéaire de variable et & muliplier par un élément de K*, supposer (cf. ex. 4.7)
que P est unitaire en X,,.

Pour condenser un peu les expressions, posons X = (Xi,...,X;,) et X' = (Xq,..., Xm-1);
on a donc X = (X, X,,). Par ailleurs, L désigne un corps algébriquement clos contenant K
dans tout ce qui suit. On définit P € K[T,X] par P = P +TP3z+---+T""2P,,, et on note R le
résultant de P; et P par rapport a X,,, ; on peut écrire R sous la forme Rg+R;T +---, ol les
R; appartiennent & K[X']. Maintenant R appartient a 'idéal de K[T, X] engendré par P et P ;
on a donc une relation du type R =UP+VP;, o0 U=Uyg+U;T+--- et V=Vg+VT+---,
et les U; et les V; sont des éléments de K[X]. En identifiant les puissances de T des deux
cotés, on obtient Ry = UgPy + VoPy, Uy = UpP3 + U1 Py + V1 Py, etc., ce qui montre que si
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x = (2/,xm,) € L™ est une solution du systéme des P;, alors z’ est une solution du systéme
des R;.

Réciproquement, si 2’ € L est une solution du systéme des R;, alors, pour tout ¢t € K, le
résultant des polynomes Py (2/,X,,) et P(¢, 2/, X,;,) est nul, et comme le coefficient dominant de
Py (2',X,,) ne l'est pas puisqu’on s’est arrangé pour qu’il vaille 1, cela implique que Py (2/, X,,)
et P(t,2’,X,,) ont un zéro commun dans L. Or les zéros de Py (2/,X,,) sont en nombre fini et
ne dépendent pas de ¢; il en résulte que 'un d’entre eux a est racine de P(¢, z’,X,,) pour une
infinité de ¢, et donc que le polynome P(T, z’, a) est identiquement nul puisqu’il a une infinité
de zéros. Cela implique que Py(2’,a) = -+ = P, (2, a), et comme P1(2’,a) = 0, on vient de
prouver I’équivalence des conditions suivante pour &’ € L™ ! : « 2’ est solution du systéme
des R; » et « il existe a € L tel que (2',a) soit solution du systéme des P; ».

On a donc réussi a éliminer X,, et & construire un systéme polynomial en X' =
(X1,...,X;m—1) dont les solutions V'(L) sont exactement les projections des solutions
du systéme initial. On peut alors appliquer I'’hypothése de récurrence & ce systéme. Quitte
a faire un changement linéaire de variable X’ = A’Y’ (ce qui ne change pas X,,), on peut
supposer que ’on est dans un des deux cas exclusifs suivants :

o Pour tout L, on a V/(L) = &, et donc V(L) = &, et on est dans le premier cas de
I’alternative du théoréme.

o Il existe un entier d € {0,...,m — 1} et un systéme Qi(xz) = -+ = Qum_1-4(z) = 0,
triangulaire de dimension d tel que V'(L) soit inclus dans ’ensemble des solutions de ce systéme
et se surjecte sur LY, pour tout L. Alors le systéme Qy(z) = -+ = Q,_1_a(x) = P1(x) = 0 est

triangulaire de dimension d, et V(L) est inclus dans les solutions de ce systéme et se surjecte
sur L% d’aprés 1’équivalence ci-dessus.
Ceci permet de conclure.

Corollaire 9.5. — (th. des zéros de Hilbert, 1893). Si Pq,..., P, € K[Xy,...,X,,], et
si le systeme Py(z) = --- = P,(z) = 0 n’a pas de solution dans une cloture algébrique de
K, alors lidéal de K[Xy,...,X,,] engendré par Py, ..., P, contient™
de solutions dans aucun corps contenant K.

1, et le systeme n’a

Si cet idéal ne contient pas 1, on peut I'inclure dans un idéal maximal m, et alors le systéme
Py(xz) =--- =P,(x) =0 a une solution dans le corps Ly = K[X,...,X,,]/m, & savoir 'image
de (Xi,...,X;n), et donc il en a dans une cloture algébrique de ce corps qui est un corps
algébriquement clos contenant K car Ly contient K. Il s’ensuit que 1'on est dans le second cas
de l'alternative du th. 9.4, et donc que le systéme a des solutions dans tout corps algébriquement
clos contenant K.

e Si K est algébriquement clos, Tout idéal maximal de K[Xj,...,X,,] est de la forme
m, = (X3 —x1,..., X — &), avec = (x1,...,2,) € K™, et £ — m, est une bijection
de K™ sur I'ensemble des idéaux maximaux de K[Xy,...,X,,].
Un idéal T de la forme (X; — x1,..., X, — @) est maximal (le quotient est K puisque les
constantes forment un supplémentaire de I dans K[Xy,...,X;,]).
Réciproquement, soit I un idéal maximal de K[Xy,...,X,,]. Comme K[X1,...,X,,] est noe-
thérien, I est de type fini; soient Py, ..., P, engendrant I. Comme I ne contient pas 1, il existe

74. Le. il existe Uy,..., U, € K[Xy,...,X;,] tels que UyP; +--- + U,P,, = 1.
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x = (z1,...,2m) € K™ solution du systéme Py(z) = --- = P, (z) = 0. Or P(z) = 0 implique
que P est dans l'idéal (X; — z1,..., X, — &) (écrire X; sous la forme (X; — x;) + x; et dé-
velopper) ; il s’ensuit que I est inclus dans (X7 — x1,...,X,, — Z), et donc lui est égal par
maximalité. Ceci prouve le premier énoncé.

On en tire la surjectivité de x — m,. L’injectivité résulte de ce que, si z = (x1,...,2Tm)
et y = (y1,...,Ym) sont distincts, il existe ¢ tel que z; # y;, et alors m, + m, contient
x; —yi = (X —ys) — (X; —x;), et donc aussi 1, ce qui prouve que m, # m,,.

On suppose K algébriquement clos. Si I est un idéal de K[Xy,...,X,,], on note V(I)
I'ensemble des € K™ vérifiant P(z) = 0 pour tout P € I (il suffit de vérifier ceci pour
des P; engendrant I); c’est la sous-variété algébrique de K™ définie par 1. Si z € V(I), le
morphisme d’anneaux P — P(x) de K[Xy,...,X,,] dans K est identiquement nul sur I, et
donc se factorise a travers K[Xy,...,X,,]/T; son image étant le corps K, son noyau est un
idéal maximal m, de K[Xq,...,X,,]/L

e L’application x > m, est une bijection (™ de V(I) sur I'ensemble des idéaux maximaux
de K[Xy,...,X,]/L

Les idéaux maximaux de K[Xy,...,X,,]/I sont en bijection avec les idéaux maximaux de
K[Xy,...,X;,] qui contiennent I (I'image inverse d’un idéal maximal de K[Xy,...,X,,]/I dans
K[Xy,...,X;,] est un idéal maximal de K[Xj,...,X,,]). D’aprés le point précédent, un tel idéal
est de la forme (Xy — 21,...,Xm — &), avec = (21,...,%;,) € K™; c’est alors I'idéal des
P € K[Xy,...,X,,] vérifiant P(x) = 0, et il contient I si et seulement si € V(I). Les idéaux
maximaux de K[X;,...,X,;,] contenant I sont donc en bijection avec V(I). On en déduit le
résultat.

10. Réduction des endomorphismes

Dans le n°10.1, on rappelle (et compléte) sans démonstration les résultats vus en
classe préparatoire concernant la réduction des endomorphismes (diagonalisation, mise
sous forme de Jordan...). Aun°10.2, on explique comment on peut retrouver ces résultats
en utilisant le théoréme de structure des modules de torsion sur les anneaux principaux
démontré au n° 10.3. L’intérét de cette nouvelle approche est de ne rien supposer sur le
corps K, alors que I'approche vue en classe préparatoire impose plus ou moins a K d’étre

75. Cette bijection entre points et idéaux maximaux est a l'origine de la théorie des schémas de Gro-
thendieck (1955) : si A est un anneau, on définit 'espace topologique Spec A (le spectre de A) comme
Pensemble des idéaux premiers de A, muni de la topologie de Zariski (un fermé pour cette topologie est
un sous-ensemble de la forme V(I), ot I est un idéal de A et V(I) est ’ensemble des idéaux premiers
de A contenant I). L’anneau A devient alors 'anneau des fonctions continues sur Spec A ; la valeur de
f € A en un idéal p étant 'image de f dans A/p. Il y avait eu plusieurs tentatives en ce sens avant Gro-
thendieck, mais celui-ci a réalisé que 'on obtenait une théorie parfaitement satisfaisante en ne mettant
aucune condition sur les anneaux considérés (contrairement & ses prédécesseurs), et en considérant des
idéaux premiers au lieu d’idéaux maximaux; cela donne & la théorie des schémas une souplesse et une
richesse assez phénoménales.
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algébriquement clos (ce qui, il faut le reconnaitre, est le cas de C (cf. ex. 8.3, th. V.4.15
et ex. V.3.13, VI.3.21, V.3.2), mais est loin d’étre celui de Fy).

10.1. Généralités
Soit K un corps commutatif, et soit V un K-espace vectoriel de dimension finie.

10.1.1. Endomorphismes

On note End(V) 'ensemble des endomorphismes de V, c’est-a-dire, I’ensemble des ap-
plications u : V. — V qui sont linéaires. Muni de 'addition (u; + us)(v) = uq(v) 4 ua(v),
et de la composition des endomorphismes, End(V) est un anneau non commutatif (sauf
en dimension 1), possédant un élément unité (que nous noterons 1) en la personne de
I'application identité id : V. — V (cf. n°5.1). L’homothétie de rapport A est 'application
v +— Av. On la note simplement \, ce qui est compatible avec le fait que l'identité (que
I'on a notée 1) peut aussi étre vue comme I’homothétie de rapport 1.

10.1.2. Le théoréme de Cayley-Hamilton

Si w € End(V), on note det(u) € K son déterminant (cf. n°6.3). Si uy,uy € End(V),
alors det(uj ug) = det(uy) det(ug). On note Car,(X) le polynéme caractéristique de u
défini par Car,(X) = det(X — u) (cf. alinéa 7.7.1). Si V est de dimension d, c’est un
polynome de degré d, dont le développement est donné par

Car,(X) = X4 — Tr(u) X" + -+ + (=1)%det(u),

ot Tr(u) est, par définition, la trace de u. On a Tr(ujug) = Tr(uguy), si ug, us € End(V).
L’ensemble des P € K[X] tels que P(u) = 0 est un idéal de K[X], non nul car End(V) est

de dimension (dim V)? et donc 1, ..., udm™ V)* forment une famille liée. On note Min,, le

générateur unitaire de cet idéal. C’est le polynome minimal de u et, d’aprés le théoréme

de Cayley-Hamilton (1858), Car, annule u; autrement dit, Car,, est un multiple de Min,

(cf. cor 10.8).

10.1.3. Automorphismes

Si u € End(V), le noyau et I'image de u, définis par
Ker(u) ={v eV, u(v) =0} et Im(u) ={v eV, I €V, u() =1},
sont des sous-espaces vectoriels de V, et on a les équivalences (cf. alinéa 5.4.2) :
detu # 0 & Ker(u) = 0 < u injectif < u bijectif < u surjectif < Im(u) = V.

Un automorphisme de V est un élément de End(V) vérifiant les conditions ci-dessus. On
note GL(V) C End(V) 'ensemble des automorphismes de V'; c’est le groupe des éléments
inversibles de 'anneau End(V).
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10.1.4. Matrices

Si V est de dimension d, et si on choisit une base eq,...,e4 de V, on peut associer a
tout élément u de End(V) sa matrice dans la base ey, ..., eq (cf. n°7.4). C’est 1'élément
(ai;)1<ij<a de Mg(K) défini par u(e;) = 327 a;;¢;. La trace de u est alors la somme
Zle a;; des coefficients diagonaux de la matrice de u ; cette somme ne dépend donc pas
du choix de la base. Le groupe GL(V) s’identifie au groupe GL4(K) des matrices d x d
inversibles (ce qui équivaut a ce que le déterminant soit non nul) a coefficients dans K.

Si fi,..., fq est une autre base de V| si P est la matrice dont les colonnes sont fi,..., f4
exprimés dans la base eq,...,¢eq, les matrices M et M’ de v dans les bases eq,...,eq et
fi...., fa sont reliées par la formule M’ = P~MP.

10.1.5. FEspaces propres, espaces caractéristiques

Soit w € End(V). On dit que A € K est une valeur propre de u, si u — A n’est pas
inversible, ce qui équivaut & Ker(u — \) # 0, et donc a l'existence de v € V, non nul, tel
que u(v) = Av; un tel v est un vecteur propre de u pour la valeur propre A (cf. n°5.2).
Le spectre Specu de u est 'ensemble des valeurs propres de u. C’est aussi I’ensemble des
racines du polynome caractéristique Car, (X) = det(X — u) de w.

Si A € Spec u, le noyau de Ker(u— M) est I’espace propre associé a la valeur propre A. On
dit que w est diagonalisable, si V = @ egpeculer(u — A). Ceci équivaut a 'existence d’une
base (e;)ier de V (constituée de vecteurs propres) dans laquelle la matrice de u est une
matrice diagonale (i.e. a;; = 0 si ¢ # j). Le polynéme minimal de u est alors le produit
des (X — A), pour X € Specwu (cor. 10.9) ; en particulier, tous ses zéros sont dans K et ces
zéros sont simples. Réciproquement, s’ existe P € K[X], dont tous les zéros sont simples
et appartiennent a K, avec P(u) = 0, alors u est diagonalisable (cor. 10.9).

Si A € Specu, la suite des Ker (u—\)* est croissante, et donc stationnaire (i.e. constante
a partir d’un certain rang). On note ey le plus petit & tel que Ker (u— \)¥ = Ker (u— \),
quel que soit k" > k. Alors Ker (u — \)® est le sous-espace caractéristique associé a .
Si Car, est scindé sur K, alors V est la somme directe @xegpecu, V) de ses sous-espaces
caractéristiques (cor. 10.10). On note d la dimension de V), ; c’est la multiplicité de la
valeur propre A, et c¢’est aussi la multiplicité de A en tant que racine de Car,.

10.1.6. Mise sous forme de Jordan

Un bloc de Jordan Jy , d’ordre r pour A est une matrice r X r avec des A sur la diagonale,
des 1 juste au-dessus de la diagonale et des 0 partout ailleurs. Les polynémes minimal et
caractéristique de J,, sont tous deux égaux a (X — A)". Une matrice est sous forme de
Jordan si elle est diagonale par blocs, et si chacun des blocs est un bloc de Jordan (on ne
demande pas aux blocs d’étre de la méme taille, ni d’étre associés au méme ).

On peut trouver une base de V) dans laquelle la matrice de u est sous forme de Jordan
(ex. 10.5 et cor. 10.11). La taille des blocs 7)1 = ry2 > - -+ = 1\, est alors indépendante
du choix de la base, et on a ry; = e) et Ef;l rx; = dx = ey. En juxtaposant les bases



10. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES 113

des V, pour A € Specu, cela permet, si Car, est scindé, de mettre la matrice de u sous
forme de Jordan. On en déduit que les polynémes minimal Min, et caractéristique Car,
de u sont donnés par

Min,(X) = J] X=X et Car,(X)= J[ (X=X
AESpecu AESpecu
On déduit aussi de 'existence de la forme de Jordan que Tr(u) (resp. det(u)) est la somme
(resp. le produit) des valeurs propres de u, comptées avec multiplicité.

10.2. Modules de torsion sur K[X]| et réduction des endomorphismes

10.2.1. Anneaux et modules. — Nous renvoyons au § 2 pour des compléments sur les
points rappelés ci-dessous. Si A est un anneau (avec élément unité 1), un A-module M est
un groupe commutatif pour une loi 4+, muni d’une action (a,x) — ax de A, vérifiant :

0z=0, le=2z alxz+y)=ar+ay, (a+bz=ar+br, (ab)z = a(bz),
quels que soient =,y € M et a,b € A.

e Si A est un corps commutatif, on retombe sur la définition d’un espace vectoriel, et il y
a de grandes similarités entre la théorie des modules sur un anneau commutatif et celle
des espaces vectoriels sur un corps commutatif. La grosse différence est que ax = 0 et
a # 0 n’impliquent pas forcément x = 0.

e Tout groupe commutatif est naturellement un Z-module, en définissant nx par récur-
rence sur n, par 0z =0, (n+ 1)z =nzx+xsin € N, et ne = —((—n)z), si n < 0.

e Si A est commutatif, un sous-A-module de A n’est autre qu’un idéal de A.

e Si K est un corps commutatif, et si V est un K-espace vectoriel, alors V est un module
sur 'anneau End(V) (non commutatif si dim'V > 2).

e Si (M;);er est une famille de A-modules, les groupes commutatifs @;c;M; et HZ.GI M; sont
naturellement munis d’une action de A, et sont donc des A-modules.

e Si M’ C M sont deux A-modules, le groupe commutatif quotient M/M’ est muni d’une
action de A et donc est un A-module.

e Un morphisme u : My — My de A-modules est un morphisme de groupes additifs
commutant a l'action de A (i.e. u(axr) = au(z), si x € My et a € A); si A est un
corps commutatif, on retombe sur la définition d’une application linéaire entre espaces
vectoriels.

e Siu : M; — M, est un morphisme de A-modules, alors Ker u et Im u sont des A-modules,
et u induit un isomorphisme de A-modules de M;/Keru sur Imu. En particulier, u est
injectif si et seulement si Keru = {0} et u est surjectif si et seulement si Imu = M.

Si M est un A-module et si les M;, pour ¢ € I, sont des sous-A-modules de M, alors
I'intersection des M; est un A-module. Ceci permet de définir le sous-A-module engendré
par une famille (e;);e; d’éléments de M, comme 'intersection de tous les sous-A-modules
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de M contenant les e;. Comme dans le cas des espaces vectoriels, ce module est ’ensemble
des combinaisons linéaires finies, & coefficients dans A, en les e;.

A Texception (importante) de 'anneau End(V), out V est un espace vectoriel, tous les
anneaux que nous considérerons sont commutatifs; sauf mention explicite du contraire,
« anneau » signifie « anneau commutatif » dans tout ce qui suit.

Un A-module M est de type fini si on peut trouver un ensemble fini eq, ..., e, d’éléments
de M tels que I'application (ai, . .., aq) = aye;+- - -+aqeq soit une surjection de A4 sur M ;
autrement dit, M est de type fini s’il admet une famille génératrice finie. Une différence
essentielle avec le cas des espaces vectoriels est qu'un A-module ne posséde pas, en général,
de base sur A. Un module qui posséde une base finie est dit libre de type fini.

e Un A-module M, libre de type fini, est isomorphe & A” pour un unique » € N appelé le
rang de M.
Par définition, un A-module M, libre de type fini, est isomorphe & A" pour un certain r (le
choix d’une base ey, ..., e, fournit un isomorphisme (z1,...,2,) — > ._, z;e; de A" sur M).
Il s’agit donc de prouver que A™ = A® implique r = s.
Supposons que s > r, et notons B € Mgy, (A) la matrice de l'isomorphisme A” — A® et
C € M, «s(A) la matrice de son inverse; on a alors BC = 1, et donc det BC = 1. Par ailleurs,
les s colonnes de BC sont des combinaisons linéaires des r colonnes cy, .. ., ¢, de C. En utilisant
la multilinéarité du déterminant, vu comme une fonction des colonnes, on voit que det BC est
une combinaison linéaire de termes de la forme det(c;,,...,¢;,). Or tous ces termes sont nuls
car s > r, ce qui fait que deux des ji sont égaux. Il s’ensuit que det BC = 0, ce qui conduit a
une contradiction qui permet de conclure.

Un A-module M est de torsion si, pour tout x € M, on peut trouver a € A — {0}, tel
que ax = 0. Un A-module de torsion non nul est un exemple de module ne possédant pas
de base puisque toute famille ayant plus d’un élément est liée. Un exemple typique de
A-module de torsion est A/I ou plus généralement J/I, ot I C J sont des idéaux de A et
I # {0} ; par exemple, Z/DZ est un Z-module de torsion, si D > 2.

e Si A est intégre, et si M est un A-module, 'ensemble M, des éléments de torsion
(i.e ensemble des z € M tels qu'il existe a € A — {0} vérifiant a - © = 0) est un sous-A-
module de M (c’est le plus grand sous-module de torsion de M).
Siar =0et by =0, alors ab(x +y) =0 et ab # 0 si a # 0 et b # 0; il s’ensuit que Mygs
est un sous-groupe de (M, +). De plus a(Az) = 0 si az = 0, ce qui prouve que M5 est stable
sous 'action de A, et permet de conclure.

Ezercice 10.1. — (i) Soit A un anneau intégre noethérien, et soit M un A-module de type fini. Montrer
qu’il existe a € A — {0} tel que az = 0 pour tout = € Migys.

(ii) Soit M un Z-module de type fini. Montrer que Mo est fini. Un Z-module de torsion est-il
nécessairement fini?

10.2.2. Structure des modules de torsion sur K[X]. — Soit K un corps commutatif.
Comme le montre la discussion suivant le th 10.3 ci-dessous, un K-espace vectoriel de
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dimension finie muni d’un endomorphisme K-linéaire u est la méme chose qu'un K[X]-
module de torsion et de type fini. Ce changement de point de vue est particuliérement
intéressant a cause du théoréme de structure (th. 10.3) ci-dessous, que le lecteur pourra
comparer avec le théoréme de structure (th. 3.1) pour les groupes finis abéliens (nous
démontrons les deux simultanément au n°10.3).

Un polynéome P € K[X] est dit irréductible s’il est de degré > 1 et si on ne peut pas
le factoriser sous la forme P = Q;Qq, avec Q1, Qs € K[X] et degQy > 1, deg Qs > 1. Un
corps K est algébriquement clos si et seulement si les polynémes irréductibles de K[X]
sont de degré 1; les polynomes irréductibles de R[X] sont de degré 1 ou 2, ceux de Q[X]
ou de F,[X] ont des degrés arbitraires. On note Pk xj I’ensemble des polynémes unitaires
irréductibles de degré > 1.

Si Q € K[X], on note K[X]/Q (au lieu de K[X]/QKI[X] ou K[X]/(Q)) le quotient de
K[X] par I'idéal engendré par Q.

Ezercice 10.2. — Montrer que K[X]/Q est un corps si Q € Pkx]-

Théoréme 10.3. — Soit M un K[X]-module de torsion et de type fini. Si P € Pxx,
soit Mp l’ensemble des x € M tués par une puissance de P.

(i) Mp est un sous-K[X]-module de M, nul sauf pour un nombre fini de P € Pxx, et
M = @peyy Mp.

(i) 1l existe rp € N et une unique famille décroissante d’entiers ap; > 1, tels que

Mp = D1<icr K[X] /PP

10.2.3. Ezemples. — Soit M un K[X]-module de torsion et de type fini, et soient
e1,...,eq engendrant M. Par définition, cela veut dire que (1, ..., 2q) — x1€1+- - -+ T4€4,
de (K[X])? dans M, est surjective. Par ailleurs, si P; € K[X]— {0}, pouri € {1,...,d}, vé-
rifie P;e; = 0 (de tels P; existent puisque M est de torsion), alors le noyau de I’application
précédente contient (Pq)x - --x (Py), et donc M est un quotient de K[X] /Py x - - -xK[X]/Py,
qui est un K-espace vectoriel de dimension finie deg P; ---degPy4. On en déduit que M
est un K-espace vectoriel de dimension finie. De plus, la multiplication par X sur M est
K-linéaire, ce qui munit M d’un élément privilégié uy de End(M).

Réciproquement, si V est un K-espace vectoriel de dimension finie, et si u est un endo-
morphisme de V, alors P — P(u) induit un morphisme d’anneaux de K[X] dans End(V).
Comme V est un End(V)-module, cela muni V d’une action de K[X] (ou P € K[X] agit
par P(u) € End(V)), ce qui permet de voir V comme un K[X]-module ; par construction,
on a uy = u. De plus, le K[X]-module V est de torsion car Min, € K[X] tue tous les
¢léments de V puisque, par définition, Min, agit par Min, (u) sur V, et Min,(u) = 0.

e S5i V est un K-espace vectoriel de dimension finie, u,u’ € End(V) sont conjugués (i.e. il
existe g € GL(V) tel que v/ = gug™!) si et seulement si les K[X]-modules associés sont
isomorphes.
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11 ’agit d’un pur exercice de traduction. Si M et M’ sont des K[X]-modules, un isomorphisme
t: MM de K[X]-modules est une application K-linéaire qui commute aux actions de X, ce
qui se traduit par uyp o ¢ = ¢ o upr. Maintenant, si M et M sont associés a (V,u) et (V,u),
ona M = M = V en tant que K-espace vectoriel, avec uy = u et upy = w'. Lhypothése
M 2 M’ se traduit donc par l'existence de ¢ € GL(V) vérifiant v’ o ¢t = ¢ o u, ce qui se traduit

1

par u' = gug~! si g = ¢~ !. Pour montrer que M = M’ si v/ = gug~?, il suffit de reprendre les

traductions précédentes dans ’autre sens.

Ezemple 10.4. — (Modules cycliques) Soit Q = X% + ag_1 X! + -+ + ag € K[X], avec
d > 1, et soit M = K[X]/Q. Alors la matrice de uy dans la base 1,X, ..., X% est

0 ... 0 —Q
AQ _ 1 e —a
0
0 ... 1 —Qg—1

et les polyndmes minimal et caractéristique de wuy; sont tous deux égaux a Q.

Par construction Q(X) est la multiplication par 0 sur M, et donc Q(un) = 0, ce qui implique
que le polyndme minimal de wuy divise Q. Par ailleurs, si P(uy) = 0, alors en particulier,
P(uym) - 1 = P(X) est nul dans M = K[X]/Q, et donc P est un multiple de Q. Ceci prouve que
le polynéme minimal de uy; est bien Q.

Le polynéme caractéristique de uyg, qui n’est autre que le déterminant de X — uy, peut se
calculer en développant par rapport a la derniére colonne. Le coefficient de X + a4_1 est le
déterminant d’une matrice (d—1) x (d—1), triangulaire inférieure, avec des X sur la diagonale, et
donc est égal & X471, Sii > 2, le coefficient de a;—; est (—1)~1 x le déterminant d’une matrice
diagonale par blocs, un des blocs de dimension (d —14) x (d —4) étant triangulaire inférieur avec
des X sur la diagonale, et 'autre, de dimension (i — 1) x (i — 1), étant triangulaire supérieur
avec des —1 sur la diagonale; il est donc égal a (—1)""!X?%(—1)""! = X9~ et on a

det(X —un) = (X + ag- )X+ ag2X7 %+ +ap = Q(X).

Ezemple 10.5. — (Modules nilpotents) Soit A € K, et soit M = K[X]/(X — \)¢. Alors la
matrice de uy dans la base f; = (X — \)41 fo = (X = X\)472 ..., fs = 1 est un bloc de
Jordan J) 4.
On a X(X—\)47 = (X =\ 0= £ \(X = A)?, ce qui se traduit par un(fi) = fio1+Mfi,
sii# 1, et par up(f1) = Af1 car (X — A\)? = 0 dans M.

10.2.4. Application a la réduction des endomorphismes

Lemme 10.6. — Soit (Q;)ic1 une famille finie d’éléments de K[X]| de degrés > 1.
Si M = @, K[X]/Qq, alors le polynéme minimal de uy est le ppem des Q;, pour i € 1,
et le polynome caractéristique de uy; est le produit des Q;, pour i € 1.

Le polynéme minimal de up doit en particulier annuler K[X]/Q; pour tout 4; il doit donc
étre divisible par Q; d’aprés les résultats de 'exemple 10.4, et donc aussi par le ppcm des Q;.
Réciproquement, le ppcm des Q; est divisible par Q;; il annule donc K[X]/Q; pour tout i et
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est un multiple du polynéme minimal de uy;; d’ot le résultat en ce qui concerne le polynoéme
minimal de uys.

Pour calculer le polynéme caractéristique de uy, on remarque que chaque K[X]/Q; est
stable par uy, et donc que la matrice de uy; est diagonale par blocs, avec un bloc pour
chaque ¢ correspondant a l'action de upy sur K[X]/Q;. Comme le polynéme caractéristique
d’une matrice diagonale par blocs est le produit des polynémes caractéristiques des blocs, les
résultats de 'exemple 10.4 permettent de conclure.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie muni d’'un endomorphisme u. On peut
supposer que V est un K[X]-module de torsion et de type fini, et que u est la multiplication
par X. Si on note Specu 'ensemble des P € Pk[x) tels que Vp # 0 (dans les notations
du théoréme 10.3), on déduit du lemme 10.6 le résultat suivant.

Corollaire 10.7. — Si les ap; sont les entiers définis au th. 10.3, alors
Minu(X) _ H PP et Caru(X) _ H parattap g,
PeSpecu PeSpecu
Corollaire 10.8. — (Cayley-Hamilton) Le polynéme minimal de u divise le polynéme

caractéristique de u.
C’est, modulo le résultat précédent, une traduction de I'inégalité ap < ap,1+ -+ aprp-

Corollaire 10.9. — Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) u est diagonalisable.

(ii) u est annulé par un polyndme scindé, sans racine double.

(iii) Specu est constitué de polynomes de degré 1, et™ Min, = [Thespecu (X —A)-

(iv) Dans la décomposition V = @pespew( D1<i<rp K[X]/P“Pﬂ'), les éléments de Specu
sont de degré 1 et les ap; sont tous égaux a 1.

L’équivalence des conditions (iii) et (iv) résulte du cor. 10.7.

Si u est diagonalisable, V est la somme directe de ses espaces propres Vy, pour A € Specu.
Alors u — A est nul sur Vy et done [y gpec, (v — A) est nul sur tous les Vy, et donc aussi
sur V. Comme [ ] gpec,(X — A) est scindé, sans racine double, cela prouve que (i)=(ii).

Comme Min,, divise tout polynome annulant u, I’hypothése (ii) entraine que Min,, est scindé,
sans racine double. Il s’ensuit, d’aprés le cor. 10.7, que les éléments de Spec u sont de la forme
X — ), avec A € K, et que V = @y egpec(u) (K[X]/(X = )%, ce qui prouve que (i)=>(iv).

Enfin, comme X agit par multiplication par A sur K[X]/(X—\), on voit que (K[X]/(X—\))%
est contenu dans Iespace propre pour A, et un isomorphisme V 2 @ cspec(u) (K[X]/(X — )
est donc équivalent a exhiber une base de V constituée de vecteurs propres, ce qui prouve que
u est diagonalisable, et que (iv)=-(i).

Ceci termine la démonstration.

Corollaire 10.10. — Si 'V est un K-espace vectoriel de dimension finie, et siu € End(V)
est annulé par un polynome scindé, alors V est la somme directe des sous-espaces carac-
téristiques de u.

76. On se permet d’identifier un polynéme X — A de degré 1 avec sa racine \.
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Corollaire 10.11. — Si'V est un K-espace vectoriel de dimension finie, et siu € End(V)
est annulé par un polynome scindé, alors il existe une base de V dans laquelle la matrice
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Pour les mémes raisons que ci-dessus, le polynéme minimal de u est scindé, et donc les
éléments de Specwu sont de la forme X — A, avec A € K. Le (i) du th. 10.3 nous fournit donc
une décomposition de V sous la forme &, Vx_», et Vx_, est exactement ’ensemble des z € V
tués par une puissance de u — A ; autrement dit Vx_» est le sous-espace caractéristique de u
associé a la valeur propre A, et comme V = @, Vx_», cela permet de conclure.

de u est sous forme de Jordan.

Corollaire 10.12. — (décomposition de Dunford) Si V est un K-espace vectoriel de
dimension finie, et si u € End(V) est annulé par un polynéme scindé, alors u peut se
décomposer de maniére unique sous la forme u = D + N, ou D est diagonalisable, N est

Comme ci-dessus, on déduit du th. 10.3 une décomposition V = @;c1K[X]/(X — A;)% (dans
laquelle plusieurs \; peuvent étre égaux). On conclut en utilisant le résultat de I’exemple 10.5,
selon lequel la matrice de la multiplication par X sur K[X]/(X — A;)* peut se mettre sous
forme de Jordan.

nilpotent, et D et N commutent.

La décomposition de Dunford est particuliérement utile pour calculer les puissances d’'un endomor-
phisme (ou d’un matrice) : comme D et N commutent, et comme N¢ = 0, la formule du binéme devient
D" +nD" IN+4 ...+ (dfl)D”_d“Nd_l, et si 'on dispose d’une base dans laquelle D est diagonal,
calculer les puissances de D se fait sans effort. Ceci s’applique, par exemple, & I’étude d’une suite récur-
rente du type X, 411 = AX,,, ot A € My(K), ce qui inclut les suites numériques vérifiant une relation de

u" =

L’hypothése implique que V est la somme directe des sous-espaces caractéristiques V de .
Soit D € End(V) défini par D(x) = Az, si € V. Alors D est diagonalisable par construction,
et commute & u car u laisse stable les V) et la restriction de D & V) est une homothétie. De
plus, u — X est nilpotent sur V) par définition de V), et donc w — D est nilpotent sur V (on a
(u—D)** =0 sur Vy et donc (u —D)® =0sur V, si e =sup, ey). Enfin, D commute & v — D
puisqu’il commute & u, ce qui prouve que la décomposition u = D + N, avec N = u — D, est de
la forme voulue. (On aurait aussi pu utiliser I'existence d’une base dans laquelle la matrice A
de u est sous forme de Jordan : on a A = D+ N ou D est la matrice diagonale ayant les mémes
coefficients diagonaux que A, et N est triangulaire supérieure avec des 0 sur la diagonale, et
donc est nilpotente (et on a N% = 0, si dimV = d) ; la commutation de D et N se vérifie bloc
par bloc.)

Réciproquement, si D et N commutent, ils commutent aussi & u et donc aussi a tout poly-
noéme en u. Soit A une valeur propre de u, et soit V) le sous-espace caractéristique associé. Si
x€Vy,onal=D((u—N)*(x)) = (u—A)*(D(z)), et donc Vy est stable par D. Maintenant,
par hypotheése, u — D est nilpotent, et donc sa restriction & Vy l'est. Par ailleurs, u — X est
nilpotent sur V) par définition, et comme uv — D et u — A commutent puisque u et D com-
mutent, il s’ensuit que D — A = (u — A\) — (u — D) est nilpotent sur V) (cf. ex. 2.1). Enfin, D
étant supposé diagonalisable, il est annulé par un polynéme P, scindé sans racine double. La
restriction de D & V) est aussi annulée par P, et donc est diagonalisable; il en est donc de
méme de D — A, et la nilpotence de D — A entraine que D = X sur V. D’ot 'unicité.
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récurrence du type Up4q = @1Untd—1 + - + aquy, pour tout n € N; elles correspondent (77) a prendre
Xp = t(unn s 7u7l+d—1) et

0 1 - 0
A=
0 0 1
aq PN a9 a1

10.3. Modules de torsion sur les anneaux principaux

Les anneaux Z et K[X] sont principaux (cf. alinéa 4.2.1), ce qui fait que le théoréme 10.13
ci-dessous a pour conséquences les th. 3.1 et 10.3.

Soit A un anneau principal (cf. alinéa 4.2.2), et soit &4 I'ensemble des idéaux premiers
non nuls de A. Choisissons pour tout élément de &, un générateur, et identifions Z, a
I’ensemble de ces générateurs. Si p € Py, alors A/p est un corps.

De plus, tout élément non nul x de A se factorise, de maniére unique, sous la forme
T = que@A p’®@ | oll u est inversible dans A. Si zy,...,2, € A, soit pged(zy,...,z,)
le générateur [] ., p™fi (@) de lidéal (21,...,2,) : cet idéal est A (ce qui équivaut &
ce que 1, ...,T, sont premiers entre eux), si et seulement si inf;(v,(x;)) = 0 pour tout
p E Ph.

Si M est un A-module, et si a € A, on note aM C M I'image du morphisme z — ax
de A-modules. C’est un sous-A-module de M, et le quotient M /aM est, par construction,
tué par a; 'action de A sur M/aM se factorise donc a travers A/a, ce qui fait de M/aM
un A/a-module. En particulier, si p € P4, alors M/pM est un espace vectoriel sur le
corps A/p.

Théoréme 10.13. — Soit M un A-module de torsion et de type fini. St p € P, soit
M, lensemble des x € M tués par une puissance de p.
(i) M, est un sous-A-module de M, nul sauf pour un nombre fini de p, et M = @pe 2, M,,.
(ii) St r, = dima/(M/pM), alors il existe une unique famille décroissante d’entiers
ap; = 1, pour 1 <i <1y, telle que My, = @1<icr, AP

Si p®z = 0 et pPy = 0, alors p>*P(*0)(\z + uy) = 0 quels que soient A,z € A. On en déduit
que M, est un sous-A-module de M.

Soient x1,...,xq engendrant M. Si ¢ € {1,...,d}, soit A\; € A tel que \jz; = 0, et soit
A= A1---Ag. On a Az = 0 quel que soit x € M. Si p € 5 ne divise pas A, et si z € M,
est tué par p®, alors x est tué par tout élément de 1'idéal (A, p*) de A engendré par A et p®,
c’est-a-dire par A, puisque A et p® sont premiers entre eux. On a donc x =0, et M, =0sip
ne divise pas A.

Soit P (A) C Pa l'ensemble des diviseurs premiers de A, et soit A = Hpeﬁ’A(A) p"r la

factorisation de A en facteurs premiers. Les z%’ pour p € &4 (A) sont premiers entre eux dans

77. Cela dit, pour étudier une telle suite, il vaut mieux considérer la série génératrice Zj;i% u, T™, la
multiplier par 1 — a; T — - -+ — agT¢ pour obtenir un polynéme P, et décomposer la fraction rationnelle

P 1. .
T —ayTa €0 éléments simples.



120

VOCABULAIRE MATHEMATIQUE

leur ensemble. Il existe donc, d’aprés le théoréme de Bézout, des éléments «,, de A tels que
lon ait ZpeWA(A) app%p = 1. On en déduit que 'on peut décomposer tout élément x de M

sous la forme EpeﬁA(A) Tp, avec T, = Z%?;‘a:, et ¢, € M, car z,, est tué par p"». En résumé,
M= Zpe@ MP‘

Enfin, si @, € My, pour p € Pa(A), et si 30 5, ) 2p = 0, alors xp, = =37, x, est a
la fois tué par p™» et par p~"» A, qui sont premiers entre eux par définition de n,. On a donc
xp = 0 quel que soit p, ce qui termine de démontrer le (i).

Passons & la démonstration du (ii). Commencons par montrer que I’on peut calculer 7, en ne
considérant que M,,. Si £ € & est distinct de p, la multiplication par p induit une surjection
sur My : en effet, il existe n tel que £"M; = 0, et comme p et £™ sont premiers entre eux, il
existe a,b € A tels que ap + bf™ = 1. Les multiplications par a et p sont inverses I'une de
lautre sur My, et donc My/pM,; = 0. Il en résulte que 7, est aussi la dimension de M, /pM,
sur A/p.

La démonstration du (ii) va se faire en deux étapes. On commence par démontrer, par
récurrence sur 7 = 7, (le cas r = 0 étant vide), I'existence d’une décomposition sous la forme
voulue, puis on démontre, toujours par récurrence, 1'unicité de la famille a,, ;.

Si & € My, on note n(x) le plus petit n € N tel que p"z = 0. Donc p"@x = 0 et
p"@ =1y £ 0, si n(x) > 1. Soient e; € M, réalisant le maximum de n(z), pour x € M, (comme
n(z) < ny, pour tout € M, il existe un tel e1), et a3 = n(eq). Soit N = M, /(A/p**)e;. Alors
N/pN est, d’aprés le lemme 10.14 ci-dessous (avec M = M,,, M’ = pM,, et M"”" = (A/p*)eq), le
quotient de M, /pM,, par le sous-(A/p)-espace vectoriel engendré par 'image de e;, et comme
cette image est non nulle (sinon, on aurait e; = pf et n(f) =n(e;) +1 > n(e1)), on en déduit
que dimp /,(N/pN) = r — 1, ce qui permet d’appliquer I’hypothése de récurrence a N. Il existe
donc €,...,6 € Net ag > --- > a, tels que N = Pagicr (A/p" ;.

Soit e; € M, un relévement quelconque de €. On a alors p%e, = ber, avec b; € A,
bien défini modulo p®. Comme p®e, = 0, on en déduit que p®~%b; € p» A, et donc que
b, € p*A. Soit ¢; = p~%b; € A, et soit e; = €} — ¢;e7. On a alors p*e; = 0. Maintenant,
soit © € M, et soit T son image dans N. Il existe alors Ay € A/p®2, ... A\, € A/p®, uniques,
tels que T = Agez + -+ + Ay€,.. Comme p%e; = 0, I'élément \;e; de M, est bien défini, et
z =31y Nie; € (A/p™)er, et done M, = (A/p™)er + ((A/p™)es @ -+~ & (A/p™)e,). De plus,
(A/p*)er N ((A/p*2)es @ --- @ (A/p*)er) = 0 car un élément de I'intersection a une image
nulle dans N, et que 2 — T induit une bijection de (A/p®)es & --- & (A/p® e, sur N. Il en
résulte que M, = (A/p™)e1 ® (A/p*2)ea & --- D (A/p®)e,. Comme ay > as, cela fournit une
décomposition de M,, sous la forme voulue.

Il reste I'unicité des a, ;. Supposons que M, = ®1<i<,(A/p¥)e; = B1<j<s(A/pb) [}, avec
ar = as = --car = let by 2by > -+ 2 b > 1. Soit n(M,) le maximum des n(z), pour
x € M,. Alors n(M,) = a1 et n(M,) = by, et donc a3 = b;. Maintenant, on peut écrire
e1 sous la forme e; = ijl A;fj, et comme p~le; # 0, cela implique qu’il existe j tel
que p®~1)\;f; # 0. En particulier, on a p®~!f; # 0, ce qui prouve que b; > a; = by et
donc que b; = b;. Quitte & permuter les f;, on peut donc supposer j = 1. La propriété
p 1IN f1 # 0 implique alors (car a; = by) que A\; ¢ pA, et donc que \; est premier a p
et p®, et est inversible dans A /p®* A. En notant p; son inverse, cela permet d’écrire f; sous la
forme pier — 375 o 1) fj, ce qui prouve que l'on a aussi M, = (A/p")er @agics (A/P%) f;.
On en déduit que M,/(A/p")er = Bacicr(A/pP)e; = Bacij<s(A/p%)f;, et une récurrence
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immédiate permet d’en conclure que l'on a a; = b; quel que soit 7 (et donc aussi que r = s).
Ceci termine la démonstration.

Lemme 10.14. — Soient M un A-module, et M', M" deux sous-modules de M. Alors :

i) M+M'"={z+y, xeM, yeM'} est un sous-module de M ;

(ii) Iimage de M’ dans M/M" est™ M'/(M' N M") et celle de M" dans M/M' est
M”/(M/ N M//) :

(iii) les A-modules (M/M")/(M'/(M' " M")) et (M/M")/(M"/(M' N M")) sont naturel-
lement isomorphes a M/(M' +M") ; en particulier, ils sont isomorphes entre eux.

Le (i) est immédiat. Maintenant, la composée de I'injection de M’ dans M avec la projection
de M sur M/M” fournit un morphisme de A-modules dont le noyau est M’ N M" ; I'image est
donc isomorphe & M’/(M’ N M"). L’argument étant le méme dans 'autre cas, en inversant les
roles de M’ et M”, cela démontre le (ii).

Enfin, Papplication naturelle de M’ dans (M’ +M")/M" est surjective (si x € M’ et y € M”,
alors 'image de = + y est aussi celle de ), et son noyau est M’ N M”. L’image de M’ dans
M/M" est donc aussi (M’ + M")/M”, ce qui fait que

(M/M")/(M/ (M M) = (M/M7) /(M + M")/M”) = M/(M’ + M").

(Le noyau de la projection de M sur M/(M’ + M”) contient M’ et donc cette projection se
factorise a travers M/M’; comme ’application induite est surjective et que son noyau est
(M" + M"”)/M” | cela fournit I'isomorphisme (M/M")/((M' + M")/M") = M/(M’' + M") ci-
dessus.) On en déduit le (iii).

Exercice 10.15. — Soit G un groupe, et soient G, G” deux sous-groupes distingués de G.

(i) Montrer que G’ N G” et G'G" = {ay, = € G’ y € G"} sont des sous-groupes distingués de G.

(ii) Montrer que (G/G")/(G"/(G' N G")) et (G/G")/(G'/(G' N G")) sont isomorphes. (On pourra les
comparer a G/(G'G").)

10.4. Modules sur les anneaux principaux

On continue & supposer que A est un anneau principal. Nous allons étendre le théoréme
de structure aux A-modules de type fini pas nécessairement de torsion. Un tel module
M peut se décomposer sous la forme (cf. alinéa 10.4.3), M = A" @ Mo, 00t Mg est
I'ensemble des éléments de torsion de M, et est un module de type fini et de torsion (on
peut donc utiliser le th. 10.13 pour le décrire), et r est le rang de M. En particulier, un
groupe commutatif de type fini M peut se décomposer sous la forme M = Z" ® Mg, OU
M;ors est un groupe fini (cf. ex. 10.1).

10.4.1. Opérations matricielles
Si M € M, xm(A), et si j < inf(n,m), on note I;(M) l'idéal de A engendré par les
mineurs d’ordre 5 de M.

o L(UMV) = L;(M), si U € GL,(A) et V € GLy,(A).

78. Plus exactement : « est naturellement isomorphe a »
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Il suffit de prouver que l'idéal engendré par les mineurs d’ordre j ne change pas si on
multiplie M & gauche ou a droite par une matrice inversible, et il suffit de traiter I'un des deux
cas, 'autre s’en déduisant par passage a la transposée. Une colonne de MV est une combinaison
linéaire a coefficients dans A des colonnes de M. Il s’ensuit qu'un mineur de MV, vu comme
une forme alternée sur les colonnes de MV, est une combinaison linéaire, & coefficients dans A,
de mineurs de M, et donc que I;(MV) C I;(M). Si V est inversible, on peut appliquer ce qui
précéde & MV et V™! au lieu de M et V pour en déduire I'inclusion dans ’autre sens. On en
déduit le résultat.

Si s = inf(n,m), on note Diag(dy,...,ds) la matrice (a;;) € M;,xm(A) définie par
a;; =0;,s1i<s, et a;; =0sii#j (sin=m, les matrices de ce type sont exactement
les matrices diagonales).

e Soit M € M., (A).

o Il existe 0y, ..., ds, uniquement déterminés a multiplication prés par des unités de A,
tels que 61 | 92 | -+ | 05 et Li(M) = (61), L(M) = (6192),... (les 0, sont les diviseurs
élémentaires de M).

o Il existe U € GL,(A) et V € GL,,(A) telles que UMV = Diag(dy, ..., ds).

Remarquons que I;(Diag(d1,...,d5)) = (61---9;), si 61 | d2 | --- | ds. Le premier point
résulte donc du second et du résultat précédent.

Passons a la démonstration du second point. On peut faire agir G = GL,(A) x GL,,(A)
sur M, xm(A) par (U, V)-M = UMV~ L’énoncé & démontrer peut alors se paraphraser sous
la forme : dans I'orbite de M sous l'action de G (cette orbite est I’ensemble des UMV ~! pour
(U,V) € G, et donc aussi celui des UMV, puisque (U,V~1) € G si (U, V) € G), il existe une
matrice Diag(dy,...,0s), avec 81 | --- | d,. Nous allons démontrer (™) Pexistence de My par
récurrence sur s, le cas s = 0 étant vide.

Si M = (ai;) € Myxm(A), on note 6(M) le pged des a; ; (c’est un générateur de I (M)).
Notons que §(UMV) = §(M) si U € GL,,(A) et V € GL,,(A), puisque I (UMV) =1, (M).

Sia € A—{0}, notons ¢(a) la longueur de a, i.e. le nombre de facteurs premiers de a, comptés
avec multiplicité (par exemple, si A = Z, et a = —120 = —23-3-.5, ona f(a) =3+ 1+1=15).
SiM = (a;;) € Mpxm(A), on note £(M) le minimum des {(a; ), et on choisit un couple
(i,5) tel que £(a; ;) = £(M). Quitte & multiplier M & droite et & gauche par des matrices de
permutation, ce qui fournit un élément de Porbite de M, on peut supposer que (i,7) = (1, 1),
et donc que #(aq,1) = inf; ; ¢(a; ;). Comme §(M) divise a1 1, on a £(a1,1) = £(6(M)) et il y a
deux cas :

o L(a1,1) = £(8(M)), ce qui signifie que a1; = ad(M), ol « est une unité dans A, et
donc que a;; divise a;; pour tout (i,j). On peut alors écrire M, par blocs, sous la forme

79. La démonstration fournit une construction algorithmique de U, V et My, & condition de savoir
vraiment exprimer le pged d de deux éléments a et b de A sous la forme d = au + bv; si A est euclidien,
on peut utiliser 1'algorithme d’Euclide pour ce faire. On peut méme combiner les deux algorithmes en
essayant de minimiser le minimum de la taille des coefficients de UMV au lieu de leur longueur; cela
permet de montrer que 'on peut imposer & U et V d’étre des produits de matrices ayant des 1 sur la
diagonale, et un seul coefficient non diagonal non nul. Le résultat est que I'on peut parfaitement, de nos
jours, demander a un ordinateur de calculer les diviseurs élémentaires d’un sous-Z-module de Z™ ou d’un
sous-K[X]-module de (K[X])".



e Soit A un sous-A-module de A". Alors il existe une base fi,..
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(;?(%)u gg\sll\)dl\)/ff), avec u € M,_1)x1(A), v € Myx(m—1)(A) et M" € M(;,_1)x (m—1)(A). Soient

Up = (. 10, ) et Vo= (§1.",); alors UMV, = (¢ 5(M0)M6)' Maintenant, on peut ap-

—u lp_1

pliquer I'hypothése de récurrence a My, et trouver U’ € GL,_1(A) et V' € GL,,—1(A) tels

que U'M{V’ = Diag(d},...,8._1), avec 8] | -+ | 0,_1. SiU = ({ &) et V.= ({ &), alors
o(M .

UUMV,V = ( (0 ) 6(M)U0’Mgv’) = Diag(6(M), 5(M)d1,...,0(M)d._;) est de la forme voulue.

o £(a1,1) > £(6(M)). Dans ce cas, nous allons construire U € GL,(A) et V € GL,,(A)
tels que £(UMV) < ¢(M), ce qui nous permettra de recommencer en partant de UMV au lieu
de M. Comme ¢(M) ne peut pas baisser indéfiniment, au bout d’un nombre fini d’étapes, on
se retrouve dans le cas /(M) = ¢(6(M)), ce qui permet de conclure d’aprés ce qui précede.
L’hypothése £(aq,1) > £(6(M)) implique qu’il existe a; ; tel que ¢(pged(ai,1,a;;)) < 4(ai1)
[sinon aq 1 diviserait a; ; pour tout (4, ), et on aurait a;; | 6(M) et £(a1,1) < L(6(M))]. Il y a
trois cas :

o Il existe j tel que aq 1 ne divise pas a; ;. Quitte & multiplier par une matrice de permutation
a droite, on peut supposer j = 2. D’aprés le théoréme de Bézout, il existe alors u,v € A tels
que wai,1 +vai s = «, si @ = pged(ar,i,ar,;) (on a donc £(a) < £(M)). Soit V la matrice par
blocs (\6/ 17«?72 ), avec V' = (Z _51?112/{1 a)). Alors V' est a coefficients dans A puisque « divise
a1, et aq 2 et son déterminant vaut 1. Il en résulte que V € GL,,(A) (et méme V € SL,,(A)).
Par ailleurs, si MV = (b, ;), on a b1 1 = uai,1 + va12 = «, et donc £{(MV) < (M), ce que 'on
cherchait.

o Il existe j tel que a;,1 ne divise pas a; ;. Ce cas se raméne au précédent en prenant les
transposées.

o a1,1 divise ay,; et a;1 pour tous j. Auquel cas, on peut trouver U et V inversibles tels
que UMV soit une matrice par blocs de la forme (agl 1\?[/) (cf. le cas l(a11) = €(6(M))).
Quite a remplacer M par UMV, on peut donc supposer que M = (aal 1\?{’)' L’hypothése
l(ar,1) > £(6(M)) implique qu’il existe a;; non divisible par a1 et, quitte & multiplier M
par des matrices de la forme ((1) 8,) et ((1) \9, ), ot U’ et V' sont des matrices de permutation,
on peut supposer que aj; ne divise pas az 2. Comme ci-dessus, il existe u,v € A tels que
l(uay1 +vazz) < lay1). Orona (L9)(29)(LY) = (4utaw q); on en déduit que si U et V

sont les matrices par blocs U = (4 0 ) V.= (Y 0 ) avec U = (L9) et V' = (19),

alors UMV admet wai 1 + vag 2 parmi ses coefficients (2-iéme ligne et 1-ére colonne) et donc
que £(UMV) < ¢(M), ce que I'on cherchait & obtenir.

10.4.2. Sous-modules de modules libres

On note F le corps des fraction de A.

Soit r la dimension du sous-F-espace vectoriel V de F™ engendré par A. Soit I I'idéal de
A engendré par les mineurs d’ordre r de toutes les matrices n X m, pour m > r, obtenues
en écrivant m éléments de A dans la base canonique de A™ sur A. Comme A est noethérien,
il existe une famille finie (M;), ey de telles matrices dont les mineurs d’ordre 7 engendrent I,

123

.y fn de A" sur A, un
entier r < n, et des éléments 01 | 02 | -+ - | 0, non nuls de A tels que d; fi, . .
base de A sur A. De plus, r et 9, ..

., 0, f soit une
., 0, sont déterminés de maniére unique (7 est appelé

le rang du A-module A; c’est la dimension du sous-F-espace vectoriel de F" engendré
par A).
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et la matrice M obtenue en utilisant tous les éléments de A apparaissant dans les M; a pour
propriété que ses mineurs d’ordre r engendrent I.

D’aprés le point précédent, on peut trouver des matrices U € GL,,(A) et V € GL,,(A)
telle que UMV = Diag(d,...,6s), avec §; =0sij > r+1et (01---6,) = L. Or multiplier &
droite par V revient & faire des combinaisons linéaires des colonnes de M, ce qui nous donne
d’autres éléments de A, et multiplier & gauche par U revient a changer la base de A™ sur A dans
laquelle on calcule les coordonnées des éléments de A™. On a donc trouvé une base fi,..., f
de A™ sur A telle que 1 f1, ..., 9, f, appartiennent a A. De plus, si z1,..., %, € A, les mineurs
d’ordre r de la matrice des x; dans la base des f; sont aussi ceux de UM’, o M’ est la matrice
des z; dans la base canonique de A", et comme I,,(UM’) = I,(M’), on déduit de la définition
de I et de ce que (61---6,) =1 que A = ¢;...0, divise tout mineur d’ordre r de la matrice

des z; dans la base des f;. Montrons que ceci implique que 01 fi,..., 6, f, est une base de A
sur A, ce qui prouvera l’existence.

Comme f1,..., f, est libre sur F, il en est de méme de 4y f1,...,d,f qui est donc une
base de V sur F, puisque V est de dimension r par définition de r. Si x € A, on peut donc
écrire x, de maniére unique, sous la forme Z:Zl Ai0; fi, avec A1, ..., A\, € F, et on cherche a

prouver que A; € A, pour tout j. Les mineurs d’ordre r de la matrice dont les colonnes sont
01f1,...,0.fr,x dans la base fi,..., f, appartiennent & A et sont divisibles par A d’apreés la
discussion ci-dessus. En considérant le mineur obtenu en ne gardant que les r premiéres lignes
en enlevant la j-iéme colonne, on en déduit que A); est divisible par A, ce qui prouve que
Aj € A pour tout j, et donc que 61 f1,. .., 0, fr engendrent A.

Ceci prouve l'existence. L’unicité se déduit de ’alinéa 10.4.3 appliqué a M = A™/A.

e Un sous-A-module d’un A-module libre de rang fini est libre de rang plus petit.

C’est une paraphrase un peu appauvrie du point précédent.

Un sous-A-module de F™ est un réseau (ou un A-réseau) s'il est de type fini et s’il
engendre F”; par exemple A" est un réseau de F” : c’est le réseau standard.

e Si A est un réseau de F”, il existe une base fi,..., f, de A" sur A et 61,...,9, € F*,
tels que 01 f1,...,0,fn soit une base de A sur A; en particulier, un réseau A de F™ est
libre de rang n sur A et une base de A sur A est aussi une base de F™ sur F.

Soient x1,...,%, engendrant A sur A. Il existe alors b; € A — {0} tel que b;z; € A™ [si

A biyj], et on a donc bx; € A™ pour tout i, si

s
x; = > 3tej, on peut prendre b; = [,

j:1 biyj
b =TI, b;. Il sS’ensuit que bA est un sous-A-module de A", et comme il engendre F™, il est
de rang n et il existe une base fi,..., f, de A" sur A et §1,...,0,, € A, tels que &) f1,...,9, fn

soit une base de bA sur A. Alors b=16] f1,...,b7 16/, fn est une base de A sur A.

e Si Aq, Ay sont des réseaux de F" avec A1 C A,, il existe une base f1,..., f, de Ay sur A
et d1,...,0, € A, tels que 61 f1,...,9,[f, soit une base de A; sur A.
D’aprés le point précédent, A, est libre de rang n sur A et le choix d’une base permet de se

ramener au cas Ay = A™ qui découle de ce qui précéde.

Ezercice 10.16. — Soient n > 2 et ay,...,a, € Z, premiers entre eux dans leur ensemble. Montrer qu’il
existe A € SL,,(Z) dont la premiére colonne est (a1, ..., ay,).
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10.4.3. Modules de type fini

e Si M est un A-module de type fini, il existe r € N, 0y,...,0, € A, avec §; ¢ A* et
Oy | 0g |+ | ds, telsque M = A" B A/ B --BA/J,. De plus, r et les idéaux (d1), ..., (ds)
sont uniquement déterminés.

Soient x1,...,x, une famille génératrice de M. On dispose donc d’un morphisme surjectif
(at,...,an) — >, a;z; de A-modules de A™ sur M. Notons A le noyau, de telle sorte que
M = A™/A. D’aprés l'alinéa précédent, il existe une base f1, -, f, de A", et des éléments
81,...,0; de A, avec &) | --- | 8}, tels que &) f1,...,d,ft soit une base de A sur A. Alors
MA@ DA/S, &A™, et on en déduit I'existence avec r = n — ¢, en supprimant les
! qui sont des unités.

Passons a l'unicité. On est ramené & prouver que si 'on dispose d’isomorphismes de A-
modules M 2 A" G A/(01)® - BA/(0s) et M= AT PA/(6) D~ @ A/(L), our,r' €N,
et 01 | dg | | ds et 81 | 65 | --- | 0L, alors m = m, s = &, et (8;) = (J;) pour tout i < s.
Commencons par constater que A/(61)®---®A/(0s) et A/(6])D---DA/(d),) sont isomorphes
au sous-A-module My de M. Les isomorphismes ci-dessus induisent donc un isomorphisme
A" 2 M/Mors & A™, et donc n = m.

On est donc ramené au cas ot M = My et n=m = 0. Si p € Pa, soit ap; = v,(0s—;) et
bpi = vp(8L,_;). Alors ap; > apit1 puisque ds—;—1 | d5—; €t by ; = bp i1 puisque 0%, _, 4 | 6%, _,.
D’aprés le th. des restes chinois, on a A/(55_;) = @pep, A/p™i et A/(8), ;) = Bpeapy A/pbr,
et on déduit de l'unicité dans le th. 10.13 que a,; = b,; pour tous p,?, ce qui prouve que
(0s—;) = (0s/—;) pour tout i, et donc que s = s’ et (J;) = (4;) pour tout i.

e Si A € M, (K), le K[X]-module correspondant & K™ muni de "endomorphisme u, est
le quotient M de (K[X])" par le sous-K[X]-module engendré par les Xe; — ua(e;), o
€1, .., e, est la base canonique de K" et K[X]™. On peut donc utiliser 1’algorithme décrit
dans 'alinéa 10.4.1 pour mettre M sous une forme sympathique ou pour déterminer son
polynéme minimal et son polyndéme caractéristique.
L’application naturelle K™ C (K[X])” — M est surjective car X"e; a méme image que u?} (e;),
sin € N; elle est injective car > . Nie; = > i Pi (Xe; — ua(e;)) dans (K[X])™ implique,
en regardant les termes de plus haut degré, que les P; sont nuls et donc aussi les )\; ; elle est
donc bijective, et on s’est débrouillé pour que la multiplication par X dans M correspondent &
I'action de up sur K.
Maintenant, si M 2 (K[X]/P1) & - - - & (K[X]/P,), avec Py | - -+ | P,, le polynéme minimal
de la multiplication par X est P,, et son polyndme caractéristique est Py - - - P,, (lemme 10.6).

10.5. Extension des scalaires

La réduction des endomorphismes est plus agréable sur un corps algébriquement clos;
on peut s’y ramener en étendant les scalaires : par exemple, un R-espace vectoriel peut
se complexifier en un C-espace vectoriel.

10.5.1. Complexification d’un espace vectoriel réel

Si V est un R-espace vectoriel, on note V¢ le R-espace vectoriel V @ ¢V (un élément
de V¢ s’écrit de maniére unique sous la forme x + iy, avec x,y € V); en particulier, V
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est un sous-R-espace vectoriel de V. On fait 89 de V¢ un C-espace vectoriel en faisant
agir a +ib € C sur V¢ par la formule évidente (a + ib)(x + iy) = (ax — by) + i(ay + bx) ;
le C-espace vectoriel ainsi obtenu est le complexifi¢ du R-espace vectoriel V.

e Si V est de dimension finie, et si eq,...,e, est une base de V sur R, alors c’est aussi
une base de V¢ sur C.
On peut écrire tout élément de V, de maniére unique, sous la forme Z?:k Tpek, avec
r1,...,T, € R, et donc on peut écrire tout élément de Vg =V @ ¢V, de maniére unique, sous
la forme Y7, wpep+1i> o, Yr€k, AVEC T, ..., Tn, Y1, ..., Yk € R, ce qui prouve que I'on peut
écrire tout élément de V¢, de maniére unique, sous la forme Z?:k zZkek, avec z = T +iyr € C.

e V vérifie la propriété universelle suivante : si u : V. — W est R-linéaire, et si W est un
C-espace vectoriel, alors il existe une unique application C-linéaire uc : Ve — W dont
la restriction a V est u.
Siuc : Ve — W est C-linéaire et coincide avec u sur V, alors uc(z + iy) = u(z) + tu(y), si
z,y € V; on en déduit I'unicité d’une application linéaire uc étendant u & V. Maintenant,
la formule uc(x + iy) = w(z) + du(y) définit une application de Vg dans W qui est R-
linéaire de maniére évidente ; sa C-linéarité résulte du calcul suivant : uc((a + ib)(c + iy))
uc((ax — by) +i(ay + bx)) = u(ax — by) + tu(ay + bz) = (au(x) — bu(y)) + i(au(y) + bu(z)) =
(a+ ) (u(z) +iu(y)) = (a + ib)uc(x + iy). D’on Pexistence.

Siu:V; — Vy est un morphisme de R-espaces vectoriels, on peut composer u avec
I'injection de Vy dans Vy ¢, et le point précédent implique que le résultat s’étend, de
maniére unique, en une application C-linéaire uc : Vic — Vac. Si Vi et Vi sont de
dimension finies, si ey, ..., e, est une base de V; sur R (et donc aussi une base de Vi ¢
sur C) et fi1,..., f, est une base de Vy (et donc aussi une base de Vo sur C), les
matrices de u et uc dans ces bases sont les mémes puisque uc(e;) = u(e;). En particulier,
si Vi = Vy, alors u et uc ont le méme polynome caractéristique, et donc les mémes valeurs
propres (réelles).

e Si u € End(V) n’a pas de valeur propre, u laisse stable un sous-espace de dimension 2.

Si u n’a pas de valeur propre, toutes les valeurs propres de uc sont non réelles. Si A = a+1b,
avec b # 0, est une valeur propre non réelle de uc, et si z = x + iy € Vg — {0}, avec x,y € V,
est un vecteur propre de uc pour la valeur propre A, cela se traduit par u(xz) + iu(y) =
(a + ib)(x + iy) = (ax — by) + i(ay + bx), et donc par u(x) = ax — by et u(y) = ay + bx.
De plus, z et y ne sont pas colinéaires car si y = cz, cela nous donne u(z) = (a — bc)z et
cu(x) = (ac+b)x, et donc ac+b = ca — be?, et b = 0. Il en résulte que le plan engendré par

et y est stable par u, et que la matrice de v dans la base x,y de ce plan est (_ab Z)

e Si i est une valeur propre de uc, alors @ aussi et les multiplicités de p et @ sont les
mémes ; si uc est diagonalisable et si ses valeurs propres (répétées avec multiplicité) sont
ALy ooy Apy 1, 05 - -+ Py flsy OO A, ..., A, sont réelles, et p; = a; + 1b;, avec a;,b; € R et
b; # 0, alors il existe une base de V dans laquelle la matrice de u est la matrice diagonale
par blocs Diag()\l, ey Ay ( a1 b ), ceey ( as b ))

—b1 a1 —bs as

80. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ’on obtient bien ainsi un C-espace vectoriel.
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Comme C est algébriquement clos, les valeurs propres de uc (avec multiplicité) sont les
racines de Car, . = Car,. Le premier énoncé résulte donc de ce que Car,, € R[X].

On peut supposer que V est un R[X]-module de torsion, et que u est la multiplication par X,
et le th. 10.3 nous fournit une décomposition V = @pespecu( Bi<i<re R[X]/P‘”’»i), ol les P
sont irréductibles (de degré 1 ou 2). Alors Vg & @pespecu(@lgigrp C[X]/P“Pvi). Par ailleurs,
C[X]/Pi = (CIX]/(X — p)*®i) @ (C[X]/(X — @)?®1), d’aprés le th. des restes chinois, si
P=(X-pu)(X—7) et u # . L’hypothése selon laquelle uc est diagonalisable implique donc,
d’aprés I’équivalence entre les (i) et (iv) du cor. 10.9, que les ap ; sont tous égaux a 1. On en
déduit une décomposition V 2 (&5_; R[X]/(X—=X;)) & (®;_, R[X]/(X?—2a;X+a2+b?)), et pour
conclure il suffit de remarquer que dans la base X—a, b de R[X]/(X?—2aX+a?+b?), ot b # 0, la
matrice de la multiplication par X est (% °) car X (X—a) = a(X—a)—bb+(X?—2aX+a*+b?)
et Xb=0b(X—a)+ab.

10.5.2. FExtension des scalaires a un sur-corps

Si K C L sont des corps, et si V est un K-espace vectoriel, on peut transformer V en un
L-espace vectoriel en étendant les scalaires de K a L (si K = R et L = C, cette opération
correspond & la complexification d’un espace vectoriel réel étudiée dans le n® précédent) ;
le L-espace vectoriel V, (noté aussi L ®k V) que 'on obtient est I’extension des scalaires
de K a L de V; il est caractérisé (& isomorphisme unique prés) par la propriété universelle
suivante : V est un sous-K-espace vectoriel de Vi, engendrant Vi, et, si v : V — W est une
application K-linéaire de V dans un L-espace vecoriel W, il existe une unique application
L-linéaire ug, : Vi, — W dont la restriction a V est wu.

Si Vi, et Vi sont deux extensions de scalaires de V, ce sont des en particulier des L-
espaces vectoriels, et id : V — V s’étend, de maniére unique, en des applications L-linéaires
u: Vi = Vi et v : Vi, — V. Mais alors v/ ou : Vi, — V, est une application L-linéaire
dont la restriction & V est l'identité; par unicité d’une telle application, on en déduit que
u’ o u est I'identité de Vi. De méme, u o u’ est I'identité de Vi, ce qui prouve que u et u’
sont des isomorphismes inverses I'un de 'autre et donc que Vi, est uniquement déterminé a
isomorphisme unique pres (s’il existe).

Il nous reste & construire Vy,. Pour cela, partons du L-espace vectoriel L(Y) des applications
de V dans L ne prenant qu’un nombre fini de valeurs non nulles. Si z € V, on note e, ’élément
de L(Y) défini par e,(z) = 1 et e,(y) = 0 pour tout y # x. Alors (e,).cy est une base de L(V).

On définit Vi, comme le quotient de L(V)

par le sous-L-espace vectoriel R engendré par les
Crty — €z — €y, POUr z,y € V, et les ex, — Aeg,pour z € Vet A € K. Si z € V, on note ¢, (x)
I'image de e, dans Vy,. Alors i1, est K-linéaire car on s’est débrouillé pour (on e;4,—e;—e, =0
et ex, —Ae, = 0dans Vi, siz,y € Vet A € K). Par ailleurs ¢y, est injective comme le montre le
point suivant, ce qui permet d’identifier V & son image par ¢1, dans Vp,, et donc de considérer
V comme un sous-K-espace vectoriel de V. Comme les e, engendrent L(Y), leurs images
engendrent Vi,, et donc V engendre Vp,. Enfin, si w : V — W est K-linéaire et W est un L-
espace vectoriel, on définit une application L-linéaire 4y, : L(Y) — W, en posant iy, (e, ) = u(z),
siz € V (une telle application existe et est unique car les e, forment une base de L(V)). Alors
Ur(ezqy — €z —ey) = u(x +y) —u(r) —u(y) = 0 et dr(exs — Aez) = u(Ax) — Au(z) = 0
pour tous z,y € V et A € K. Il s’ensuit que R C Keruy,, et donc que 4r, se factorise a travers
L) /R = V,, et application L-linéaire uy, : Vi, — W ainsi obtenue coincide avec u sur V par
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construction. Comme V engendre Vp,, il y au plus une telle application, ce qui prouve que Vi,
vérifie la propriété universelle demandée.

e Sivy,...,u, € Ksont liés dans Vi, (sur L), ils sont liés dans V (sur K); s’ils sont libres
dans V (sur K), ils le sont dans Vi, (sur L) ; si (e;)er est une base de V sur K, c’est aussi
une base de Vi, sur L.

Les deux premiers énoncés se déduisent 'un de 'autre par contraposée ; le troisiéme résulte
du second puisqu’il implique que (e;);¢r est libre (sur L) dans Vi, et comme, par ailleurs, (e;)ier
est une famille génératrice de V qui engendre Vp,, c’est aussi une famille génératrice, et donc
une base de V. Il suffit donc de prouver le premier énoncé.

Si 3", @v; = 0 dans Vp, cela signifie que 'on dispose dans LY) d’une relation du type

S= Zmievi - (Zﬂx,y(eery — €x — ey) + ZV)\,Z(e)\z - )\62)) =0,
i=1 x,y

Az

ot les fi , et vy . sont des éléments de L nuls sauf un nombre fini, les z, ¥, z sont des éléments
de V et les A des éléments de K. Le sous-K-espace vectoriel de L engendré par les x;, les . et
les vy . est de dimension finie sur K ; choisissons en une base fi,..., f,. En décomposant les z;,
les pi.,y €t les vy . dans cette base, cela permet de mettre S sous la forme S = Z;Zl S(j)fj, avec

SO = S0 aPey, = (S i ey = o — ) + Xy v (ex: = Aez)) € KV, et il sufft

de prouver que S = 0 implique S = ... = S(" = 0 car cela implique que >7_, xl(j)vi =0
dans V, pour tout j; si les x; n’étaient pas tous nuls, il existe un j tel que les xl(j)
tous nuls, ce qui prouve que vy, ...,v, sont liés dans V s’ils le sont dans Vi .

Soient donc SW) = 3"\, ,e,, pour 1 < j < 7, des éléments de K(V) tels que Z;Zl f;SW =0
dans L), Alors Zm(zgzl Ajzfj)ez = 0, et donc Z;:1 Ajzfj = 0 pour tout z, puisque les
e, forment une base de LV) sur L, et donc Ajz = 0 pour tous j,x puisque les f; forment une
famille libre sur K. Ceci permet de conclure.

ne sont pas

10.5.3. Extension des scalaires a un sur-anneau

Si M est un module sur un anneau A, et si ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux, on peut étendre les
scalaires de A a B pour obtenir un B-module Mg (aussi noté B®a M), muni d’une application A-linéaire
t: M — Mg (ie. tlax) = p(a)i(z), si a € A et x € M), et vérifiant la propriété universelle suivante : si
u: M — M est une application A linéaire de M dans un B-module M’, il existe une unique application
B-linéaire up : Mg — M’ telle que up ot = u. On construit Mg comme V7, : on prend le quotient de BM)
par le sous-B-module engendré par les e, 4, — e, — e, et les eq; — ¢(a)e,, pour z,y € M et a € A. Alors
Mpg est engendré, en tant que B-module, par ¢(M), mais ¢ n’est, en général, pas injectif.

Par exemple, si A =Z et B=F,, alors Mg = M/pM et ¢ est la réduction modulo p.

SiA=7Z,siB=Q,etsi Mest un Z-module de torsion, alors Mg = 0 : en effet, si z € M, et si
n € N — {0} est tel que nz = 0 dans M, alors ni(x) = ¢(nz) = 0 dans Mp, et comme n est inversible
dans B, cela implique que ¢(x) = 0; on a donc t(M) =0, et Mg = 0.

SiA=7Z,siB=Q,etsi M=2Z" alors Mg = Q" et ¢ est I'inclusion : en effet, si u est un morphisme
de Z-modules de Z™ dans un Q-espace vectoriel V, 'application Q-linéaire de Q™ dans V envoyant e;
sur u(e;) est Punique telle application coincidant avec u sur Z™.

Ce qui précéde marche de la méme maniére si A est un anneau principal et si B = Fr(A). On en déduit
que si M est un A-module de type fini, alors My est un B-espace vectoriel de dimension le rang de M, ce
qui donne une définition un peu plus conceptuelle du rang de M.
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10.5.4. Application a la similitude des matrices

e Soient A,B € M, (K). S’il existe un corps L contenant K et Q € GL,(L) tel que
B = QAQ™!, alors il existe P € GL,(K) tel que B = PAP™!; autrement dit, s’il existe
une extension de K sur lequel A et B sont semblables, alors A et B sont semblables sur K.

Notons u et «’ les endomorphismes de V = K™ associés a A et B; les endomorphismes ur,
et uf, de Vi, = L™ qui s’en déduisent par extension des scalaires sont encore ceux associés a
A et B. Il s’agit donc de prouver que si ur, et uf sont conjugués, alors u et u’ le sont. En
passant aux K[X] et L[X]-modules associés, on est ramené a prouver que si M et M’ sont deux
K[X]-modules et si les L[X]-modules My, et M} sont isomorphes, alors M 2 M’. Autrement dit,
on doit prouver que si M est un K[X]-module, la connaissance du L[X]-module My, permet de
retrouver M (& isomorphisme prés).

On a M = @peger[x](EBZ‘GN(K[X]/P’L.)"PJ), ot les np; sont des entiers presque tous nuls,
et uniquement déterminés (th. de structure des modules de torsion sur K[X]). Il s’ensuit
que M, = @pegyy (Bien(L[X]/P*)""#). Maintenant, tout P € Pk(x) peut se factoriser,
de maniére unique, sous la forme P = HQE 2, Q°Q, ou Pp est I'ensemble des polynomes
unitaires irréductibles de L[X] qui divisent P dans L[X]. Le th. des restes chinois nous four-
nit un isomorphisme L[X]/P’ & @®qec o, L[X]/Q%?, et la décomposition de My, est donc
My = ®prezyy Pqezp (Dien(L[X]/Q%")" ), et comme les Pp sont disjoints 2 a 2, on
voit que np; = nq,i/eq pour n'importe quel Q € P1x) divisant P. On peut donc retrouver
les np ; & partir des nq,;, et donc aussi la structure de M comme K[X]-module a partir de celle
de My, comme L[X]-module. Ceci permet de conclure.

Ezercice 10.17. — Soient A, B € M,,(Q). On suppose qu'’il existe Py € GL,,(C) tel que A = POBPgl.
(i) Soient My, ..., M, € M,,(Q), libres sur Q ; montrer que My, ..., M, sont libres sur C. (On pourra
s’intéresser a la matrice des My dans la base constituée des U; ;, ou U, ; est la matrice dont tous les
coefficients sont nuls sauf le coefficient a, ; qui vaut 1.)
(ii) Montrer que I'ensemble Ec des M € M,,(C) vérifiant AM = MB est un C-espace vectoriel qui
posséde une base My, ..., M, constituée d’éléments de M, (Q).
(iii) Soit Q(Xy,...,X,) = det(X1M; + - - - + X, M,.). Montrer que Q € Q[Xy,...,X,] et que Q # 0.
(iv) En déduire qu’il existe P € GL,,(Q) tel que A = PBP~1.

11. Topologie

Les notions de topologie générale interviennent directement dans toutes les branches
des mathématiques, comme on s’en est apercu graduellement & partir des travaux de
Hausdorff (1906). Parmi les espaces topologiques, les espaces métriques (dont les espaces
vectoriels normés sont un cas particulier fondamental ®V), définis par Fréchet (1906),
forment une catégorie d’objets aux propriétés particulierement agréables. Les suites y
jouent un roéle privilégié permettant souvent de simplifier les démonstrations qui, pour un
espace topologique général, utilisent le langage de la théorie des ensembles. Chaque fois que

81. Mais il y a quand méme des exemples parfaitement naturels de distances qui ne sont pas induites
par une norme sur un espace vectoriel ambiant ; par exemple, la distance sur la terre n’est pas induite
par une norme sur l’espace (& moins que la terre ne soit redevenue plate...).
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c’est le cas, nous avons doublé la démonstration dans le cas général d’'une démonstration
propre aux espaces métriques afin de diversifier les approches.

11.1. Espaces topologiques
11.1.1. Quwerts, fermés, voisinages

Si X est un ensemble, une topologie .7 sur X est un sous-ensemble de I'ensemble des
parties de X, contenant X et &, stable par intersection finie et par réunion quelconque.
Avec des quantificateurs, cela se traduit par :

e Jdc TetXeT;

e si [ est un ensemble fini, et si U; € .7, pour i € I, alors N;cU; € .7

e si [ est un ensemble quelconque, et si U; € .7, pour i € I, alors U;cU; € 7.

Si (X, ) est un espace topologique (i.e. un ensemble X muni d’une topologie .7), les
éléments de .7 sont les ouverts. On dit que F C X est fermé, si son complémentaire
est ouvert. Donc X et @ sont des fermés, et les fermés sont stables par réunion finie et
intersection quelconque.

Une base d’ouverts pour une topologie .7 est un sous-ensemble # de 7 tel que tout
¢lément de 7 soit réunion d’éléments de Z. Par exemple, dans un espace métrique (voir
plus loin), les boules ouvertes forment une base d’ouverts.

Si (X, 7)) est un espace topologique, et si z € X, un voisinage V de x est un sous-
ensemble de X contenant un ouvert contenant x. Un ensemble est donc ouvert si et
seulement si il est voisinage de chacun de ses points.

Une base de voisinages de x est une famille de voisinages de x telle que tout ouvert
contenant x contienne un élément de la famille. Par exemple, dans un espace métrique, les
boules ouvertes de centre x ou les boules fermées de centre x et de rayon non nul forment
une base de voisinages de x.

11.1.2. Ezemples

e La topologie discréte sur un ensemble X est celle pour laquelle 7 = &2(X), ensemble des
parties de X. De maniére équivalente, X est muni de la topologie discréte si les singletons
sont des ouverts (en effet toute partie de X est la réunion des singletons qu’elle contient).

e La topologie grossiére sur X est la topologie dont les seuls ouverts sont X et &.

e La topologie naturelle sur R est celle pour laquelle les segments ouverts forment une
base d’ouverts.

e Si E est un espace vectoriel sur R ou C muni d’'une norme || ||, la topologie sur E
associée a || || est celle pour laquelle les boules ouvertes forment une base d’ouverts.

e La topologie de Zariski sur C™ est définie de la maniére suivante : F C C” est un fermé de
Zariski si et seulement si il existe une famille de polynomes P; € C[Xy,...,X,], pouri € I,
telle que F soit 'ensemble des zéros communs des P; (i.e. F = N;er{z € C*, P;(2) = 0}).
Alors C™ est un fermé de Zariski (en prenant une famille vide), @ est un fermé de Zariski
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(en prenant P; = X; et Py = X; — 1), et une intersection quelconque de fermés de Zariski
est un fermé de Zariski (si F;, pour j € J, est I'ensemble des zéros communs de la famille
(Pij)ie1,, alors NjesF; est I'ensemble des zéros communs de la famille (P;;);jes,ie1;), ce
qui montre qu’en définissant un ouvert de C™ pour la topologie de Zariski comme le
complémentaire d’un fermé de Zariski, on obtient bien une topologie dont les fermés sont
les fermés de Zariski.

e On peut munir un ensemble quelconque de la topologie du filtre des complémentaires
des parties finies, pour laquelle une partie non vide est un ouvert si et seulement si elle a
un complémentaire fini.

11.1.3. Comparaison de topologies

Si 71 et 5 sont deux topologies sur X, on dit que 7] est plus fine que F si 7
contient Z. Le summum de la finesse est donc la discrétion; a I'opposé, la topologie
la moins fine est la topologie grossiére. On fera attention au fait que, si on prend deux
topologies quelconques, il n’y a aucune raison pour qu’il y en ait une qui soit plus fine
que lautre (cf. ex. 17.3).

11.2. Espaces métriques

Si X est un ensemble, une application d : X x X — R, est une distance sur X si elle
vérifie les propriétés suivantes :

e d(x,y) = 0 si et seulement si © = y (séparation) ;

o d(z,y) = d(y, ) quels que soient =,y € X;

o d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) quels que soient z,y, z € X (inégalité triangulaire).

e Si la distance vérifie l'inégalité d(x, z) < sup(d(z,y), d(y, 2)), plus forte que l'inégalité
triangulaire, on dit qu’elle est ultramétrique ou non archimédienne.

Sixz € Xetr>0,onnote B(z,r) ={y € X, d(z,y) < r} la boule fermée de centre x et
de rayon r, et B(z,r7) ={y € X, d(z,y) < r} la boule ouverte de centre x et de rayon r.

e Une boule ouverte contient une boule ouverte centrée en chacun de ses points.

L’inégalité triangulaire montre que, si r > 0, si y € B(z,r7), et si s = r — d(z,y), alors
B(y,s™) C B(z,r7).

e L’ensemble ., constitué de & et des réunions (quelconques) de boules ouvertes est une

topologie sur X, et U € 7 si et seulement si, quel que soit = € U, il existe r > 0 tel que
B(z,r7) C U.
Par construction J; contient @ et X et est stable par réunion quelconque. Il suffit donc
de prouver que 7, est stable par intersection finie. Soit U € .Z; non vide, et soit x € U. Par
définition de 7, il existe y € X et 7 > 0 tels que B(y,7~) C U et « € B(y,r); le point ci-
dessus montre qu’il existe s > 0 tel que B(z,s™) C B(y,r~) C U. La stabilité par intersection
finie s’en déduit puisque si (U;);e1 est une famille finie d’éléments de J, et si x € N;e1U;, alors
pour tout i, il existe s; > 0 tel que B(z,s; ) C U;, ce qui fait que N;e1U; contient B(x, s™), si
s =inf;cr8; (et s # 0 car I est fini).



132 VOCABULAIRE MATHEMATIQUE

On note en général (X, d) au lieu de (X, .7;) 'espace topologique ainsi obtenu. Un espace
topologique obtenu de cette maniére est appelé un espace métrique. Par construction, les
boules ouvertes forment une base d’ouverts de la topologie.

Deux distances sur X sont équivalentes si elles définissent la méme topologie.

Un espace topologique (X, .7) est métrisable s’il existe une distance d sur X telle que

lon ait .7 = 7.
e Dans un espace métrique, les boules fermées sont des fermés.

Siz ¢ B(xg,7), et si s = d(z,z9) —r, alors s > 0 et le complémentaire de B(xg,r) contient
B(z,s7). On en déduit que ce complémentaire est ouvert et donc que B(zo, ) est fermée.

e Si (X, d) est un espace métrique, et si x € X, les B(z, ™) forment une base de voisinages
de z; il en est de méme des B(zx,r), pour r > 0.
On a vu ci-dessus que si U est un ouvert non vide contenant x, alors U contient une boule
ouverte B(z,r™), avec r > 0, ce qui prouve que les B(z,r~) forment une base de voisinages
de z. De plus, B(z,77) contient B(z,7/2) qui contient B(z, (r/2)7), ce qui prouve que les
B(x,r) forment aussi une base de voisinages de x.

e Deux distances d; et dy sur un ensemble X sont équivalentes si et seulement si, pour tout
xr € X, toute boule ouverte de centre x pour d; contient une boule ouverte de centre x
pour dsy et réciproquement.

Si dy et dy sont équivalentes, la boule ouverte B(x,r; ) pour d; est ouverte pour dy et
donc contient une boule ouverte B(z,r; ) pour da, ce qui prouve une des deux implications.
Réciproquement, si toute boule ouverte de centre x pour d; contient une boule ouverte de
centre x pour dg, et si U # & est un ouvert pour dy, alors U = UzecuB(z,77 ), ott les B(z, 7 )
sont des boules ouvertes pour dy. Alors B(z, ;) contient une boule ouverte B(x, r, ) pour dz,
et donc U est ouvert pour dy car c’est la réunion des B(x, 7, ). On en déduit 'autre implication.

e Si d est une distance sur X, il existe une distance d’, équivalente a d, telle que d'(z,y) < 1,
pour tous x,y € X.
11 suffit de poser d'(z,y) = inf(d(x,y),1). Alors
d'(z,y)+d (y,z) = inf(d(z,y) + d(y, 2),1 + d(y, 2),d(z,y) + 1,2) > inf(d(z, 2),1) = d'(z, 2),

ce qui montre que d’ est une distance. De plus, d’ est équivalente a d car les boules de rayon < 1
sont les mémes pour d et d’.

Exercice 11.1. — Montrer que, si (X, d) est un espace métrique, et si z € X, les B(x,277), pour j € N,
forment une base de voisinages de .

Ezercice 11.2. — Soit X un ensemble. Montrer que d : X x X — R, définie par d(z,y) =0si x =y et
d(z,y) =1, sl x # y, est une distance (la distance triviale) sur X. Quelle est la topologie associée ?

Ezercice 11.3. — Soit f : R — R définie par f(x) = 7377 Montrer que (z,y) = d'(z,y) = |f(x) — f(y)]

est une distance sur R, qui est équivalente a la distance usuelle d(z,y) = |z — y|.
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11.3. Continuité

Si X et Y sont deux espaces topologiques, si f : X — Y est une application, et si z € X,
on dit que f est continue en x, si quel que soit 'ouvert V de Y contenant f(z), il existe
un ouvert U de X, contenant z, tel que f(U) C V. De maniére équivalente, f est continue
en x si, quel que soit le voisinage V de f(z) dans Y, il existe un voisinage U de x tel que
f(U) C V. Il suffit de vérifier ceci pour V dans une base de voisinages de f(z).

On dit que f : X — Y est continue, si elle est continue en tout point x € X.

On dit que f : X — Y est un homéomorphisme si f est continue bijective, et si sa
réciproque f~' 1Y — X est continue. On dit que X et Y sont homéomorphes ®? sil existe
un homéomorphisme f: X — Y.

Si (X, d) est un espace métrique, si (Y,.7) est un espace topologique, et si zg € X, on
voit, en revenant a la définition, que f : X — Y est continue en xzq si et seulement si,
pour tout U ouvert de Y contenant f(x), il existe § > 0 tel que d(zo,x) < ¢ implique
f(z) € U.SiY est aussi métrique, cela se traduit (au choix) par :

e pour tout € > 0, il existe § = 0(x, &) > 0 tel que dx(xg,z) < J = dy(f(zo), f(x)) < &}
e pour tout j € N, il existe § = 6(z, j) > 0 tel que dx(zg,z) < § = dy(f(xo), f(x)) <277,

On dit que f : X = Y est uniformément continue sur X, si pour tout € > 0 il existe
d = d(e) > 0 tel que dx(z,2') < § implique dy(f(z), f(2')) < e. La différence entre la
continuité et la continuité uniforme est que 6 ne dépend pas de z; en particulier, une
application uniformément continue est continue.

Sik € Ry, ondit que f: X — Y est k-lipschitzienne (ou lipschitzienne de rapport k),
sion a dy(f(x), f(2") < kdx(z,2"), quels que soient x, 2’ € X. Une application lipschit-
zienne est uniformément continue et donc aussi continue.

Ezercice 11.4. — Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que d : X x X — R est continue.

e Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f: X =Y est continue;
(ii) il existe une base d’ouverts # de Y telle que I'image réciproque par f de tout
U € % est un ouvert de X;
(iii) I'image réciproque par f de tout ouvert de Y est un ouvert de X;
(iv) 'image réciproque par f de tout fermé de Y est un fermé de X.
L’équivalence de (iii) et (iv) vient juste de ce que 'image réciproque du complémentaire est
le complémentaire de I'image réciproque (si A C Y, alors f~1(Y — A) = X — f~1}(A)).
Si f est continue, si V est un ouvert de Y, et si y € VN f(X), il existe, pour tout
x € X vérifiant f(z) = y, un ouvert U, de X qui contient z et vérifie f(U,) C V. Alors
U = Uyevnyx) (Uzes—1(y) Uz) est un ouvert qui contient Uyevnypx)f~ (y) = f7H(V), et qui

82. Montrer que deux espaces topologiques ne sont pas homéomorphes est loin d’étre évident en général
(le lecteur est invité a essayer de prouver qu’un pneu et un ballon de football ne sont pas homéomorphes) ;
la topologie algébrique (Analysis in situ de Poincaré) fournit des tas d’outils permettant de le faire.
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vérifie f(U) C V, ce qui prouve que f~1(V) = U et donc que f~1(V) est ouvert. On en dé-
duit I'implication (i)=-(iii), et comme I'implication (iii)=-(i) est immeédiate (si V est un ouvert
contenant f(z), alors U= f~1(V) est un ouvert de X qui contient z et qui vérifie f(U) C V),
cela prouve que les propriétés (i) et (iii) sont équivalentes.

L’implication (iii)=-(ii) est immédiate. Réciproquement, soit % une base d’ouverts de Y, et
soit V un ouvert de Y. Il existe alors une famille (V;);cy d’éléments de £ telle que V = U1 V.
On a alors f~1(V) = Uierf 1 (Vy), et si f71(V;) est ouvert pour tout i, il en est de méme
de f~1(V). On en déduit I’équivalence des propriétés (ii) et (iii), ce qui permet de conclure.

e Soient X, Y,Z des espaces topologiques. Si f : X — Y est continue en z, et sig: Y — Z
est continue en f(z), alors go f : X — Z est continueen z;si f : X > Yetg:Y = Z
sont continues, alors g o f : X — Z est continue.
Soit W un ouvert de Z contenant g(f(x)). Comme g est continue en f(z), il existe un ouvert
V de Y qui contient f(x) et qui vérifie g(V) C W, et comme f est continue en z, il existe un

ouvert U de X qui contient z et qui vérifie f(U) C V. Alors g o f(U) C W, ce qui permet de
démontrer le premier énoncé; le second en est une conséquence immeédiate

11.4. Sous-espaces, produits, quotients

11.4.1. Topologie induite

Si (X,.7) est un espace topologique, et si Y C X, alors &4 = {UNY, Ue T} est
une topologie sur Y appelée la topologie induite. Autrement dit, tout sous-ensemble d’un
espace topologique est naturellement un espace topologique.

11.4.2. Topologie produit

Si (X;, )ie1 est une famille (éventuellement infinie) d’espaces topologiques, on appelle

topologie produit sur X = [[._; X;, la topologie la moins fine rendant continues les projec-

i€l
tions naturelles p; : X — X;, pour ¢ € I. De maniére explicite, une base d’ouverts pour
cette topologie est constituée des Hie 5 Ui x IT ie1—y Xi, ot J décrit les sous-ensembles finis

de I, et U; est, si i € J, un ouvert de X;.

e Si Y est un espace topologique, alors f : Y — [[..; X; est continue si et seulement si

pio f:Y — X, est continue, quel que soit ¢ € 1.

1€l

Comme la composée d’applications continues est continue, si f : Y — [],c; X; est continue,
alors p;o f : Y — X, est continue, quel que soit 7 € I. Réciproquement, si les p; o f, pour i € I,
sont continues, et si U = Hie‘] U, x HieliJ X;, ou J C I est fini, est un élément de la base
d’ouverts ci-dessus, alors f~1(U) = N;ej(pi o f)~1(U;) est un ouvert comme intersection finie
d’ouverts. Ceci implique que f est continue, ce qui permet de conclure.

On fera attention qu’il ne suffit pas de vérifier que « — f(x,y) est continue sur X pour tout y et
y — f(z,y) est continue sur Y pour tout z, pour en déduire que f est continue sur X x Y. Par exemple, si
f:R? — R est définie par f(x,y) = 7z si(@,y) # (0,0) et f(0,0) =0, alors f est continue en chaque
variable séparément, mais n’est pas continue en 0 car f(g,¢&) = % et donc f‘l(]_Tl7 %[), qui contient 0, ne

contient aucun point de la forme (g, ¢) et donc n’est pas ouvert.



11. TOPOLOGIE 135

e Si (X, dx) et (Y,dy) sont deux espaces métriques, toute distance sur X x Y, équivalente

a dxxv((2,y), (', y)) = sup(dx(z,2'),dy(y,y')) (par exemple \/dx(z,2')? + dy(y,y')?),
définit la topologie produit.

La distance dx xy fait qu'une boule de X X Y est le produit d’une boule de X et d’une boule
de Y, ce qui prouve que la topologie qu’elle définit est bien la topologie produit.

e Un produit dénombrable d’espaces métriques est métrisable. Plus précisément, si les
(Xn,dy), pour n € N, sont des espaces métriques, alors d, définie sur X = ], .y X» par
d((n)neN, (Un)neN) = D nen 2% inf(d,(zn, yn), 1), est une distance induisant la topologie
produit.
Soient & = (2 )neN, ¥ = (Un)neN et 2 = (2,)nen des éléments de X. Quitte a remplacer d,,
par la distance d!, définie par d}, (x,,, yn) = inf(dy, (€n, yn), 1) (cf. n° 11.2, dernier point), on peut
supposer que dn,(Ty,yn) < 1 pour tous xp, y, € Xp, et alors d(x,y) =), N 2%dn(azn, Yn)-
o Sid(z,y) =0, alors d,,(z, yn) = 0 et x,, = y,, pour tout n, et donc z = y.
od(x,y) =d(y,z) car dyp(Tn, Yn) = dn(Yn, T,) pour tout n.
< d($, Z) = ZnEN Q%dn@jnvzﬂ) < ZnGN %(dn(wnvyn) + dn(yna Z’ﬂ)) = d(.’lﬁ,y) + d(y> Z)
Ceci prouve que d est une distance sur X. Maintenant, soit U un ouvert de (X, d) et soit
= (zp)nen € U. Il existe r > 0 tel que U contienne Bx (z,4r 7). Soit N tel que 2%1 < 2r; alors
Znen 27+ Dnongr a7 S 2t g <4 et U contient [T, oy By, (0, 77) X Tiznvis Xos qui
est un ouvert de X pour la topologie produit. On en déduit que U est aussi ouvert pour la
topologie produit.
Réciproquement, si U est ouvert pour la topologie produit, et si x = (2,,)nen € U, il existe
r > 0et N € N tels que U contienne [[,nBx, (zn,77) X [[,,5n41 Xn. Alors U contient
Bx (=, g—;) car d(z,y) < gx implique d(xy,,yn) < 22"—NT <r,sin <N, et U est ouvert pour d.
Ceci permet de conclure.

11.4.3. Topologie quotient

Si X est un espace topologique et ~ est une relation d’équivalence sur X, on définit la
topologie quotient sur X/ ~ en disant que U est ouvert dans X/ ~ si et seulement si son
image inverse dans X est ouverte dans X. C’est la topologie la plus fine rendant continue
la surjection canonique 7 : X — X/ ~.

e Si Y est un espace topologique, alors f : X/ ~— Y est continue si et seulement si
fom: X =Y est continue.

f : X/ ~— Y est continue est continue si et seulement si f~!(U) est ouvert pour tout
ouvert U de Y, ce qui équivaut, par définition de la topologie quotient, a ce que 7=1(f~1(U))
est ouvert dans X, pour tout ouvert U de Y, et donc & ce que fom: X — Y soit continue.

Ezercice 11.5. — Quelle est la topologie quotient sur R/Q?

Voici quelques espaces que 1’on peut construire par des passages au quotient. Le lecteur est invité a
s’armer de ciseaux et de colle pour voir & quoi ressemblent les trois premiers espaces, et a chercher sur
Internet (par exemple sur le site http://www.mathcurve.com/surfaces/surfaces.shtml de R. Ferréol)
des images des deux derniers (on ne peut pas les plonger physiquement dans R?).

— Le cylindre : c’est le quotient de [0, 1] x [0, 1] par la relation d’équivalence (z,0) ~ (z,1), si z € [0, 1].
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— La bande de Moebius : ¢’est le quotient de [0, 1] x [0, 1] par la relation d’équivalence (x,0) ~ (1—=z,1),
siz €[0,1].

— Le tore : c’est le quotient de [0, 1] x [0,1] par la relation d’équivalence (x,0) ~ (z,1), si « € [0,1]
et (0,y) ~ (1,y), si y € [0,1]. Cest aussi le quotient de R? par Z? ou encore le produit (R/Z)? de deux
cercles.

— La bouteille de Klein : c’est le quotient de [0,1] x [0,1] par la relation d’équivalence (x,0) ~ (x,1),
size[0,1] et (0,y) ~(1,1—y),siye](0,1].

— Le plan projectif réel : c’est le quotient de la sphére unité de R3 par la relation d’équivalence
x ~ —x; il est homéomorphe au quotient de [0, 1] x [0, 1] par la relation d’équivalence (z,0) ~ (1 —z,1),
size[0,1] et (0,y) ~ (1,1 —1y),siye][0,1].

11.5. Espaces séparés

Une topologie est séparée si, quels que soient x,y € X, avec x # y, on peut trouver des
ouverts U,V de X, avec x € U, y € V, et UNV = &. Par exemple, la topologie discréte
est séparée (prendre U = {z} et V = {y}), et la topologie grossiére est on ne peut moins

séparée (sauf si X a 0 ou 1 élément). Dans un espace séparé, les points sont fermés, mais

la réciproque n’est pas vraie (3.

e Un espace métrique est séparé.

Siz #y,onad(xz,y) >0,etsir=id(z,y),alors B(xz,r~)NB(y,r~) = @, d’apres I'inégalité
triangulaire.

e Si les X; sont séparés, alors X = []..; X; est séparé.

1€l

Siz = (z;)ie1 et y = (y:)ic1 sont deux éléments distincts de X, il existe j € I tel que
x; # yj, et comme X; est séparé, il existe des ouverts disjoints U; et V; de X, contenant x;
et y; respectivement. Alors U =U; x [, ., X; et V.= V; x [, . X; sont des ouverts disjoints
de X contenant x et y respectivement. On en déduit la séparation de X.

e X est séparé si et seulement si la diagonale A = {(z,z), z € X} est fermée dans X x X.

Si X est séparé, alors quels que soient z,y € X distincts, il existe des ouverts Uy, Va
disjoints, avec x € U, , et y € V. La condition « U ,, V., disjoints » est équivalente a ce
que Pouvert W, , = U, , x V,, de X x X ne rencontre pas A. De plus, W, , contient (z,y),
ce qui fait que la réunion des W, ,, pour z # y, est égale & (X x X) — A qui est donc ouvert
en tant que réunion d’ouverts. On en déduit que A est fermée.

Réciproquement, si A est fermée, alors (X x X) — A est ouvert. Par définition de la topologie
produit, cela implique que si (z,y) € (X x X) — A (i.e. si  # y), alors il existe U,V ouverts

83. Par exemple, dans C” muni de la topologie de Zariski, les points sont fermés puisque z = (21, ..., 2,)
est I’ensemble des zéros communs de la famille de polynomes X; — z;, pour 7 € I, mais la topologie de
Zariski est fort peu séparée puisque tout ouvert de Zariski non vide est dense (pour la topologie de Zariski
et aussi pour la topologie usuelle de C™). 11 a fallu attendre les travaux de A. Weil (1952) et J-P. Serre
(Géométrie algébrique et géométrie analytique, connu sous le nom de GAGA, 1956) pour que l'on se
rende compte que cette topologie, loin d’étre une curiosité pathologique, permet de retrouver, de maniére
algébrique, la plupart des invariants que 'on peut définir en utilisant la topologie usuelle. Ceci servit de
point de départ & la révolution grothendieckienne.
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deXtelsque UxVC(XxX)—Aet (z,y) €eUxV. Alorsz €U,y Vet UNV =g2. On
en déduit la séparation de X.

Ezercice 11.6. — Montrer que, si f : X — Y est injective et continue, et si Y est séparé, alors X est
séparé.

Un espace métrique est séparé grace a la condition de séparation « d(xz,y) = 0 = z = y». Si on
supprime la condition de séparation, on obtient une semi-distance qui permet encore de définir une
topologie J; dans laquelle un ouvert non vide est une réunion (quelconque) de boules ouvertes. L’espace
topologique (X, Z;) n’est plus forcément séparé (si  # y, mais d(z,y) = 0, alors tout ouvert de X
contenant x contient aussi y). C’est le cas des espaces Z1(R™) et £?(R™) du § I11.2, par exemple.

On peut fabriquer un espace séparé a partir de (X, d), en identifiant deux points dont la distance est
nulle. De maniére précise, on définit une relation ~ sur X par x ~ y si et seulement si d(x,y) = 0; la
relation ~ est une relation d’équivalence grace a la symétrie de d et & 'inégalité triangulaire. De plus,
d(z,y) = d(a',y') si z ~ 2’ et y ~ ¢, toujours grace a I'inégalité triangulaire. On en déduit le fait que
d définit une distance sur I'ensemble X/ ~ des classes d’équivalence pour la relation ~, et le séparé de
(X, d) est 'ensemble X/ ~ muni de la distance induite par d.

Un exemple de cette construction est le passage de Z1(R™) a LY(R™) ou de Z?(R™) a L?(R™)
rencontré dans le cours (cf. § II1.2).

11.6. Intérieur, adhérence, densité

Si X est un espace topologique, et Y C X, alors la réunion Y de tous les ouverts de X
contenus dans Y est un ouvert, et donc est le plus grand ouvert contenu dans Y ; c’est

I'intérieur de Y. On dit que Y est d’intérieur vide si Y= @.

De méme, 'intersection Y de tous les fermés de X contenant Y est un fermé appelé
Uadhérence de Y. On dit que Y est dense dans X si Y = X. De maniére équivalente, Y
est dense dans X si et seulement si Y N U # & pour tout ouvert non vide U de X, ou
encore si et seulement si tout point de X admet au moins un point de Y dans chacun de
ses voisinages. Si (X, d) est un espace métrique, cela se traduit encore par : Y est dense
dans X si et seulement si, pour tous z € X et € > 0, il existe y € Y tel que d(z,y) < €.

e Q est dense dans R et Q, (par construction).

e Les polynomes sont denses dans l'espace des fonctions continues sur [0, 1] muni de la
norme [|¢[|oc = sup,¢p1) |¢(z)| de la convergence uniforme (th. de Weierstrass, ex. I1.1.10).

e Si X est muni de la topologie grossiére, tout point est dense dans X.

e Si Y est dense dans X, si Z est séparé, et si f,g : X — Z sont continues et coincident
sur Y, alors f = g.

11 suffit de prouver que l’ensemble A des z € X vérifiant f(z) = g(x) est fermé dans X,
puisque A contenant Y, et Y étant dense dans X, cela implique A = X. Or A est 'image
inverse de la diagonale A = {(z,z), = € X} dans X x X par lapplication = — (f(z), g(x)),
qui est continue, et I’hypothése 7 séparé est équivalente a ce que A soit fermé dans X x X, ce
qui fait que A est fermé comme image inverse d’un fermé par une application continue.
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Ezxercice 11.7. — Soit X un espace topologique. Montrer que Y C X est d’intérieur vide si et
seulement si son complémentaire est dense dans X.

Ezercice 11.8. — (i) Montrer que si Y est dense dans X; et si Yo est dense dans X;, alors
Y: X Yy est dense dans X1 x Xo.

(ii) Soit f : Y — Z une application continue entre espaces métriques. Montrer que si X est
dense dans Y, et si la restriction de f & X est une isométrie, alors f est une isométrie.

Ezercice 11.9. — (i) Montrer que si U est ouvert, I'intérieur de 'adhérence de U contient U, et qu'on n’a
pas toujours égalité, mais que I’adhérence de 'intérieur de I’adhérence de U est I’adhérence de U.

(ii) Montrer que, si F est fermé, 'adhérence de l'intérieur de F est contenu dans F, et qu’on n’a pas
toujours égalité, mais que I'intérieur de I’adhérence de I'intérieur de F est I'intérieur de F.

Exercice 11.10. — Montrer que A = {(n,e"), n € N} est dense dans C? muni de la topologie de Zariski.
Est-t-il dense dans C? pour la topologie usuelle ?

11.7. Suites dans un espace topologique

11.7.1. Suites, suites extraites

Soit X un espace topologique. Si (2, ),en est une suite d’éléments de X, et si a € X, on
dit que x,, tend vers a ou que x, a pour limite a, si pour tout voisinage V de a, il existe
N € N, tel que x,, € V, si n > N. Il suffit bien évidemment de vérifier ceci pour V dans
une base de voisinages de a.

On peut remplacer N par un ensemble I quelconque : on dit que (z;);e1 tend vers a quand i — oo
(i.e. suivant la topologie du filtre des complémentaires des parties finies) si pour tout voisinage V de a
I'ensemble des i € I tel que x; ¢ V est fini.

Si X est séparé, une suite a au plus une limite comme on le constate aisément en revenant
a la définition d’espace séparé. On prendra garde au fait que ce n’est plus forcément le
cas, si ’espace n’est pas séparé. On dit qu’une suite est convergente si elle a au moins une
limite. On réserve la notation lim, ., x, = a au cas ou l'espace est séparé et donc la
limite est unique.

On obtient une traduction agréable de la notion de suite convergente en introduisant ’espace topolo-
gique N = N U {+occ}, muni de la topologie pour laquelle les ouverts sont les parties de N auxquelles on
a rajouté les complémentaires dans N des parties finies de N. C’est alors un simple exercice de montrer
que lim,_, 1 x, = a si et seulement si la suite x,, se prolonge en une fonction continue de N dans X
prenant la valeur a en +oo (i.e. application de N dans X obtenue en envoyant n sur z,, et +o00 sur a est
continue).

Une suite (y,)nen est dite extraite de (x,)nen 8’1l existe ¢ : N — N tendant vers 400
quand n tend vers +oo0, telle que y,, = Ty(,), pour tout n € N.

e Si a est une limite de © = (2,,)nen, alors a est aussi limite de toute suite extraite.

Soit ¢ : N — N tendant vers +o0o quand n tend vers +o0o, ce qui se traduit par le fait que
¢ peut s’étendre par continuité & N, en posant ¢(+00) = +00. Si a est une limite de x, alors
x peut aussi s’étendre par continuité a N, en posant x(+00) = a et donc z o ¢ est continue
sur N, ce qui se traduit par le fait que a est limite de la suite extraite (Tp(n) ) neN-
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On peut aussi se passer de N, et revenir a la définition. Si V est un voisinage de a, alors
il existe N € N tel que z, € V, pour tout n > N. Par ailleurs, si ¢ : N — N tend vers +oco
quand n tend vers 400, il existe N’ € N tel que p(n) > N, si n > N'. On a donc z,(,) €V,
pour tout n > N’, ce qui permet de montrer que (2,(n))nen tend vers a.

e Soit X = [[.; X; un produit d’espaces topologiques séparés, et soient u™ = (ugn))iel,

pour n € N, une suite d’éléments de X et a = (a;)ie1 € X. Alors u™ — a si et seulement
(n)

siw, = — a; pour tout ¢ € L.

(n)

L’implication « u(™ — a» = « u;, © — a; pour tout i € I» est une conséquence de la

En) — a; pour tout ¢z € L.

Soit U un ouvert de X contenant a. Alors U contient un ouvert de la forme [, o5 Us x ], ¢y Xy,
(n)
i
tel que ugn) € U; pour tout n > N;, et alors u(™ € U, pour tout n > sup;cy N;. On en déduit
que u(™ — @, ce qui termine la démonstration.

continuité des projections X — X;. Réciproquement, supposons que u

ou J est fini et U; est un ouvert de X; contenant a; si ¢ € J. Comme u; ' — a4, il existe N; € N

11.7.2. Suites et continuité

e Si f: X — Y est continue, et si x = (,)nen est une suite d’éléments de X admettant a
comme limite, alors (f(z,))nen admet f(a) pour limite.

La suite x se prolonge en une fonction continue de N dans X prenant la valeur a en +oo0,
et comme f est continue, f o z est continue sur N, ce qui se traduit par le fait que f(a) est
limite de la suite (f(2y))neN-

On peut aussi se passer de N, et dire que si V est un voisinage de f(a), alors f~1(V) contient
un voisinage U de a puisque f est continue, et qu’il existe N € N tel que x,, € U, sin > N, ce
qui implique f(z,) € V,sin > N.

e Si X est un espace métrique, alors f : X — Y est continue en x si et seulement si pour
toute suite (z,)nen d’éléments de X tendant vers x, la suite (f(x,,))nen tend vers f(x).

On a déja démontré (dans le cas d’espaces topologiques généraux) que si f : X — Y
est continue en z, alors pour toute suite (z,)nen d’éléments de X tendant vers z, la suite
(f(xn))nen tend vers f(z). Maintenant, si f est non continue en z, il existe un voisinage V
de f(z), tel que, pour tout n € N, il existe x,, € B(z,27") avec f(z,) ¢ V. Alors z,, —
dans X, tandis que f(x,) # f(z). En prenant la contraposée, on en déduit que, si pour toute
suite (2, )nen d’éléments de X tendant vers z, la suite (f(z,))nen tend vers f(x), alors f est
continue en x. Ceci permet de conclure.

On prendra garde au fait que cette caractérisation de la continuité par les suites n’est
pas valable pour un espace topologique général.

Ezercice 11.11. — Soit X un espace métrique (ou métrisable).

(i) Soit Z C X. Montrer que a € X est dans I'adhérence Z de Z si et seulement si il existe une suite
(Zn)nen d’éléments de Z, ayant a pour limite.

(ii) Montrer que Z est dense dans X si et seulement si tout a € X est limite d’une suite d’éléments de Z.

(iii) Montrer que, si Y est un espace métrique, si f, g sont deux applications continues de X dans Y,
telles que lon ait f(x) = g(z), pour tout = € Z, ot Z est dense dans X, alors f = g.
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12. Compacité

12.1. Espaces compacts

Un espace topologique X est dit compact s’il est séparé, et si de tout recouvrement de X
par des ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini 9. Autrement dit, X (séparé)
est compact si, quelle que soit la famille (U;);e; d’ouverts de X telle que U;eU; = X, il
existe J C I fini tel que U;c;U; = X. En passant aux complémentaires, on voit que
la compacité de X (séparé) est équivalente a ce que de toute famille de fermés de X
d’intersection vide, on puisse extraire une famille finie d’intersection vide.

e Un ensemble fini, muni de la topologie discréte, est compact.

e L'espace N = NU{+o0}, muni de la topologie pour laquelle les ouverts sont les parties
de N et les complémentaires dans N des parties finies de N, est un espace compact.
N est séparé car, si ¥ # y, alors x # 400 ou y # +00, ce qui fait que I'un des deux singletons
{z} ou {y} est ouvert, ainsi que son complémentaire. Par ailleurs, si les (U;);e1 forment un
recouvrement ouvert de N, alors un des U; contient +o0o, et son complémentaire est fini; on
peut donc extraire du recouvrement par les U; un sous-recouvrement fini.

e Le segment [0, 1] est compact.

Soit (U;)ier une famille d’ouverts de [0, 1] formant un recouvrement. Soit A l’ensemble
des a € [0, 1] tels que [0, a] puisse étre recouvert par un nombre fini de U;, et soit M la borne
supérieure de A. Par hypothése, il existe i(M) € L et € > 0 tels que [M—¢, M+¢[N[0, 1] C U,y
et par définition de M, il existe a €)M — ¢, M[ et J C I fini, tels que [0, a] C U;e5U;. Mais alors
[0,0] C Uiesugiowy Ui, quel que soit b € [M, M + ¢[N[0, 1], et donc [M,M + ¢[N[0,1] C A. Par
définition de M, ceci implique M = 1, et permet de conclure.

Ezercice 12.1. — (i) Soit X un sous-ensemble dénombrable de [0, 1]. Montrer que pour tout € > 0, il
existe une suite de segments ouverts |a,, b, [ telle que > (bn — an) < € et Upen]an, by [ contienne X.
(ii) Soit ]an, by[, pour n € N, une suite de segments ouverts tels que [0,1] C Upen|an, by,[. Montrer
que Y, cn(bn —an) > 1. (On pourra admettre que le résultat est vrai pour une famille finie.)
(iii) Montrer que [0, 1] et R ne sont pas dénombrables.

12.2. Compacité et suites

Si X est un espace topologique, et si (z,),en est une suite d’éléments de X, on dit
que a € X est une valeur d’adhérence de la suite (z,)neN, si tout voisinage de a contient
une infinité de termes de la suite. Ceci équivaut a ce que a soit dans I'adhérence F; de
{xn, n > k}, pour tout k € N. En particulier, I’ensemble des valeurs d’adhérence d’une
suite est un fermé, puisque c’est l'intersection des fermés Fy, pour £ € N.

e Si X est un espace métrique, alors a est une valeur d’adhérence de la suite (z,)neN, si
et seulement si on peut extraire une sous-suite de la suite (x,),en ayant pour limite a.

84. La notion de compacité a été dégagée en 1894 par Borel (pour des questions de mesure, cf. (ii) de
lex. 12.1, auquel Borel se référait sous le nom de théoréme fondamental de la théorie de la mesure) et
par Cousin (pour des applications aux fonctions de plusieurs variables complexes).
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Si on peut extraire de (2,,),eN, une sous-suite (z,(n))nen de limite a, et si V est un voisinage
de a, alors w,(,) € V, pour tout n assez grand, ce qui prouve que a est une valeur d’adhérence
de la suite (noter que ce sens n’utilise pas le fait que X est métrique). Réciproquement, si X
est métrique, et si a est une valeur d’adhérence de (x,,)neN, alors pour tout n € N, il existe
une infinité de termes de la suite dans B(a,27™), et donc on peut choisir ¢(n) > n tel que
r,(n) € B(a,27"). La suite (zy,(n))nen est alors extraite de la suite (z,)nen et converge
vers a. Ceci permet de conclure.

e Dans un compact, toute suite admet une valeur d’adhérence ; dans un compact métrique,
on peut extraire de toute suite une sous-suite convergente.

Soit X un compact, et soit (2, ),en une suite d’éléments de X. Soit F,,, si n € N, ’adhérence
de ensemble {z,4,, p € N}; l'intersection des F,, est, par définition ou presque, I’ensemble
des valeurs d’adhérence de la suite (z,,),en. Comme lintersection d’un nombre fini de F,, est
toujours non vide puisqu’elle contient les x,,, pour n assez grand, la compacité de X assure
que l'intersection des fermés F,,, pour n € N, est non vide, ce qui permet de conclure.

Ezercice 12.2. — (i) Montrer que dans un compact, une suite ayant une seule valeur d’adhérence converge.
(ii) Le résultat est-il valable dans R?

e Un espace métrique est compact si et seulement si toute suite (x,,),en d’éléments de X
admet une valeur d’adhérence > (th. de Borel-Lebesgue).

On sait déja que dans un compact (méme non métrique), toute suite admet une valeur
d’adhérence ; montrons la réciproque dans le cas d’un espace métrique. Soit (U;);er un re-
couvrement ouvert de X. Alors, quel que soit = € X, il existe k(z) > 0 et ¢ € I, tels que
B(z,r(z)7) C Uy, ot r(x) = 27F@)_ On cherche a prouver qu’on peut extraire du recouvre-
ment par les U; un recouvrement fini, et il suffit de prouver qu’on peut en faire autant du
recouvrement par les B(z,r(z)7).

Pour cela, construisons par récurrence une suite x,, d’éléments de X vérifiant :

ez, €Y,, ouY, estle fermé complémentaire de U;<,—1B(z;,7(x;)7),

o k(x,) < k(y), quel que soit y € Yy,.

Si la construction s’arréte, c’est que les Bz, 7(x;) ), pour j < n—1 recouvrent X, ce que I'on
veut. Sinon, la suite (2, )nen @ une valeur d’adhérence yo, et on a yg € Y, quel que soit n € N,
car Y, est fermé et x,,4, € Yy, quel que soit p € N. Par construction de la suite (z,)nen, on
ad(xn, Tnyp) = 2-k(@n) " quels que soient n,p € N. Comme on peut extraire une sous-suite de
Cauchy de la suite (z,,)nen, on en déduit que k(z,) — +oo. En particulier, il existe n tel que
k(xy) = k(yo) + 1, en contradiction avec la construction de z,, (puisque yo € Y,,). Ceci permet
de conclure.

12.3. Propriétés de base des compacts

Les énoncés qui suivent sont d'un usage constant.

85. Cette caractérisation est parfois prise comme définition des espaces compacts. Elle est effectivement
d’un maniement plus facile que la caractérisation en termes de recouvrements ouverts si on cherche a
vérifier qu'un espace (métrique) est compact. Par contre, si on veut utiliser la compacité d’un espace pour
en tirer des conséquences, c’est en général la caractérisation par les recouvrements ouverts qui est la plus
naturelle et la plus puissante.
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12.3.1. Compacts d’un espace topologique

e Si X est compact, alors Y C X est compact, si et seulement si Y est fermé.

Supposons Y fermé. Soit (U;);e1 un recouvrement (86) ouvert de Y. Par définition, il existe,
pour tout i € I, un ouvert V; de X tel que U; = V; NY, et comme U = X — Y est ouvert,
les V;, pour ¢ € I, et U forment un recouvrement ouvert de X. Comme X est supposé compact,
il existe J C I fini, tel que X C UU (UieJ Vi), et les U;, pour ¢ € J forment un recouvrement
ouvert de Y extrait du recouvrement initial. On en déduit la compacité de Y.

Réciproquement, supposons Y C X compact. Soit a ¢ Y. Comme X est séparé, pour tout
y € Y, il existe des ouverts Uy, V, tels que y € Uy, a € Vy et U, NV, = &. Les Uy, pour
y € Y, forment un recouvrement ouvert de Y ; il existe donc J C Y fini tel que Y C UyejU,,.
Mais alors V = Nyc3V, est un ouvert de X contenant a et ne rencontrant pas Y, ce qui prouve
que a n’appartient pas & ’adhérence Y de Y. On a donc Y C Y, ce qui prouve que Y est fermé.

e ['image d’un compact X par une application continue f : X — Y, ot Y est séparé, est
un compact.

Soit (U;);er un recouvrement (7 ouvert de f (X). Par définition, si i € I, il existe U, ouvert
de Y tel que U; = U, N f(X), et comme f est continue, V; = f~1(U%) est ouvert dans X, et
(V;)ie1 est donc un recouvrement ouvert de X. Comme X est compact, il existe J C I fini tels
que les V;, pour ¢ € J, recouvrent X, et les U;, pour ¢ € J, forment alors un recouvrement
ouvert fini de f(X) extrait du recouvrement initial. On en déduit la compacité de f(X).

e Si X est compact, et si f: X — Y est bijective continue avec Y séparé, alors f est un
homéomorphisme.

Notons g : Y — X l'application réciproque de f de telle sorte que si F C X, alors on a
g F)={yeY,TweF gly) =z} ={yeY weF y=f(g9(y) = flx)} = f(F). On
veut prouver que g~ (F) est fermé dans Y si F l'est dans X. Or g~ (F) = f(F), et comme F
est compact puisque fermé dans un compact, et que Y est séparé, f(F) est compact et donc
fermé. Ceci permet de conclure.

e Si X est compact, et f : X — R est continue, alors f atteint son maximum et son
minimum.

Comme X est compact et f continue, cela implique que f(X) est compact, et donc admet des
bornes inférieure et supérieure finies [sinon on peut construire une suite d’éléments de f(X)
tendant vers +oo et donc n’ayant pas de valeur d’adhérence dans f(X)], et les contient car il
est fermé.

86. Si X est un espace métrique, on peut passer par les suites. Comme X est compact, une suite (Y, )neN
d’éléments de Y a une valeur d’adhérence dans X, et si Y est fermé, cette valeur d’adhérence est dans
Y, ce qui prouve que Y est compact. Réciproquement, si Y est compact, si a est dans I’adhérence de Y,
il existe une suite (y,)nen d’éléments de Y ayant pour limite a dans X, et sa seule valeur d’adhérence
dans X est alors a. Comme Y est supposé compact, cette suite admet une valeur d’adhérence dans Y, et
comme sa seule valeur d’adhérence dans X est a, cela implique a € Y. On en déduit que Y est fermé.

87. Si X et Y sont des espaces métriques, on peut raisonner en termes de suites. Soit (yn)nen une
suite d’éléments de f(Y), et, si n € N, soit z,, € X tel que y, = f(z,). Comme X est compact, la suite
(Zn)nen admet une valeur d’adhérence a € X, et comme f est continue, f(a) est une valeur d’adhérence
de la suite (yn)nen. On en déduit la compacité de f(X).
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e Si X; et X, sont compacts, alors X; x X, est compact.

Soit (U;);er une famille d’ouverts de X7 x X5 formant un recouvrement (83) Si y € Xy, soit
I(y) Pensemble des i € I tels que U;N(Xy x{y}) # @. Sii € I(y), et si (a,y) € Uy, il existe V; y o
ouvert de X; contenant a et W, , , ouvert de X, contenant y tels que U; D V; o X W; 4 4.
Les U;, pour ¢ dans I, formant un recouvrement de X; x Xs, les V,, ., pour i € I(y) et
(a,y) € Uy, forment un recouvrement de X;. Comme X; est compact, il existe un ensemble
fini J(y) de couples (i,a), avec i € I(y) et (a,y) € U; tels que X1 = U 0)e(y) Vi,y,a- Soit alors
Wy = Ngi,a)esy) Wiyy,a- C'est un ouvert de Xy contenant y, et U; contient Vi, , x Wy, quel
que soit (7,a) € J(y). Comme X3 est compact, on peut trouver Y fini tel que Xy = Uyey Wy,
et alors

Uyey Ugayedty) Ui D Uyey (Uiareaw) Viga X Wy) = Uyey (X1 x W) = X3 x Xo,

ce qui montre que 'on peut extraire du recouvrement par les U; un sous-recouvrement fini.

e Un produit dénombrable de compacts métriques est compact 89,

Soient X;, pour i € N, des compacts métriques, et soit X = [],.n Xi. Comme un produit
dénombrable d’espaces métriques est métrisable (alinéa 11.4.2), il suffit de prouver que toute
suite (zp,)nen d’éléments de X admet une sous-suite extraite convergente.

Ecrivons z, € X = [Lien Xi sous la forme x, = (2n,)ieN, avec x,,; € X; pour tout i.
Comme X est compact, on peut extraire une sous-suite (x%(n))neN telle que (x¢0(n)70)n€N
ait une limite ag dans Xg. Pour la méme raison, on peut extraire de la suite (x%(n))neN
une sous-suite (T, (n))neN telle que (T4, (n),1)nen ait une limite a; dans X;, et on a encore
Ty (n),0 = G0 PUISqUE (Zy, (n),0)neN €st extraite de (2, (n),0)nen- Par récurrence, cela permet
de définir ax € Xy, et une suite (2, (n))neN, extraite de (24, (n))neN, telle que zy, (o), — as,
pour tout i < k. La suite (2, (n))nen est alors extraite (par extraction diagonale) de (2, )nen,
et aussi de (2, (n))neN pour n = k; il s’ensuit que x, (,),; — a4, pour tout i € N, et donc
que Ty, (ny — a dans X, si a = (a;);en. Ceci permet de conclure

Ezercice 12.3. — Montrer que [0, 1] est compact en passant par les suites.

12.3.2. Compacts d’un espace métrique

e Si E est un espace métrique, un compact X de E est fermé dans E et borné, mais la
réciproque est en générale fausse.

On a déja vu qu’un compact est toujours fermé. Par ailleurs, si X est compact, et si g € X,
alors  — d(zg, ) est continue sur X et donc est bornée puisque toute fonction continue a
valeurs réelles sur un compact est bornée. Autrement dit, il existe M € R, tel que X C
B(xo,M), et X est borné.

88. Si X et Xy sont des espaces métriques, on peut raisonner en termes de suites. Soit (z,, Yn)neN
une suite d’éléments de X; x X5. Comme X; est compact, on peut extraire de la suite (x,)pen une
sous-suite (Z,(n))neN ayant une limite a dans X;. Comme X3 est compact, on peut extraire de la suite
(Yp(n))neN une sous-suite (Yy(n))neN ayant une limite b dans Xs, et alors (Zy(n), Yyp(n))nen admet (a,b)
comme limite dans X; x Xy puisque (2y(n))nen est extraite de (2, (n))nen, et donc tend vers a dans X;.
Autrement dit la suite (z,, Yn)nen admet une valeur d’adhérence.

89. Plus généralement, un produit de compacts est toujours compact (Tychonov, 1935), mais la dé-
monstration du cas général est un peu plus délicate et utilise 'axiome du choix.
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Soit E le segment [—1, 1] de R muni de la distance induite par la valeur absolue sur R ; c’est
un espace métrique parfaitement respectable. Alors X = [0, 1] est fermé dans E puisque c¢’est
Iintersection de E avec le fermé R de R, et il est borné. Il n’est pas compact car on ne peut
pas extraire de recouvrement fini du recouvrement de X par les ouverts U,, = Xﬂ]%l, 1- %[

e Si E est un espace vectoriel de dimension finie sur R ou C, alors les compacts de E sont

les fermés bornés (90,

Par définition de la norme || || sur R™, un borné de R est inclus dans [—M, M]™, si M est
assez grand. Or [—M, M] est compact, puisque c’est 'image de [0, 1] par l'application continue
x — (22 — 1)M, et donc [—-M, M]™ est compact comme produit de compacts. Comme un fermeé
d’un compact est compact, on en déduit qu’un fermé borné de (R, | ||o) est compact. Le
résultat dans le cas d’'un R ou C-espace vectoriel de dimension finie quelconque s’en déduit
si on sait que deux normes sur un R-espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes
(cf. n°17.4), et donc que les fermés bornés sont les mémes, quelle que soit la norme.

e Une fonction continue sur un compact non vide d’un espace métrique est uniformément
continue (théoréme de Y Heine, 1872).

f:X =Y, ou X etY sont des espaces métriques, est uniformément continue si
Ve >0, 36 > 0, tel que dx(z,2") < = dy(y,y’) < e.

Supposons X compact. Soit € > 0. Comme f est continue, pour tout = € X, il existe J, > 0
tel que dx(z,2') < 26, = dy(f(z), f(z')) < 5. Les Bx(z,d,) forment un recouvrement (°2)
ouvert de X; on peut donc en extraire un recouvrement fini X = U,eiBx(z,d;), ou J C X
est fini. Alors, par construction, si ' € X, il existe z € J tel que dx(z,z’) < d,. Soit alors
d =inf ey 0,. Sixy, e € X vérifient dx(x1,22) < 0, et si z € J est tel que dx(z,z1) < d,, alors
dx(z,r2) < 204, et donc dy(f(x), f(z1)) < §, dy(f(2), f(z2)) < § et dy(f(z2), f(z1)) < e.

Ceci montre que f est uniformément continue.

90. En filiere PC, cette propriété est prise comme définition de compact ; on peut difficilement imaginer
un point de vue plus nocif : étre fermé est une notion relative (un ensemble est toujours fermé dans
lui-méme), alors que la compacité est une notion intrinséque. Qui plus est, cette propriété devient fausse
en dimension infinie, et les espaces de dimension infinie ne sont pas qu'une lubie de mathématicien.

91. Ce théoréme a en fait été démontré par Dirichlet en 1854, pour les fonctions continues sur un
segment, mais Heine a donné son nom & la continuité uniforme alors que Dirichlet se contentait de
démontrer le résultat avec des € et des 0 en vue de justifier 'intégration de Cauchy pour les fonctions
continues, ce que Cauchy avait omis de faire en confondant les notions de continuité et continuité uniforme.

92. Comme on travaille avec des espaces métriques, on peut aussi passer par les suites. Supposons donc
que X est compact, que f : X — Y est continue mais pas uniformément continue. En niant la définition de
la continuité uniforme rappelée ci-dessus, on voit qu’il existe € > 0, tel que, quel que soit n € N il existe
(zn,2)) € X x X tels que dx(zn,2),) < 27" et dy(f(xn), f(2),)) = . Comme X est supposé compact, il
en est de méme de X x X, et la suite (2,2}, )nen admet une valeur d’adhérence (a,b) dans X x X. De
plus, comme dx (2, z,) — 0, on a a = b, et comme f est continue, (f(a), f(b)) est une valeur d’adhérence
de la suite (f(zn), f(z],))nen dans Y x Y. Comme f(a) = f(b), cela est en contradiction avec le fait que
dy (f(zn), f(z),)) = €, quel que soit n € N (en effet, (y,y') — dy(y,y’) est continue sur Y x Y, et une
valeur d’adhérence (c,c’) de la suite (f(x,), f(2],))nen doit donc vérifier dy(c,c¢’) = & > 0). Ceci permet
de conclure.
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Ezercice 12.4. — Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable.

(i) Montrer que si f(a) = f(b), il existe ¢ €]a, b tel que f'(¢) =0 (lemme de Rolle).

(ii) Dans le cas général, montrer qu'il existe ¢ €]a,b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a) (th. des
accroissements finis (93)).

(iii) En déduire que f est strictement croissante sur [a, ], si f/'(¢) > 0 pour tout ¢ €]a, b|.

Ezercice 12.5. — Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé de dimension finie. On dit que f : E — C tend
vers 0 a linfini, si pour tout £ > 0, il existe M > 0, tel que |f(x)| < ¢, si ||z|| = M. Montrer que, si
f : E — C est continue et tend vers 0 a U'infini, alors f est bornée et |f| atteint son maximum.

Ezercice 12.6. — Soit (X, d) un espace métrique. Si F C X, et si € X, on définit la distance d(z, F) de
2z & F comme la borne inférieure des d(z,y), pour y € F.

(i) Montrer que x +— d(z,F) est continue et méme 1-lipschitzienne sur X.

(ii) Montrer que d(x, F) = 0 si et seulement si x est dans adhérence F de F.

(iii) En déduire que si F; et Fy sont des fermés disjoints, il existe des ouverts disjoints Uy, Us avec
F, CcU; et Fy C Us.

(iv) On définit la distance entre Fy et Fo par d(F1,F2) = infoer,, yer, d(z,y). Montrer que si Fq et Fy
sont des compacts disjoints, alors d(F,F3) > 0.

(v) Montrer que si F1 NFy = &, si F; est fermé et si Fy est compact, alors d(F1,Fa) # 0.

(vi) Construire des fermés disjoints de R ou R? dont la distance est nulle.

Ezercice 12.7. — Soient X un compact métrique et f : X — X une application contractante (i.e. vérifiant

A(F(2), () < d(z,y), quels que soient & £ ).
(i) Montrer que f a un unique point fixe xg.

(ii) Montrer que si x € X, et si f" = fo---o f (n fois), alors f™(z) — =o.

iii) Montrer que f™ — o uniformément sur X (i.e. sup,ex d(f™(x), o) — 0 quand n — +00).

Ezercice 12.8. — (difficile) Soit X un espace métrique. Montrer que si toute fonction continue de X
dans R est bornée, alors X est compact.

12.3.3. Compacité locale

La compacité d'un espace est une propriété trés agréable, mais rarement vérifiée. Dans
les applications, il suffit souvent que cette propriété soit vraie localement : on dit qu'un
espace est localement compact si tout point posséde une base de voisinages constituée de
compacts.

e R, C et, plus généralement, un espace vectoriel de dimension finie sur R ou C sont
localement compacts.

e Un espace compact est localement compact.

Soient X un compact et z € X. Comme X est séparé, il existe, pour tout y # =z, des
ouverts U, et V; ,, d’'intersection vide, contenant = et y respectivement. Il en résulte que y
n’appartient pas a l’adherence F, , de U, ,, et donc que, si V est un ouvert contenant x et
si F' est son complémentaire, alors F N ( NyeX—{z} F»Ly) = &. Or F est compact, en tant que
fermé d’un compact, et F NF, , est fermé dans F pour tout y; on en déduit I'existence d'un
sous-ensemble fini Y de X — {z} tel que FN (ﬂyey me) = . Soit Uy = NyeyUyy; alors Uy

93. Voir l'ex. 15.6 pour une généralisation.
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est un ouvert de X, en tant qu’intersection finie d’ouverts, qui contient z, et dont I’adhérence
Fy est contenue dans V, puisque cette adhérence est contenue dans le fermé F, ,, pour tout
y € Y. Comme Fy est compact, il résulte de ce qui précéde, que tout ouvert V contenant x
contient un compact Fy qui, lui-méme, contient un ouvert Uy dont x est élément. Ceci prouve
que les compacts forment une base de voisinage de x, et permet de conclure.

12.4. La droite réelle achevée

12.4.1. Les espaces topologiques ordonnés R et R

On note R = R U {#o00} la droite réelle achevée. On étend < de maniére naturelle en
une relation d’ordre totale sur R, en convenant que —oo < a < 400, quel que soit a € R.
On fait de R un espace topologique, en prenant les ]a, b[, pour a < b € R, et les [—00, a]
et |a, +oco], pour a € R, comme base d’ouverts. La topologie induite sur R est donc la
topologie usuelle.

e Une suite de nombres réels x,, tend vers 400 dans R si et seulement si x,, tend vers 400
au sens classique. (Idem pour —o0.)

Les ]a, +00] forment une base de voisinages de +00, et donc x,, — +0o dans R si et seulement
si, quel que soit a € R, il existe N € N tel que z,, €]a, +o0], si n > N.

e L’espace topologique R est isomorphe & [—1,1] en tant qu’espace ordonné et en tant
qu’espace topologique ; en particulier, il est compact et métrisable, et tout sous-ensemble
non vide de R admet une bonne inférieure et une borne supérieure.

Tap i € R, f(+00) = 1 et f(—o0) = —1, est

un homéomorphisme strictement croissant de R sur [—1,1], dont l'inverse est g défini par

g(x) = %M’ siz € R, g(1) = +00, g(—1) = —oc (nous laissons au lecteur le soin de vérifier

L’application = — f(z), avec f(z) =

que f et g sont bien des applications continues inverses 'une de l'autre).

e Une suite (,,),en croissante (resp. décroissante) d’éléments de R converge vers la borne
supérieure (resp. inférieure) de {z,, n € N}.
e Si X C R est non vide, alors sup X et inf X sont dans I’adhérence de X.

En utilisant ’lhoméomorphisme f : R — [—1,1], qui est strictement croissant, on se raméne
a démontrer le méme énoncé pour X C [—1,1] ce qui permet de traiter tous les cas de la méme
maniére. Maintenant, si la borne supérieure M de X appartient & X, elle appartient a fortiori
a son adhérence. Si M n’appartient pas & X, alors pour tout n > 0, il existe x,, € X avec
M—-2"" <z, < M, ce qui prouve que M est limite d’une suite d’éléments de X et donc est
dans son adhérence. Ceci permet de conclure.

On note E+ la demi-droite achevée. C'est I’ensemble des = € R vérifiant z > 0. On
étend I’addition & R de la maniére évidente, en posant x + (+00) = 400, si z € R.

Comme toute suite croissante d’éléments de R admet une limite dans R, on en déduit
que :

e Toute série ) Uy, & termes dans R, converge dans R.. Si les u, sont dans R, alors
Y nen Un < F00 si et seulement si la série )\ u, converge au sens usuel.
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12.4.2. Limite supérieure, limite inférieure

e Toute suite (z,)nen d’éléments de R admet une plus grande valeur d’adhérence
limsup z,,, limite supérieure de la suite xz, et une plus petite valeur d’adhérence
liminf z,,, limite inférieure de la suite z,,. De plus, (z,),en converge si et seulement si
ses limites supérieure et inférieure sont égales, et la limite de la suite est alors la valeur

commune des limites supérieure et inférieure (4.

La compacité de R implique que I’ensemble des valeurs d’adhérence d'une suite (7,)nen
d’éléments de R est non vide. Comme cet ensemble est fermé, les bornes inférieure et supé-
rieure de cet ensemble sont encore des valeurs d’adhérence ; autrement dit toute suite (2, )nen
d’éléments de R admet une plus grande et une plus petite valeur d’adhérence. De plus, comme
R est un espace compact métrisable, une suite converge si et seulement si elle a une seule
valeur d’adhérence et donc si et seulement si ses limites supérieure et inférieure sont égales.
On en déduit le résultat.

e On a aussi limsup z,, = inf (sup xn) et liminfz, = sup ( inf a:n)
eEN ">k keN n=k

Pour éviter d’avoir a traiter séparément les cas ol une des limites est infinie, on utilise
I’homéomorphisme f : R — [—1, 1] ci-dessus pour se ramener au cas de suites a valeurs dans
[—1,1]. Soient a = limsupzy et b = infren (Sup, >4 2n), et soit € > 0. Comme a est une
valeur d’adhérence, il existe pour tout k£ € N, un entier n > k tel que |z, — a|] < . On a
donc sup,,5;, T, = a — €, pour tout k, et donc b > a — ¢, pour tout £ > 0. On en déduit que
b > a. Par ailleurs, comme a est la plus grande valeur d’adhérence, il n’y a qu'un nombre
fini de n tels que x, > a + ¢, et donc sup,,>, ¥, < a+¢, si k est assez grand, et b < a +¢,
pour tout € > 0. On en déduit que b < a, ce qui permet de démontrer la premiére égalité. La
seconde se démontre de méme en renversant les inégalités.

12.5. L’espace topologique T = R/Z

Z étant un sous-groupe de R pour 'addition, on peut considérer le quotient R/Z qui
est un groupe commutatif; on le munit de la topologie quotient, ce qui en fait un espace
topologique.

e Si m: R — R/Z est I'application naturelle, 'application f +— f o7 est une bijection de
I'ensemble des fonctions sur R/Z sur celui des fonctions sur R vérifiant f(z +n) = f(x)
pour tous z € R et n € Z. Autrement dit, une fonction sur R/Z est la méme chose
qu’'une fonction périodique de période 1 sur R. Par ailleurs, par définition de la topologie
quotient, une fonction f sur R/Z est continue si et seulement si f o7 est continue sur R.
Autrement dit, 'espace €' (R/Z) des fonctions continues sur R/Z s’identifie naturellement
a I'espace des fonctions continues sur R, périodiques de période 1.

94. Ca al’air un peu tautologique, mais il est trés utile de disposer des quantités lim sup x,, et liminf z,,
sans aucune hypothése sur la suite (2, )neN-
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e L’application = +— exp(2im z) induit des homéomorphismes de R/Z et [0,1]/(0 ~ 1),
munis de la topologie quotient, sur le cercle ») S = {z € C, |z| = 1} muni de la topologie
induite par celle de C. En particulier, R/Z est un espace compact métrisable.
Notons 7 : R — R/Z l'application naturelle et f : R — S! Papplication = + exp(2im x).
Comme f est périodique de période 1, elle induit une application f de R/Z dans S' qui est
bijective de maniére évidente, et on a f = fox par construction. De plus, f est continue de R
dans C, et donc f est continue de R/Z (muni de la topologie quotient) dans S' (muni de la
topologie induite par celle de C). Comme f est injective et comme S* est séparé car métrique,
on en déduit que R/Z est séparé (cf. ex. 11.6).
Maintenant, I'application z — x de [0,1] dans R est continue, et donc la composée avec
7 est une application continue de [0, 1] dans R/Z qui est surjective. Comme la seule relation
modulo Z entre les éléments de [0,1] est 0 ~ 1, cette application continue induit, par passage
au quotient, une injection continue ¢ : [0,1]/(0 ~ 1) — R/Z, et comme elle est surjective,
c’est une bijection continue de [0,1]/(0 ~ 1) sur R/Z. Comme R/Z est séparé, on en déduit,
par le méme argument que ci-dessus, que [0,1]/(0 ~ 1) est séparé. Comme [0, 1] est compact
et comme application naturelle de [0,1] dans [0,1]/(0 ~ 1) est continue par définition de la
topologie quotient, on en déduit, en utilisant les deux avant-derniers points de I’alinéa 12.3.1,
que :
® [0,1]/(0 ~ 1) est compact;
e .:[0,1]/(0 ~ 1) = R/Z est un homéomorphisme et R/Z est compact ;
e f:R/Z — S! est un homéomorphisme.
Ceci permet de conclure.

Ces diverses identifications permettent de voir un lacet v dans un espace topologique X
comme, au choix :

e une application continue v : S — X,

e une application continue 7 : R — X, périodique de période 1,

e une application continue v : R/Z — X,

e une application continue v : [0, 1] — X vérifiant (1) = 7(0).
C’est cette derniére description qui est utilisée la plupart du temps dans le cours.

13. Connexité

13.1. Ensembles connexes

e Si X est un espace topologique, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) toute application continue de X dans {0,1} (muni de la topologie discréte) est
constante ;
(ii) toute application continue de X dans un espace topologique discret Y est constante ;
(iii) X ne peut pas s’écrire comme réunion de deux ouverts non vides disjoints;
(iv) X ne peut pas s’écrire comme réunion de deux fermés non vides disjoints;
(v) si Y C X est a la fois ouvert et fermé, alors Y = @ ou Y = X.

95. Visuellement, si on prend un segment et qu’on attache ses deux extrémités, on obtient un cercle.
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L’implication (ii)=-(i) suit juste de ce que {0, 1} est un ensemble discret. Réciproquement,
siY est discret, toute application g : Y — {0, 1} est continue ; on en déduit que si X vérifie (i),
et f: X — Y est continue, alors toute application composée go f : X — {0, 1} est constante,
ce qui implique que f est constante. Les conditions (i) et (ii) sont équivalentes.

Maintenant, si f : X — {0,1} est continue, alors U; = f~1({0}) et Uy = f~({1}) sont
ouverts puisque {0} et {1} sont ouverts dans {0, 1}, sont disjoints, et X = Uy U Uy. Récipro-
quement, si U; et Uy sont ouverts, disjoints, et si X = Uy U Uy, I'application f : X — {0,1}
définie par f(x) =0, si € U et f(x) = 1 si « € Us est continue. On en déduit qu’il existe
f X — {0,1} continue non constante si et seulement si on peut écrire X comme réunion
de deux ouverts non vides disjoints ; d’ott ’équivalence de (i) et (iii). L’équivalence des autres
propriétés avec (iii) est immeédiate.

Un espace topologique X est connexe s’il est non vide et vérifie une des (et donc
toutes les) propriétés équivalentes précédentes.

e Si X, et X, sont deux ensembles connexes avec X; N Xy # &, alors X; U Xy est connexe.

Soit f : X3 UXy — {0,1} continue. Les restrictions de f & X; et X3 sont continues et donc
constantes. Comme on a supposé X; N Xy # &, on peut choisir y € X3 N Xo, et f vaut f(y)
sur X; et Xy ; par suite elle est constante sur X; U X5. On en déduit la connexité de X; U Xs.

Ceci permet, si X est un espace topologique quelconque, et x € X, de définir la compo-
sante connexe C, de x dans X comme le plus grand sous-ensemble connexe de X conte-
nant x; c’est la réunion de tous les connexes de X contenant x. On appelle composante
connexe de X tout sous-ensemble de la forme C,, pour x € X. On a y € C, si et seule-
ment si C, = C,, ce qui fait que les composantes connexes de X forment une partition
de X, la partition en composantes connexes. Un ensemble est totalement discontinu si les
composantes connexes sont réduites & un point.

e Dans R, les connexes sont les segments (tous les segments, i.e. les [a,b], [a,b], ]a,b],
la,b[, pour a,b € R, ainsi que les demi-droites ou R tout entier obtenus en permettant a
a ou b de prendre les valeurs 400).

Si X C R n’est pas un segment, c’est qu'il existe a ¢ X et x1,29 € X, avec 1 < a et
x9 > a. Alors U; = XN| — 00, a] et Uz = XNJa, +o00[ sont des ouverts de X, qui sont non vides,
disjoints, et dont la réunion est X, ce qui prouve que X n’est pas connexe. Autrement dit, si
X est connexe, alors X est un segment.

Maintenant, soient a < b, et soit f : [a,b] — {0, 1} continue. Quitte & remplacer f par 1— f,
on peut supposer que f(a) = 0. Soit X = {z € [a,b], f(x) = 1}, et soit ¢ la borne inférieure
de X, si X n’est pas vide. Par définition de ¢, il existe une suite d’éléments de X (qui peut étre
la suite constante ¢, si ¢ € X) ayant pour limite ¢, et comme f est continue, on a f(c) = 1. En
particulier, on a ¢ # a, et si © € [a, ¢[, alors f(x) = 0, par définition de ¢c. Comme f est continue
et comme c est dans 'adhérence de [a, ¢[, cela implique que f(c) = 0. D’ou une contradiction
qui prouve que X est vide et donc que f est constante sur [a,b]. On en déduit la connexité du
segment [a, b].

Pour prouver la connexité de [a,b], on prend une suite croissante b, tendant vers b, et
on écrit [a,b] comme réunion croissante des segments [a, b,] qui sont connexes d’aprés ce qui
précéde. Comme une réunion de connexes dont l'intersection est non vide est connexe, cela
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prouve que [a, b est connexe. Les autres cas se traitant de la méme maniére, cela permet de
conclure.
L , .. .
e [’image d'un ensemble connexe par une application continue est un ensemble connexe.

Si X est connexe, si f : X — Y est continue, et si g : f(X) — {0,1} est continue, alors
gof:X — {0,1} est continue, et donc constante puisque X est connexe. Comme f : X — f(X)
est surjective, cela implique que g est constante. On en déduit la connexité de f(X).

e Soit f : [a,b] — R continue. Si f(a) et f(b) sont de signes opposés, alors il existe
x € [a,b] tel que f(z) = 0 (théoréme des valeurs intermédiaires).

Comme [a, b] est connexe, son image par f l'est aussi et donc est un segment de R, et comme
cette image contient des réels négatifs et positifs par hypotheése, elle contient 0.

e Si X et Y sont connexes, alors X x Y est connexe.
Soit f : X x Y — {0,1} continue. Si z € X, la restriction de f a {z} x Y est continue et
donc constante, et si y € Y, la restriction de f a X x {y} est continue et donc constante. Ceci

implique que si (z1,41), (x2,y2) € X X Y, alors f(x2,y2) = f(z2,y1) = f(z1,y1), et donc que
f est constante. On en déduit la connexité de X x Y.

e Si X est un espace topologique, et si Y C X est connexe, alors I’adhérence de Y dans X
est connexe.
Soit f: Y — {0,1} continue. Comme Y est connexe, la restriction de f & Y est constante.
Soit @ € {0,1} I'image de Y. Alors f~!(a) est un fermé de Y contenant Y, et donc est égal

a Y par définition de I'adhérence. Autrement dit, f est constante. On en déduit la connexité
de Y.

e Les composant